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ERLEBNISSE UND BEOBACHTUNGEN
EINES NATURFORSCHERS IN CHINA, JAPAN UND CEYLON.

- Von Dr. FRANZ DOFLEIN,

PRIVATDOZENT
DER ZOOLOGIR AN DER UNIVERSITAT MUNCHEN UND II. CONSBRVATOR DER K. BAYER. ZOOLOGISCHEN STAATSSAMMLUNG,

Mit zahlreichen Abbildungen im Text und auf 8 Tafeln, sowie mit 4 Karten,
[XOX u. 512 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. £ 13.—

Dies Buch ist kein Reisewerk im gewdhnlichen Sinne. Es gibt nicht in feuilleto-
nistischer Weise fliichtige Eindriicke wieder, sondern es ist das Ergebnis eingehender
Forschung. Verfasser verbindet mit dem scharf beobachtenden Blick des Naturforschers
die allgemeinen Interessen des Kulturhistorikers. In selten anschaulicher Sprache entwirft
er ein glinzendes Bild von dem farbenfrohen Leben des fernen Ostens, dessen Menschen,
Tiere und Pflanzen er in die verschiedenen Auflerungen ihres Seins verfolgt.

Nirgends bietet er Doktrinires, stets sind seine Schilderungen durchwebt von persénlich
Erlebtem. Von grofem Interesse sind seine Beitrige zur Psyche des japanischen Volkes, das
er in sonst von Europiern fast gar nicht besuchten Gebieten zu beobachten Gelegenheit
hatte. Diese Darstellungen sind verkniipft mit der Schilderung der Tiefseeforschungen des
Verfassers und mit seinen sehr eigenartigen Studien iiber das Leben von tropischen Ameisen
und Termiten in Ceylon. Eine groBe Zahl prichtiger Abbildungen belebt den Text. Sie
sind bald dem Volksleben, bald der Tier- und Pflanzenwelt jener Gebiete entnommen.
Mehrere Karten erleichtern die Orientierung. So wird in diesem Werk der Naturforscher
in gleicher Weise wie der Ethnograpk seine Rechnung finden, und der Laie wird der
eleganten, geistvollen Darstellung mit gr8ter Spannung folgen.

»e « » Das ist allein schon Stoff genug zur Filling eines gewbhnlichen Reisewerkes, ganz
abgesehen von den hochinteressanten wissenschaftlichen Ergebnissen, die uns hier geboten werden, Mit-
teilungen iiber das Vorkommen der verschiedensten Tierformen an der japanischen Kiiste in cinem Gebiet,
wo polare und mediterrane Tierprovinzen, kalte und warme Strmungen einander eng beriihren, wo ein
starkes Gefille des Meeresbodens einer grofen Arten- und Individuenzahl giinstig ist. Hierzu kommen
Beobachtungen iiber Végel und Schmetterlinge in den Dschungeln Indiens, sowie {iber Ameisen und pilz-
ziichtende Termiten auf Ceylon. Aber der Forschungsreisende hat den interessantesten Gegenstand,
Menschenart und Menschenleben, nicht vergessen, er 1iBt uns tiefere Blicke in die alten Kulturwelten
des Ostens tun, als mancher andere Erzdhler, der, besonders in Japan, nur mit modernisierten Menscheny
verkehrt, sich nur in Europiervierteln oder auf den den Europiern angewiesenen Japanervierteln auf-
gehalten hat. . . . Gern betonen wir die Schinheit und den Reichtum des Bilderschmuckes, der keine
Ladenhiiter enthilt, wie denn auch im Text Sachen, die man liberall nachlesen kann, nur kurz behandelt

. werden. Soweit die Bilder auf ostasiatische Quellen zuriickgehen, es gilt das z. B. auch von dem aparten
Vorsatzpapier, sind diese in den Anmorkungen sorgfiltig angegeben. Sehr hiibsch ist auch die Einband-
decke mit einer von Frauenhand leicht stilisierten Krebszeichnung. Das schéne Reisewerk ist fir alle
gebildeten und urteilsfahigen Leser zu empfehlen.

(Literarische Beilage Nr. 34 der Kdélnigchen Volkszeitung 1go6.)

»e . . Das prichtig ausgestattete Werk enthilt auBer einer gréBeren ‘Reihe naturwissenschaft-
licher Beobachtungen und Landschaftsschilderungen auch eine eingehende Wiedergabe der Eindriicke,
die der Verfasser vom Volksleben der von ihm bereisten Gebiete erhalten hat. Besonders liebevoll
werden von ihm Japan und die Japaner behandelt, iiber deren Fortschritte und Schwichen er sich sehr
umfassend duBert. Die sine ira et studio zum Ausdruck gebrachten Betrachtungen knnen allen denen,
die sich mit dem Werden und zukiinftigen Kdnnen der neuen GroBmacht im fernen Osten befassen, als
wertvolle Lektiire nur anempfohlen werden.* (Koloniale Zeitschrift. 1go6. Nr. x7.)
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Uber die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines
algebraischen Zahlkorpers.

Von

Epmunp LaNpavu in Berlin.

Yorwort.

In einer Reihe von Arbeiten®*) habe ich die wichtigsten bekannten
Gesetze tiber die Verteilung der Primzahlen und speziell der Primzahlen
einer arithmetischen Progression mit vereinfachten Hilfsmitteln bewiesen
und zum Teil verschirft. Die von mir angewandten Methoden benutzen
nur die Elemente der Funktionentheorie, in erster Linie den Cauchyschen
Integralsatz; ich habe keinen Gebrauch von den neueren Untersuchungen
der Herren Hadamard, v. Mangoldt und de la Vallée Poussin iiber
die Dichtigkeit der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion und einiger
verwandter Funktionen gemacht. Dies war darum von Bedeutung, weil es fiir
die von Herrn Dedekind eingefiihrte Zetafunktion, welche einem beliebigen
algebraischen Zahlkorper emtspricht, unbekannt ist, ob sie in der ganzen
Ebene existiert und ob sie Nullstellen bésitzt. Meine neuen analytischen
Kunstgriffe waren imstande, zum ersten Mal**) den ,Primidealsatz” zu
beweisen:

" ,Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes*, Mathe-
matische Annalen, Bd. 56, 1903, S. 646—670; ,Uber die Primzahlen einer arith-
metischen Progression, Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a,
1903, S. 493—536; ,,Uber die zahlentheoretische Funktion u (k)*, ebenda, S. 537—570;
,,Bemerkung(en) zu der Abhandlung von Herrn Kluyver: Reeksen afgeleid uit de
u(m
m

reeks ¢, Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslagen,

Bd. 138, 1904, S. 71—83. Ich habe hier nur diejenigen Arbeiten erwihnt, an welche
die vorliegende Abhandlung ankniipft. Ubrigens setze ich aus ihnen nichts als be-
kannt voraus.

**) S. die in Anm. 1 zuerst genannte Arbeit; der dort gegebene Beweis des
Primidealsatzes benutzt einige Ergebnisse meiner Abbandlung: ,Uber die zu einem
algebraischen Zahlkbrper gehtrige Zetafunktion und die Ausdehnung der Tscheby- -
schefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Primidesale*, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 125, 1903, S. 64—188.

Mathematische Annglen, LXIIL 10



146 E. Laxpav.

Die Anzahl der Primideale eines beliebigen algebraischen Zahlkorpers,

deren Norm < ist, ist asymptotisch gleich 17—, d. h. thr Quotient durch

E‘g‘?—x néhert sich fir x = oo der Grense 1.

Im ersten und zweiten Teil der vorliegenden Abhandlung untersuche
ich die Verteilung der Primideale eines algebraischen Zahlkorpers auf die
einzelnen Klassen #quivalenter Ideale. Mein wichtigstes Resultat ist als
Hauptsatz 1*) bezeichnet. Die Methode der Beweisfilhrung ist analog zu
meinen fritheren Untersuchungen iiber die arithmetische Progression,
welche in dem a. a. Q. zum erstenmal bewiesenen Satze**) gipfelten:

k und 1 seien swei teilerfremde Zahlen, o (x) die Anzahl der Prim-
zahlen ky+1 < z, Li(z) der Integrallogarithmus von z, @(k) die Eulersche
zahlentheoretische Funktion, m eine beliebige reelle Grofe. Dann ist

hm log “ (g( z) — Ll (x))

Im dritten Teil der vorhegenden Abhandlung werde ich u. a. einen
Satz (Hauptsatz 3)***) beweisen, der sowohl den Hauptsatz 1 (und da-
durch den Primidealsatz) als auch den soeben angefiihrten Satz tiber die
Primzahlen einer arithmetischen Progression als Spezialfille enthilt.

Im vierten Teil ziehe ich aus den allgemeinen Sitzen einige besonders
wichtige Folgerungen.

Meine neuen Sitze besagen durchweg, daB gewisse Grenzwerte
existieren oder gewisse unendliche Reihen konvergieren. Es ist leicht,
heuristische Griinde anzugeben, welche die Sitze wahrscheinlich machen,
und der Wortlaut der neuen Sétze wird den Kenner micht tiberraschen.
Jedoch hat es mich selbst aufs Hochste iiberrascht, daB meine Methoden
kriftig genug sind, um Beweise fiir diese Sitze zu liefern.

Um dem Leser das Verstindnmis zu erleichtern, setze ich in der
Theorie der Zetafunktion und der verwandten Funktionen nichts aus
meinen fritheren Arbeiten oder denen anderer Autoren (Riemann, Hada-
. mard, v. Mangoldt, de la Vallée Poussin usw.) als bekannt voraus. Wohl
aber muB der Leser mit der Theorie der algebraischen Zahlkdrper ver-
traut sein.

Der erste Paragraph jedes der drei ersten Teile dient ihm als
Einleitung.

* 8. 8. 147,
** 8. die zweite der auf 8. 145, Anm, 1 zitierten Arbeiten, 8. 507 und 532,
) g, S, 197,
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Erster Teil.
§1

(Einleitung).
Das Ziel der §§ 2—10 ist der

Hauptsatz 1. Ein algebraischer Zahlkorper » habe die Eigenschaft,
daf die iber alle Primideale der Hauptklasse (im engeren Sinne*®) ) er-

streckte Summe*¥)
1
2 ‘Np
)

divergiert. h sei die Anzahl der ldealklassen. Es sei o () .dz'e Anzahl der
Primideale einer bestimmien Klasse, deren Norm L ist, m eine belz'ébige
reelle Zahl. Dann ist

1) lim 872 (o(2) — = Li(2)) = 0.

Dies besagt insbesondere fiir m = 1 mit Riicksicht auf

lim @) logz _

x ]
=00
daB fiir jede Klasse
. o(x) 1
me T
loga

ist, also fiir zwei beliebig gegebene Klassen, wenn o,(z) und g,(x) die
zugehdrigen Anzahlen bezeichnen, daB .

lim &9
rT= Qs (x)
existiert und = 1 ist.
Mit anderen Worten:
In jeder Klasse eines algebraischen Zahlkorpers, fiir welchen die iiber

alle Primideale der Hauptklasse erstreckte Summe
1
2
»

divergiert, gibt es asymptotisch gleich viele Primideale.
DaB unter der gemachten Voraussetzung fiir jede Klasse

@) D wleg 6@ (>1)
y

*) D. h. zwei Ideale heiBen #quivalent, wenn ihr Quotient eine (ganze oder.
gebrochene) Zahl des Korpers mit positiver Norm ist.

*) Nun bezeichnet die Norm des Ideals n; ich schreibe keine Klammer, auch

nicht in der Folge bei Nu'(s* Potenz von Nw). : o

- 10*
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ist, wo lim G (s) existiert, folgt ohmne weiteres aus den Untersuchungen
s=1

von Herrn Weber ,iiber Zahlengruppen in algebraischen Korpern#), also
durch Anwendung der Kklassischen Dirichletschen Methode. Aber die
Gleichung (2) berechtigt noch bei weitem nicht zu dem SchluB, daB jede
Klasse des Korpers asymptotisch gleich viele Primideale enthilt. Um
diesen SchluB zu rechtfertigen, besteht die Hauptschwierigkeit in dem
Nachweise der Existenz der Grenzwerte

3) lim &@ iy &@
X =0 =00 _‘T”_
. logz logx
Aus § 8

1 1 1
”Eml—s=71°gs—_:—1+ G1(s),
1 1 1
> W =W g + G
Pa
18Bt sich unmittelbar nur folgern: wenn die Grenzwerte (3) existieren,

8o sind 'sie = 1.
Wie groB die zwischen (4) und der Gleichung

(4)

@ _
©) e
‘noch vorhandene Liicke ist, ergibt sich aus folgenden historischen Daten.
In einem wichtigen analogen Fall — fiir zwei arithmetische Pro-
gressmnen ky +1, und ky 4 I, mit derselben Differenz %, wo I, und
zu k relativ prim sind — hatte Dirichlet***) jm Jahre 1837, bewiesen,

daB, (k) = h gesetzt,
>
»’
F 21
1 1
pop S
Do
ist, wo p, die Primzahlen durchliuft, welche =/, (mod. k) sind, und p, die

Primzahlen .= J; (mod. k) . Gy (s) und G, (s) sind Funktionen, welche gegen
einen endlichen Grenzwert konvergieren, falls die reelle Variable s zu 1

log g + G4 (5),

§"||—t

s—l

*) Zweite Abhandlung, Mathematische Annalen, Bd. 49, 1897, S. 8389,

) Wo p, bezw. p, die Primideale der betreffenden Klasse durchliuft,

%) Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Faktor gind, un-
endlich viele Primzahlen enthilt®, Abhandlungen der Koniglich PreuBischen Aka.demle
der Wissenschaften zu Berlin, S. 45-—71 Werke, Bd. 1, 1889, S, 813—349.



Verteilung der Primideale in den Idealklassen. 149

abnimmt. Aber erst 59 Jahre spiter hat Herr de la Vallée Poussin*)
den Nachweis gefiihrt, da8 fiir die Anzahlen g,(z) und gy(z) der Prim-
zahlen p, <2z bezw. p, <z

) (x)

(5) 3.112 0. (%) =1
ist. Dirichlet hatte diese Gleichung (5) in der Einleitung seiner berithmten
Arbeit nur vermutungsweise mit den klaren und unzweideutigen Worten
ausgesprochen: ,Die aufmerksame Betrachtung der natiirlichen Reihe der
Primzahlen 1iBt an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen,
deren Allgemeinheit durch fortgesetzte Induktion zu jedem beliebigen
Grade von Wahrscheinlichkeit erhoben werden kann, wihrend die Auf-
findung eines Beweises, der allen Anforderungen der Strenge geniigen
soll, mit den groBten Schw1er1crke1ten verbunden ist. Eines der merk-
Wurdlgsten Resultate dieser Art bietet sich dar, wenn man simtliche
Glieder der Reihe durch dieselbe, iibrigens ganz beliebige Zahl dividiert.
Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor aufgehen und mithin
unter den ersten G(liedern der Reihe vorkommen, so werden alle iibrigen
einen Rest lassen, welcher relative Primzahl zum Divisor ist, und das
Resultat, welches sich bei fortgesetzter Division herausstellt, besteht
darin, daB jeder Rest der genannten Art unaufhérlich wiederkehrt, wund
swar so, daf3 das Verhiltnis der Zahlen, welche fiir irgend swei solche
Reste bezeichnen, wie oft sie bis zu einem gewissen [liede erschienen sind,
bet tmmer weiter fortgeseteter Division die Einhelt sur Grenze hat. Ab-
strahiert man von der zunehmenden GleichmiBigkeit des Vorkommens
der einzelnen Reste und beschrinkt das Beobachtungsresultat auf die nie
aufhérende Wiederkehr eines jeden derselben, so liBt sich dasselbe in
dem Satze aussprechen: daB jede unbegrenzte arithmetische Reihe, deren
erstes Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, un-
endlich viele Primzahlen enthalt.“

Dirichlet beweist die letztere Behauptung auf Grund seiner Gleichung

Dl 5=l Iy + G

=1
der hier kursiv gedruckte Satz spricht offenbar genau die zuerst von
Herrn de le Vallée Poussin bewiesene Gleichung (5) aus. Ubrigens
habe ich dieselbe erheblich einfacher bewiesen und dahin verschirft, daB
fir jedes m

* ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers. Deoxiéme
Partie. Les fonctions de Dirichlet et les nombres premiers de la forme linéaire
Mx -+ N, Annales de la société scientifique de Bruzelles, Bd. 20, Teil 2, 1896,
S. 281—362.
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(6) lim log™ s (22 — 1) = 0

=00 (] (w) -

ist. Dies folgt ndmlich unmittelbar aus dem a. a. 0.*) yon mir bewiesenen
Satze

0 () = + Li(z) + O(we- Vi),

wo d eine passend wahlbare positive Konstante ist.
Analog werde ich in §§ 2—10 fiir die Primideale der gegebenen
Klasse beweisen, daB

o(z) = - Li(@) + O(ze-Vot=)

ist; daraus folgt unmittelbar die Gleichung (1), also der Hauptsatz 1 und
auch die in der Schreibweise mit (6) iibereinstimmende Gleichung, in
welcher ¢,(2) und ¢,(«) die auf S. 147 angegebene Bedeutung haben.

§ 2. -

Satz I Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion™*), welche den
beiden Bedingungen *%¥)

(M ST _ 0 (1og )

und
®) S )= 0 (@)

genigt, wo y eine zwischen O (exkl.) und 1 (inkl) gelegene Konstante ist.
Dann konvergiert die Reihe
© e

'
n=1

fiir R(s)>1—y wund stellt dort eine requlire Funktion @ (s) dar; ferner

besteht, wenn s = @ + ti gesetst wird, fiir
2

(10) t>er, 1— 5;—

die Ungleichung

IA
AN

6 <2

* L e, 8. 632. .
*) D.h, f(n) ist fir jedes ganzzahlige n > 1 definiert, braucht aber nicht
ganzzahlig und auch nicht reell zu sein. -
***) Unter O(g(x)) wird eine Funktion von x verstanden, deren Quotient durch
g(x) dem absoluten Betrage nach fiir alle 2 von giner gewissen Stelle an unterhalb
einer endlichen Schranke gelegen ist.



Verteilung der Primideale in den Idealklassen. 151

(11) l9() < logt,
wo ¢, eime Konstante bezeichnet.*)

Das Gebiet (10) erstreckt sich ins Unendliche.

Beweis. Zunichst ist klar, daB ¢(s) fiir die durch (10) bestimmten
Werte von s konvergiert; denn es ist fiir jedes solche s

m(s)gl-lgtzl -——1——>1

und wegen (8) ist bekanntlich die Re:he (9) fir R(s)>1—yp konvergent, <
und zwar gleichmifig in einer gewissen Umgebung jeder Stelle dieser
Halbebene. Der Vollstindigkeit wegen will ich dies beweisen. Wenn

S(0)=0
und fiir > 1

2f<n> 8 ()

gesetzt wird, so ist nach (8) fir alle 2 > 1
18(2)] < 4o+,
wo A eine Konstante bezeichnet. Es ist

2 o 2 2 —feod 2 S 5 ~ ) + sy

— au S(x)
(12) 2 S(n) S,_[u"'"l tery

und fiir alle s des Rechtecks

(13) 666, —4ttZt,
wo 6,>1—y ist,

]sm)sf i’i‘l

S(x) At~ 4
@+ T @ " altr? .
Hieraus folgt nach (12) die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (9) im
Rechteck (13), also in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der Halb-
ebene R (s) > 1 — p. Die Reihe (9) stellt also fiir R(s) > 1 —y eine
reguldre analytische Funktion g (s) dar.

A
< .An!' Y (61 + tl) 1+Uo g:;o;’”ytl) ’

*) ¢, hingt also nur von der Funktion f(n) ab. Analog werden in der Folge
mit ¢, ¢, - - - Konstanten bezeichnet, welche gewisse Relationen fiir alle s eines
Gebietes erfiillen. Die Bezeichnung wird stets so gewihlt sein, da8 jede solche
Konstante ¢,, ¢, - - - durch jede groBere Zahl ersetzt werden kann.
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Es sei nun s eine beliehige Zahl, welche die Ungleichungen (10)
erfiillt; dann zerlege ich in .
o) =
n=1

1
die Summe in zwei durch [ﬁ} getrennte Teile*) und erhalte dadurch

87 ®
— Stn —
(14) (p(s)=2-f—£:?+ E .S_(.@__.__”?(.’.q'__i)
n=1 1

n::ty +1

Hierbei und im folgenden verstehe ich der bequemeren Schreibweise
wegen unter einer Summe mit einer nicht ganzzahligen oberen oder
unteren Summationsgrenze y, daB der Summationsbuchstabe bis [y] bezw.
von [y] an lduft. Aus (14) folgt weiter

®(s) =Zt: Q) +§7 S(n) (7_:,_ — (n_‘l_l)‘ _ SI([tﬂ)

S [ gl

n=1 1
n=t? +1
_l_ n4+1
AN\L—-y
(s)|<2 Al +(2+t)2 Ant- r/ s, 4]
=1 n ’°g‘ ([t ]+1) ]T-"
n= t"+1
1
S 1) e 70
<2 n) nlogt+(2 +t).A. Z du .At :
n=1 . logt _10_67)
- 1 ©
11 ¢ 1.1
'y Togi 1 | du Aty logt
i 8‘2\1"4 . +(2+t)A/ e T
n= Og

M
e S

*) [y] bezeichnet fiir reelle y die grote ganze Zahl < y.
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also wegen
1 1 1
trlgt—¢or 2442
1 ®
.t . L
(15) ?¢(3)l<e~72%M+2tA‘/———__d“ - _|_11:;y.
n=1 1+.”~10_}—¢
u

Nach der Voraussetzung (7) ist fiir alle ganzzahligen 2 > 2

2 HAQ! f?(:‘)l < Blogz,
n=1

wo B eine Konstante bezeichnet, also

1

¥ .
(16) > 7] < Bloglir] < %logt;
n=1
ferner ist
V . 1
du 1 1 1 o7 s L,
oo / P S 'i(v——l—)é y T 7T
1 w log? )’—m 124 log ¢, )’—?
Y

aus (15), (16) und (17) ergibt sich

5B 2 2 g
lp(s)i<er 7logt+2tA7e7_t_+_t_,
also wegen
1< logt, ~It—<logt

1 a4 L
s)|<er —logt+er —logt+.erAlogt=clogt,
2 y 08 ; 08 8

womit der Satz I bewiesen ist.

Satz IL  Die fiir R(s) > 1 durch die Reihe

& >

definierte Funktion &(s) hat im Punkie s =1 einen Pol erster Ordnung mit
dem Residuwum 1, ist im iibrigen fiir R(s) > O regulir und gewiigt fiir
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' ‘ 1
der Ungleichung )
(20) 1£()| < ¢, logt,

wo ¢, eine Konstante beseichnet.
Beweis. Wenn >0 ist, ist die Reihe (18) fir R(s) =1+ ¢

wegen

1

%8

gleichmiBig konvergent; (18) definiert also fiir R(s) > 1 eine regulire
Funktion £(s). Ferner ist fiir R(s) > 1

< 1
HO =1+ >
=~1+sr—}—1+s—1—1 g ((n+11)""1_—n’1‘1>.+7§("41—1)‘

@, =1+ +,§ {311 ((n+11)*-‘_n’1"> * mj-l)‘}’

also wegen

1
S

1 1
(22) .3—:1. ((n+ 1)0—1 - ,na--l

1 - wdu
(28) g<s)=1‘fs~-1_s§ f 't

Die in (23) auftretende unendliche Reihe ist wegen
1

1
wdu < duw 1
R plto  plto
0 0

fir R(s)=>¢ (e > 0) gleichmébig konvergent und stellt daher fiir
R(s) >0 eine reguldre Funktion dar; folglich ist

~ 1
86) — 5=
fiir R(s) > 0 regulir.*)

« ") Der vorangehende Beweis der bekannten Eigenschaft von ¢(s) riihrt von Herrn
de la Vallée Poussin her und steht zuerst in seiner ,,Démonstration simplifiée du
théordme de Dirichlet sur la progression arithmétique*, Mémoires .couronnés et
autres mémoires pub]izs par I'Académie Royale de Belgique, Bd. 53, 1896, S. 6—8.

©

1
1)+ 1 = — 8 _M
0
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Es sei nun s ein Wert, der die Ungleichungen (19) erfillt. Nach
(21) und (22) ist

§(s) =

{S-1 (<n+1>* ! n*‘l* )+(n-;1>“}

- udu
- > f(w-{—%)'ﬁ :

n=1t+10
1 1 ~ 1 - a
udu
e —1 ([ 1)? +2155_32 f@w)'“’
n= n=t+10
1 1 t+1 o P
%
€0 <=7 et Dl whdCE LD f—T?I
([t]_l_l) logt n=1 " logt n=t+4+10 (’ﬂ+u) log?
t+1
<~——(t+1)1°8‘+(t+1)1°3f2 +2t2 f" du
n=t+1 =
d
<——<2t>1°ef+<2t>1°8’(1+ f i) +ztf
[+1,, loge
2 —l- 3 a
<5 - 28 e+21°et e(logt+2)+2tf e
14 uz log#
<1-2-¢+2.e(logt+2)+2¢—" . 1

—_—— -
logi ¢ logt

_§26+2elogt+4e+2*1 —-e
1——log?.

< ¢ logt,

womit der Satz II bewiesen ist.

Es sei nun % ein beliebiger algebraischer Zahlkdrper, % sein Grad;
&«(s) sei die von Herrn Dedekind*) (fiir reelle s) eingefiihrte Funktion,
welche durch die unendliche Reihe definiert ist:

ey 8() = >

"} Vergl. z. B. die von ihm herausgegebenen Vorlespingen Dirichlets tber
Zahlentheorie, 3. Aufl,, 1879, 8. 578; 4. Aufl,, 1894, S. 610.

-



156 E. Laxpau.

wo 1 alle Ideale des Korpers ‘durchl’éuft.*) Herr Dedekind hat be-
wiesen, daB die Reihe in (24) fiir s > 1 konvergiert, und daB bei An-
nsherung von rechts der Grenzwert

Lim (s — 1)§,(s)
g=1
existiert und gleich einer positiven Konstanten
gh

ist, wo h die Anzahl der Idealklassen des Korpers und g eine andere
durch den Korper wohlbestimmte positive Konstante ist.
Aus der von Herrn Dedekind bewiesenen Konvergenz fiir s > 1 folgt

fir R(s) > 1 wegen
1
= Nue

7w

die Konvergenz, fiir R(s) >1 + ¢ (¢>0) die gleichmiBige Konvergenz
der Reihe in (24); dieselbe definiert also eine fiir R(s) > 1 regulire ana-
Iytische Funktion & (s), welche wegen

lim (s —1)¢,(s) =gh <0
a=1

In s =1 nicht reguldr ist; falls sie dort einen Pol besitzt, ist derselbe
von der ersten Ordnung.

Mehr folgt aus Herrn Dedekinds Entwickelungen nicht tiber den
analytischen Charakter dieser Funktion. Fiir R(s) > 1 148t sich die Glei-
chung (24) auch so schreiben:

(25) G = > T8,

n=1

wo F(n) die Anzahl der Ideale des Korpers bezeichnet, deren Norm
gleich der ganzen rationalen Zahl # ist.

Herr Weber**) hat folgende Sitze 1., 2., 3. bewiesen, von denen 2.
leicht aus 1. folgt, 3. unmittelbar aus 2.:

1. Die Anzahl T(r) aller ldeale der Hauptklasse, welche durch ein

*) u® bezeichnet fiir positive u die ganze transzendente Funktion ¢*1°8% yon s,
wo logu der reelle Wert des Logarithmus ist.

+9 Uber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung*,
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe-
matisch-physikalische Klasse, 1896, 8.275—281; vergl. ferner seine auf S. 148, Anm. 1
zitierte Arbeit, 8. 89—94 und auBerdem sein Lehrbuch der Algebra, Bd. 2, 2. Aufl,,
1899, S. 672—678 und 712.
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gegebenes Ideal a teilbar sind und deren Norm <z ist, ist in der Ge-
stalt darstellbar:

(26) T@) =L o+ 0l %),

2. Die Anzahl A(z) aller Ideale einer Klasse, deren Norm <« ist,
hat die Form

1
@7 A@ =gz + 0 (x1‘7).
3. Die Anzahl H(x) aller Ideale, deren Norm < z ist, ist

(28) H@) = gha + 0z~ 71?).*)

Mit Hilfe dieser Weberschen Gleichung (28) und der Sitze I und II
beweise ich nun den

Satz IIl. Die Funktion §,(s) ist iber die Gerade R(s) =1 fortsete-
bar, hat im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuwm gh,

ist sonst reguldr fiir f(s)>1 — —1— und gewiigt fiir

(29) t2eh 1 - <e<2

logt =
der Ungleichung
(30) 1£.6) ] < ¢logt,

wo ¢, eime (nur vom Korper abhingige) Konstante bezeichnet.
Beweis. Ich betrachte die Funktion

P(s) = £.(s) — ghE(s);
sie ist mach (25) fiir R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe

(81) e
definiert wo

f(n) = F(n) —
ist. Wegen

* Schon Herr Dedekind hatte bewiesen, dab

T(x) _ A@ . H@
ii P Na al;li z 3:;, ) = gh

ist.
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8@) =D f(n) = D] (Fow — gh) = H(z) — gha
ist nach (28) "
8(z) = O(xlﬂ%),
so daB die zweite Voraussetzung (8) des Satzes I erfillt ist, falls

1
=%
gesetzt wird. Wegen
4 x x xz
[Fe)] Fm) gk @ 1
Sl g Srtn Sre ., g 3
n= n=1 =1 n=1
O Hm—Hn—1)
= D T 4 0(log )
n=1

< 1 1 "
=~.Z’ H(n) (W_n-l-l) +x_‘(_xi + O(logx)
n=1

x 1 2
- 02; ”(W_h‘%) + 0(1) + O(logz) = 02 #;+ 0 (log z)
n= n=1
= 0 (log x) '

ist auch die erste Voraussetzung (7) jenes Satzes erfilllt. Aus Satz I
folgt also, daB die Reihe (31) fiir R(s)> 1 — & konvergiert, daB g(s)
fiir R (s)> 1-—710— reguldr ist und fiir jedes den Bedingungen (29) ge-
niigende s die Ungleichung

(11) [9(s)| < logt

erfiillt.
Nach Satz II ist
1

§6) — ;=1
fir R(s) >0, also a fortiori fiir R(s) > 1 — % reguldr, und §(s) geniigt
fir die s des Gebietes (19), also a fortiori fiir diejenigen des Gebietes
(29) der Ungleichung .
(20) 18(s)| < ¢ logt.

Folglich ist
£.(5) = p(s) + ghi(s)
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fir R(s)>1— % regulir bis auf den Pol erster Ordung s = 1 mit dem

Residuum g/ und geniigt fiir die s des Gebietes (29) der Ungleichung
[£.()]| < e logt+ gheylogt = e logt,

womit (30), also der Satz III bewiesen ist.

§ 3.
Satz IV. Es erfiille die zahlentheoretische Fumktion f(n) die Voraus-
seteungen des Satzes I, d. h. es sei fiir x> 2

O [ Fn)
2 l—(;:L—‘<Bloga:

|8(2)| = ]§f<n>! < dat-,

wo 0 <y <L 1ist. Es sei @(s) die fiir R(s)>1—yp durch die Dirichletsche
Reihe '

® g 200
n=1

definierte Fumktion. Dann ist fiir

2
— 1
(10) t_Z_eV, 1‘-—Tgt‘§_6§2
(32) |9'(s) [ < ¢y logt.
Beweis. Es werde die fiir alle m giiltige Gleichung®)
n+1
f(n) S(m)
) +s S(n f
9() = 2 %lm S
nach s differentiiert: B
n+1 n+1
’ 1 log ud
¥(s) = 2 fovlegn 31 50 f e s S s f"gf:,“
n=m+1 n=m+1
S(m) log(m—}—l).
(m+ 1y

1
Wenn s dem Gebiete (10) angehort, setze ich m — [tf] und erhalte:

* s 8. 152.
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2
’ | £(m) | 1o °°
’q’(s)l<2—~—l—_l——lﬂ+2An1—y du
n=1 n E—gt . 1 2—-_1._
— w log¢
n=t? 41 »
n+1
s LI 1
+@+1 2 Anlﬂrflt)gwiu + 47" Y)log t7+1)
1 | P 1 1
nzt_;.;.l h m logt? 7 (1-@)
1
(D)2 S . A
< log t}')ty logt2 ]fi’;%)[ +A2 W du
7wl 1 2___1_‘
— m logt
n+ 1 n=t? 41"
+2i4 Wllogudu | 4 AL (L1
12 A w5 log (7 + £7)
—_ m logt
n=t? 31"
<2 logt _’lf—Bl (i) ] N
v -e¥ - Dblog\tY du
% ﬁ;‘ 1+y-_1_
1 1 7 u log¢
Ae? t? =
-+ 7 (10g2 -+ -1_ ]-Og t) ¢ 7
Y
1 L
=‘-‘5"g‘ ev Blog2t+ A 1
y—_l_ i(,,_.__l__
logt ¢7 logt)
1
+2¢4 ! 10g(t7) 1
?—--i—'l‘(r—l)+ 1 \% 1 :
1 Y log? I -t 1
r ogt ¢7 1 et (" logt) £ (-553)
e
1
+= (108'2+710gt)

== ¢,

0 t y
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(32) |9'(s)| < eylog?t, .
womit der Satz IV Dbewiesen ist.
Satz V. Es ist fir

(19) {23, 1— lzt—“ <2
(33) [E(s)| < e,y loght.

Beweis. Es ist fir R(s) >0 (exkl. s =1) und jedes ganzzahlige
m >1 nach S. 154—155
m+1

RS
He) = s—-1<m+1>"“1+Z 2 f<n+u>‘+“

n...m+1
also
1 1 log(m+1) m+110gn
€@ = 1) m 1)t _s—1<m+1)’—1_27’_

n=1
. u,log(n—(-u)
2 [t 3 e

Wenn nun s im Gebiet (19) liegt und m = [t] gesetzt wird, so ergibt sich

1 1 1 1 1
8@ <g=z3 o °g<[t]+11) +2 _logn_
[+ 1) o8t @641y st n=1 " logt
! ”'H n+1

T 2 +(2+t) 2 logudu

n=t+1 u logt n=f41 logt
n n

1 #E1

1 log ¢ T logn du

<012',§?+c13“t—“+(t+1)1°8t 2,‘%‘+ 1
n==l

 logé

© 14

logudu
+ 2t / togude
w logt

¢
1 41

<6yt e+ (2t)@ 2 loin + 1 1

n=1 T logt t 8f

1 log# 1 1
+2t(1 : L TRRY 1__1*>
" logt t " Togt (1-10g t) ¢ logt

Mathematische Annalen, LXTIL. 11
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1 1 logt 1

<&zt +0141°g2'5+1—‘*T— % + 2¢ (1 I ¢ (;g + Y _t?_)
g “ms ()

= ¢y + 01 + oy log’t + c_ltz + ¢glogt + ¢y

< ¢y log?t,

was im Satz V behauptet wurde.
Satz VI. Es 4st fir

1
(29) 2o 11— <o<?
(39) 16.(5)] < ey log? .

Beweis. Wird
9(s) = &,(s) — 9 £(s)
gesetzt, so erfilllt p(s) nach S. 157—158 die Voraussetzungen des Satzes L.
Nach Satz IV ist also fiir das Gebiet (29)

¢’ (s)| < ¢, Log? ¢;
nach Satz V ist dort
(83) 18°(s)| < ¢y log? ¢,
also
16,6 Z 19 (9)] + gh [8'(5)] < ¢, log? t + ghey, log? ¢ = ¢ log??,

womit (34) bewiesen ist.

§ 4

Es seien
21 (M), 22()s -+ ()

die 7 Charaktere der (Abelschen) Gruppe der Idealklassen des gegebenen
Korpers. Jede dieser h ,idealtheoretischen Funktionen ist fiir jedes Ideal |
des Korpers definiert und geniigt den drei Bedingungen:

(35) 2(@) = 1(9), _
falls a und b derselben Idealklasse angehdren;

(36) | 7(2) + 0 -

fiir alle Ideale;

CO) 2(ab) = x(a) 2(b)

fiir zwei beliebige Ideale.
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Bekanntlich gibt es % verschiedene (d. h. micht fiir alle Ideale tiber-

einstimmende) Funktionen, die den Bedingungen (35), (86), (37) geniigen,
und zwar ist y (1) stets eine Einheitswurzel, also speziell
(38) lx(m)i=1.
Die Bezeichnung der h Charaktere sei so gewihlt, daB y, (n) der Haupt-
charakter list, d. h. diejenige Funktion, welche fiir alle 1 gleich 1 ist.
Fir die Ideale der Hauptklasse ist jeder Charakter — 1. Es gelten be-
kanntlich folgende Sitze:

»Wenn 1 alle » Ideale eines vollstindigen Reprisentantensystems der

Klassen durchliuft, so ist
211 () =4,
dagegen fir v =2,3,.- -, h

(39) D=

»Wenn n ein beliebiges Ideal ist, so ist

(40) S =

falls 1t der Hauptklasse angehort, dagegen
%
(1) D1 =0,
v=1 .

falls 1 irgend einer anderen Klasse angehort.”

Aus (37) folgt fiir jeden Charakter und s> 1 die fundamentale
Dedekindsche*) Identitiit

) 1
(42) Nn“_Hl_x(P)’
n » Np‘

wo 1 alle Ideale, p alle Primideale des Kérpers durchliuft (wegen der
absoluten Konvergenz in beliebiger Reihenfolge). Offenbar gilt (42) fiir
R(s) > 1. (42) lehrt, dab keine der  fiir R(s) > 1 durch die Dirichlet-
schen Reihen

L(s)= %(—:32 (” =1,2,--h)
n
definierten analytischen Funktionen in dieser Halbebene eine Nullstelle
besitzt.
Offenbar ist

(43) Ly(s) =) 5= t8)-

*) L e., S. 581 bezw. 612,
11%
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Satz VIIL. Wenn y(n) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charalkter
ist, so konvergiert die Rethe
10
Nu®

n
fiir R(s) >1— % und stellt dort eine regulire Funktion von s dar, folls
die Ideale nach wachsenden Normen geordnet sind. Hierbei ist die Reihen-

folge der Ideale gleicher Norm unerheblich.
Beweis. Es ist, wenn die Ideale auf die (durch - - -, 1, reprisen-

tierten) h Klassen verteilt werden, nach (35) !
(449) D) = 1) 4, @) + -+ + 2(m) 43(2),
Nnge

wo A,(%), .-, Ay(z) fir die einzelnen Klassen die Anzahlen der Ideale
bezeichnen, deren Norm <z ist. Nun ist nach (27) fir jedes v=1,2,--- k

1
A(x)=gz+ 0 (xl—T),
wo die Konstante g von » unabhiéingig ist, also nach (44) und (39)

P10 ——Zx(n )(9w+0( ’i)) —g5 Dy(x,)+ 0 (%)

Nuse

1
(45) - ol 7);
ferner ist nach S. 158 und Gleichung (38)

(46) Shw]_ 311 2’ ) _ 0 (log ).

Nugz Nngx

Wird also fiir jedes ganzzahlige positive
Fon) = 2w
n

gesetzt, wo 1 alle Ideale mit der Norm n durchlinft, so ist nach (46)

2‘f(”)l<211(ﬂ)[ 0 (log @)

Nngw

und nach (45)

S'fon = 0(73),

so daB,

== e

k
gesetzt, die Voraussetzungen der Sitze I und IV erfiillt sind.
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Es ergibt sich also zumfichst, daf

”s
n=1
fir R(s)>1— —,15— konvergiert, d. h. daB fiir diese s

()
lim > %
Nngzx

existiert.
Hieraus folgt leicht, daB bei Anordnung der Ideale nach wachsender

Norm die Reihe
)
Nn?

n
fir R(s)>1— —,t— gegen einen von der Reihenfolge der [deale mit gleicher

Norm unabhingigen Grenzwert konvergiert. Denn die Summe der absoluten
Betriige aller Glieder mit der Norm z (deren Anzahl nach @8)

— Ho)— Ha—=gha+ 0~ F) —ghe—1)+ 0l F) =g+ 0l %)

ist) ist

1 ~
[
1 1 xz * 1
éZNn"-‘NZ;cT’— ( z? )=O(a—1+%)’
xT

hat also fiir # = 0o den Grenzwert O.
Ly(s), - - -, L,(s) sind also, da die Voraussetzungen des Satzes I erfiillt

gind, fir R(s) > 1 — —]15— regulir und durch die Reihen -

%G%? (’U=2,...’k)

1

darstellbar, womit Satz VII bewiesen ist.
Zugleich ergeben sich aus Satz I fiir

1

(29) t;egk, 1—m§6§2
die Ungleichungen

| Lg(s) | < ey log 7,
47 e
| Za(9)| < 59 log 8.
Die Konstante ¢,y kann ja fiir diese A~ 1 Ungleichungen gleichmiBig
gewihlt werden.
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Wegen (43) ist nach Satz IIT fiir das Gebiet (29)

(48) |Ly(s)| = 1£.(5)| < ¢5 log 2.
Ebenso folgt, da Satz IV auf Ly(s), - - -, Lu(s) anwendbar ist, fiir (29)
| Ly(s) | < €0 log? ¢,
(49) e
. lL;z(S) ! < C320 10g2 t
und nach Satz VI
(50) | Li(s)| = [ £(8)] < ¢y5 log? 2.

Wird die groBte der vier Zahlen ¢, €y, €195 Co gleich ¢,, gesetzt, so
ergibt die Zusammenfassung von (47), (48), (49) und (50) den
Satz VIL Es gibt eine Konstante ¢y, *®), so daf fiir

(29) tgﬁh1—ﬁ;gag2
und alle v=1,2, -+ h die Ungleichungen
(61) |L,(s)| < ¢y log £,
(52) | Li(s)| < o log? ¢
bestehen.

§ 5.

Es bezeichne nun L(s) die analytische Funktion, welche durch die
Gleichung

L) =] [ L) = L(s) Lo(s) - - - L (s)

definiert ist.
Da nach den Sétzen III und VII
(s— 1)L1(S), Lz(s)x Tt Lh(s)
fir R(s)>1— % regulir sind, ist (s—1) L(s) fir R(s) >1 — 713 regulér.
Ferner ist fiir R(s) > 1 wegen (42)

5O 1L 1z
e e D L
— P Ny' "2 - N»“+ T < wpms +
-4
1 X,
Z'm'ZJ;pms
— gn=1 P

also

*) die also nur von dem gegebenen Kérper abhingt.
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ZM ZNpm’ 21 ™

(53) L(s) = er=
2%@)

Nach (40) und (41) ist ~

dann und pur dann von Null verschieden, und zwar = h, wenn p™ der
Hauptklasse angehdrt. Ich will durch die Bezeichnung a~b in der Folge
andeuten, daB die Ideale a und b iiquivalent sind, also die"Ideale der
Hauptklasse einfach durch a~p bezeichnen, wo o das Einheitsideal ist.
Avus (63) folgt alsdann fiir R(s) > 1

2 m 2 Nyp™s
(54) L(s) =em=1 -0 | .
Nach der am Anfang des § 1 iiber den Koérper gemachten Voraus-

setzung divergiert ‘
2w
p-o0

folglich wichst bei Abnahme der reellen GroBe s zu 1 die Summe
1

) Np?

p~0
tiber alle Grenzen. Dies gilt a fortiori von dem Exponenten der rechten
Seite von (54). Also existiert

Yim L(s)
nicht; folglich ist s = 1 keine regulire Stelle von L(s). Da (s—1)L(s)
fir s =1 reguldr ist, hat L(s) in s =1 einen Pol erster Ordnung. Da

L) = LOLE - L)

ist und Z,(s) auch einen Pol erster Ordnung in s =1 hat, sind die
Funktionen L,(s),- - -, L,(s) fiir s =1 von Null verschieden, d. h. es be-
stehen die Ungleichungen
(65) xw<“> 40 (v=2,8,-h).

- § 6.
Aus (54) folgt weiter fiir ¢ >0, t20

o0

”‘*("2% 2;@&1—:73)
|L(1+&+t)|=¢ ‘m=t #"-0

21 cos (m¢log Np)
3 = it Uit R 44
(56) . _ em=1m pgo Npm(l-"ﬂ)
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und v

hz?;{ ZNpm(]i'f'E)
1) L(14e)=e it ¥
also

o 1 14 cos (mtlog Np)
S S
|L(1+s+443)| L(145) = e™=1 .
Nun ist fiir jedes reelle «

4(1+cose) > 2(1 +eosa) (1—cosa) = 2 — 2 cos®x = 1 — cos 2¢,

also

13 1 1~ cos (2mi log Np)

4 m = Npm(l"")
[L(4e+ti)|L(1+8) = e m=t ¥
cos (2m ¢ log Np)
—2 ZNpm(1+e) 421m 2; Nym(L+e)

— =1 o v
=g ™ p ;

aus (56) (wenn statt ¢ darin 2¢ geschrieben wird) und (57) ergibt sich also
1 1
(L(l4e+t))| L(1+2) > (LA+8)% | LA+e+2t)| 3,

LA +e+t)| = — .
@+t | La+etotnt

Da s =1 ein Pol erster Ordnung von L(s) ist, ist fir 0 <e <1
L+s< 2,

also fiir 0 <e <1, t%O
o

| Dot 2t

Satz IX. Jede der Funktionen L, (s), Ly(s), - - -, Ly(s) ist in allen
Punkten der Geraden R(s) =1 voin Null verschieden.

Beweis. Der Punkt s =1 ist fiir L,(s) ein Pol, fiir Ly(s), -+, L,(s)
keine Nullstelle, wie auf 8. 167 konstatiert wurde. Es sei s=1+ tv,(t<0)

Nullstelle einer jener Funktionen. Dann wiire bei positivem zu Null
abnehmendem & der Grenzwert

(58) | L(1+2480)| >

Jim £ +£+m = L' (1+t)

e=0
vorhanden. Dies steht im Wlderspruch damit, daB nach (58)
59) ’L(l-l—:-j—tz‘) > 1
et [ L1 4o+209[F
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ist; denn der Nenner der rechten Seite in (59) konvergiert gegen Null, mag
L(1+2¢ti) verschwinden oder nicht; die linke Seite wiichst also iiber alle
Grenzen. Damit ist Satz IX bewiesen.

Aus Satz VIII folgt durch Multiplikation der A Ungleichungen (51) fiir

1
(29) t = e, 1_lgﬁg‘ié6§2
L(5)| = | Lo+ )| < e logh ¢ < loge,
also fiir )
tg?ez", lg(2t)_§£<1

| L(1+¢&+2t3)| < loge= (2¢) < log® ¢
und speziell fiir

(60) t=>et 0<eLl
(61) | L(1+e+2%0)| <log® ¢.
Fiir (60) ist also nach (58) und (61)
i_ 3
62) L+ +t)] > — > o
Cog 1ogzt §

Ferner ergibt sich aus (51) und (52) fiir das Gebiet (29)

| L (s)| = | Li(s) Ly (s) - - Ly(s) + - - - + Ly () Ly(8) - - - L ()]
< hcl, loght1t < log® t,
also fiir

(63) > 0% —

/\
Il/\

1

gt—

1+
(64) |L(1+s+t5) — L(1+t5)] =1f —l—tz)d6’<] &| logos .
Satz X. Fiir '

£>> g3
18¢
(65) T+ >
Beweis. Aus (62) und (64) folgt fiir das in (63) enthaltene Gebiet
(60) tzeh, 0<esl,

| L(14-#6)| = | L(1 4-e+£0) — (L1 + e+ td) — L1 +19)|
| L(14e+¢i)| — |L(1+e+ti) — L(L+80)|

~ oy At Togr )
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Wird hierin ¢ 91 log-beu—tont

gesetzt (was fiir ¢ > ¢** zwischen 0 und 1 liegt), so ergibt sich

. 2—3mg'“%’“ﬂt( __1) 1 1
| L(1+t3)| > log® ¢ 1—3 16 log °"*+3°2’t > log®t’

womit der Satz X bewiesen ist.
Satz XI. Es gibt eine Konstante 029 , so daf fir

2k — 6<2
(66) tze 1 log%t =
L(s) von Null verschieden ist und der Unglewhung
LOI> 1y
geniigs.
Beweis. Einerseits ist fiir

1 1
P2 1 e, SO S eTa;
nach (64) und (65)
[L(+0] 21 20+49) —|L(o+ti) — L(1+13)]

1 1 logt —1
Cor .
—lo—1]log=t = log””t log' T ¢ logt+ st

1000“ t

(67) > 2k—1 1

= Jogltasg T logiet ’

Andererseits ist fiir

1
t > ek, 1+m§6§2
nach (62)
ot
@)  |LeH) >l
1 g’ Cog Z(1+cm+€‘m) 1Og nt
log [

Wird die groBere der beiden Zahlen ¢, und ¢, gleich ¢, gesetzt, so ist
also nach (67) und (68) fiir

- —

10g1+ Car+ Cag ¢

LOI>

Wird endlich die groBere der beiden Zahlen 1 4+ ¢y, + ¢y und ¢y mib ¢y
bezeichnet, so ist damit der Satz XI bewiesen.
In dem Gebiete (66) ist L(s), also jede einzelne der Funktionen

Li(s), Ly(s), - -+, Ly(8)

<6L2

von Null verschieden.
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Satz XII. Es ist fir

(66) 126, 1- o <og?
und alle v=1,2,-- 4 h
(69) |L,(s)] > T c,,t

Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz XI
L) =Ly [ Ly(8)] - - - [ Ly(8) | >
ferner nach Satz VIII-
Ly (s)]| < ey logt, -+, | Ly(s)| < ey log ¢
also gentigt jede der Funktionen L, (s) fiir (66) der Ungleichung
F=T 7 log'nt

L
l ”(SM > log®s ¢ c’éfllog

Satz XIIL Es gibt eine Konstante ¢y, so dap fiir
1

lo Gzot

1 1 1

2% _ 6 <
(70) t>etk 1 logcnt“ 6<2
und alle v=1,2,.-- 4 h

L, (<s)) < loget
ast.
Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz VIII

| Ly ()| < ¢y log? ¢, (r=1,2,
nach Satz XII

| L, (S)I>1o ) (v=12,-.
also

I Eg < €y log?tamt < log¥st;

171

..7}1,)

‘s h)

wird die grofere der beiden Zahlen cg und ¢ gleich ¢y, gesetzt, so ist

damit der Satz XIII bewiesen.

§ 1.

Es sei nun eine durch das Ideal I reprisentierte Idealklasse gegeben
und fiir sie der Hauptsatz 1 zu beweisen. f sei ein beliebiges Ideal der zu

ihr inversen Klasse, so da8 also
fl~o

ist, und es werde die Funktion

kR
! L,
(1) o) = n O F)
y=1
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betrachtet. Nach einer auf 8. 170 gema,chten Bemerkung verschwindet fiir
<eL?2

2% —
(66) tz e 1<

keine der Funktionen L, (s); ®(s) ist also in diesem Gebiete regulir und
geniigt nach dem Satz XIII fiir

2k . <
(70) tz et 1 log®¢ sos?
der Ungleichung
(12) B < logont < log.

Ferner ist nach Satz IX ®(s) fir R(s)=1 (exkl s=1) regulir. In s=1
hat ®(s) einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1, da

L _ L@
2AOK o kel A0

einen solchen hat, wihrend sich die Funktionen

I I
2(D) Z‘i%: <y ta(® LZ(Z;

im Punkte s =1 reguldr verhalten.
Nun ist fir R(s) > 1 und jedes » nach (42)

L 4 _a % ()
To =28 LE)=—gz 21095 (1_ Nn‘)
»

2% () log Np log Ny
___2 — _ N5 log Ny
xw(b) < Ny — 1, ()
T (b) log Ny %)
-2 (+ %)
13 Zw(p) 10“ Ny %, (%) log N'p i
72 2 R D

v

Hierin ist die letzte Summe wegen

_n@logNp | - logNy
N r—2,0) | = Ty 9 —D)

o 1
fir R(s) > 5 konvergent und zwar in einer Umgebung jeder Stelle dieser

Halbebene gleichmifig; jene Summe stellt also eine fiir R(s) > —;— reguliire

analytische Funktion dar, welche offenbar fiir %(s) >% dem absoluten

Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke gelegen ist. Daher ist
nach (71) und (73) fir R(s) > 1
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OICIOE PRS- Zv(f)zzv@”"gl"ua(s),

wo G(s) fiir R(s) > 'Z‘ reguléir ist und dort der Ungleichung
(75) |G(s)] < s

gentigt.
Nun ist fiir R(s) >1

va(DZ’Zv(P)lOgNP logNPZ L(ED);

nach (40) und (41) ist

D)

denn und nur dann von Null verschieden und zwar =5, wenn fp der
Hauptklasse angehort, also p der zu ¥ inversen Klasse, d. h. der gegebenen
Klasse. Daher ist nach (74)

®(s) ~—~k21°gN*’+ G(s).

Die durch die fiir R(s) > 1 konvergente Dirichletsche Reihe
. ].Og N b
>
Pl

definierte analytische Funktion K(s) ist also im Gebiete (70) regulir und
gentigt ebenda nach (72) und (75) der Ungleichung

-~

| E(5)| < (loget+ay) < lognt.

Da K(s) fiir konjugiert komplexe s konjugiert komplexe Werte an-
nimmt, ist also fiir

t<—e*, 11—

I <e<2
log°“(-— ) H

K(s) regulir und gentigt dort der Ungleichung
| E ()] < log® (—1),
Ferner hat K(s) im Punkte s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem
Residuum -%— und ist sonst fiir R(s) =1 regulsr. Es gibt also eine

Konstante ¢y, so daf K(s) fiir

—e <t <Lk 1 — ! <
== - =

mit AusschluB des Punktes s = 1 regulsr ist.

<1
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Wenn @ eine oberhalb der drei Zahlen ¢, ¢y, 3 gelegene ganze
Zahl bezeichnet, so ergibt sich also der (im folgenden fiir den Beweis des
Hauptsatzes 1 allein anzuwendende)

Satz XIV. K(s) bezeichne die fiirr R(s) > 1 durch die Dirichletsche
Reihe

log Np
Np®

Pl
defimierte analytische Funktion; dann gibt es eine positive ganze Zahl o mit
folgenden Bigenschaften: K(s) ist bis auf den Pol s=1 (mit dem Residuum 710)
in demjenigen Teile der Ebene reguliir, welcher rechis von der stetigen Kurve

1

6=1—— fir t=> e,
log”t -
6=1——2 fir —e* <t< e,
(2k)“ - =
6=1— a—— fir ¢< — e*
L g“(—1)

gelegen ist, inklusive der Kurve selbst, und K(s) gensigt fiir

t>et, 1——_<g<2
= log”t -
der Ungleichung

(76) | K(6-+ti)| = [K(6—1t7) | < log®¢.
§ 8.
Satz XV. Es sst
2+ae%
) Elog Ny log — ¥p— 2;@ = K(s)ds + 0(1),
2—2a2;

Npsx
wo das Integral auf gerader Bahn au erstrecken ist; d. h.*) die Differenz
1 .
2— i f liegt fiir alle #>1 dem absoluten Betrage nach unterhalb

einer von % unabhiingigen Schranke.
Beweis. Bekanntlich ist das geradlinig erstreckte Integral

2407

1 'y S{=logy fir y>1,
') .s

2wi,J 8 =0 fir 0<y<L1.

*) Vergl. die Definition des Zeichens O(g(x)) auf 8. 150, Anm. 3.
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Wenn z eine positive GriBe ist, so ist

1
lﬁf I 2nzf ds' <

2 —o0t

also
(78) —‘_fsz dS

wo die von # und y abhingige GriBe
0 =0(z,y)

dem absoluten Betrage nach <1 ist.
Fiir R(s) = 2 ist die unendliche Reihe

log Np
DA
p~l

dt

2 ,y2
2nx’ <3 oz’

2 ‘——100?/+ey2 fir y2>1,

egz- fir 0<y<1,

175

welche fiir R(s) > 1 die Funktion K(s) definiert, gleichmiBig konvergent,

da dort

longi long

ist. Das Produkt der Reihe mlt darf also von 2 — 2% bis 2 + 22%¢

auf gerader Bahn gliedweise mtegrlert werden, und es ergibt sich unter

Anwendung von (78)

24224 2 a2

1 x’ mlogNn
T E?K(s)ds—%;f - ds

2 —ar7 -2 p~1

24224

=2(longlogN + log Ny-0- Np” )+21"ng ‘9- Np2 z?
P

logNp-0©
onglong-|— E OgN;; .
p-

VSE

Np>:c
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Hierin it der absolute Wert der letzten Summe wegen

— z
o]=10 (=, F‘ﬁ)kl
unterhalb der von z unabhingigen Zahl

log My
= P
gelegen; jene Summe kann also mit O(1) bezeichnet werden, und aus

2 4224
J ;7 K(©®)ds -—Z’ log Ny log Np + 0(1)
Npsn:
folgt die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes XV.
Satz XVI. Es st
(719 Zlog Ny log o = & Z 4+ O(xe‘m),

Np;x
wo b eine Konstante bezeichnet.
Beweis. Ich wende, indem ich 2 > ¢ annehme, den Cauchyschen Satz
auf den Integranden f—: K (s) und folgenden Integrationsweg A BCDEFA
an. Es ist

A4=2-0%, B=2+a%, O=1-pdcs+a%,
. 1 . 1 . .
Dzl—-(*z"—’-‘)a-{-en?/, E=1—W—€"‘&, F=1—W——.’L’2’lf

die Strecken 4B, BC, DE, FA sind geradlinig, CD bezeichnet das
Kurvenstiick

s§=1—
und EF das Kurvenstiick

§=1— log( +tz (—-e”‘gtg——x”).

Nach Satz XIV besitzt die Funkbion K(s) in diesem ganzen ge-
schlossenen Gebiete (mit EinschluBl des Randes) als einzige Singularitit

mm i @2z

-den Pol erster Ordnung s =1 mit dem Residuum ;, also besitzt der
Integrand — *K (s) in jenem Gebiet (mit BinschluB des Randes) als einzige
Singularitit den Pol erster Ordnung 8§=1 mit dem Residuum _’%, and
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die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt fiir das in (77) auftretende
geradlinige Integral
242

(80) L;{K@ds—f—m+f+f+f+f+J

AF FE D D¢

Hierin ist zundchst, da auf dem Wege ED

K(s) |

ls’

unterbalb einer von z unabhiéngigen Schranke liegt,

o |f]-of <

Zweitens ist nach (76)

2 o‘+:¢’t .
Lf|=!fl | <a+w%'>'K<‘ w*)de.
B AF

- loz“ )

2
2 2log?® log®
(82) < f 2 log* (o) do < TOEE) _ 0 (28 2).
T

Drittens ist nach (7 6)

-
S

1
1-— 1 - ——
T 1dt— (x (2")“>~2e”‘=-0(x ay) |

t
+ ¢

\ 1=
[y s e

wl log"t,‘l P
< og“tltlga+1t+‘ t

2k

JI-

22

1= 2 loght
< (1) [ 75 A

2k
2

1
’ — io=a7 log®t
=cox [ x los% ~——f, dt.
2k

Mathematische Annalen. LXIIIL. 12
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Dies Integral werde in zwei durch ¢ Vows geschiedene Teile zerlegt;
(fir alle hinreichend groBen 2 ist

) 2t < 62V@< 2%);
dadurch ergibt sich \
1
—— 1 a
J . < Coo% / logat 108’ tdt—}— C4Ox/x log%¢ _9_%} di
¢ .
- ez
logx 2
< €% ‘°B“( f/l"g”‘)‘/l‘)g tdt+c4o /IOg tat
flogm
=

o0

1
< eCgpx-x Viess E—f:—t at + ¢z log(a?)

o2 egm
_ 1ogx .
<cgyxe V1°Gw+c 2“xlog“x/‘i

= sV o200 T = 0 (V) 4 0 (g PoE)

e log z

(83) =0 (‘” e_%ﬁ)a

wo b eine ganzzahlige positive Konstante bezeichnet.
Setzt man (81), (82) und (83) in (80) ein, so ergibt sich

24227

v

2 K as =352 4 027 5) 1 0 () 4 o foe-tir)

2aw:c+ O(xe )b/m),
also nach (77) (Satz XV)
@ SN gy § 4 oler b,

Nx;)<x
womit der Satz XVI bewiesen ist.
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8§ 9.
Satz XVII. Es ist
(84) 2 log Np = % + O(xe‘f’m),
Pl
NpZlzx

wo ¢ eine Konstante bezeichnet.
Hierin liegt speziell das wichtige Ergebnis enthalten, da

ist.
Beweis. Es werde zur Abkﬁrzung die fiir = o0 zu Null ab-
nehmende Funktion
~*Viog=
e = ¢
gesetzt; wenn In (79) (1 + )z statt = geschneben wird, so folgt, weil
offenbar

(A + &) ze-VoEe@T0m — O (¢~ V1ous)

ist,

) 3 losNplog T = RS Olnetiez),
Ny é (l +6)x

folglich, wenn (79) von (85) subtrahiert wird, .

(86) log (1 + 9) Z log Ny + 2 log Nplog a +6)x

g
Ee  eemZoeos +0(xe—1fl€gm)

Hierin ist die zwelte Summe

Zlonglog (1+ O <log(1+9) 2 log Ny

a:<Np<(1+6)x x<Np<(1+6)ac
<6 Dllog Nn < dlog (L + 9)2) 1
z< Nug(l+d)z < Nng(1+d)z

= dlog (1 + Oz) (H(A + 0)x) — H(x)
< dlog (22) (H(1 + o)) — H@)

— 31og@9) (941 + s + 0 (&' F) —gha— 0( %))
— ghdzlog (24) + O (x““llc‘alog 2)

(87 =0 (xlogme‘ 22195—87’).
12+
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Aus (86) und (87) folgt, wenn
2 log Ny = z()

Nyl
gesetzt wird,

log(1 + 8)z(x) = (*Tx + O(xlogxe‘zgm);

Wegen s
hm e = 1
=0 log(t 40
ist ) -
ears = 0l
“also
—Piog
(88) "0 = s v+ 0(z logze- Voes),
Nun ist
. P) 11

Jim <log(1 +9 1) T2
also s )

gy =1+ 0le =)

dies\gibt, in (88) eingesetat,
v(@) =5 + O(xe‘{/ﬁg—”) + O(zlogae 2'%"’3)
=+ 0 (we-V5s7),

falls ¢ irgend eine ganze Zahl > 2b bezeichnet. Damit ist (84), also der
Satz XVII bewiesen.

§ 10.

Satz XVIIL. Wenn ¢(z) die Anzahl der Primideale beseichnet, welche
der gegebenen Idealklasse amgehiren und deren Norm < x ist, so ist

(89) o(®) =+ Li(2) + 0(we-Pm5),

wo & eime Konstante bezeichnet.
Beweis. Es sei G(n) die Auzahl der Primideale § ~ [, deren Norm

=g ist. Dann ist
0@ =Dl 1= aw
n=1

NpL=z

und

7(%) = 2 G-(n) log n,
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also

x

St —t—1) _ 1 1 (@)
-o(@) = 2 ~ Togn 2 ©(n) (logn ~ Tog (n 1)) + g @+ D

n=2 n=2

und nach (84)

x

1 1 []
o(@) = 2 N (log n  log(n -{1_1—)) + hlog ([] + 1)

n=2

x —c?r; 1 1 xCQﬁEE;
+ OZ: ne-Vioe (m“WT)) + O(W-T:l—))

1g(1+ l+0(xe hgx)

mh 2 10gn<”"’ 0 —1)+ 02 ne=Viogn
z = -_1-
~5 D a0 3 ne T+ 0(eeToR)
n=2 ey}

1 o o o olect
2

Va z
=%—Li(w) + 0fe“f/m du + Ofe—‘%_*’ﬁdu—l— 0 (ze-Vioe=)
1 z

Ve z
L@+ 0 f du + o(e—‘Vlos e f au) + 0 (oo V757
. o

_— logz

L@t o+ ol T D) f ofeetE)

89) =+ Li(x) + OfwePwe3),

womit der Satz XVIII bewiesen ist.
Fiir jedes reelle m ist

lim log™ze~Viogs = 0;
r=x
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daher folgt aus (89) (Satz XVIII)

@  lim P o(e) — 5 Li@) — 0.

Damit habe ich den in § 1 ausgesprochenen Hauptsatz 1 bewiesen, also
auch die ebenda angegebenen Folgerungen.

Zweiter Teil.

§11
(Einleitung).

Das Ziel der §§ 12—16 ist der
Hauptsatz 2. Ein algebraischer Zahlkirper habe die Eigenschaft, daf3

1
2
p~0
divergiert. Mom teile alle quadratfreien Ideale einer Klasse in swei Ab-
leilungen, je nachdem sie aus einer geraden oder ungeraden Amzahl wvon
Primidealen zusammengesetzt sind. Es sei R(x) beaw. S(x) die Ansahl der

Ideale der ersten beaw. zweiten Abteilung, deren Norm < x ist. Dann

existiert R
. &
lim )
und st = 1.

Dasselbe gilt, wenn man alle Ideale einer Klasse i zwei Abteilungen
teilt, je nmachdem die Anzahl der Primidealfaktoren, aus denen sie bestchen
(mehrfache mehrfach gerechmet), gerade oder ungerade ist.

Kurz ausgedriickt: In jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso oft
p(f)=+41 als p(f) =—1; in jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso
oft A(()=+1 als A1(f)=—1. Hierbei bedeuten wu(f) und A(f) die
idealtheoretischen Funktionen, welche folgendermafen definiert sind:

1. Fiir das Einheitsideal o ist

u(o)=1.
2. Wenn 1 durch das Quadrat eines von 0 verschiedenen Ideals teil-
bar ist, ist
p(m) =0.

3. Wenn 1 quadratfrei und das Produkt von ¢ verschiedenen Prim-
idealen ist, ist
w(m) = (— 1R

1. Fiir das Einheitsideal o ist
A(0)=1.
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9. Fiir das Ideal
n=p% ... p

A(II) = (— 1)“1 T tay
Nachdem in §§ 12—16 der Hauptsatz 2 bewiesen ist, folgt in § 17
die (ganz unmittelbare) Ausdehnung der Hauptsitze 1 und 2 auf den
weiteren Klassenbegriff und in § 18 die Diskussion der jenen beiden
Sitzen zugrunde liegenden Voraussetzung, daB die Reihe
1
&= Ny
p-0

ist

divergiert.
§ 12.

Es ist nach (42) fir R(s) > 1
1 2, 2, (W) e (m)
m*ﬂ(“z&;% > T

Wenn [ die gegebene Idealklasse, f die inverse Klasse reprisentiert, ist
fiir R(s)>1

%® . mn)a(n) u(n)
o= 2 »0 - 2 J(tn)

kz#“)

Wenn nun ¥(s) d1e fiir R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe
b
Nn'

n-~1
definierte analytische Funktion bezeichnet, gilt der
Satz XIX. W(s) ist auf der Geraden R(s) =1 reguliir, und es gibt
eine Zahl ¢y, so daf fiir
0 1
tzeh 1 1og°‘*t

Y(s) regulir ist und der Ungleichung
|¥(s)| < logeat

y=1

<6<2

geniigt.
Beweis. Nach Satz IX sind L(5), - -, Ly(s) auf der Geraden
R(s) =1 von Null verschieden, also W(s) dort regulér. Nach Satz XII

sind diese Funktionen fiir

9% 1 — 6<
(66) t> e 1 mgc”t_ 2
reguldr, von Null verschieden und genugen dort der Ungleichung
69 ‘ -
(69) LG >
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Fiir das Gebiet (66) ist also W(s) regulér und

h
1 1 1 Cas | = Cs3 fo
|W(S)1§—;;2m@—!<7 thg t—lOg i
y=1

setzt man die groBere der Zahlen ¢, und ¢ gleich ¢y, so ersieht man
die Richtigkeit des Satzes XIX.

Es werde nun eine ganze Zahl a > ¢4 so gewdhlt, daB (2’0),, kleiner
ist als der Abstand der Geraden ¢ =1 von allen etwa vorhandenen sin-

guliren Stellen von ¥(s), deren imagindrer Teil zwischen — ¢*i und
i liegt. Wenn dann noch die Gleichung
|¥(e + te) | = | V(6 — ti)]
beriicksichtigt wird, so ergibt sich der
Satz XX. Die Funktion Y (s) ist reguliir in dem Teile der Ebene,
welcher rechts von der stetigen Kurve

6———1——17;817; fir t2>e*,
) o‘=1—(2710),—,~ fir —e* <t < e
6=1— Frra— ( 5 fir t<—e %
liegt, inklusive der Kurve selbst, und ‘P(s) gewiigt fiir
t=>et 1 — <62

‘ log"z t=
der Ungleichung

|V (o + 1i)| = | ¥ (6 — ti) | < log=t.

§ 13.

Wie in § 8 ergibt sich zuniichst durch Vertauschung von Summation
und Integration und Anwendung der Integralformel (78) bei geradlinigem
Integrationsweg

2+ 227 24227
1 )
—275 %W(S)ds—‘ 27”./‘82 / ds
-2 —a2f )
2+m2:
(5]
21n (‘0/ ds—z u(m)log 7 +2 Sl
Nn<a:
(90) =2Vu(n) log ﬁxﬁ + 0(1).

Nulz
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Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den Integranden f—; Y(s)

und den auf S. 176 angegebenen Integrationsweg ergibt nach Satz XX

2+22;
I O R ) ) ey
S arg AB AF FE ED D¢ OB

Da ¥(s) nach Satz XX genau dieselbe Ungleichung erfiillt wie K| (s) nach
Satz XIV, so folgt wortlich wie in § 8

(92) S+ [+ [+ [+ [~ oleetms)

FE ED

Aus (90), (91) und (92) ergibt sich

(93) D u)log 15 = 0(zeVEe%),
n-~1
Nn<x

Wird statt 2 hierin (1 4 &)z geschrieben, wo
(? — 6_2 log =
ist, und (93) von der so entstehenden Gleichung subtrahiert, so findet man

log (1+8) D wm) + D' u(n)log LD 0y V=),

n~1 n~1
Nn<z z<Nal(d +0)zx

Hierin ist die zweite Summe dem absoluten Betrage nach

log(1 +9) D1 < S(HA + )z — H@) = 0 (we2Vwe7) %),

n~[
r<Na(1+d)zx

also ist, wenn
> ul) = M)
n~1

Nnta
gesetzt wird,

log (1 + 8) M(2) = 0 (pe-2Vos=),
) = gy Ol V) — Ofec ),

(94) M(z) = O (we-Vies),
‘ Damit erhalte ich den
Satz XXI. Fiir jedes reelle m ist

ZE=os

* Vergl. 8. 179.
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§ 14.

Satz XXII. Es sei @(z) dic Anzahl der quadraifreien Ideale einer

Klasse, deren Norm < z ist.¥) Dann ist der Grenawert
lim €7

vorhanden und von Null verschieden, ndmlich = g—jé)"

Dieser Wert ist von der Klasse unabhingig.

Beweis. Es ist bekanntlich, wenn m alle Teiler des Ideals ¥ durch-
liuft,

=1 fir f=o,

b (m) {=O fir f<o.

m|?
Also ist
‘ Q) =D D u(m),
Nn<a
wo m alle Ideale durchliuft, deren Quadrat in n aufgeht. Daraus folgt
(95) Q@) = D u(m) 4(z, m),
Nm<Vz

wo A(z,m) die Anzahl aller Ideale der gegebemen Klasse ist, welche
durch m? teilbar sind, und deren Norm <Lz ist. A(x, m) ist die Anzahl

der Ideale einer — bei gegebenem m festen**) — Klasse, deren Norm < 1\;,6 .

ist. Nach Herrn Webers Relation (27) gibt es eine Konstante B, so daB
fiir alle 2 > 1 die Anzahl A(x) der Ideale jeder Klasse, deren Norm <z
ist, der Ungleichung

1

|A() —ga| < Bz "
gentigt. Daher ist fiir alle # > 1 und alle m, deren Norm < V7 ist,
1
1= -
(96) IA(x, ") — g g <B<Nm2) .
Aus (95) und (96) folgt

Q@) =D um)g gz + 0 D (35%1) ?

Nm<Vz Nmz<Vz
1
- u(m) ¥ 1
(97) ge > S+ "2 — |
NmgiV= NmzVz Nm %

* Ubrigens ist Q(z) — 2 wi ().

Nnizx

**) Es ist die Klasse der Ideale 9, fiir die mih~o1 ist.
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Hierin ist
pim) _ e N am 1 1
T L N M gm0 2
Nm<Vz m y¥m>Vz Nm>Vz
Hmn) — H(n——l)
-t O 2 R
n= Vw+1
0 S0 k) + 0 (AP
~L <2> - O Oal+ nﬂ>
o (VR
z,,<2>+02” ‘3+0< )
1 1 .
(98) -0 (V?;)
and )

= 0(Vx) fir k=1,
(99) > —7 | = O(logz) fir k=2,
FmgVs Nmo * = 0() fir k> 2.

Aus (97), (98) und (99) folgt fiir jedes %
1
Q(z) = —g—%—) z+0Jz)+ 0 (x1_7 10gx) ,

also

lim 2% _
x

=00

x<2)’
wie im Satz XXII behauptet wurde.
Satz XXIII (erste Hilfte des Hauptsatzes 2). Es ist

. RB@)
T Sy = 1

wo R(x) und S (z) die auf S. 182 amgegebene Bedeutung haben.
Beweis. BEs ist

R(@)— 8(z) = w(m) = U (@),
n~{

R(w)+8@@) =D w0 = Q@),
n~{

R(@) = (@@ + M),
8(2) = 5 (@@ — M@),
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(@) + M (2)
(100) B Q@+ M@ = ©
S@ Q@) — M Q@) Ma)
z z

Nach Satz XXI ist (wenn dort m — O angenommen wird)
lim 2@ _ o,
x

nach Satz XXII T
lim €2+ 0;
aus (100) folgt daher
1 Rx) =1
o172 Wi

wie im Satz XXIII behauptet Wurde.
Man sieht zugleich, daB die Anzahl der Ideale jeder Klasse, derenm
Norm <« ist und fiir welche g () =1 (bezw. u (W) = — 1) ist, asymptotisch’

gleich 5 3 (2)x ist.

§ 15.
Es sei noch eine wichtige Folgerung aus dem Satz XXI angegeben.!

Satz XXIV. Wenn m und ¢ zwei belicbige reelle Zahlen sind, ist die
nach wachsendem N geordnete Reihe

@) log” Nn
2 Nuitti

n~l
konwergent. .
Hierin liegt insbesondere (fiir m =0, ¢{=0) enthalten, daB die Reihe
1)
Nu
n-
konvergiert.

Beweis. Da die Summe der absoluten Betrige aller Glieder mit
gleicher Norm z

< €% (H(e)—Ha—1)= l°g}§(9hw+0<x’°%)—gh(x—1)-0(x1“%))

ist, also fiir # = oo den Grenzwert O hat, braucht zum Nachweise des
Satzes XXIV nur gezeigt zu werden, da

1 1 pm logmNn
( 01) xl-:':o g Nul +té
Nngx

exigtiert. Nun ist
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log™ N log™ !
L =2 s 2 () = °i"fff(M<n>—M<n— 1)
Nt:;éx "= Nn n
_S log™n_ log"(n 4 1)\ | M@log"(xl+1)
(102) —EM(%)("I-{-ti (n+1)1+tl )+ ([m]+1)1+f1'
Nach Satz XXI ist fiir alle hinreichend groBen #
(108) | M ()| < m+2 -
daraus folgt zundchst
. M@)log"((x]+1) _
(104) a]:l];'-oo ([ ]+1)1+h
Ferner ist wegen
n+1
log"n  log™(n 4 1) mlog™Yu— (1 4 t3)log™w d
P Y L EST u
A o™t (4 1)1
m| L0 u og U
§/| g - g" du

fiir alle hinreichend groBen 7

log"n  log™(n+1)|
Y (n+1)1"'“!

log n
,n2 7

<(2+1)

hieraus folgt in Verbindung mit (103) wegen der Konvergenz von

-

n 1og n 2 1
Io m+2” Tt T n log®n’

n=2

daf die unendliche Reihe

¢ log"n log™ (n 4+ 1)
g M (n) (n1+n' n+ 1)1+n)

konvergiert, und dies ergibt mit Riicksicht auf (102) und (104) die Existenz
des Grenzwertes (101), womit der Satz XXIV bewiesen ist.

§ 16.

Die entsprechenden Sitze iiber die Funktion i (1) kénnte man direkt
auf analogem Wege beweisen, von den erzeugenden Funktionen
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L @
M T
I (s)n xv(v") IJ G L4 B
p -szs Nps

n(l-—%%_;,"l:r(:z ) ny(n)x(n)
»

ausgehend. Jedoch lassen sie sich auch aus den analogen Sitzen tiiber
u(n) herleiten, was im Folgenden der Kiirze wegen geschehen soll.

Satz XXV. Es ist fiir jedes reelle m
tim 172 37 209 0.
Nn<w

Beweis. Fir alle Ideale n, die sich von demselben quadratfreien
Ideal f um einen quadratischen Faktor unterscheiden (m = fm?), ist

o 1) = u(t).
Daraus ergibt sich, wenn
Dl aw =L@
Nnla

gesetzt wird, und ) die (von m abhingige) Klasse reprisentiert, fiir

welche hm? ~ [ ist,
L@=> D u®.

NugVe I~ I)

Hierin ist die innere Summe die auf die Klasse von § Dbeziigliche
Funktion M mit dem Argument 'J% Nach (94) gibt es zwei Kon-
stanten A, ¢, so daB fiir jede dieser » Funktionen (die den 2 Klassen
entsprechen) und alle 2 >1

| M ()| < Awe-Viws
ist, also fiir £>1 wnd Nm < Vo

c
2 ~Vieg -
<Awe 1le\fm".

|24 ()

Daher ist
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|L(z), < Az 2 N:ng Ve

Nm2Vz
—Yicgz - Ziog Nm - f/l;:“
=0z 2 Nm’e )+ O(x Nm’
C
Nm<eVl,°gac e 1ogw<1‘:’m§1/.«~:
Vlogw »2 171_0;; 1 __1 \
= O(xe Z N_‘mz>+ O(x 2 Wa® 1)
e / c,
NmeFloe® J187  Nm2yz
— logw 1 1
~of= 7 I )ro(s 3 i)
m Nm}e.’c/m

0(566" tog +0(_c_x__)
_o(oc7),

woraus der Satz XXV unmittelbar folgt.
Da nun fiir die Anzahl 4 (x) aller Ideale einer Klasse, deren Norm
Lz ist,
. Az
Im ==~y
existiert und >0 ist, so folgt analog zur obigen Begriindung des
Satzes XXIII aus Satz XXV der
Satz XXVI (zweite Halfte des Hauptsatzes 2). Wenn R, (x) bezw.
S,(x) die Anzahl der Ideale einer Klasse bezeichnet, welche das Produkt
einer geraden besw. ungeraden Anzahl von Primideclen sind, so ist

@ _
S, &

ke

lim
x

=0

~>

Endlich ergibt die Beweismethode des Satzes XXIV durch wértliche
Ubertragung den
Satz XXVII. Die unendliche, nach wachsenden Normen geordnete

Reihe
A(n) log™ Nu .
2 an +tZ
n~l

konvergiert fiir jedes reelle Wertepaar m, &.
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8 17.

Im Vorangehenden war durchweg fiir die Klasseneinteilung der Ideale
der engere Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt: Zwei Ideale a und b heiBen
dquivalent, wenn es im Kérper zwei ganze Zahlen « und § gibt, deren
Normen dasselbe Vorzeichen besitzen und welche die Gleichung

aa = b
erfiillen. Kurz gesagt: Es ist a ~ b, wenn der Quotient %— eine (ganze

oder gebrochene) Zahl des Korpers mit positiver Norm ist.

Es ist leicht, aus dem Vorigen die entsprechenden Siitze fiir den
weiteren Aquivalenzbegriff herzuleiten, nach welchem a ~ b ist, falls der
Quotient % tiberhaupt eine Zahl des Kérpers (mit positiver oder negativer
Norm) ist.

Bekanntlich besteht zwischen den Klassen beider Einteilungen folgender
Zusammenhang.

1) Wenn der Korper Zahlen mit negativer Norm, aber keine Einheit
mit negativer Norm enthilt, zerfillt jede Klasse im weiteren Sinn in
zwei Klassen im engeren Sinn.

2) Andernfalls stimmen die Klassen beider Einteilungen vollig
iiberein.

Wenn also % die Klassenzahl im weiteren Sinn bezeichnet, ist
h =20 bezw. h="1. Der Hauptsatz 1 ergibt also, daB die Anzahl der
Primideale, deren Norm < # ist, in jeder Klasse (im weiteren Sinn) die
Gleichung

lim 222 (o.(2) — 4 Li()) = 0

X

erfilllt. Auch der Hauptsatz 2 bleibt wortlich bestehen.

§ 18.

Beim Beweise beider Hauptsitze war nun {iber den Korper » die
(einzige) Voraussetzung gemacht worden, daB die iiber alle Primideale
der Hauptklasse (im engeren Sinne) erstreckte Summe

(105) > ’zv%a

b~p
divergiert. Was bedeutet diese Voraussetzung und fiir welche Korper ist
ste erfullt?
Ich beginne damit, einige Fille anzugeben, in welchen mit einfachsten
Mitteln nachgewiesen werden kann, daB die Reihe (105) divergiert, also
meine beiden Hauptsitze gelten.
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1) % habe die Klassenzahl 1; dann divergiert die Reihe (105), da
p in ibr alle Primideale zu durchlaufen hiitte und bekanntlich die Summe
der reziproken Normen aller Primideale eines algebraischen Zahlkdrpers
divergiert (weil sonst die Funktion

v@=1T—~
Np

bei Abnahme von s zu 1 nicht iiber alle Grenzen wachsen konnte). Doch
ist hier der Hauptsatz 1 nicht neu, sondern ist in dem von mir im
Jahre 1903 bewiesenen Primidealsatz*) enthalten. Ebenso ist der Haupt-
satz 2 fir A =1 ein schon frither **) von mir bewiesenes Gesetz.

2) x habe eine ungerade Klassenzahl > 1. Dann zeigt folgende
Betrachtung die Divergenz der Reihe (105). Wiirde die Reihe konvergieren,
so wiirde bei Anndherung von rechts

hm Z Ny

existieren (und ihrem Summenwerte gleich sein); also wiirde auch

hm 2 2 P

™0

existieren, da die hinzugefiigte Reihe

2 2

P70

sich fiir s =1 dem endlichen Grenzwert

o0

2 w Nlp

m=2 pMap

nshert. Aus der fiir R(s) > 1 giiltigen Gleichung

>H 25
(54) L(s)=¢ ™=' ¥
wiirde also folgen, daB die Funktion
L(s) = Ly(s) - Ly(s) - - Ly(s)
fir s =1 regulir ist. Da Z,(s) in s =1 einen Pol erster Ordnung hat,
wiirde also genau eine der Funktionen

L2(3); Ls('s): ) Lh(s)
*) 8. die erste der auf 8. 145, Anm. 1 zitierten Arbeiten, S. 670.

**) 8. die dritte jemer Arbeiten, S. 563 und 568.

Mathematische Annalen. LXIIT. 13
[

Nyms
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fir s =1 verschwinden, also genau eine der Zahlen

n

Zx_zvv(f) (V=2737"'7h)

n
gleich Null sein.*) Wenn nun s ungerade ist, so gibt es auller dem
Hauptcharakter (v =1) keinen reellen Charakter; der zu y,(n) konjugierte
Charakter #,(n) ist also von g,(n) verschieden. Aus dem Verschwinden
eines L,(l) wiirde also das Verschwinden eines anderen L, (1) folgen,
im Widerspruch mit dem Obigen.

3) x sei ein beliebiger quadratischer Korper P(YD), wo die ganze
Zahl D positiv-nichtquadratisch oder negativ ist. Bekanntlich divergiert
alsdann die Reihe (105); denn jede durch die Form w®— Do? darstellbare
Primzahl ist Norm eines oder zweier Hauptprimideale des Kérpers, da sie
in (u + VD) (u—v VD) zerlegbar ist, und Herr Weber**) hat — eine
Liicke bei Dirichlet ausfilllend — bewiesen, daB die Form «* — Dv® un-
endlich viele Primzahlen darstellt und, was noch mehr besagt, daB die
Summe der reziproken Werte der darstellbaren Primzahlen divergiert. Fir
jeden quadratischen Korper habe ich also die Hauptsitze 1 und 2 bewiesen.

4) Aus dem von Herrn Furtwingler®*¥) gelieferten Nachweis der
Existenz des Klassenkorpers eines beliebigen algebraischen Zahlkdrpers s
ergibt sich allgemein die Divergenz der Reihe (105), wie mir Herr
Furtwingler freundlichst mitgeteilt hat. Derselbe wird jenen Beweis
demnichst verdffentlichent); alsdann werden also meine beiden Hauptsitze
1 und 2 fiir jeden algebraischen Zahlkorper gelten.

Ich habe mit Absicht diese Mitteilung bis hierher verschober, um
meine analytischen Untersuchungen von der modernen Hilbert-Furtwingler-
schen Theorie des KlassenkOrpers deutlich zu trenmen. Meine vorliegende
Arbeit liefert bereits fiir quadratische Korper — wo die Heranziehung des
Klassenkérpers unnotig ist — eine Verschirfung der weitestgehenden bisher be-
kannten Sitze tiber die Primzahlen in bindren quadratischen Formen (positiver
und negativer Diskriminante), wie spiter{{) ndher ausgefiihrt werden wird.

*) Bisher galt alles auch fiir gerades h; aus den Ungleichungen (55) folgt
allgemein die Divergenz der Reihe (105) und umgekehrt.

“) Beweis des Satzes, daB jede eigentlich primitive quadratische Form un-
endlich viele Primzahlen darzustellen fihig ist, Mathematische Annalen, Bd. 20,
1882, S. 801—329.

##)  Die Konstruktion des Klassenkérpers fiir beliebige algebraische Zahl-
kbrper, Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
mathematisch-physikalische Klasse, 1904, S. 173—195.

1) Dies ist auf 8. 37 seiner inzwischen in diesem Bande erschienenen Arbeit
»Allgemeiner Existenzbeweis - fiir den Klassenkorper eines beliebigen algebraischen
Zahlkbrpers' geschehen.

+1) 8. 8. 202—-203.
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Dritter Teil.

§19
(Einleitung).

Die Tragweite der in den beiden ersten Teilen angewandten Methode
ist noch groBer, als bisher festgestellt wurde. Um nicht durch allzu
grofe Allgemeinheit der Begriffe den Leser abzuschrecken, habe ich bisher
nur von der Verteilung der Primideale auf die verschiedenen Idealklassen
gesprochen. Nunmehr werde ich meiner Untersuchung diejenige allge-
meinere Verteilung der Primideale in ,Klassen“ zugrunde legen, welche das
Fundament der Weberschen, auf S. 148, Anm. 1 zitierten Abhandlung bildet.
Ich werde zeigen, daB unter den von Herrn Weber gemachten Voraus-
setzungen nicht nur in jeder Klasse unendlich viele Primideale liegen —
dies hat Herr Weber bereits festgestellt — sondern auch, daB die Anzahl

o(x) der Primideale einer solchen Klasse asymptotisch gleich % Li(z) ist,

wo h die Klassenzahl bezeichnet, und sogar, daB fiir jedes reelle m
lim g7 (o(e) — 3 Li(@) =0
ist.

Es sei also ein beliebiger algebraischer Zahlkdrper x zugrunde gelegt;
der Grad von » heifle %.

In dem Kérper x werde eine Idealgruppe™) O und eine Zahlengruppe 0
angenommen, welche folgende vier Voraussetzungen erfiillen:

1) Die Gruppe O soll alle Primideale des Korpers » enthalten mit
ctwasger Ausnahme einer endlichen Anzahl, und sie soll jedes Primideal
enthalten, welches Teiler eines in thr. vorkommenden ganzen Ideals ist.*¥)

Mit anderen Worten, die ganzen Ideale von O sind entweder alle
ganzen Ideale des Korpers oder alle zu einer gegebenen endlichen Anzahl
von Primidealen relativ primen ganzen Ideale des Korpers.

Es sei nun E die Gruppe der (funktionalen) Einheiten des Korpers .

Es sei O eine Zahlengruppe von der Art, daB E O’ eine in O ent-
haltene Gruppe von Hauptidealen ist. Es werde angenommen:

#) Ich schlieBe mich jetzt mdglichst an Herrn Webers Bezeichnungen an, ver-
stehe also unter einer Idealgruppe ein System von (ganzen und gebrochenen) Idealen,
welche sich durch Multiplikation und Division reproduzieren. In dem beiden ersten
Teilen dieser Arbeit habe ich durchweg — im Anschluf an Herrn Dedekinds Be-
zeichnungsweise — ,JIdeal* statt ,ganzes Ideal® gesagt.

*) Den zweiten Teil dieser Voraunssetzung spricht Herr Weber nicht aus, macht
ihn jedoch stillschweigend, wie aus seinem Schluf auf S. 86, Z. 14—16 hervorgeht.

13*
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2) Die Anzahl der Nebengruppen*) oder die Klassenzahl
(0, EOY =1
ist endlich (von Null verschieden).
Die niichste Voraussetzung lautet:
3) Es sei m ein ganzes Ideal in O und T oder T(x) die Anzahl der
in EO enthaltenen, durch m teilbaren ganzen Hauptideale, deren Norm
nicht grofer als die positive Zahl x ist. Dann soll

1

(106) T=4% + Mz *

sein, worin g eine endliche, von Null verschicdene, positive Grifle ist, die
nur von der Natur der Gruppen O, O abhingt, aber von x und von dem
besonderen Ideal m unabhingig ist, wihrend M eine Funktion von x ist,
von der nur vorausgesetzt wird, daf3 sie mit unendlich wachsendem x wnicht
unendlich wird.

Mit anderen Worten, es soll

1
T(z) =47 2+ 0 (:cl 7)
sein, also speziell

T@ _ 9 .

lim x Nm

r=o

4) Die iiber alle Primideale von E O erstreckte Summe

(107) 2

divergiert.

Die Voraussetzungen 1), 2), 3) stimmen genau mit den Weberschen
iberein. Meine Voraussetzung 4) verlangt weniger als die Webersche*¥);
die folgenden Entwicklungen gelten also a fortiori, wenn Herrm Webers
Voraussetzungen vollsténdig erfillt sind. Es ist ein gliicklicher Umstand,
daf meine Voraussetzung 4) ausreicht; denn bereits fir den Fall, daB 0
gleich der Gruppe aller Ideale, O’ gleich der Gruppe aller total posi-
tiven Zahlen des Korpers ist, ist durch Herrn Furtwiingler zwar be-
wiesen, dafl der Klassenkorper existiert und daf die Reihe (107) divergiert,
aber noch nicht, daB der Klassenkérper die von Herrn Weber unter 4)
geforderte Eigenschaft besitzt: Jedes Primideal ersten Grades der Haupt-
klasse von x (mit etwaiger Ausnahme einer endlichen Anzahl) zerfills

~.

*) Diese ,Nebengruppen sind bekanntlich — bis auf eine — keine Gruppen,
sondern Komplexe, welche ihrerseits als Elemente einer Abelschen Gruppe auf-
zufassen sind.

**) Herr Weber folgert die Divergenz von (107) aus seiner Voraussetzung 4).
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in lauter Primideale ersten Grades; alle anderen Primideale von x ent-
halten im Klassenkorper hochstens eine endliche Anzahl von Primidealen
ersten Grades.

Unter den obigen Voraussetzungen 1), 2), 3), 4) besteht nun, wie ich
im § 20 zeigen will, der

Hauptsatz 3. Die Anzahl o(x) der Primideale in jeder Klasse von
O nach EO st

= 3 Li (@) + 0 (we V7).
Speziell ist also

~

Ebenso beweise ich in § 21 unter den Voraussetzungen 1) bis 4) den

Hauptsatz 4. In jeder Klasse von O nach E O gibt es asymptotisch
ebensoviele quadratfreie ganze Ideale, die aus einer geraden Anzahl wvon
Primidealen bestehen, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim-
idealen zusammengesetzt sind. Dasselbe gilt, wenn das Wort ,quadratfreie’
weggelassen wird.

Die Hauptsiitze 1 und 2 sind hierin als Spezialfille enthalten, wenn
man O gleich dem System aller Ideale, O’ gleich dem System aller Zahlen
des Korpers mit positiver Norm setzt. Denn dann ist 1) von selbst erfiillt,
2) nach dem Dedekindschen Satze von der Endlichkeit der Klassenzahl,
3) nach dem Weberschen Satze (26), und die Voraussetzung 4) hatte ich
ausdriicklich im Wortlaut der Hauptséitze 1 und 2 gemacht.

Andererseits ist der Beweis der Hauptsiitze 3 und 4 dem der Haupt-
sitze 1 und 2 ganz analog, so daB ich ihn sehr kurz darstellen kann,
indem ich nur die zu modifizierenden Uberlegungen genau angebe.

§ 20.
Es seien y,(n),- - -, x,(n) die k Charaktere der Gruppe der / Klassen

(,,Nebengruppen“) von O nach E O, y,(n) der Hauptcharakter. Fiir die-
jenigen ganzen Ideale, welche nicht in O vorkommen, setze ich

(M) =0, 7, =0,--, 1,0 =0.
Dann gilt fiir zwei beliebige ganze Ideale des Korpers die Gleichung
2(ab) = 7 (a) 2(b);
denn nach Voraussetzung 1) kommt ab dann und nur dann in O vor,
wenn a und b in O vorkommen.
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Es gilt also fir R(s)>1und »=1,2,.. ., h die -— auch von Herr>
Weber fir s > 1 angewandte — Identitit

2%, (W) 1
(108) Eﬂﬁ'==1i1-“__i25’
n p 1__175§
wo links 1 alle ganzen Ideale, rechts p alle Primideale des Koérpexs
durchlguft.
Wenn n,,---,n, ein Reprisentantensystem der » Klassen von O ist,
so ist fiir einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter®)

(109) Dl = 1) 4, @) + -+ + 1) 4,(3),

wo A,(®), - -, A,(x) fir die einzelnen Klassen von O die Anzahlen dex
ganzen Ideale bezeichnen, derem Norm <z ist. Wird eine Klasse be—
trachtet, so ist, wenn das ganze Ideal a ihr angehOrt und m ein festes
ganzes Ideal der inversen Klasse bezeichnet, ma = { ein ganzes Hauptideal
der Gruppe F O, und umgekehrt liefert jedes ganze durch m teilbaxre
Hauptideal ma =¥ in E O ein ganzes Ideal a der gegebenen Klasse.
Daher ist fir v=1,2,---,}

A,@) = T(Vm - 2),
d. h. nach (106)

1
4,8 =g+ 0 );
also erhiélt man in Verbindung mit (109) und (39)

Dl = 0<w1"%),

Ntz

Ol S = 0(log 2).

Nn<x Nnlz

Daher gilt der Satz VII, und die fiir R(s) > 1 —% durch die Reihen
xv(n)
(110) L(s) 2 (=23, R

definierten analytischen Funktionen erfullen die Relationen (47) und (49)_
Was die fiir ®(s) > 1 durch (110) definierte Funktion L, (s) betrifft

so ist nach (108)
T
L =] —+
v 1w

ferner

*) (109) ist in der Schreibweise mit (44) gleichlautend.
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wo p alle Primideale mit Ausnahme der etwa in O nicht vorkommenden
durchliuft. Also ist, falls O gleich der Gruppe aller Ideale ist,

Ll(s) = Cx(s)7
falls dagegen O die Primideale p;, Py, - -, p, nicht enthilt,

Q
(111) L6 =60 ] [ (1-y,)-

Die ganze transzendente Funktion
0

[10-x3)

=1
ist offenbar fiir R(s) > -, also fiir R(s) 21— 3 dem absoluten Betrage

nach nicht oberhalb der endhchen Schranke
¢

[I(+ et

gelegen; ferner ist ihre Ableitung

¢ ¢ ¥
I (-5 25

o= a=11—W

fir R(s) = %, also fir R(s) =1 — 53 dem absoluten Betrage nach

log Np,
<H(1+Np,}) 2?;71‘

a=1 =1
Die Funktion L, (s) erfiillt also auch die Ungleichungen (51) und (52), so

daB der Satz VIII wortlich gilt.
Wird nun, wie in § 5, die analytische Funktion L(s) durch die

Gleichung
I
ORI BRO
v=1

definiert, so ist fiir R(s)>1

2 m 2 N»‘ms
L(s) = em=1
wo in der inneren Summe p die Primideale durchl'aiuft, deren m* Potenz
der Hauptklasse von O von E(, d. h. der Gruppe E O' angehort.
Wegen der Voraussetzung 4) wichst L(s) bei Abnahme von s zu 1 iiber
alle Grenzen, so daB die Ungleichungen (55) bestehen.
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§ 6 bleibt ganz ungeindert, ebenso § 7; in § 7 hat hier f ein Ideal
zu bedeuten, welches die zur gegebenen Klasse von O nach E O inverse
repriisentiert. Auch die §§ 8—10 bleiben vollkommen ungesndert, womit
der Hauptsatz 3 bewiesen ist.

Ich will von demselben eine allgemeine Anwendung machen. 2 ()
bezeichne einen vom Hauptcharakter verschiedemen Charakter; es werde
die Relation

: (@) =+ Li(@) + 0 (ze-Vie2)

fiir alle  Klassen angesetzt, mit y(n,) multipliziert, und es werde alsdann
die Summe jener h Relationen gebildet. Dies gibt

112) @) = Li (x>2x<m> + 0 (ze-Vom3) = 0 (e Vioas) .
Npg=
Genau so, wie in § 15 aus (94) der Satz XXIV erschlossen wurde, ergibt
sich aus (112) die Konvergenz der Reihe
% () log" Np

N 14284
" »

fiir jedes reelle Wertepaar m, ¢. Hieraus folgt speziell fiir m = O die
Konvergenz der unendlichen Reihe

PAL)]

N 14262
P p

also des unendlichen Produktes
1
H 1 2@
‘ P Nyttt
und das Bestehen der bisher nur fiir ®(s) > 1 bekannten Relation (108)
auch fiir die Gerade R(s) =1, falls » einen der Werte 2,3, ... % hat.

- Fiir den Hauptcharakter ist tibrigens analog auf der Geraden
‘R(s)=1 (exkL s=1)

.(13) L©) =[] —5w

S R

" denn ich habe a. a. 0.%) die Gleichung

- (114) ;,4(1+tz) H———————— (=0
ND1+“

'EeWIesen, und aus (111), (114) folgt (113).

* 8. die auf 8. 145, Anm. 2 zitierte Arbeit, 8. 127.
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§ 21.

Ebenso zeigt die wortliche Wiederholung der Entwicklungen aus den
§§ 12—13 die Richtigkeit des Satzes XXI in der vorliegenden allge-
meineren Bedeutung. Der Satz XXII besagt hier auch, daf

hm Q (.'x))

ist; nur ist der Wert des Grenzwertes hier
g .
PR
11 (= 375)
In der Tat gilt die beim Beweise auftretende Ungleichung (96) nur fiir
solche m, die in O vorkommen; fiir die anderen m ist
Az, m) = 0.

An Stelle von (97) ergibt sich also hier

0w =oe 3+ 0+ E S ),
NmgVx NmgVz Nm =%

wo m die ganzen Ideale von O durchliuft, also

Q) = g0 D55 1 o(ya) + O(x‘“;“log 2),

Tu(m) ’ 1y 1 1
v =1l (v =@
m ————
’ I Npg)
den obigen Satz liefert.
Aus ihm folgt analog wie in § 14 die erste Hilfte des Hauptsatzes 4;

§ 15 bleibt ganz unveréndert, und die Schliisse des § 16 ergeben, wenn
man sie auf die Identitdt

L) =D Su®
b

NmgVz I~

&
Nm?

anwendet, die zweite Hilfte des Hauptsatzes 4.

was wegen

NEg

Vierter Teil.

§ 22.

Von dem Hauptsatz 3 will ich zum SchluB durch Spezialisierung auf
quadratische Korper einige Anwendungen machen; dieselben kniipfen an
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drei klassische Untersuchungen der analytischen Zahlentheorie an, in
welchen Dirichlet den ersten Schritt getan hat.
a) Es sei eine eigentlich primitive binire quadratische Form

ou? + 2buv + co?

mit positiv-nichtquadratischer oder negativer Diskriminante D = b* — ac
gegeben; im Falle D < 0 sei die Form positiv. Herr Weber®) hat ge-

zeigt, daB sich im Kéorper P()/D) eine Idealgruppe O und eine Zahlen-
gruppe O angeben liBt, so daB einerseits die Voraussetzungen 1), 2), 3)
erfiillt sind, und andererseits die durch die Form darstellbaren Primzahlen
(von endlich vielen abgesehen) mit den Normen der Primideale ersten
Grades in einer gewissen Klasse von O nach E O ibereinstimmen. Was
meine Voraussetzung 4) betrifft, so folgt aus Herrn Webers auf S. 194,
Anm, 2 zitierter Arbeit, daB sie erfiillt ist. Der Hauptsatz 3 gilt also und
liefert: In jeder Klasse von O nach E O ist die Anzahl der Primideale,
deren Norm < z ist,

= %— Li(z) + O(xe*%/m%

wo h gleichzeitig die Anzahl der Klassen eigentlich primitiver (poiitiver)
Formen der Diskriminante 1) und die Anzahl der Klassen von O nach

E O darstellt. Also ist auch die Anzahl der Primideale ersten Grades
unter ihnen

= —:7 Li(z) + O(xe—f/@),
da die Anzahl der Primideale zweiten und hoheren Grades, deren Norm

L ist, = O(k)lgxﬁ ist. Je nachdem nun die betreffende Klasse von O

(oder, was dasselbe bedeutet, die Klasse der zu aw® + 2buv + cv® #qui-
valenten Formen) zweiseitig ist oder micht, entsprechen jeder durch die
Form darstellbaren Primzahl (mit Ausnahme endlich vieler) zwei Prim-
ideale der Klasse oder eines, deren Norm jene Primzahl ist. Daher ist
die Anzahl der durch die quadratische Form darstellbaren Primzahlen < x
fiir eine zweiseitige Klasse

= > Li(@) + 0(weVis2),

fir jede andere Klasse .
= L Li(z) + O(xe‘f/m\)
3 .

Bisher war nur bekannt, daB jene Anzahl, durch Li(x) dividiert, fiir

" 1. c., S. 94—95.
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z = 0o den Grenzwert 21h hezw. % besitzt. Herr de la Vallée Poussin®)

hatte dies unter Heranziehung schwieriger analytischer Hilfsmittel (welche
an sich von hohem Interesse sind) bewiesen.

b) A. Meyer®*) hat zuerst den von Dirichlet ohne vollstindigen Be-
weis ausgesprochenen Satz nachgewiesen: ,Jede eigentlich primitive
(positive) bindre quadratische Form mit nichtquadratischer Diskriminante
stellt unendlich viele Primzahlen dar, welche zugleich in einer gegebenen,
mit den Charakteren des Geschlechtes jener quadratischen Form vertrig-
lichen primitiven Linearform enthalten sind.“ Er hat zugleich gezeigt,
daB die Summe der reziproken Werte jener Primzahlen p divergiert, in-
dem er die Gleichung bewies:

v 1 1
P clog — + G(s),
r

wo :

%1__{1% G(s)
existiert und ¢ die positive Konstante bezeichnet:

-2

©= Sy’

wo ¢= 2 fiir zweiseitige Klassen ist, sonst e =1, ferner A die Klassen-
zahl eigentlich primitiver (positiver) Formen, g die Anzahl der Geschlechter,
M die Differenz der arithmetischen Progression. Herr de la Vallée
Poussin*#¥) hat das Verdienst, die schirfere Relation

. X
lim gy =
bewiesen zu haben, wo ¢(z) die Anzahl jener Primzahlen < x bezeichnet.
Andererseits hat Herr Webert) gezeigt, daB jene Primzahlen (mit
Ausnabme einer endlichen Anzahl) die Normen der Primideale ersten
Grades einer Klasse eines O nach einem E O sind, wo die Voraus-
setzungen 1), 2), 3) erfiillt sind. ' In Verbindung mit dem Meyerschen
Satz ergibt sich die Divergenz der Reihe (107), also die Richtigkeit der
Voraussetzung 4) und daher nach dem Hauptsatz 3 die Gleichung

0(#) = cLi(z) + 0 (we-Poe),

# 1 e¢. ,,Troisieme partie. Les nombres premiers représentables par une forme qua-
dratique de déterminant négatift, S. 368—397; ,,Quatriéme partie. Les nombres pre-
miers représentables par une forme quadratique de déterminant positif, Bd. 21,
Teil 2, 1897, S. 2561—342.

#)  Uber einen Satz von Dirichlet, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. 103, 1888, S. 98—117.

*#%9 1 ¢ ,,Cinquitme partie. Nombres premiers représentables simultanément
par une forme linéaire et une forme quadratique*, S. 343—868.
#) L ¢, S. 95—96.

c
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¢) Dirichlet*) hat bewiesen, daf im GauBschen Kérper P(7) eine
Linearform «f + B mit teilerfremden «, 8 unendlich viele komplexe
Primzahlen, d. h. unendlich viele Primideale ersten Grades darstellt, und,
was noch mehr besagt, da die tber jene komplexen Primzahlen ¢ er-

streckte Summe )
2 ¥
q

divergiert. Dirichlet hat nﬁmlich die Relation bewiesen:

(115) ZNq W) log -1y + G(s),

wo
lim G(s)

existiert. Andererseits hat Herr Weber**) darauf aufmerksam gemacht,
daB jene Primideale die Primideale ersten Grades einer Klasse von O
nach E O sind, wo O und O gewisse Gruppen bezeichnen, welche die
Voraussetzungen 1), 2), 3) erfiillen. Da nach (115) die Voraussetzung 4)
auch gilt, ist der Hauptsatz 3 anwendbar und liefert:

Die Anzahl der komplexen Primeahlen o& 4 f, deren Norm < x ist,
st

fi

f(%) Li(z)+ 0 (xe—%‘*ﬁ).

Berlin, den 5. Mirz 1906.

*) . Untersuchungen tiber die Theorie der komplexen Zahlen*, Abhandlungen
der Koniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1841, 8. 141—161;
Werke, Bd. 1, S. 509—532.

**) 1 c, 8. 96—97 und in seiner neueren ausfiihrlichen Behandlung des vor-
liegenden Spezialfalles: ,Uber komplexe Primzahlen in Linearformen*, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. J29, 1905, S. 35—62.
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Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen. II.

Von

Pauvr EpsteEm in StraBburg i/E.

In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung hat Herr Herglotz*)
das Problem der Inhaltsbestimmung einer von einer analytischen Kurve
umschlossenen Fliche auf die Untersuchung einer Klasse von Funktionen

Z(s,n) =2 (M)ILT (n=0, 4, 8,12, - )

@by

guriickgefiihrt, die eine nahe Verwandtschaft mit der Riemannschen
Funktion £(s) zeigen. Dies veranlaft mich, in der vorliegenden Arbeit
den Nachweis zu fithren, daB diese Funktionen in sehr engem Zusammen-
hang mit denjenigen Funktionen stehen, die ich in meiner ersten Arbeit**)
als Zetafunktionen sweiter Ordnung bezeichnet habe, so daB simtliche von
Hermn Herglotz gefundenen Eigenschaften der Funktionen Z(s,n) direkt
aus den Eigenschaften jemer abgeleitet werden konnen. Es wird dabei
eine Begriffshestimmung der Funktionen Z(s,n) mit Hilfe gewisser Diffe-
rentialoperationen zugrunde gelegt, die sich — wie weiterhin gezeigt
wird — in sehr allgemeiner Weise auf Zetafunktionen belichiger Ordnung
tibertragen laBt.

§ 1
Mit einer geringen Modifikation der in meiner ersten Arbeit ge-
gebenen Definition soll unter einer Zetafunktion p* Ordnung mit der

Charakteristik ‘;]: :2 o Zp I' zunichst die p-fache Reihe
Ry e
’ 2ﬂiz my, h,u
9 92 Y, e "
(1) Z{klhz...hj (s)(p=2...2—“ ps
my my F)
@ ((m+9))

* ,Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen*. Math.
Ann. Bd. 61, 8. 551.
**) Math. Ann. .Bd. 56, S. 615.



206 Paur Epsteiv.

verstanden werden. Darin bedeutet

ole) = a1,

u=1 v=1

eine quadratische Form mit nicht verschwindender Determinante A, deren
reeller Teil positiv ist; gy, 95, ) 93 Pus Py, -+, b, sind irgend welche
reellen Zahlen, und die Summationsindizes durchlaufen alle ganzzahligen
Werte von — oo bis + oo; nur wenn alle Zahlen g;, - -, g, ganze Zahlen
sind, ist diejenige Kombination der Summationsbuchstaben wegzulassen,
bei der der Nenner identisch verschwinden wiirde.

Die obige Reihe konvergiert, sobald der reelle Teil von s griBer
als 1 ist. Um die Zetafunktion fiir alle komplexen Werte von s zu
definieren, benutzen wir die Integraldarstellung

. a3 L
x r(%s)z’g) (s)q,-:fdz-zg 0‘2)(2)(,,,
s
worin ﬁ‘i, (#), die Thetareihe p** Ordnung

~nspllg+m)+2mi Xom ey
O oo g

my myp

bedeutet. Fiir sie besteht die Transformationsformel ¥)

%)z

wobei g die zu @ resiproke Form ist. Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir
5 (es\ |9 ) T e
@ = 1) z[h[(s)q,= dz-2*  ® {h[ @,
1

i, h, [ pA-9)
e “ e h
A G./dz'z a'—af@"f’
1

und dies definiert: die Zetafunktion p** Ordnung fiir jeden Wert von s,
sobald nicht gleichzeitig alle Zahlen ¢ und % ganzzahlig sind.

Sind aber alle Zahlen g oder h ganzzahlig, so geniigt es, sie alle
gleich Null anzunehmen, und es bestehen dann die Formeln:

—eni Yo,k
G

I A e
22 ya

@' f
—y

*) Wegen des Vorzeichens von ]/Z vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunixtionen.
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1) alle g gleich Null:

)

@ efon-—ie el e,

R
p(1=9)

1 g1 _In
1

2) alle %, gleich Null:

o«
b3

“_?r(%s>zlgz(s)¢=§ﬁ%:3+fdz 2? «91 }(z)

B0

i * p(12—s)_1 o
+1_/—Z1 dz -z (@Ig‘(z)—q;—l);
3) alle Zahlen g und % gleich Null:
x‘%r(%z'g] (8), = WAZ . /dz o (ﬂ]g’ Dy —1)

B

1 / 2
—]—Vz dz-z &l ‘(ﬁ)——l

1

Aus diesen Formeln erkennt man den fiir alle Zetafunktionen geltenden
FPundamentalsats:
-2 %‘g‘u hH (1—s)
108 T P(l—s)

®)x z h] )= Tz rEs) z’ g‘ 1 —s);

Die Zetafunktionen haben folgende allgemeinen Eigenschaften:

1) Solange nicht alle Zahlen % ganze Zahlen sind, sind die Zeta-
funktionen ganze transzendente Funktionen von s.

2) Sind alle Zahlen h ganzzahlig, so wird die Zetafunktion nur fiir
s=1 zur ersten Ordnung unstetig, und es ist

?

2.m 2
e
3) Alle Zetafunktionen verschwinden in den Punkten

s=_2-k° *k=1,2,3,--).

p7

(6) hl(s)(p 1+00+01(S_1)+
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4) Fiir s =0 verschwinden die Zetafunktionen jeder Charakteristik,
auBer wenn alle Zahlen g ganze Zahlen sind. In diesem Fall ist
—2ni X 9 by
z]i ] O)=—e *
Auf Grund der Bemerkung von Herrn Minkowski, die Herrn Herglotz
zu seiner Arbeit veranlaBt hat, kann man schlieBen, daB

lim (s—1) Z| (s)q,

das Volumen des Ellipsoids ¢ () <1 darstellt, welches, wie bekannt,
mit wichtigen Sitzen aus der Theorie der quadratischen Formen von
p Variablen in engem Zusammenhang steht.*)

Es liegt nahe, nun auch Funktionen aufzusuchen, die der Riemann-
schen Funktion () entsprechen, jedoch ist der Fundamentalsatz (5) in
der Form, wie er hier vorliegt, dazu nicht geeignet, denn zu beiden
Seiten stehen zwei verschiedene Zetafunktionen. Definiert man aber neue

gﬂ (s), durch die Gleichung

Funktionen C

i g,k g —mZyuh, | 4.y
@ Vae ”“ZIh!WV; S RACTEE HHICH
so ist zunichst

g h
® JHIORIREICn
und der Fundamentalsatz erhilt eine Fassung, die ganz genau dem Satz
iiber die Riemannsche {-Funktion entspricht, daf namlich das Produkt

ps
AN
x *r(%) g|i|(s)¢
bei der Vertauschung von s mit 1 — s ungedndert bleibt.
Zur Integraldarstellung dieser neuen Funktionen, die wir hier nicht
im einzelnen ausfiihren wollen, wird man an Stelle der bisher benutzten
Thetareihe ebenfalls eine modifizierte Funktion
nt X Ju h

@Vae " o)l @+

einfiihren; es ist dann

" —rtif:_:gﬂhﬂ
Vi |
elz =e’—h91(z)‘?

und die Transformationsformel lautet

RIOTES-LIHIC)

-2
G‘il(z)¢=z ’o

)
hi\z/y

") Vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 122 u. 8. 198; Journal fiir Math.
Bd. 129, S. 254 ff. .
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1

Setzen wir jetzt
=5+,
go ist die Funktion
s(s

(10) AN HHICEIH 0N

eine gerade und gance tramssendente Funlktion von t, fir die man bei
allgemeiner Charakteristik die Darstellung hat:

5190y =— (3 + t%)_/e},{' (z)q).z§—lcos (& 10g 2) ds.
1
Sind aber alle Zahlen g und % Null, so ist

-ty

(o) [ [ B (VB )] en(sog) as.

1

Daneben besteht die fiir jede Charakteristik giiltige Darstellung

e,
d 5, i
(11) 3’9‘ ®),= /c_ﬁ PR i }(z) 4 cos (2 logz) de,
1
und so ist auch hier der genaueste Anschluf an die Riemannschen Ent-
wicklungen gewonnen.

Alle &-Funktionen besitzen als Funktionen von #* die Héhe Null

§ 2.

Der allgemeinen Zetafunktion zweiter Ordnumg wird die quadratische
Form

(1) Q = ax”+ 2bxy + 0y2= a(x——my) (x——-co'y)

mit der Determinante
A=ac—0b?

zugrunde gelegt. Dabei sind
@) m_____l_«a'l/z m,=_i__ﬂ/z

die Losungen der quadratischen Gleichung a2®+ 2bz+4¢=0

Mathematische Annalen LXIIL 1
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Die Elemente der Charakteristik sehen wir als verdnderlich an und

L

w o | ferner schreiben wir zur Abkiirzung
1 2

bezeichnen sie mit

my Uy + mouy = [mu])
und weiter

(3) (my +v,) — w(my+vy) = [m+v]

und haben dann als allgemeine Zetafunktion zweiter Ordnung

2na[mu]

Sy = 22 g (m+ o)

Eine besondere Eigenschaft dieser Funktionen, die fiir Zetafunktionen
hoherer Ordnung nicht allgemein zutrifft, besteht darin, daB sich die
mit der reziproken Form g gebildeten Funktionen auf Funktionen desselben
Arguments s zur Form ¢ zuriickfithren lassen. Es ist nédmlich

O
I“ Uy

4)

©) g = % (ca® — 2bzy + ay?),
und man sieht leicht, daB

(6) z|!]192 (S)qa—AZl—g'gl

(8)y

ist. Aus diesem Grunde lautet der Fundamentolsatz fiir diese Funktionen:

(8)y =

v, v, 27!7[ v]

Uy Uy

(1) n*T(s)Z

aC-r(1—92Z| T
2

3_

Sei nun @ irgend eine Funktion, die von der Form ¢ und den
Variablenpaaren u,, u, und v,, v, abhéingt; wir definieren dann zwei Diffe-
rentialoperationen:

D(b____ag_co 20

3—?;2‘ + 2752‘('01 - cov,)d),

(8)

D(D_coav1 +8v,

und stellen zunichst fest, daf diese Operationen vertauschbar sind:
9 DD, ® =D, Do,

Wenden wir sie auf die Zetafunktion an, so ergibt sich:

eSnz[mul
(10) ”1”’ s), = 2mi QB L o) il
(= 2mi 2 DB m
und
X . 2rimu]
DZ|p (), = —2siVD > %:l_
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also
11) D,z

Uy Uy
Uy U

”1 "’z

®), =—sVADZ

| (84 1)y

Es lassen sich also die Operationen D und D, bei der Zetafunktion
qufeinander zuriickfihren, und man braucht nur eine, z. B. die Operation
D, beizubehalten. Die #-malige Wiederholung der Operationen liefert
noch nach (11) die allgemeine Formel

D”Z ’”1 ”s (s)cp
a2) N% v,
=(— 1)”s(s+1)(s+2)---(s+n—1) (7) Dz |+ (s—l—n)
Man erhilt nun unschwer
"z '01 ,,;s n [m_I_ ]n 27i[mu]
(18) Dz |l (s)y= (2mi) > ymrle — RS

N n .
und wird so — wenn man noch s+ < an Stelle von s setzt — zu einer
Reihe von Funktionen

n27u[mu]
(S; )_Zz[m-{—v] a7 (”'_‘1)2)37"‘)
o(m+v) "2

gefithrt, die wir als abgeleitete Zetafunktionen bezeichnen.

Unter diesen Funktionen sind die von Herrn Herglotz betrachteten
als ganz spezielle Fille enthalten; es liegt ihnen die Form 2% + y* zu-
grunde und es sind nach Ausfihrung der Operation D" alle Elemente der
Charakteristik Null zu setzen.

Den Fundamentalsatz fiir die abgeleiteten Zetafunktionen findet man
durch Anwendung der Operation D auf Gleichung (7). Dabei ist zu be-
achten, daB in den beiden dort auftretenden Zetafunktionen die Elemente
der ersten und zweiten Reihe der Charakteristik vertauscht sind; dies hat
zar Folge, daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D,
auf der rechten nach sich zieht. Man erhélt so:

'01 ”2

(14) Z

e—27u’[uv]

wTODZ |7 0| (0= o I A =) DrZ |7 (1),
oder mit Benutzung von (12):
"F(S)D"Z Y1 "’2 (s)q)
—27ifu ] —_—
— ¢ - -1 ")l_(l—l-%—s)( )D" ' U %1 (1+n—6‘)q,
A "?

14*
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Setzt man jetzt s -+ % an Stelle von s, so ergibt sich der Fundg-
mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen:

vl "72

(s )y

T ( + s)

(15) _ :_z—m[uv] (- ,,)r( + 1__5 Z J Uy

v o (1 —s,n),

3_._.

A

Werden durch die Gleichung (14) die abgeleiteten Zetafunktionen nur
innerhalb der Konvergenzgebiete der jeweiligen Doppelreihen dargestellt,
so kann man aus der Definition mit Hilfe der D-Operation schliefen, daf
diese Funktionen fiber alle Werte von s fortsetzbar sind. Will man all-
gemein giiltige Integraldarstellungen haben, so geht man von den ent-
sprechenden Darstellungen der urspriinglichen Zetafunktionen zweiter Ord-
nung aus und wendet auf die dort auftretenden Thetareihen die Opera-
tionen D und D, an. Setzt man

(16) 2 2 [ + v]re- w29 (m+on+2mitnu] — & Zx e 1),

m my
so ist

Yy Y, ’ . vy .
D”B* 1R (z)¢ CEDZ “1‘“: (2, m),

und es besteht die Transformationsgleichung

) ¢ #miluel A N |

gy | & Mo = (1 *") — (;z‘v”>¢'

Hiermit findet man leicht die tiberall giiltige Integraldarstellung*)

ZTET (s—&- ) ”‘ ”’ (s,n) —fdz StEly ”112: (2 1),
(__ 1)n e—2rn[uv] —u " 2
e (1 e (g,
1

aus der man nochmals den Fundamentalsatz (15) ablesen kann. Man er-
kennt hieraus auch, daB alle abgeleiteten Zetafunktionen gamze tramssendente
Funktionen von s sind, und es folgt dann weiter, daB die Funktion

z '01 “’2 (s, n) fir s = %’ — (g_ + 1), — (_;1 + 2), -+« verschwindet.

*) Man sieht ohne weiteres, daf man bei den speziellen von Herrn Herglotz
betrachteten Funktionen mit esnfachen Thetareihen susreicht.
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§ 3.

Will man die Entwicklungen des vorigen Paragraphen auf Zetafunk-
tionen von beliebiger Ordnung ausdehnen, so wird man in folgender
Weise vorgehen.

Es sel ® irgend eine Funktion, die vou zwei Reihen von je p Va-
riablen w4y, Uy, * *y U,y Yy, Vg, * -, ¥y, SOWie von den Koeffizienten -einer
quadratischen Form ¢(z) = ZZa,, 2,2, abhingt. Es mogen dann zwei
Diﬂ’erentialoperationen definiert werden:

o .,
Dq) = 51 3“ + gz au .. + Ep 57 +275’&(51?)1—\—22@2_}-....+gp@p)q),

(1) 0P A L)
Di® =y g T8 gy, T T Ta gy

worin die Koeffizienten &, - - -, §,, 2, +, ¢, in noch niiher zu bestimmen-
der Weise von den a,, abhingen. Wir verlangen nun zuniichst, daB die
Operationen D und D, vertauschbar sein sollen, und finden leicht, da8 dann
die Koeffizienten die Bedingung

(2) £1x1+§2x2+---+§pxp=0
erfiillen miissen.
Wir wenden jetzt diese Operationen auf die allgemeine Zetafunktion

(s)(p 2 2 REHCTY _

" @ (m+0)*

11}1@2...

Doty oty -
an, wobeil
[mu] = myu, + mgsy + - -+ + myu,
ist, und finden, wenn zur Abkirzung
3) E,(my +vy) + Ea(mg + ) + -+ + ‘gp(mp + ”p) = [m + v]
gesetzt wird:

@) DZ’ZI(s)q,a%m'Z Simdles

((m-l-v))

27imu)

Dagegen wird:

Yy (mg +v;)+ -+ Ym0 ) o
. (s)¢=—p32-~2 ! » 2) gnipnad

211

p(m 4 v)*

und darin ist
Y; = Uy Xy + Qg + -+ Uiy
Wir stellen nun die weitere Forderung auf, daf diese y, den Zahlen
& proportional sein sollen, d. h. es sollen die Bedingpngsgleichungen
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U1 Ty + g g + ... + a2, = uk,,
G %lzx1 Tzt U3, %, = 15,
Y18+ @+ -t 3, = uE,
erfilllt sein. Dann gilt fiir die allgemeine Zetafunktion der Satz:
©) D,z

v
u 1

@y =—24Dz|7 | (+3),

so daB sich also die Operation D, auf die Operation D zuriickfiihren 1B,
Sind

- 1 oA

%= A 2ay,

die Koeffizienten der zu @ 7reziproken Form ¢, so ergibt die Auflésung
des Gleichungssystems (5):

1 _ . .
(7) ;—xi=a“§1+ ai2§2 -+ ..'+a|'p§?’ (1=1’2’...’ p)’
und wenn man zu (5) und (7) die Bedingung (2) hinzunimmt, so sieht
man, da durch Einseteung der z, - - -, z, die Form @, dagegen durch Ein-
sctoung der &, - - -, &, ihre Reziproke sum Verschwinden gebracht wird, also

(8) p(x) =0, () =0.

Solche Systeme der x und & lassen sich allgemein in folgender Weise
ermitteln. Es sei

(9) ;=2 + C;q2 + -+ CipPpy (7, = 1, 2’ ceey p)

eine lineare Substitution, durch die die Form ¢ in eine Summe von Qua-
draten iibergefithrt wird, so daB also:

(10) p(@) = 2 + 2" + -+ + 2, =[(2).
Nun ist nach (5)

sind also ¢,, die Elemente des zum System der (c;;) reziproken Systems,
80 ist
(11) u =y + Tase + -t Oty (=1,2---,p).

Die Gleichungssysteme (9) und (11) stellen lineare Substitutionen vor,
durch die, mit Erfiillung der Bedingung (2), die Formen ¢ und @ simultan
in eine Summe von Quadraten tbergefihrt werden. Nun verschwindet
die Form f(2) fir solche Werte der 2, -, 2, die durch eine ortho-
gonale Substitution aus den p'e> Einkeitswurzeln ¢, &, - - -, ¢, hervorgehen.
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Sind also g, die Elemente einer orthogonalen Substitution, so hat man
in (9) und (11)

(12) 7= Qo &t Gisde T T G4

su nehmen, um Werte der z# und & mit den gewiinschten Eigenschaften
su erhalten. Zu jeder Form ¢ gehdren also in vollig angebbarer Weise

e & . . .
Systeme von 2p Zahlen (m“ o 7 ), die die Bedingungen (2) und (5)
y El 9 gz [ g?

erfillen, und wir konnen sagen: Die Zahlen der ersten Reihe fiir eine

Form ¢ sind Zahlen der zweiten Reihe fiir die reziproke Form . Die
GroBe u bleibt unbestimmt, aber eine Vergleichung der Formeln (5) und
(1) zeigt: Wihlt man zu einer Form ¢ die GroBe u, so gehdrt zur rezi-

proken Form die GroBe —?;
Wir definieren nun die abgeleiteten Zetafunktionen, indem wir

1 w7 0 Y AN A e
(13) (27’@-)1& Uy - - -up (S—l— p)(p Lagg - - .up (syn)q"

=123,
sotzen, und erhalten fiir sie unschwer die Reihendarstellung:
i [m _|_ " neizﬂi[mu]
(s, n)q, =2 . 2 ___]_...{(;___WS
™ " @(m+v)

Zur Ableitung des Fundamentalsatzes fiir diese Funktionen haben wir

zuntichst durch wiederholte Anwendung der Formel (6):
v

D1”Z w (3)(;)

OS] SR SEEESIHITER

Ubt man nun auf Formel (5) in § 1 wiederholt unsere Operationen
aus, 50 ist nach den obigen Festsetzungen iiber die Zahlen 2 und ¢ klar,
daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D, auf der
rechten nach sich zieht; man erhélt so mit Riicksicht auf (15):

&)y

_ 3 \n g~ 27ilur] ._?l(l__."'_)_n D (L —§) %
_(7) Va T ? l'( 2 +n)D"Z’_v
und wenn man jetzt s -+ % an Stelle von s einfiihrt, so folgt der Funda-

mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen®):

(14) z

v
w

(15)

K
u

:n:_%f r (%’) Dz

v
u

(1~—s+2?”)

;7

*) Die unbestimmt gelassene Grofe g tritt hier, wie in (15), nur scheinbar auf.
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_2¢
x 2 r(i’ﬁzi‘_’f/)z’”

- () T (0t 2|y

Diese Funktionen sind, wie man aus der leicht angebbaren Integral-
darstellung ersieht, simtlich ganze transzendente Funktionen von s, und
die n* abgeleitete Zetafunktion besitzt reelle Nullpunkte fiir

(k=0,1,2,--).

StraBburg i E, Februar 1906.
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s

Uber die Grundlagen der Mengenlehre und das Kontinuum-
problem.

Von
Jurigs Koéxie in Budapest.

(Zweite Mitteilung.)

Die folgenden Zeilen schlieflen sich genau an die Entwicklungen an,
die ich unter demselben Titel vor einigen Monaten (Math. Annalen, Bd. 61,
S.156—160) gegeben habe. Is wird jedoch die dort unter 3. gegebene
SchluBweise*) hier gar nicht beniitzt. An ihre Stelle tritt, zur Erhirtung
meiner unverindert gebliebenen Ansichten, eine neue Methode, die im
wesentlichen auf einer Verschirfung und Verallgemeinerung des Begriffs
yendlichdefiniert” beruht.

Diesen Auseinandersetzungen mochte ich eine prinzipielle Bemerkung
vorausschicken. In den Grundlagen der Mengenlehre handelt es sich um
die Formalisierung und Legalisierung von Tatsachen, die der inneren An-
schanung unseres BewuBfseins entnommen sind, so daf unser ,wissen-
schaftliches Denken“ selbst Objekt des wissenschaftlichen Denkens ist.
Dieser Zusammenhang der Mengenlehre mit Logik und Erkenntnis-
theorie ist unlésbar und tritt schon in den Elementen der Arithmetik
zutage. .

So niitzlich auch in dieser Richtung die bisher nach mathematischen
Analogieen erfolgte Algebraisierung der Logik ist, so kann uns diese allein
tiber die vorhandenen Schwierigkeiten nicht weghelfen. Die ,Tatsachen®
und ,Gesetze”, die unserem wissenschaftlichen Denken zugrunde liegen,
miissen genauer als bisher untersucht werden, und — vor allem — eine
Disziplin geschaffen werden, die ich nach Analogien der ,matbematischen
Physik“ eine Theorie der logischen Evidenz nennen wiirde.

Diese Richtung hoffe ich sehr bald in einer ausfiihrlicheren Publi-
kation weiter zu verfolgen.

* Diese SchluBweise mufl und kann im Sinne der hier gegebenen neuen Begriffs-
entwicklungen umgeformt werden.
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1. Die endlich definierten Elenfente des Kontinuums bilden eine
abzihlbare Menge, die man im Typus o folgendermafen schreiben kann:

(“11; Qygy Bygy * vy Oqpy * )
(Ggy, Qogy Gogy ** 5 gy o)

@

(@ry 5 Qpay gy~ 75 Gaay *° )

Die a;, sind hier beliebige positive ganze Zahlen, da wir das Konti-

nuum als die Menge der Dinge
(A, Gz, * 5 Gy -+ )

definiert haben, wo @, jede beliebige positive ganze Zahl sein kann. Mit
Hilfe der Reihe (I) kann nun durch das dem Cantorschen Diagonal-
verfahren nachgebildete Gesetz
(11 =y + d
ein neues Kontinuumelement (a,, ay, - --) = a@ definiert werden, wenn
d>0 eine fest gegebene positive ganze Zahl ist. Die Definition von
a@ ist aber nur dann widerspruchsfrei, wenn man voraussetzt, daf a@
in der Reihe (I) nicht vorkommt, d. h. nicht endlich definiert ist. Wiirde
o® (z. B. an der n-ten Stelle) in (I) vorkommen, so kénnte (II) fiir
k=mn nicht erfillt werden, da a@,= a,, ist und zugleich a,=a,,+d
verlangt wird. Es scheint demnach, da die Definition von a®@, die wir
in einer endlichen Anzahl von Zeichen fixieren, in der Tat sich selbst
widerspricht, also unmdglich ist. Andrerseits ist es uns aber ebenso un-
moglich, die unmittelbar unsrer Anschauung entlehnte ,Tatsache“ als
unrichtig abzulehnen, daf mit Hilfe jenes Diagonalverfahrens ein neues
Kontinuumelement wirklich gebildet werden kann. Gerade dieses #uBerst
merkwiirdige scheinbare Paradoxon fiihrt aber zu einer fundamentalen
Vertiefung der in der Mengenlehre anzuwendenden logischen Methoden.
Der Sinn des Diagonalverfahrens ist klar und unanfechtbar, der Wider-
spruch entsteht nur durch die Forderung, diesen Sinn in der Form einer
endlichen Definition auszudriicken. Die Erfillung dieser Forderung ist
unmdoglich. Kénnte man aber — ohne den Sinn zu #ndern — die Form
unserer Definition so uméndern, daB sie keine endliche Definition ist, so
hitten wir es mit einer wirklichen, widerspruchsfreien Definition des
Kontinuumelementes ¢® zu tun, Wir miissen demnach, wie dies auch
sonst hiufig, eigentlich sogar bei jeder wesentlichen Verschirfung unsres
wissenschaftlichen Denkens geschieht, unsere ,Sprache“ vervollkommen,
und dies kann in der Tat folgendermaBen geschehen.

Zu den endlichen Definitionen ziehen wir gewisse ,pseudoendliche”
Definitionen heran, die aus (abzihlbar) unendlich vielen Zeichen (Waértern,
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Buchstaben) bestehen sollen und zwar so, daB von einer gewissen, #-fen
Stelle an (n eine endliche Ordnungszahl) nur ein gewisses Zeichen (N.V)*
yorkommen soll. Um nun auch diesen Definitionen einen Sinn (Inhalt)
zu geben, sagen wir: diese pseudoendliche Definition soll dem Sinne
nach mit der endlichen Definition #quivalent sein, die aus der unendlichen
entsteht, wenn samtliche (N. V.) weggelassen werden, d. h. die aus den
ersten % Zeichen gebildet ist. Die unendliche Zeichenfolge ist dann und
nur dann eine logische Definition, wenn die entsprechende endliche Zeichen-
folge, die wir auch als den Hauptfeil der pseudoendlichen Definition be-
geichnen wollen, dem Sinne (aber nicht notwendigerweise auch der Form)
nach ohne Willkiir und Widerspruch ein Kontinuumelement definiert.

Aus einer endlichen Definition kénnen auf diesem Wege verschiedene
pseudoendliche Definitionen entstehen, indem man das (N. 7)) w-mal,
o+ 1-mal, ® + 2-mal, ..., im allgemeinen «-mal hinzusetzt, wo « eine
beliebige Zahl der zweiten Zahlenklasse Z(¥,) ist.

2. Nach dem Vorstehenden gibt es Elemente des Kontinuums, die
durch den endlichen Hauptteil ihrer Definition wohl vollstéindig bestimmt
sind, deren Definition jedoch der Form nach nur dann widerspruchsfrei
wird, wenn diesem endlichen Hauptteile (H) das Zeichen (N.V.) w-mal
hinzugefiigt wird. Die Definition eines solchen Elementes wird durch
das ,Bild“ H(N. V.)» vollstindig charakterisiert; doch muB dieses
Bild von der Definition selbst streng unterschieden werden, da diese
letztere, um auch formell widerspruchsfrei zu sein, unendlich viele Zeichen
enthalten muB. Die Gesamtheit jener Elemente des Kontinuums, deren
Definition durch ein solches Bild H(N. V.)* gegeben ist, muB — auch
nach Heranziehung aller endlich definierten Elemente — eine abzihlbare
Menge bilden, da zwei verschiedenen Elementen gewiff auch verschiedene
endliche Hauptteile entsprechen miissen und diese eine abzihlbare Menge
bilden. ,

Jene abzihlbare Menge von Elementen der Kontinuums ist aber —
auch mit den endlich definierten zusammen — durch ihre endlich defi-
finierten Hauptteile im Typus @ gegeben. Auf diese abzihlbare Menge
vom Typus ®, die ausfithrlich geschrieben

(bn; bxz: b137 T blk? )

(bsn, 622’ b28} Y bZk} o )

(1)
(ka bk87 bk87 Y bl:k’ o )

" (M. V.) = ne varietur.
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sei, kann nun wieder das Diagonalverfahren angewendet werden. Das
Gesetz
b,="0,+d

ist seiner Form nach, da es endlich ist, wieder keine widerspruchsfreie
Definition fiir (b, b,, - - -) = b@. Der Widerspruch verschwindet aber nun
auch dann nicht, wenn (N. V.) o-mal hinzugesetzt wird, da die Definition
auch in dieser Form in (III) vorkommen muB, z. B. an der n-ten Stelle,
so daB b,=",,+ d nicht erfillt werden kann. Wird aber (NV. 7.)
® + 1-mal oder ,6fters“ hinzugesetzt, so erhalten wir eine widerspruchs-
lose Definition. Verfihri man so weiter, so erhilt man endliche Zeichen-
folgen, die erst durch w2, w4+ 3, .. malige Hinzufiigung von (N. V)
eine widersprachsfreie Definition geben.

Es sei nun « die kleinste Zahl der zweiten Zahlenklasse von der
Beschaffenheit, daB die bestimmte endliche Zeichenfolge H (Hauptteil)
eine widerspruchslose Definition wird, wenn (N. V.) «-mal hinzugetzt
wird; wir sagen dann, daB H den Rang « besitzt. Die so entstandene
pseudoendliche Definition wollen wir durch

H(N. V)

bezeichnen. Dies ist aber natiirlich wieder nicht als die Definition selbst
aufzufassen, denn diese muB ja unendlich viele Zeichen enthalten. Sie
ist nur ein charakteristisches Bild jener Definition. Gehort zu einem «
ein solches H, so nennen wir « wvon der ersten Art. Dies ist also der
Fall, wenn

H(N. V)
das Bild einer widerspruchslosen pseudoendlichen Definition ist, aber fiir
jedes o, das < « ist

H(N. V)~
noch einen formellen Widerspruch enthilt.

8. Die bisherigen Auseinandersetzungen ergeben schlieBlich das
Resultat, daB die zweite Zahlenklasse, wenn sie als Menge, d. h. als
Glesamtheit durchwegs begrifflich gesonderter Elemente aufgefat werden
kénnte, auch abzihlbar sein miifte. Wir beweisen nimlich, daB unter
dieser Annahme einerseits die Zahlen erster Art abzihlbar sind, und daB
andererseits jede Zahl der zweiten Zahlenklasse von der ersten Art ist.

In der Tat: die Menge der endlichen Zeichenfolgen H ist abziihlbar,
also gilt dasselbe fiir die Menge der Zahlen erster Art, da der Definition
nach verschiedenen « verschiedene H zugeordnet sind.

Wire andererseits nicht jede Zahl der zweiten Zahlenklasse von der
ersten Art, so gibe es jedenfalls ein kleinstes (erstes) oy, das nmicht von
der ersten Art ist, wihrend o, © + 1 usw. von der ersten Art sind
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Das filhrt aber zu einem Widerspruch. Die endlichen Zeichenfolgen, die
eine Zahl der zweiten Klasse als Rang besitzen, sind niimlich abzéihlbar,
da das fiir die Menge aller endlichen Zeichenfolgen gilt. Sie kénnen also

folgendermaBen im o-Typus geschrieben werden: H,, H,, - - - Sei
o, 0, -+ der entsprechende Rang. Die pseudoendlichen Definitionen
av) H(N. V)5, Hy(N.V)e, -

sollen nun die folgenden Kontinuumelemente definieren:
(011 Gagy -+ )
v Coe e
v (@1) By )
Das Diagonalgesetz
O =ty + d, )
welches sich auf (IV") beziehen soll, bezeichnen wir mit H,. Nun enthilt
Hy(N. V)
keinen Widerspruch, da nach unserer Annahme (IV) keine Definition
der Form Hy(N. V.)% enthslt. Jedes o,, das kleiner als e, ist, erscheint
in der Reihe (IV); und die Definition Hy(N. V.)% ergibt demnach einen
Widerspruch. D. h. H, ist vom Range «y; oder mit andern Worten die
transfinite Ordnungszahl ¢, ist von der ersten Art. Die Annahme, da8

die zweite Zahlenklasse auch Zahlen der zweiten Art enthilt, hat somit
einen Widerspruch ergeben.

Budapest, 2. Jinner 1906.
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Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten.
Von

J. Lirora in Freiburg i./Br.

Die beiden Arbeiten iiber die gegenseitig eindeutige und stetige Ab-
bildung von Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen aufeinander,
die ich in den Jahrgingen 1878 und 1899 der Sitzungsberichte der Er-
langer physikalisch-medizinischen Gesellschaft verdffentlichte, sind sehr
kurz gehalten, und manche Beweise nicht gegeben. Ich zdgerte immer
mit einer ausfiihrlicheren Darstellung, weil ich glaubte einen weiteren
Spezialfall und damit vielleicht auch den allgemeinen Fall erledigen zu
konnen. Trotz vieler Mithe, die ich mir in dieser Hinsicht gegeben habe,
ist mir dies aber bis jetzt nicht gegliickt. Deshalb gebe ich im folgenden
eine Ausarbeitung der oben genannten Noten, die, im wesentlichen an sie
anschlieBend, noch einige allgemeine Betrachtungen beifiigt.

Der Grundgedanke ist der folgende.

Es seien zwei Mannigfaltigkeiten M,, und M, von verschiedener
Dimensionenzahl m und » in die Beziehung zueinander gesetzt, daB fiir
m=n+ 1+ p die Koordinaten 7, ¥,, - - -, ¢, eines Punktes der M, ein-
deutige und stetige Funktionen der Koordinaten ¢,,¢,,---,1,, &, &, -, §,
eines Punktes der M, sind (wenn p = O ist, fehlen hier und in den fol-
genden Formeln die &, &, - -, ), indem etwa:

¥ = f;(tm byt st B ey gp).'

W (i=1,23,--,n)

ist. Dabei moge der Punkt der M, einem zusammenhiingenden Gebiete
® angehdren, und der entsprechende Punkt der M, einem Gebiete ¥. Ist
nun (@, &, 4,, by, -+, b,) ein Punkt aus ® und a gehorig klein, so
liegen die Punkte der M, welche den Gleichungen:

m)
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2 (=) + (G —a)* + - 4 (t, — a0 = a3,
@ £ =10, §2=b2:",§p=bp

geniigen, alle in @ und bilden eine #%-dimensionale Mannigfaltigkeit K.
Die Bilder dieser Punkte sind durch die Formeln

(3) Y= fi(tm by oy buy bu b, - - g) bp)’
(?:=1)2:3""7”)

gegeben, in denen ¢, %, -, ¢, nur durch die Gleichung:

(to - aO)2 + (tl - al)2 + e + (tn - an)2 = az
miteinander verbunden sind. Die Gleichungen (3) definieren die y als
eindeutige und stetige Funktionen eines Punktes der Mannigfaltigkeit K,.
Wenn es gelingt nachzuweisen, daB zwei verschiedenen Punkten der K,
das nimliche Wertsystem der y entspricht, so ist damit gezeigt, daB eine
gegenseitiy eindeutige und stetige Abbildung der M, auf die M, nicht mog-
lich ist.

Im folgenden soll fir » = 1,2, 3 der Beweis geliefert werden. Fiir
n=4 ist er mir nicht gelungen, weil ich es nicht fertig brachte, im
Raume von drei Dimensionen eine Kurve oder im Raume von vier Dimen-
sionen eine Fliche zu konstruieren, die mit unendlich vielen Kurven ver-
schlungen ist, wenigstens bei der hier anzunehmenden Allgemeinheit der
Voraussetzungen.

§ 1

Statt die y als Funktionen der ¢ anzusehen, die durch die Gleichung

(einer Kugel)

(1) (to—a0)2+(t1—a1)2+'“+(tn"an)2=a2

miteinander verbunden sind, ist es bequemer sie als Funktionen von n
unabhingigen Variabeln darzustellen.

Ich betrachte die beiden Punkte A4 und B, fir die 4, die Werte
o + o bezw. ay —a und #,4,---, 8, die. Werte a,- -, a, haben. Ich
kann voraussetzen, daB das Wertsystem, welches die y in A annehmen,
von dem in B verschieden ist, weil ja sonst der zu beweisende Satz er-
fullt wire. '

Ich projiziere nun vom Punkte B aus die Kugel (1) stereographisch
auf die ebene Mannigfaltigkeit, welche die Kugel in 4 beriihrt, und deren
Gleichung

=0+ a
ist. Wenn ich fiir einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit die Werte der
n GroBen ¢ gleich s, + ay, 8, + @y, - - -, 5, + @, setze, so finde ich die Be-
ziehungen:
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40%— s?

fo — a9 = a4a’+se’

@ o
ti—“a‘:“ﬂ[zg—“_lsjsn (=12, n),
wo ' =g% 4 5%+ .-+ 5,2 sein soll

Umgekehrt wird, wenn die ¢ die Gleichung (1) erfiillen,

®) Si= i (= 1,2, )
Die » Funktionen y erscheinen nun als eindeutige und stetige Funk-
tionen der unabhiingigen Verinderlichen s,,---,s,. Fir
(317 Ty sn) = (0) Tt O)
folgt t, = ay + @, #, = a,, d. h. der Punkt A4; fir unendlich groBe s wird
ty=0y— a, {,=a, und ihnen entspricht der Punkt B.

§2
Ich schicke nun einige allgemeine Erorterungen voraus, die fiir
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension gelten und im spiteren wieder-
holt verwendet werden kénnen.
Sind die Koordinaten eines Punktes der Mannigfaltigkeit s,, s;, - - -, S,,,
so nenne ich die Gesamtheit der Wertsysteme, welche eine Gleichung:

2 (s —m)—r*=0
i=1

befriedigen, eine Kugel; der Punkt (my, my, - -+, m)) sel ihr Mittelpunkt,
r ihr Rodius. Ist der Mittelpunkt durch einen Buchstaben P bezeichnet,
so will ich die Kugel auch (P, r) nennen. Die Punkte, fiir die

2 (8;—my)? z %
i=1

seien im Auperen, bezw. im Inmeren der Kugel gelegen. Sind (p) und
(9) zwei Punkte P und @, so heile

Vﬁ’(pi—q,-“‘ \

t=1
der Abstand PQ.
Fir jeden dritten Punkt R gilt dann, wie im gewohnlichen Raume,

die Ungleichung:
PQ+ QR = PR.

Von den Punkten, welche durch die Gleichungen:
ss=pitAv, (=120

\
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gegeben werden, wenn A zwischen O und + oo variiert, moge gesagt
werden, daB sie auf einem Strahle liegen, dessen Endpunkt der Punkt
(p) ist.

Die Punkte der Kugel (1), die gleichzeitig dem Inneren einer mit
dem Radius » um B gelegten Kugel angehoren, geniigen der Ungleichung

(ty — ap + a)* + 2 (t,—a)<r
=1

In der Projektion entsprechen ihnen daher Punkte, deren Koordinaten
die Ungleichung

n

2
szt (G -)
1
. . . : 4q°
erfiillen, also auBerhalb einer mit dem Radius 2a V—F —1 um den
Punkt 4 geschlagenen Kugel liegen.

§ 3.

In einem endlichen Gebiete von beliebiger Dimensionszahl % sei eine
unendliche Anzahl von zusammenhingenden Gebilden m'** Dimension
(m < n) gegeben. Sie seien A, A,, A;, - -- und ihre Gesamtheit (A) ge-
nannt. Wenn man auf unendlich vielen dieser Gebilde, nach beliebigem
Gesetz, je einen Punkt P annimmt, so ist deren Zahl entweder endlich
oder unendlich groB. Im ersten Falle ist unter den Punkten wenigstens
einer P,, durch den unendlich viele der Gebilde A hindurch gehen.

Im zweiten Falle gibt es mindestens einen Haufungspunkt der Punkte
P, und wenn man diesen mit P, bezeichnet, liegen in jeder Kugel (P,, r),
wie klein » auch sein mag, unendlich viele der Punkte P. Oder mit
anderen Worten: Es treten in diese Kugel unendlich viele der Gebilde A
ein. In beiden Fillen kann ich also sagen: In jede Umgebung von P,
sei sie auch noch so klein, treten unendlich viele der A ein. Die Punkte,
deren Existenz hier bewiesen ist, will ich Staupunkte der Gebilde A
nennen.*) Ihre Anzahl kann endlich oder unendlich sein. Ich setze hier
das letztere voraus.

§ 4.

Es sei nun unter (4) die Menge der Staupunkte verstanden. Sie dst
abgeschlossen. Denn ist 4, ein Hiufungspunkt dieser Menge, so liegen

in einer Kugel (Ao, %) stets Staupunkte, wie klein auch @ sein mag.

*) Peano hat in dem Buche ,Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi-
male (Torino 1887), pag. 302, schon solche Punkte betrachtet.
h P

Mathematische Annslen. LXIIL 15
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Es sei A4, einer von ihnen. In eine Kugel (Al , %) treten dann unend-

lich viele der Gebilde A ein.

Auf einem von diesen sei P ein Punkt in (Al R %) Dann ist
A, P< 44, + A, P<a  Also treten in die Kugel (4,, a) unendlich
viele der A ein, wie klein auch @ sei. D.h. 4, ist ein Staupunkt der A.*)

Legt man durch den beliebigen Punkt B der Menge (A) einen Strahl,
dessen Endpunkt B ist, so ist entweder B der einzige auf dem Strahle
liegende Staupunkt, oder es gibt noch andere. Ist deren Zahl endlich,
so ist einer, C, am weitesten von B entfernt. Ist aber die Zahl unend-
lich, so gibt es entweder einen entferntesten Punkt C oder einen Hiu-
fangspunkt C, so daB alle auf dem Strabhle liegenden Punkte von (4)
zwischen B und C liegen. Da aber (4) abgeschlossen ist, ist im letzten
Falle C selbst ein Punkt von (4). Wie im ersten Falle der von B aus-
gehende Strahl so trigt in den anderen Fillen der von C ausgehende nur
den einen Punkt C von (A4), dessen Zrdger er heife.

Die Kugel (B, r) bezw. (C, r) bei beliebig kleinem » wird dann von
dem Strahle nur in einem Punkte D getroffen, und der gehért nicht zu (4).

Zwischen B bezw. C und D konnen noch unendlich viele der Ge-
bilde A den Strahl schneiden, dagegen kann der Teil des Strahles, der
sich von D ins Unendliche erstreckt, nur von einer endlichen Zahl der A
geschnitten werden, und von diesem Teile des Strahles bleiben die A stets
um Endliches entfernt, weil er sonst einen Staupunkt tragen miilte, gegen
die Annahme. Ebenso kénnen die Schnittfiguren der Kugel (B, r) bezw.
(G, ¥) mit den Gebilden A dem Punkte D nicht unendlich nahe kommen,
weil eben D kein Staupunkt ist.

Obige Betrachtungen kann man auch an eine von B aus ins Un-
endliche verlaufende Kurve ankniipfen, auf der ebenfalls ein letzter Stau-
punkt C liegen muB, so da8 die Kurve zwischen C und dem Unendlichen
keinen weiteren trigt.

§ b.
Um den beliebigen Staupunkt B lege ich die Kugel (B, ) und suche
. eines der Gebilde A, welches in diese Kugel eintritt. Dann suche ich ein
zweites, das vom ersten verschieden ist und in die Kugel (B, %) eintritt,

dann ein drittes, verschieden von den beiden gefundenen, das in (B, -1—)

eintritt usw. Diese Bestimmungen sind m&glich, da in jede Kugel um B,
sei sie auch noch so klein, immer noch unendlich viele der A eintreten.
Aus der so bestimmten Reihe von Gebilden treten fiir jedes p alle Ge--

*) Vgl. Peano, Math. Ann,, Bd. 87, 8. 199, Prop. 8.
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bilde vom p*® an in (B, —2’;) ein. Die Gebilde dieser Teilreihe haben

wieder Staupunkte (die zu (A) gehdren), von denen B einer ist.

Ein anderer sei E. Ist s beliebig klein, so treten in (E,s) unend-
lich viele der Gebilde aus der konstruierten Teilreihe ein, die in der Ord-
nung, in der sie sich in der Teilreihe folgen, Ay, A , A,, - - - seien.

Ist nun p so bestimmt, daB g—;; <'s, so treten die Gebilde A, A, ---

y 2
alle, sowohl in (B, s), wie in (E,s) ein. Man kann also aus den Ge-
bilden A eine Reihe herstellen, deren Glieder an einem gegebenen und
einem nicht ganz willkiirlich zu wihlenden Punkte aus (4) unendlich
nahe vorbeigehen. '

§ 6.

In den Punkten des endlichen Gebietes, in dem sich die in den §§ 3 ff.
angestellten Erwigungen abspielen, sei f(P) eine stetige Funktion des
Ortes P. Liegt P auf einem der Gebilde A, so sei /(P)<0. Wenn
aber d eine beliebig kleine positive GrdBe ist, so mdoge es stets méoglich
sein, mindestens ein Gebilde A" zu finden, das an einen beliebigen Stau-
punkt, so nahe als man will, herankommt, und dessen Punkte von solchen,
in denen f(P) >0 ist, um weniger als d entfernt sind.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, muB in allen Punkten aus (A4)
die Funktion f=0 sein. Denn sei 4, ein beliebiger Staupunkt und
f(4,)%=0. Es sei » der Radius einer Kugel, in deren Innerem, wo auch
ihr Mittelpunkt liegen moge, die Schwankung der Funktion f kleiner als

71— |f(4,)| sei. Ich nehme @ < r, bestimme das A" so — was nach der
Annabme méglich ist —, daB A’ in die Kugel (4, r) eintritt, und be-
zeichne mit B einen Punkt auf diesem A’ im Inneren vom (4, r). Weil

dann B von einem Punkte C, in dem f(C) >0 ist, weniger weit als d
und somit als # entfernt ist, so ist:

FB)2F(0) — 5 1f (4o,
also weil f(B) <0
FB) =~ FB) X —F(O) + 5 14D £ 5 IF(4y)].
Andererseits ist

(4o — F(B)| £ 5 1F (4o},

daher wire
(4| = f(4e) — F(B) + F(B)| < 5 | (40)],

was aber nur moglich ist, wenn f(4,) =0 ist.
15*
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§ 7.
In einem endlichen Raume Q sei eine unendliche Zahl von geschlos-
senen Kurven ¢, a,, g, - -- gegeben. Es sei z eine eindeutige stetige

Funktion des Ortes P in Q. In den Punkten des Gebietes Q habe z den
Minimalwert z,. Es sei 2 der Wert dieser Funktion in P, a eine positive
Zahl und r = 2z — 2, + a gesetzt.

Es sei ferner @ eine zweite stetige Funktion des Ortes P in Q, die
um 27 wichst oder abnimmt, wenn P eine der Kurven a; durchliuft.
Ich bilde nun P in einen Punkte P’ einer Ebene ab, indem ich dem
Bildpunkte P’ von P als Polarkoordinaten in bezug auf einen Pol O’ die
Werte » und ¢.gebe. Dann macht die Unbestimmtheit von ¢ in bezug
auf die Lage von P’ nichts aus. Jedem Punkte P entspricht so ein ein-
ziger Punkt P’

Die Kurven a,, ay, - - - mdgen Staupunkte in unendlicher Zahl haben,
deren Menge 9) sei.

Es soll gezeigt werden, daB es stets mindestens einen Wert von 2
gibt, der zu zwei verschiedenen Punkten aus ) gehort. Gébe es irgend
zwei Punkte in §), die den nimlichen Bildpunkt hitten, so lieferten sie
.das ndmliche ¢ und der Beweis wire nicht notig. Ich kann also an-
nehmen, da zwei verschiedene Punkte aus §) verschiedene Bildpunkte
haben. Der Punktmenge 9) entspricht auf diese Art gegenseitig eindeutig
eine Punkitmenge 3 als Bild.

Ich kann die néimliche Abbildung auch auf die Kurven a anwenden.
Wenn ein Punkt eine dieser Kurven a; durchliuft, so bewegt sich sein
Bild in einer Kurve b,, die ganz auBerhalb des Kreises (0, a) liegt. Ist Z
der grobte Wert von 2 im Gebiete Q und b > Z — 2,+ a, so liegen die
Kurven b; ganz im Kreise (0, b). Da ¢ von O bis 2z wichst, wihrend
P die q; durchlduft, so legt sich b, in den Ring zwischen (0’ a) und
(0, b) um den Punkt 0" herum.

Hier braucht aber gegenseitige Eindeutigkeit der Abbildung nicht
mehr vorhanden zu sein, vielmehr kann ein Punkt P’ Bild von mehreren
Punkten P sein.

Da jede von O aus ins Unendliche laufende Linie alle die b, schneiden
muB, so trigt jede solche Linie Staupunkte der b;. Deren Menge, die 3’
sei, ist somit unendlich.

Ich zeige jetzt, daB die Mengen 8 und 3 identisch sind. Dazu
brauche ich die Hilfssitze der folgenden Paragraphen.

§ 8.
In einem Raume von beliebig vielen Dimensionen sei P ein Punkt
und f(P) ein von ihm eindeutig abhingiger, der sich mit der Lage von
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P stetig verindert. & sei irgend eine unendliche Menge von Punkten.
Durchliuft P die Menge &, so nimmt f(P) entweder unendlich viele ver-
schiedene Lagen an oder nur endlich viele. Im ersten Falle seien P,, Py, - --
unendlich viele Punkte, so da die entsprechenden f(P,), f(B,), - - - alle
verschieden sind. Ist dann P, eine Hiufungsstelle der Menge P, P,, - -,
so ist, wie jetzt gezeigt werden soll, f(P,) eine Hiufungsstelle der
f(P), f(P,),---. Ich bezeichne mit Abst. (B, S) den Abstand der
beiden Punkte R und S. Ich bestimme e zu einem angegebenen d, so
daB, wenn Abst. (P, P,) < e, dann Abst. (f(P), f(Py)) < d ist, was wegen
der Stetigkeit der durch f angedeuteten Abhingigkeit moglich ist. Da
P, Hiufungsstelle ist, gibt es in der Reihe P,, P,, - .- unendlich viele
Punkte P,, P, P, .-, fiir welche die Ungleichungen:
Abst. (P, Py <e, Abst. (P, Py)<e,---

gelten, und folglich auch die Ungleichungen
Abst. (f(Pp, f(Py) <d, Abst. (f(P),f(Py) <d, -

richtig sind. Also gibt es in der Kugel (f(Pp, d) stets unendlich viele
Punkte der Menge f(P,), f(P,), -+, und folglich ist f(P,) eine Hau-
fungsstelle dieser Menge. .

Gibt es aber nur eine endliche Zahl verschiedener Punkte f(P), wih-
rend P die Menge & durchliuft, so sei A einer von ihnen. Dann muB
es eine unendliche Menge Punkte in & geben, etwa P, P,,---, so daB

f(P)=f(Fp)=--=4
ist. Haben die Punkte P,, P,, --- die Héufungsstelle P, so ist
Abst. (f (Py, 4) = Abst. (f(Py),f(P)), (»=1,2,8,---).
Da wegen der Stetigkeit der Abstand rechts durch passende Wahl
von p unter jede Grenze gebracht werden kann, muB also

. f (P o) = 4
sein.
Unter den gemachten Annahmen gibt es also entweder einen Punkt
P,, so daB f(P,) eine Hiufungsstelle der Punkte f(P) ist, oder es gibt
unendlich viele Punkte von &, fiir die /(P) = f(F,) ist.

§9.
Ist @, ein Hiufungspunkt einer Punktmenge %, so nehme ich einen
Punkt @, der Menge beliebig an. In der Kugel um ¢, die durch @
geht, liegen dann noch unendlich viele Punkte aus R. Von diesen sei

Q, einer, fir den Abst. (@, @) < o Abst. (Qy, @,) ist. Damn betrachte
ich die Kugel um @,, die durch @, geht, und nehme in ihr einen Punkt ¢,

s
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aus R, fir den Abst. (Qy, @5) < o Abst. (o, @) ist usw. Auf diese Art

wird aus R eine unendliche Reihe von Punkten Q,, @, @5, - heraus-
genommen, die ich eine Normalrethe zu ¢, nennen will. Eme solche

kann nur eimen Hiufungspunkt haben.
Denn hitte sie zwei, @, €,, so lege ich um beide Punkte Kugeln

mit dem Radius » = —1— Abst. (Q,, Qo). Der erste Punkt der Normalreihe,
der in (@, %) liegt, sei @,. Dapn ist fir ¢ >p Abst. (@, @) <7 und
Abst. (@, € ) > Abst. (@, €5) — Abst. (¢, €,) = 3,

so daf von @, an alle Punkte der Normalreihe auBerhalb der Kugel
(@,, 3n) ligen, also @, nicht Haufungspunkt sein konnte.

§ 10.
Es sei @, ein Staupunkt der Kurven b,. Ich nehme dann die Punkte
Q,, ©,, - - - auf den Kurven b;, b,, - - - an, auf jeder Kurve einen Punkt, so

daB sie eine Normalreihe zu @, bilden. Das ist moglich, selbst wenn in
der Nihe von ¢, alle Kurven b, zusammenfallen sollten, weil im Inneren
eines kleinen um ¢, gelegten Kreises jedenfalls von jeder dieser Kurven
eine endliche Strecke liegen muf.

Die Werte von r =2 —2,+ a, Yvon 2=7 —a + %, und von ¢ seien
fir den Punkt @, bezw. 7,, 2,, ¢,, dagegen fiir @y: 7, %, @,. Da nach
der Annahme die Punkte ¢, eine Normalreihe bilden mit dem einzigen
Hiufungspunkte ¢),, miissen nach dem Satze von § 8 7y, z, und ¢, die
Héufungswerte der 7, 2, und ¢, sein.

Die Punkte @, seien die Bilder von Punkten P,. Dabei kann és sein,
daB durch einen Punkt @, sein Original P, nicht eindeutig bestimmt ist.
In diesem Falle kann ich P, aus den moglichen Punkten nach Belieben
auswihlen. Diese Punkte P, liegen auf den Kurven a;, auf jeder Kurve
nur einer, und sind werschieden, weil ihre Bilder, die @),, es sind. Wenn
ich die Werte von z und ¢ fiir den Punkt P; mit 2(P,) und ¢(P;) be-

?

zeichne, so ist gemiB der Art, wie die Abbildung eingerichtet wurde,
2(P)=2; 9(P)=g.
Da die P; alle verschieden sind, so ist fiir einen Haufungspunkt P,
von ihnen
2(Py) =2, 9(Fo) = @,

d. h @, ist das Bild von P,. Folglich gehort ¢, das zu 3 gehort,
auch zu der Menge 3, da ja P, zu ) gehort.
Sei umgekehrt @, ein Punkt von 8, also Bild eines Punktes P, aus
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Die Polarkoordinaten von @, seien r), ,. Sind dann r, ¢ die
Koordinaten irgend eines anderen Punktes @', so ist
Abst. (@ Qy) <V (r — 7)) + b (g — g, ).
Mache ich also
I’I’ _— ’ro ' <

.V2 (q; - ‘Po,I < E%;
Abst. (@' Q) < d.

Es sei (P),s) eine Kugel, in der die Schwankung von z < 1%_ und -
2

80 Wird

die von ¢ < b% ist. Tritt in diese Kugel eine Kurve a, ein, und ist

P, ein Punkt auf a, im Inneren von (P, s), so ist fiir den Punkt P/
IZ—ZOI<.V—7 "P q)OI<sz
da im Punkte P, z=2,, ¢ = g, ist.
It @, das Bild von P, so liegt ¢, auf b, und fir diesen
Punkt ist:
r—nI<Zs le—wl<; %
RN R RV

so da Abst. (@,, @) < d ist. Daher ist @, so beschaffen, daB in den
Kreis (@, d) mit dem beliebig kleinen Radius d unendlich viele Kurven
b, eintreten, also ist ¢," Staupunkt dieser Kurven und gehdrt zur Menge
3. Die Mengen B und 3’ sind somit identisch.

Da die Resultate der letzten Paragraphen im Grunde nnr von der
Stetigkeit der Funktionen z und ¢ des Ortes im Raume und des Ortes
in der Ebene abhingen, so gelten sie auch fiir andere dhnlich beschaffene
Abbildungen.

§ 11.

Es sei in einer Ebene eine unendliche abgeschlossene Punktmenge
M gegeben. Diese Menge mdge folgende Eigenschaften haben:

1. Sei es moglich um einen Punkt O der Ebene einen Kreis von
solchem Radius @ zu legen, daf in (0, a) kein Punkt aus M liege.

2. Treffe jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve auf Punkte
aus .

3. Ein Kreis (0, b) umfasse alle Punkte von 9. (Ich konnte dafiir
eine allgemeinere Bedingung nehmen.)

Ich lege in den Kreis (0, @) ein Quadrat von der Seitenlinge % und

suche von ihm ausgehend diejenigen mit den Seiten zusammenhingenden
Quadrate, welche einen zusammenhingenden Flichenteil bilden und



232 J. Lirota.

weder in ihrem Inneren, noch auf der Grenze einen Punkt aus IR tragen.
Damit die Grenzen dieser Fldche sich nicht schneiden, entferne ich von
zwei Quadraten, die nur einen Eckpunkt gemein haben, wihrend die vier
anstoBenden Seiten zur Grenze gehoren, eines, so lange, bis solche nicht
mehr vorkommen. Die konstruierte Fliche kann sich nicht ins Unend-
liche erstrecken, weil nach der zweiten unserer Annahmen die Menge It
die Ebene in zwei getrennte Teile teilt. Sie kann mehrere Grenzkurven
besitzen, von denen aber dann eine alle anderen einschlieBt.

Sei r der kleinste Wert, den ¢ haben kann, so mache ich die Kon-
stroktion mit ¢ =7, 27, 4r, 87, --. und erhalte so die Flachenstiicke
D1, Ds) 95, - -+ Die dubersten Grenzkurven dieser Stiicke seien §,, h;, B, - - .
Ich konnte an eine Seite von §, moch ein Quadrat ansetzen, wemn in
diesem kein Punkt aus IR lige. Damit also kein Quadrat angesetzt
werden kenn, miissen mindestens in der Entfernung der Diagonale eines
Quadrates Punkte aus M vorkommen. Wegen der Notwendigkeit, Qua-
drate zu entfernen wird die Grenze jedoch grofer.

Sei £ ein Quadrat, das zur konstruierten Fliche gehort, so lege
ich um & die acht anstoBenden Quadrate herum, die eine Fliche £
bilden mdgen, und um diese eine weitere Schicht von 16 Quadraten ..
Wenn nun dieser Haufen von 25 Quadraten keinen Punkt aus YR ent-
hilt, so gehort er ganz der zuerst konstruierten Fliche an. Von ihm
konnten aber nach den vorhin getroffenen Bestimmungen einzelne Quadrate
fortgenommen werden miissen. Da die Seiten aller Quadrate parallel
sind, so konnten das nur die vier in den Ecken von £ liegenden
sein. Dagegen blieben siémtliche in £’ unberiihrt, und somit lige
das Quadrat ©. ganz im Inneren des Quadrathaufens, und keine seiner
Seiten gehtrte zu dessen Begrenzung. Somit muf hochstens in der

Entfernung 6—:- von einem Punkte der Grenze §, ein Punkt aus I
liegen. 2
~ Jeder Punkt von §, gehort zu §,, jeder von 9, zu Hy, - - -, so dab
von den Grenzkurven Y, By, B, - - - jede von allen folgenden umschlossen
wird, soweit sie nicht mit ihr zusammenfsllt.
Die Kurven §,, §;, - - - haben eine unendliche, abgeschlossene Menge
I’ von Staupunkten. Ist M ein solcher Staupunkt, so treten in den

Kreis (M, %) unendlich viele der Kurven § ein, und zwar, wenn ), die
erste ist, auch alle folgenden. Ist s>p und “2931 < -g-, so ist auf der
r

Kurve §, im Inneren von (M, —;Z;) ein Punkt N zu finden, von welchem

ein Punkt L aus IR einen Abstand < -:;1 <—g hat. Daher ist der Ab-

r
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stand ML sicher < d. In jeder Nihe von M liegen also Punkte von I,
daher ist M ein Haufungspunkt von I und, weil M abgeschlossen ist,
ein Punkt von IR selbst. .

Also ist die Menge I’ ein Teil von k.

§ 12.

Nun sei in der Ebene eine stetige Funktion u des Ortes gegeben.
Bs soll gezeigt werden, daB es sicher zwei verschiedene Punkte aus I
gibt, in denen « den néimlichen Wert hat.

Seien 4 und B zwei der Staupunkte aus IR und AC, BD ihre
Triger (vergl. § 4), wobei C und D auBerhalb des Kreises (0, b) ge-
legen seien.

Hitte » in 4 den ndmlichen Wert, wie in B, so wire es nicht
n6tig den Satz zu beweisen. Hat aber u in 4 den Wert v, in B den
u, und ist u; < u,, so sei

1 1
uy =5 (w + %), 9= (uy—u).

Ich lege dann um A4 und B zwei Kreise mit so kleinem Radius ¢, daB
in ihnen die Schwankung von u kleiner als g ist. Dann ist in (4,7)
w<u,—g,in (B,t) u>uy+g. Die Strahlen AC und BD mdgen nun
(4,%) in E und (B,t) in F schneiden. Dann ist kein Punkt der Strecke
EC und FD ein Punkt aus 3, und folglich
kann nur eine endliche Zahl der Kurven §
diese Strecken schneiden. Diese lasse ich
aus deren Reihe fort.

Die erste der tibrigen Kurven §,, §,, -+,
welche in (4, %) und (B, #) eintritt, sei b,
Von ihren Schnittpunkten mit diesen Kreisen
seien GH und JK (Fig. 1) so gewihlt, daB
zwischen G und H einerseits, zwischen o
und K andererseits kein Schnittpunkt von §,
mit jenen beiden Kreisen liegt. Dabei werden
nach der Annahme die Bogen GH und JK
weder von AC mnoch von BD getroffen.
Auch schneiden diese Bogen sich nicht.

Auf irgend einer anderen der Kurven
b, b,, wo ¢ > p, kann ich ebenso die Bogen
G,H, und J K, bestimmen, in derselben Weise
wie GH, JK auf §),. Dann gibt es auf G H,
einen Punkt P, in dem w=u, ist, und auf J K, einen zweiten Q.
Da die Kurven §, die §), einschlieBen, wird der Bogen G H, in dem
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Stiick der Ebene liegen, das durch (0,b) und die Linie CEGHFED be-
grenzt ist, und der Bogen J K in dem durch CEJKFD abgeschnittenen
Stiicke, und in diesen beiden Stiicken liegen dann auch P, und @,
Deren Hiufungspunkte Py und @, liefern, nach § 8, w =u,. Sie kinnen
aber nicht identisch sein, weil sie sonst auf EC oder F'D liegen miiSiten.
Da aber P,, @, zu den Haufungspunkten IR* gehdren, ist dies nicht
moglich. Also wird der Wert wu, in swei verschiedenen Punkten der
Menge I angenommen.

Ebenso gut wie u, hitte ich eine andere zwischen u, und u, liegende
Zahl nehmen und denselben Beweis mit kleinen Anderungen fithren kinnen,
Ich kann also sagen: Unter den im Anfange vow § 11 aufgestellien Be-
dingungen werden unendlich viele Werte in mindestens je swei verschiedenen
Punkten der Menge M angenommen.

Wende ich dieses Resultat auf die Verhiltnisse der §§ 7—10 an, so
sind die Bedingungen des § 11 erfiill, und folglich gibt es unendlich
viele Werte, die #z in mindestens je zwei verschiedenen Punkien aus §)

annimmt.

§ 13.

Ich mache jetzt eine Anwendung auf einen Raum von drei Dimen-
gionen. In ihm sei eine unendliche abgeschlossene Punktmenge R ge-
geben von folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine Kugel (0, a), in der kein Punkt aus R liegt.

2. Jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve treffe stets auf
Pupkte aus N.

8. Alle Punkte aus 9% seien in einer Kugel (0, b) enthalten (diese
Bedingung ist in der Allgemeinheit eigentlich nicht ndtig).

Ich lege in die Kugel (O, a) einen Wiirfel von der Kantenlénge %

und baue von ihm ausgehend mit kongruenten Wiirfeln einen zusammen-
hingenden Raum auf, indem ich so lange als moglich Wiirfel an Wiirfel
ansetze und zwar stets so, dab sie mit einer Seitenfliche zusammenhingen.
Wegen der Eigenschaft 2. mufl dieser Aufbau einmal ein Ende haben.
Diese zusammengebauten Wiirfel bilden einen Raum, der vielleicht Hohl-
riume einschlieBen kann, aber eine zusammenhingende #uBere Oberfliche
besitzt. Es konnte vorkommen, daB die Oberfliche sich selbst schneidet,
indem zwei Wiirfel einer Ecke oder eine Kante gemein haben, wihrend
die sich in der Ecke oder Kante schneidenden Seitenflichen zur Begren-
zung gehdren. Um dies zu verhindern, entferne ich aus dem Wiirfel-
haufen von solchen Wiirfeln so lange einen, bis derartige Vorkommnisse
nicht mehr auftroten.
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Wenn ich die Konstruktion fiir eine gewisse kleinste Zahl ¢ —r
mache und dann fiir ¢ =2r, 47, 8¢, ..., so erhalte ich #uBere Ober-
fiichen ®,, ®,, ®,, - - -, die sich ganz einschlieBen, soweit sie nicht zu-
sammenfallen. Da O ganz im Inneren aller Flichen & liegt, trifft jede
von O aus ins Unendliche gehende Linie alle diese Flichen und trigt
also einen ihrer Staupunkte. Somit ist deren Zahl unendlich und nach
§ 4 abgeschlossen. Ihre Menge sei N

Jeder Punkt der Fliche & hat in seiner Nithe Punkte aus 9. Wenn
es nicht notig wire, Wiirfel aus dem Haufen nachtriiglich zu entfernen,

wiirden in der Entfernung ;?—; von einem Punkte der Fliche ©&, Punkte

aus N liegen miissen. Wegen jenes Umstandes aber muB ich eine Uber-
legung anstellen, die der von § 11 analog ist, nur daB Wiirfel an die
Stelle von Quadraten treten, und daB aus dem Haufen von 5% Wiirfeln
vielleicht alle die 512 — 8 = 52 zu entfernen wiren, die an der Bildung
der Karnten dieses Wiirfelhaufens beteiligt sind. Ich sehe daraus, da8

héchstens in der Entfernung -i—g von einem Punkte von @, sich Punkte
aus I befinden miissen. B

Damit kann ich nun, #hnlich wie in § 11, zeigen, daB die Menge R’
ein Teil von N ist.

§ 14.

Im Raume seien jetzt zwei stetige Funktionen w und v des Ortes
gegeben. Ich kann dann zeigen, daB es stets unendliche viele Wertsysteme
(%, v,) gibt, welche in zwei verschiedenen Punkten von R angemommen
werden. )

Es sei A ein Punkt aus N, dessen Triger AC sei, und BD der
Triiger des Punktes B aus 9, wobei ¢ und D auBerhalb (0, b) liegen
mogen (ich nehme dieselben Bezeichnungen, wie in § 12, obgleich es
sich dort um die Ebene, hier um den Raum handelt). Haben » und v
die nimlichen Werte in 4 wie in B, so ist der Satz richtig. Ich kann
also annehmen, daf etwa u in 4 den Wert %, und in B den davon ver-
schiedenen Wert u, habe. Es sei dabei uy > u,. Ich setze:

1 1
3 Uy + u,) = thy, Z(’“s““x)"’.qy

lege um A und B die Kugeln (4, #), (B, #) (Fig. 2) so klein, da sie sich
nicht schneiden und in ihnen u bezw. < u, — g und > %, + g ist. E und
F seien die Schnittpunkte dieser Kugeln mit den Strahlen AC und BD.

Ich denke mir aus der Reihe der Flichen & die fortgelassen —
und deren Zahl ist endlich —, welche EC und F.D schneiden.



236 J. Lrora.

Die erste von den iibrighleibenden, die in (4, #) und (B, ?) eindringt,
sei die ®,. Dann dringt jede andere ®, auch ein, wenn ¢ > p ist. Sei
' nun der Punkt M in der Kugel (4,f) und N in
(B, t) so gewshlt, daB sie im Inneren von &, liegen,
so sind sie auch im Inneren von @,. Verbinde ich
sie im Inneren von ®, durch ein Kurvenstiick, und
die Punkte C und D durch ein Kurvenstiick im
KuBeren von (0, b) und fiige die Strecken A M und
BN bei, so erhalte ich eine Kurve f, bestehend aus
dem letzt erwihnten Stiick, der Linie CA4, AM, dem
Kurvenstick M N, den Strecken NB, BD. Diese
Kurve trifft jede @, nur dort, wo die M4 und NB
sie schneiden, also jedesmal ungerade*) und im Inneren
von (4, t) bezw. (B, t).

§ 15.

Die geschlossene Fliche ®,, > p, trifft (4, ¢) in
einer oder mehreren geschlossenen Kurven. Da aber
das von diesen begrenzte Stiick von &, durch ¥ un-
gerade geschnitten wird, muB eine von ihnen mit f verschlungen sein.
In ihren Punkten ist u <wu,—g. An sie setze ich nun Quadrat an
Quadrat der Fliche ®, an, soweit sie durch Seiten zusammenhingen,
so lange als in den anzusetzenden Quadraten noch u < u, ist. Dies An-
setzen mubB ein Ende haben, weil in (B,¢) auf &, «>wu, ist. Ich er-
halte so einen zusammenhingenden Teil von @,, der eine oder mehrere
Grenzkurven haben kann. Aber mindestens eine von diesen muf mit f
verschlungen sein, weil ich von einer solchen Kurve ausging und die an-
gesetzten Quadrate f nicht trafen. Die Kurven, die ich so auf @,, @, ,, ---
erhalte, seien g, gy, G, " - -

Diese Kurven lasse ich jetzt an die Stelle der a des § 7 treten, und
v an die Stelle von 2.

Die dort verlangte Variable @ aber erhalte ich auf folgende Weise:
Ich lege von O nach einem beliebigen Punkt P eine ganz willkiirliche
Kurve p und bezeichne mit J den Wert des GauBschen Integrals

8 —s' ds, ds’

s — 8, dsy dsy’
8 — 8 dsy ds’
f Ve —s VG —a P+ 6 —5%)

*) Ich sage kurz ,eine Kurve trifft oder schneidet eine Fliche umgerade“, statt
in einer ungeraden Zahl von Punkten.

Fig. 2.
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wo (s;, S;, ;) die Koordinaten eines Punktes auf f, (s, s, s,') die eines
Punktes auf p sind, und die Integration iiber ¥ und p sich erstreckt. Da
man ohne und mit Umschlingung von ¥ von O nach P gehen kanm, ist
J nicht ganz bestimmt, vielmehr um ganze Vielfache von 47z unbestimmt.

. 1 . . .
Nehme ich nun ¢ =~ J, so ist ¢ eine Variable von den gewiinschten

Eigenschaften, weil ja die g, die f umschlingen.

Es folgt also nach den Resultaten der §§ 7—12, daB es unter den
Staupunkten der Kurven g, die ja einen Teil von 9%, und damit von R
bilden, zwei verschiedene gibt, die den beiden Funktionen % und v die
nimlichen Werte %, und v, erteilen.

§ 16.

Jetzt ist es nicht schwer, die im Eingang dieser Arbeit erwihnten
drei Fille des Satzes: ,Da zwei Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen-
sion nicht gegenseitig eindeutig und stetig aufeinander abgebildet werden
konnen“ zu beweisen, indem ich den zweiten Satz beweise: Daf n stetige
und eindeutige Funmktionen des Ortes auf einer n-dimensionalen Kugel stets
unendlich viele Wertsysteme mindestens zweimal annehmen miissen —
wenigstens fiir » = 1,2 oder 3.

Im Falle # = 1 hat man einen Kreis, auf dem eine stetige Funktion
w des Ortes gegeben sei. Nimmt w in zwei Punkten 4 und B des
Kreises verschiedene Werte w, und w, an, so nimmt w jeden Zwischen-
wert in zwei Punkten auf den beiden Teilen an, in die der Kreis durch
die Punkte 4 und B zerfillt.

Fiir » = 2 hat man die Kugel

(ty — @) + (b — a)* + (& — ay)* = @

Die beiden Funktiomen, die in der Einleitung y, und y, hieBen,
mogen jetzt w und « genannt werden.

Auf der Kugel muB es zwei Punkte 4 und B geben, in denen die
beiden Funktionen o, u nicht die nimlichen Werte haben. Ich kann an-
nehmen, in A habe w den Wert w,, in B den w,, und es sel w, = wj,
Wy Wy Wy — Wy A

2 ? 4
Punkte 4 und B fiir die in § 1 gebrauchten, indem ich die Kugel von
B aus auf ‘ihre Tangentenebene in A projiziere. Wenn ich den Projek-
tionen die nimlichen Werte von w und w zuteile, die sie in den Originalen
haben, so hat in der Ebene im Punkt A w den Wert w, =w,— 2d.
Wenn ich im § 2 die GroBe » so bestimme, daB in den Kugelpunkten,
die zugleich im Inneren von (B,7) liegen, w > wy, — d ist, so ist in der

w, < w,. Ieh setze w,= =d und nehme dann diese
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Ebene auBerhalb des Kreises vom Radius 2a é}: —1 w>w, —d,

also auch > w,+ d. Um den Punkt 4 kann ich einen Kreis (4, r,) so
schlagen, daB in ithm w<<w, 4+ d = w, — d ist. Jede von 4 ausgehende,
ins Unendliche laufende Kurve trigt nun Punkte, in denen w = w, ist.
Sie liegen, wie es § 11 verlangt, alle auBerhalb des Kreises (4, r,), aber

innerhalb des Kreises (4,b), wenn b = 2qa Vi:l; — 1 ist. Die Menge der

Punkte ist unendlich und abgeschlossen. Denn wire in einem Hiufungs-
punkte P w nicht = w,, so konnte ich eine Umgebung herstellen, in der
er ebenfalls nicht — w, wire, und P wire dann kein Hiufungspunkt.
Nach § 12 folgh also, daB es in der Menge von Punkten, fiir die w = w,
ist, sicher zwei verschiedene gibt, in denen auch » den nimlichen Wert hat.
Fiir n =3 habe ich die Kugel zu betrachten
) (h—a)’+ (i —a)+ —a)+ (b —a) =a’,
und die drei Funktionen seien nun w, u, v, statt wie frither y,, y,, y; ge-
nannt. Auch jetzt muB es zwei Punkte 4 und B der Kugel geben, in
denen das Tripel (w, «, v) nicht das gleiche ist. Ich mache dieselben An-
nahmen und Bezeichnungen wie oben und finde dann, da im Raume von
drei Dimensionen, in den die obige Kugel stereographisch von B aus
projiziert wird, in einer Kugel (4, »,) kein Punkt liegt, fiir den w = w,
ist, wihrend auBerhalb (4,b) auch keiner sich befindet. In dem Hohl-
raume zwischen beiden liegt die unendliche abgeschlossene Menge von
Punkten mit w = w,.
Ich finde also nach § 14, daB in swei verschiedenen Punkten dieser

Menge neben w = w, auch noch « und v die nimlichen Werte w, und v,
haben.

Berichtigung zu meinem Aufsatz: ,Historische Bemerkung zur Funktionen- .
theorie“, Band 60, Seite 398 f.

Seite 398 letzter Absatz ist vor Schrdder anzufihren: Seidel (Journ. f.r. u. ang.
Math. Band 73).
5 400 Zeile 12 v. 0. muB es heiBen ,,Glieder der Reihe werden unendlich* statt
ndie Funktion wird unendlich“.
» 401 igt der letzte Satz zu streichen.

Herr Professor Landau in Berlin hatte die Giite, mich auf diese Fehler auf-
merksam zu machen,
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Einige elementare Bemerkungen
tiber den Prozef der analytischen Fortsetzung.

Von

E. Stupy in Bonn.

Ist w =u + iv eine analytische Funktion der komplexen Veréinder-
lichen 2 =z + ¢y, w=7[(2), so sind die reellen Komponenten » und v
von w einzeln analytische Funktionen der reellen Komponenten x und y

yon 2:
U = (})(x, .7/)7 v = ‘!I)(.%, ?/)'

Es steht also nichts im Wege, diese reellen Funktionen zu Funk-
tionen von zwei komplexen Verinderlichen zu erweitern. Hiermit betritt
man ein vierdimensionales Gtebiet, und zwar gelangt man in dieses durch
ein natiirliches, willkiirfreies Verfahren. Es wird also die Frage sich auf-
dréingen, ob man nicht auf einem Wege, der durch dieses Gebiet hin-
durchfiihrt, einen analytischen Zusammenhang zwischen zwei im reellen
(zweidimensionalen) Gebiete getrennten Losungen #, und u, der Laplace-
schen Gleichung, und damit zugleich auch einen natirlichen Zusammen-
hang zwischen zwei verschiedenen analytischen Funktionen der komplexen
Veréinderlichen ¢ herstellen kann. Ein solcher Zusammenhang wiirde be-
sonders da von Interesse sein, wo die Funktionen f(2), (2, y), ¥(x, y)
eine natiirliche Grenze haben, die von einem reellen Zuge einer analyti-
schen Kurve gebildet wird, z. B. von einer Kreislinie. Denn dann liefert
ja bekanntlich die Schwarzsche Spiegelung an diesem Kurvenzuge eine
neue Funktion f,(2), die jenseits der natiirlichen Grenze existiert. Es
wird dann zu wissen erwiinscht sein, ob diese Funktion f;(¢) auBerdem
auch als eine natiirliche Fortsetzung der Funktion f(#) um deren Grenze
herum aufgefaBit werden kann.

Herr L. Schlesinger ist, nach personlicher ’Vhttellung, schon vor
lingerer Zeit zu der Einsicht gelangt daB es sich im Falle der ellipti-
schen Modulfunktionen nicht so verhilt. Indessen 1iBt sich eine Ent-
scheidung ganz allgemein und auch sehr leicht herbeifihren. Man kann
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es nimlich den Ausdriicken der Funktionen u, v unmittelbar ansehen, daf
sie eine analytische Fortsetzung in andere reelle Funktionen niemals zu-
lagsen.

Wir bezeichnen, wie tiblich, mit f die zu der Funktion f konjugiert-
komplexe Funktion, und haben dann

= {f(@+ iy) + F @ — iy)),
v = o {fle + iy) — F @ — iy)).

Lassen wir auch fiir 2 und y komplexe Werte zu, so ist deren Ver-
anderlichkeit nur an die Einschrinkung gebunden, daf die Funktionen
f(z + ¢y) und f(x — iy) zweier nunmehr unabhéingiger komplexer Argu-
mente # + iy und  — iy gleichzeitig existieren miissen. Diese Bedingung
aber 1if8t sich noch etwas zweckmiBiger ausdriicken. Erkliren wir vier
reelle GroBen 2/, ¢, 2", ¥’ und.dann zwei komplexe Groflen 2, 27 durch
die (leichungen

z—iy=2a —iy, ¥ +iy =17,
x + iy —_ x’l + iy”, x” + iy” — Z”’
und setzen wir analog
u—iw=u —, u +iv =u,
% + Z‘U — “II + i’v”, u” + iv” — wll’
%0 sagen die bezeichneten Forderungen aus, daf die Funktionen
i wl — f(z,)} wli — f(z”)
existieren miissen. Es ergibt sich dann

u~——~;~ {w" + &'}, v=2%. {w" —@}.

Der vierdimensionale Existenzbereich der Funktionen w, v 1Bt sich
also eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden auf den Bereich, der aus
allen Paaren 7, 2” gewohnlicher komplexer GroBen besteht, die in den
Existenzbereich der Funktion f(¢) fallen. Zugleich sieht man, daB die
GroBen #, und y nur dann reell werden, wenn &’ = 2" wird. Gleichzeitig
reduzieren sich dann auch % und v auf reelle Werte, und die Verbindung
u -+ 4v wird identisch mit der villig bestimmten Funktion f£(2).

Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich erkennen wir,
daB sie einer bedeutenden Verallgemeinerung fihig ist.

Man betrachte irgend eine analytische Mannigfaltigkeit M im Gebiete
der komplexen Veréinderlichen # - - - 7,. Setzt man dann z,= z, + iy, so
hat man vor sich eine Mannigfaltigkeit von gerader Dimensionenzahl 27
im Gebiete der 2n reellen Veriinderlichen 2, 5. Durch analytische Fort-
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setzung leite man aus dieser eine neue analytische Mannigfaltigkeit 2
von der doppelten Dimensionenzahl 4» ab, die im Gebiete der komplexen
Verinderlichen z,, y, existiert. Dann ergibt sich, genau wie zuvor, daB die
Punkte von I eindeutig-umkehrbar und stetig zugeordnet werden konnen
den Punktepaaren von M*), und daf die Punkte von M die einzigen
reellen Punkte von 9 sind. Man kann daher von einem Punkte von M
aus durch analytische Fortsetzung im Gebiete der komplexen Verinder-
lichen z;, 4, nur zu solchen reellen Punkten kommen, die auf M selbst
gelegen sind, zu denen man also auch schon durch analytische Fortsetzung
auf reellem Wege gelangen kann. — Der angewendete Abbildungsproze8 ist,
wie man leicht erkennt, invariant gegeniiber analytischen Transformationen
der Verinderlichen z,.

Mit der behandelten Frage ist eine zweite nahe verwandt, zu der
man in der Theorie der konformen Abbildung gefiihrt wird.

Nach einem bekannten, oben gelegentlich schon erwéhnten Satze des
Herrn H. A. Schwarz bestimmt in der Ebene der komplexen Veréinder-
lichen 2 (oder z. B. auch auf der Riemannschen Zahlenkugel) jeder reelle
reguldre analytische Kurvenbogen eine sogenannte konforme Spiegelung,
eine uneigentlich-konforme Abbildung, durch die in einer gewissen Um-
gebung dieses Bogens die Punkte zu beiden Seiten involutorisch gepaart
werden, wihrend jeder Punkt des Bogens sich selbst entspricht.*¥) Hin
reguléirer reeller Kurvenbogen aber kann nicht nur, wenn er durch sin-
gulire Stellen algebraischen Charakters begrenzt wird, iiber diese hinaus
analytisch fortgesetzt werden, sondern er kann auch mit anderen Bogen
der Art auf komplexem Wege zusammenhingen. Welcher Zusammen-
hang besteht dann zwischen allen den Schwarzschen Spiegelungen, die
auf solche Weise erhalten werden kénnen?

Diese Frage, die merkwiirdigerweise noch nicht gestellt worden zu
sein scheint, liBt sich nun sofort beantworten, wenn man bemerkt, daB
die Schwarzsche Spiegelung nichts anderes ist als ein Ausschmitt aus
einer allgemeineren, tibrigens lingst bekannten Art der Zuordnung.

Sind £,  irgend welche komplexe GroBen, die wir etwa als recht-
winklige Cartesische Koordinaten eines ,komplexen Punktes“ in der
Ebene deuten wollen, so stellen Gleichungen der Form

& — 4n = const., & 4 iy = const.

*) Ein noch etwas umfassenderer Satz findet sich bereits in einer Abhandlung
des Herrn C. Segre (Math. Ann., Bd. 40, 1892, §. 466, Z. 10—14), scheint aber bisher
nicht beachtet worden zu sein.

*) H. A. Schwarz, Ges. Werke, Bd. II, 8. 149—151.

Mathematische Annalen. LXTIIL 16
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gewisse imaginire gerade Linien dar, die sogenannten Minimalgeraden, die
wir als link- und rechtseitige Minimalgerade unterscheiden konnen. Sind
dann 2, y, u, v reelle Groflen, so wird durch die Gleichungen

Lg——in=x——iy, E+4in=u-+1iv

jedem komplexen Punkt (£, 1) ein wohlbestimmtes Paar reeller Punkte
(2, y) und (u, v) zugewiesen, und umgekehrt: das Paar der beiden reellen
Punkte, die den durch (£, %) gehenden Minimalgeraden angehoren.

Nehmen wir jetzt an, daB der Pumnkt (& 7) eine analytische Kurve
durchléuft, die nicht eine Minimalgerade ist, so bedeutet — wie man ohne
weiteres erkennt — die Zuordnung zwischen (z, ¥) und (u, v) eine reelle,
(von singuliren Stellen abgesehen) uneigentlich-konforme Abbildung. Um-
gekehrt kann eine solche in der Form w = f(2) willkiirlich gegeben
werden; sie bestimmt dann vermdge der Gleichungen

f=tw+7), n=g;w—7)

eindeutig die zugehdrige analytische Kurve, die verschieden ist von einer
Minimalgeraden. Jede solche Kurve hat also ein reelles Bild in einer un-
eigentlich-konformen Transformation # — w, durch die die Punkte zweier
Riemannscher Flichen (¢) und (w) einander eindeutig-umkehrbar zu-
geordnet werden.¥)

Ist nun die Kurve selbst reell, d. h. sind ihre Punkte paarweise kon-
jugiert-komplex, so zeigt sich das an der Abbildung darin, daB die beiden
Riemannschen Flichen (¢) und (w) zusammenfallen, und daB jedes um-
gekehrte Punktepaar w — ¢ ebenfalls ein Paar zugeordneter Punkte ist.
Tritt tiberdies der Fall ein, daB die reelle Kurve einen oder mehrere
reelle Ziige hat, so fillt jeder Punkt eines solchen Kurvenzuges mit
dem zugeordueten Punkt zusammen. Die Abbildung selbst aber stimmt in
der Umgebung dieses Zuges (der einem bestimmten Blatte der Riemann-
schen Fliche angehort) ilberein mit der Schwarzschen Spiegelung.

‘Wenn also zu einer reellen analytischen Kurve mehrere Schwarzsche
Spiegelungen gehoren, so hingen diese immer .durch analytische Fort-
setzung, und zwar durch Fortsetzung auf reellem Wege, mit einander zu-
sammen. Jede einzelne unter ihmen bestimmt vollkommen zugleich mit
der ganzen Kurve alle tibrigen konformen Spiegelungen.

* Ist 2. B. die ebene Kurve eine Gerade, so ist die zugehdrige Abbildung eine
uneigentliche Ahnlichkeitstransformation, und umgekehrt. Ist die Kurve ein (irredu-
zibeler) Kreis, so ist die Abbildung irgend eine andere uneigentliche Mobiussche
Kreisverwandtschaft, und umgekehrt.
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Von den beiden besprochenen Sitzen gehdrt der erste unmittelbar
der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen an; der zweite, in
geometrischer Kinkleidung vorgetragene, aber kann wenigstens dieser
Theorie untergeordnet werden. Gleichungen der Form w = f(%) sind zwar
nicht analytisch im tblichen Sinne des Wortes, und sie sind vielleicht
nicht in gleichem Grade niitzliche Verallgemeinerungen ,reeller Glei-
chungen u = f(x), wie Gleichungen der Form w = f(2). Indessen hat
doch die Theorie der analytischen Funktionen auch zar Betrachtung der-
artiger Abhangigkeiten genotigt. Der ebenfalls von Herrn Schwarz for-
mulierte Satz z. B, daB eine analytische Funktion, die in den Punkten
eines reellen analytischen Kurvenbogens reelle Werte hat, in den spiegel-
bildlich einander entsprechenden Punkten zu beiden Seiten des Kurven-
bogens konjugiert-komplexe Werte annimmt, gehort gewiB der allgemeinen
Funktionentheorie an: die geometrische Fassung ist nebensichlich und
konnte auch durch eine andere ersetzt werden. Das gleiche gilt dann
auch von unserer Bemerkung ither den Zusammenhang verschiedener kon-
former Spiegelungen. Diese aber beruht, soviel wir sehen, ganz und gar
darauf, daf man die zweidimensionale Mannigfaltigkeit (&) oder (z, y), die
durch Erweiterung der sogenannten reellen Mannigfaltigkeit (z) entstan-
den ist, von neuem dem gleichen ErweiterungsprozeB unterwirft, sie als
enthalten in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit (&, ) auffafBt.

Dieser letzte ProzeB liuft nun auf den Gebrauch bikomplever GroBen
hinaus. In der Tat, hat man die reellen GroBen # und y in der Form
2=+ 1y zu einer sogenannten komplexen GroBe zusammengefaBt, so
braucht man zur Zusammenfassung zweier GroBen & 7, die selbst schon
komplex sind, eine neue Einheit, die man iibrigens denselben Verkniipfungs-
regeln unterwerfen wird. Man wird etwa in obiger Formel das Zahlen-
paar (0, 1) statt mit 4, mit j bezeichnen. Dann kann man ohne Mehr-
deutigkeit §=£+jn (und 2 =24 jy) setzen, sofern man bei der
Darstellung von § und 7 selbst das Zeichen ¢ beibehdlt:

E=& +1i&, n=ou+in, {=E+jn.

‘Mag man sich nun der Zusammenfassung von je vier Gleichungen in
eine einzige mit Hilfe eines Systems bikomplexer Gr6fen der Form

@y + a0+ agf + agig,
(F=—1, #=—1, ij=ji)

bedienen wollen, oder nicht, an der Sache wird dadurch nur Unwesent-

liches geindert: Ist die vorgetragene wenn auch noch so unbedeutende

Erginzung zu dem Satze von der konformen Spiegelung verniinftig, ent-

hilt sie eine irgendwie niitzliche Erkenntnis, dann kann zwar (wie es
16%*
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ohne Zweifel geschehen wird) auch fernerhin behauptet, aber nicht mit
Recht behauptet werden, daf die Erweiterung des Bereiches der reellen
GroBen zum Bereiche der gemeinen komplexen GroBen in der allgemeinen
Analysis ausreichend, und noch weniger, daB sie allein zuldissig sei. Denn
diese Behauptung schlieBt, wie uns scheint, die andere ein, daB die zu
jener Erkenntnis unenthehrliche doppelte Erweiterung des Bereiches der
reellen Grofen iiberfliissig, ja sogar ein methodischer MiBgriff sei.

Die zentrale Stellung der gemeinen komplexen GroBen und ihrer
Funktionen ist gewiB durch die ganze Entwickelung der modernen Mathe-
matik gewihrleistet. In den Erdrterungen tiber den ,tieferen Grund“ dieser
Erscheinung — oder vielmehr, bei den Versuchen, ihr einen mdoglichst
prignanten Ausdruck zu geben — ist man aber unseres Erachtens etwas
dogmatisch zu Werke gegangen. Zuniichst bleiben diese Erdrterungen alle
auf dem Boden der Algebra.*) Daher bietet vielleicht unsere Bemerkung eine
Erginzung, wonach bei transzendenten Funktionen natiirliche Grenzen auch
im hyperkomplexen Gebiete (bei Anwendung des beschriebenen natiirlichen
Erweiterungsprozesses) nicht umgangen werden ktnnen. Aber allzugrofBes
Gewicht hat man unseres Erachtens auf die Forderung gelegt, daB auch
in dem erweiterten Gebiete ein Produkt nicht soll verschwinden konnen,
wenn nicht einer der Faktoren verschwindet.

Mit dem Nachweise, daB dann der Fundamentalsatz der Algebra seine
Giiltigkeit verliert, wird zwar die ausgezeichnete Stellung der gemeinen
komplexen GroBen auf eine kurze Formel gebracht, die Anwendung anderer
komplexer Grifen aber, auch in der allgemeinen Analysis, nicht endgiiltig
ausgeschlossen. Es diirfte auch zu bedenken sein, daB man schon bei
dem Ubergang zu den gemeinen komplexen Grofen kaum minder wichtige
Eigenschaften der reellen GroBen aufgibt, némlich die durch Ungleichungen
ausgedriickten Anordnungssitze.

Sind diese Uberlegungen sachgemiB, so wird jemer bekannte Avs-
spruch von GauB*¥), an den alle diese Erorterungen angekniipft haben
(falls man ihn im Sinne von WeierstraB deuten will), selbst dann nicht
in vollem Umfange aufrecht zu erhalten sein, wenn man das von GauB
in einem sonst gewiB nicht tiblichen Sinme gebrauchte Wort ,mnicht zu-
lissig” durch die milderen Ausdriicke yunzweckmafig® oder ,iiberfliissig”
erklirt.

Es ist gewiB, daB jedes Wort des Princeps Mathematicorum die aller-

* DaB schon von diesem Gesichtspunkte aus die von WeierstraB und anderen
bekundeten Ansichten sich nicht in vollem Umfange aufrecht erhalten lassen, hat der
Verfasser bei anderen Gelegenheiten darzulegen versucht (Gott. Nachr. 1898, 8. 5—8.
Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, 8. 596).

** GauB Werke, Bd. II, 8. 178.
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sorgfaltigste Erwigung verdient (einige Kommentatoren scheinen uns die
Worte ,in der allgemeinen Arithmetik“ nicht hinreichend beachtet zu
haben). Indessen aus einem seiner Ausspriiche ein Verbot gewisser
Forschungsrichtungen oder ein aprioristisches Werturteil iiber diese ab-
leiten zu wollen, das scheint uns wirklich wneuldssig zu sein, im eigent-
lichen, nicht abgeschwichten Sinne des Wortes.*) Es kommt hinzu, da8
wir nicht einmal sicher sein konnen, recht verstanden zu haben: So hat
sich Dedekind der WeierstraBchen Interpretation jener fragmentarischen
und dunkeln AuBerung nicht angeschlossen.

Im Grunde ist eigentlich schon nicht einzusehen, warum die Lésungen
der Laplaceschen Gleichung nicht in das komplexe Gebiet hinein sollen
fortgesetzt werden diirfen, da man doch alle anderen analytischen Funk-
tionen von zwei reellen Verinderlichen dieser Fortsetzung unterwirft. Ist
es tiberhaupt moglich, die wissenschaftliche Systematik auf diese Art zu
durchlchern?

Im idbrigen verweisen wir wegen des zuerst von Herrn Segre an-
gewendeten Prozesses der wiederholten Erweiterung des betrachteten
GroBengebietes auf dessen schon erwihnte Abhandlung, und auBerdem auf
eine Arbeit des Verfassers ,Sugli enti analitici, die kiirzlich in den Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo (t. XXI, p. 345) erschienen ist.
Man findet dort allgemeinere Entwicklungen, u. a. auch eine Ausdehnung
des Begriffs der Schwarzschen Spiegelung auf die Theorie einer unbe-
stimmten Zahl von komplexen Verénderlichen.

Anwendungen der vorgetragenen und verwandter Ideen sollen den
Gegenstand weiterer Arbeiten bilden, in denen der Verfasser besonders
gewisse flichentreue Abbildungen als ein Seitenstiick zu den konformen
Abbildungen und in ihrer Beziehung zu diesen eingehend zu erdrtern
gedenkt.

*) Wir sehen davon ab, durch Zitate (aus den Schriften namhafter Autoren) zu
zeigen, daB wir hier nicht etwa offene Tiren einrennen.
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Ein Satz tber eindeutige Abbildung und seine Anwendung in
der Variationsrechnung.

Von

Oskar Borza in Chicago.

Um den fraglichen Satz bequemer formulieren zu kénnen, wollen
wir sagen, ein Punkt ()= (%, %, -, #,) liege in der Umgebung (o)
einer im Raum der Variabeln z definierten Punktmenge I, wenn er in
der Umgebung (o) irgend eines Punktes von IR liegt, d. h. also, wenn
es mindestens einen Punkt (Z) von I gibt, so daB

lz—z| <o, i1=1,2,--,n
Die hierdurch definierte Umgebung (¢) der Menge M wollen wir mit
(¢)m bezeichnen.

Es soll nun zundchst der folgende Satz*) bewiesen werden:
Satz I: Die n reellen eindeutigen Fumktionen

(1> y,-=f}(x1,x2,-~-,x,,), i=1,2,--n

nebst ihren ersten partiellen Ableitungen seien stetig im Innern eines Be-
reiches*¥) W; ferner mige die durch die Gleichungen (1) definierte Be-
zichung 2wischen dem (x)- Raum und dem (y)- Raum ein-eindeutig sein fiir
eime im Inmern von W gelegene, beschrimkte™*), abgeschlossene Punkt-
menge €, und endlich sei die Funktionaldeterminante

A(%‘u Loy« wn) = Dy, Ty, -y L)
in € von Null verschieden.
Alsdann it sich eine game im Innern von U gelegene Umgebung (o)g

von € angeben, derart dap die Gleichungen (1) eine ein-eindeutige Be-

*) Der Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes, den ich in § 34 meiner
Lectures on the Calculus of Variations (Chicago 1904) bewiesen habe.
*) Wir gebrauchen das Wort ,Bereich* fiir eine Punktmenge, welche innere
Punkte enthilt.
*4) L borné*.
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gichung zwischen dem Bereich (o)s und dessen Bild &, im (y)-Roum
definieren.

Man zeigh zuniichst leicht, daB sich eine positive GroBe & so klein
angeben 1ift, daB die Umgebung (d)s ganz im Innern von ¥ liegt.

Dann wihle man eine abnehmende Folge positiver GroBen mit der
Grenze Null:
@ d>0>> - >0> >0,

L g,=0.

Angenommen nun, es gibe fiir jeden Wert des Index v in (p,)s mindestens
ein Paar verschiedener Punkte

rr

(x:') = (Wiv, xéﬂ ] xi”)? (x:") = (xlw x%',,, tt Ty »

deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen. Dann konnen wir den beiden
Punkten (), () zwei Punkte (&) resp. (£) von € zuordnen, derart, da
(8) fy — Eh] <0,, @ — &l <o,
Wir betrachten jetzt die Punktmenge

{51,} = {(giw glﬂi') ) g;w; gl]r” ’2,77 Tty ';:v)}
im 2n-dimensionalen Raum i, -« -, Z; 2, -+, @,. Sie ist in der be-
schrinkten, abgeschlossenen Menge
D: @1, Ta, 0y Ty 10 C, ai,x,---,2n n €
onthalten. Enthilt daher die Menge {z,} unendlich viele verschiedene
Punkte, so besitzt sie mindestens einen Haufungspunkt

h = (a1, Gn; 0ty vy Ou)s

der zugleich Hiufungspunkt von © ist und daher zu ® gehdrt, d. h. (a")
ist ein Punkt von © und ebenso (o). Es 138t sich dann eine unendliche
Teilfolge {z,,ﬂ} aus {#,} herausheben, so daB
L by, = by v,1>v,

H =00

d h
) L (&,) = (@), NI;w(EQ'#) = ().

Hn=0w
Enthslt die Menge {2z,} nur eine endliche Anzahl verschiedener Punkte,
so 1Bt sich aus {s,) eine unendliche Teilfolge {z,,} von gleichen
Punkten herausgreifen, und man gelangt zu demselben Resultat (4).

Verbindet man (4) mit (2) und (3), so folgt, daf auch
®) L) =@, I @) =@)

Es 148t sich nun aber zeigen, daB

(6 (@) = ().
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Denn setzt man
n
s I. ’7 n — 7 7 s 7’
D(xl; crtyTny X1yt xﬂ) = 2 [fi(xly ) xﬂ) _fz'(xly Y xn)]2>
i=1
so ist nach der Definition der Punkte (27), (2)):
7 4 . rr rr .
D(xlv,“; Y xnvﬂy xlvﬂ, tt xnw’u) - O}
und daher, wemn wir zur Grenze w = - oo iibergehen und beachten,
daf D(xy, -, an; 1, -, &n) In @1, an; ay,-- -, a, stetig ist:
’” 17
D(ai)” '7a;17 Ay, “n>= 07
also
4 14 7 rm .
fi(a'ia"" a,,)=;‘;.(a1,---,a,,), 7'=1:2;"')”“

Da wir aber voraussetzen, dafl die Abbildung (1) fiir die Menge € ein-
eindeutig ist, so folgt hieraus

(@) = (@").
Aus unserer Annahme folgt also, daB es einen Punkt (a) von € gibt,
derart, daB in jeder Nihe von (@) Paare von verschiedenen Punkten
existieren, deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen.
Dies ist aber nach dem Satz iiber implizite Funktionen nicht mdglich,
da die Funktionen f;(z,,---,%,) nebst ihren ersten Ableitungen in der
Umgebung von (a) stetig sind und iiberdies

Aay, - -+, a,) +0. ’

Wir sind also zun einem Widerspruch gelangt; daher muB es mindestens
einen Wert v =» geben, derart, daB zwei verschiedenen Punkten von
(or)¢ allemal zwei verschiedene Punkte im (y)-Raum entsprechen. Dasselbe
gilt dann a fortiori fiir die Umgebung (¢)s, sobald ¢ Z o, gewihlt wird,
womit unser Satz bewiesen ist.

Zusatz I: Die Grofe ¢ lafit sich so klein wihlen, daf jeder Punkt
des Bildes ©, von (9)g ein innerer Punkt von S, ist, und daf die durch

Auflisung der Gleichungen (1) erhaltenen und in &, eindeutiq definerten
wwersen Funktionen

(7) xx=¢x(y17 Yoy " s Yn)s x=1,2,--n

tm Bereich @9 stetig sind und stetige partielle Ableitungen erster Ordmung
besitzen.

+
Denn bezeichnet man mit € denjenigen Bestandteil von €, in welchem

Azy, - -+, 2,) >0, mit [ denjenigen, in welchem A(z,---,2,) <0, so
folgt leicht aus den iiber die Menge & gemachten Voraussetzungen, daf

+ —
auch die Mengen € und € beschrinkt und abgeschlossen sind. Nach
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bekannten Sitzen*) iiber stetige Funktionen folgt dann, indem man zu-

+ —
nichst € und € getrennt betrachtet, daB sich eine positive GréBe d, so
wihlen 148t, daB

sobald ¢ < d,.

Wird ¢ dieser Bedingung entsprechend und zugleich Z ¢, gewdhlt,
so filhrt der Satz iiber implizite Funktionen unmittelbar zum Beweis der
oben ausgesprochenen Behauptungen.

Es sei € das Bild der Menge € im (y)-Raum; dann ist die Menge €,
ebenso wie €, beschrinkt und abgeschlossen.**) Da sie in & enthalten
ist, so liegt sie nach dem Vorigen ganz im Innern von @9. Daraus folgt

Zusatz II: Es 1gBt sich eine Umgebung (6)s des Bildes € won €
angeben, welche ganz in &, liegt.

Hiernach 148t sich der Satz I auch so aussprechen: Unter den an-
gegebenen Voraussetzungen lassen sich zwei positive GroBen ¢ und 6 an-
geben, derart, daB fiir jedes (y) in (6)¢ die Gleichungen (1) eine und nur
eine Losung (x) in (¢)s besitzen.

In dieser Form liBt sich der Satz auf implizite Funktionen verall-
gemeinern, und man erhilt den folgenden

Satz II: Es sei das System von n Gleichungen gegeben:

A(xl".')xﬂ)#:o n (9)(‘»7

) fi(@y, %y v oy By Y1y Ysy v Yn) = O,

@:1,2,...’4@,

wobes die Funktionen f, nebst thren ersten partiellen Ableitungen als Funk-
tionen threr m + n Argumente vm Innern eines Bereiches U stetig sind.

Die Gleichungen (8) mogen befriedigt sein fir die simtlichen Punkte
einer ganz im Innern von U gelegenen, beschrimkien, abgeschlossenen Punki-
menge N, welche die Eigenschaft hat, daf, wenn (i,:: ) Zm, Y1,° 5 Yn)
und (21, Zmy, Y1, -+, Yn) 2wei verschiedene Punkte von € sind, dann
allemal (21, - - -, Zn) == (27, - - -, Zi).

Endlich sei die Funktionaldeterminante

<9) 3(?/1:"‘»’!/”):*:0 o @:.
Wenn alsdann X (resp. Y) die Projektion™*) der Menge € in den
(2, + -+, %,)-Rowm (resp. den (yy,---,y,)-Rawm) bezeichnet, so lassen sich

*) Vgl. Jordan, Cours d’Analyse, I, Nr. 62, 64.
*) Vgl. Jordan, L c. Nr. 64.
##) Unter der Projektion eines Punktes (3, -, &,; ¥1, - - -, ¥,) von € in den !
(x)-Reum wird der Punkt: (2) = (xg, - - -, a,) verstanden.
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awei positive Grofen o und o angeben, derart daff fiir jedes (x) in der
Umgebung (6)x die Gleichungen (8) eine und nur eine Lisung (y) bestteen,
fiir welche der Punmkt (x,y) in der Umgebung (o) liegt; die hierdwrch fiir
den Bereich (6)x eindeutig definierten impliziten Funktionen

(10) Yi= wi(xv T .’L‘m)
. sind in diesem DBereich stetig und besitzen stetige partielle Ableitungen erster

Ordyung.

Zum Beweis betrachte man das Gleichungssystem

Uy =12, h=1,2,.--,m,
Umti=[i (@, s Tmy Yy5 ) Ya) 1=1,2,---,n.

Dasselbe erfiillt alle Bedingungen des Satzes I und liBt sich daher in
dem angegebenen Sinn eindeutig nach z,,---, &m, ¥, -, Y. aufldsen.
Setzt man insbesondere ;41 =0, -+, Un4n =0, so erhilt man den
obigen Satz. .

Um die Brauchbarkeit der angegebenen Size zu zeigen, fiihre ich
zweil der Variationsrechnung entlehnte Beispiele an:

1) Der Satz von der Existenz eines Feldes.

Es sel im % - 1-dimensionalen Raum eine #%-fach unendliche Kurven-
schar in Parameterdarstellung gegeben:

(12) wj=q7j(t’a1?a’2)"'7 a’n)’ @.=1:27 ceey Mt 1:

wobei die Funktionen @; nebst ihren ersten partiellen Ableitungen stetig
sein sollen in dem Bereich

"(13) T, <t<Ty, |o—a <d.
Die spezielle Kurve
C: Ty= (Pi(t’ a,’ a5’ -+, @), LSt

wo T,<t, t,<T,, soll keine mehrfachen Punkte besitzen, und die
Funktionaldeterminante

a(q’n Pas s 2@2
0, ayy » -+, @)

sei von Null verschieden fiir

(‘14) HhtZh, a=a’ -, @, =a,’.

Dann 148t sich eine positive GréBe x angeben, derart daB die Gleichungen (12)
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Bereich

(15) h—e<t<t+=x, |g,—all<x, i=1,2,... n,

und dessen Bild &, im (z)-Raum definieren; mit andern Worten: durch

jeden Punkt des Bereiches &, geht eine und nur eine Kurve der Schar (12),
fiir welche die Bedingungen (14) erfiillt sind.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz I; die Menge € ist hier durch
(14) definiert, die Umgebung (x)s durch (15).

Das Bild ©, ist hier ein Kontinuum, da*) die Menge (15) zusammen-
hingend ist.

In dem speziellen Fall der nicht-parametrischen Darstellung hat eine
der Gleichungen, z. B. die letzte, die Form

xn+1 =1

und die Bedingung, daf die Kurve & keine mehrfachen Punkte enthilt,
ist stets erfiillt, kann also bei der Formulierung des Satzes weggelassen
werden.

2) Reduktion der Differentialgleichungen fiir das allgemeinste Problem
des Extremums eines einfoachen Integrals auf ein kamonisches System™*):

Auch bei dieser bekannten Aufgabe tritt eine Schwierigkeit beziiglich
der eindeutigen Auflosung eines Gleichungssystems auf, welche durch den
obigen Satz II in befriedigender Weise gelost werden kann. Die Funktionen

f<x7 Y17 Yns y{} Y y*n)? fq(x7 Y, " s Yus .7/1,) Y y;;): Q= 1: 2} eyt

selen als Funktionen ihrver 2# 4 1 Argumente nebst ihren partiellen
Ableitungen bis zur dritten Ordnung (inkl.) im Innern eines Bereiches
stetig, und es werde

Q=f+ D 1f,,
o=1
o o
Q,z—g‘;l-i, Qn+i“.§—?z

gesetzt. HEs handelt sich dann um die AuflSsungen des Gleichungssystems

(16) {Qnﬂ.zfv’., T = 1’2, )
f9=0: 9=‘172)"‘;7

nach den Unbekannten y',---,9,, A, -+ 4,
Dabei soll angenommen werden, daB man eine Lisung

¥ = y,(2), 3‘9 = }'g(x)
der Differentialgleichungen

0 d

S

Qn+i = O’ f [4 =0
von folgenden Eigenschaften gefunden habe:

*) Vgl. Jordan, 1. c. Nr. 64.

*) Ich folge der Bezeichnung von A. Mayer in den Abhandlungen: Uber den
Hilbertschen Unabh#ngigkeitssatz etc., Sichsische Berichte, Mai 1903, Mai 1905,
Juli 1905. Abgedrnckt in Math. Ann. Bd. 58 und 62.
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Die Funktionen y,(#) nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen,
die Funktionen 4,(z) nebst ihren ersten Ableitungen sind stetig in einem
Intervall (z,2,) und die Kurve

2, 22 %, ¥=Y%), ¥ =y(x)

liegt ganz im Innern des Bereiches . Endlich soll die Funktional-

determinante
B(Q:,H.j: MR anr fp ttt r)
8(3/1’, MR ?/;, }’1: tt Ty Z'r)

von Null verschieden sein fiir
20282y, Yi=%®), ¥ =y (@), A =2i,(7).
Definiert man dann die Funktionen v,(z) durch
(&) = Qi (%, Y@, - Y @y M@, ),
so lassen sich die Gleichungen (16) im Sinne des Satzes II eindeutig

nach 9/, -9, Ay, -+, 4 auflogen fir jedes Wertsystem 2z, y, -+ -, #,,
Dy, +++, ¥, In einer gewissen Umgebung (¢) der Kurve

2, Ze2 a4, Y=y, v =10
Freiburg i./B, den 26 Mirz 1906.
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Uber die Herleitung der Differentialgleichungen der Variations-
rechnung.

Von

Hans Hapx in Wien.

Fir die Variationsrechnung ist die Frage von grofler Bedeutung, ob
es auBer den durch die Lagrangeschen Gleichungen gelieferten (stetigen
und unstetigen) Losungen noch andere Losungen geben kann. Man ist
aber auch im einfachsten Falle iiber das von Du Bois-Reymond erzielte
Resultat, daB sich unter den stetig differenzierbaren Funktionen keine
neuen Losungen finden konnen, nicht wesentlich hinausgelangt, denn die
Abhandlung von Whittemore®) liBt nur sehr spezielle Verteilung der
Unstetigkeitsstellen zu und fiihrt auch dann nur unter bedeutenden Ein-
schrinkungen zum Ziele, und auch die in der Dissertation von Gernet*¥)
angedeutete Methode bedarf zu ihrer exakten Durchfiihrung sehr weit-
gehender Voraussetzungen iiber das zu untersuchende Variationsproblem.
Im ersten Abschnitte dieses Aufsatzes wird nun gezeigt, daB alle rekti-
fizierbaren durchwegs mit einer Tangente versehenen Losungskurven eines
Variationsproblems mit den stetigen Losungen der Lagrangeschen Glei-
chungen iibereinstimmen, wéhrend die bloB mit einer einseitigen Tangente
versehenen Losungskurven mit den bekannten unstetigen Losungen zu-
sammenfallen. Der zweite Teil dieses Aufsatzes beschiftigt sich mit dem
allgemeinen Probleme der Variationsrechnung. Ich habe vor einiger Zeit
eine Methode angegeben***), um auch in diesem Falle die Lagrange-
schen Gleichungen aufstellen zu kionnen unter der Voraussetzung, daf die
Losungen bloB einmal stetig differenzierbar sind. Hier nun zeige ich, wie
das mittlerweile von Hilbertt) mitgeteilte Verfahren zur Aufstellung dieser
Gleichungen, das zweimalige Differenzierbarkeit voraussetzt, modifiziert

*) Annals of math. (2) 2 (1900).

**) Gott. Diss. 1902, p. 53.

**¥) Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903).
1) Gott. Nachr. 1905.
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werden kann, so daB auch dieses Verfahren nur mehr die Existenz stetiger
erster Ableitungen der gesuchten Lésung voraussetzt.

§ 1.

Das einfachste Problem der Variationsrechnung verlangt, in einer ge-
gebenen Klasse von Kurven, die zwei feste Punkte der Ebene miteinander
verbinden, diejenigen aufzufinden, welche einem Kurvenintegrale von der
Form:
¢y S F@, 5 o, 9)at
einen kleineren (oder groBeren) Wert erteilen, als jede andere geniigend
benachbarte, dieselben Punkte verbindende Kurve.

Soll der Wert des Integrals (1) unabhiingig sein von der Art der
Darstellung der Kurvenkoordinaten durch den Parameter f#, so muB be-
kanntlich fiir alle positiven Zahlen % die Beziehung bestehen:

F(z,y; ko', ky) = kF (2, y; €, ).

Wir setzen dieselbe als erfiillt voraus. Ferner sei die Funktion
F(z,y; «,y) in allen in Betracht kommenden Punkten der Ebene eine
regulir-analytische Funktion ihrer vier Argumente, und zwar fiir alle end-
lichen Wertepaare o', y, ausgenommen etwa das Wertepaar O, 0.

Die in der Variationsrechnung iibliche Methode lehrt, unser Problem
zu losen, wenn die oben genannte Kurvenklasse aus allen denjenigen
Kurven besteht, deren Koordinaten sich als zweimal stetig differenzierbare
Funktionen eines Parameters ¢ darstellen lassen. Diese Kurven haben in
jedem Punkte eine Tangente und eine bestimmte endliche Kriimmung;
die Neigung der Tangente gegen die Koordinatenachsen, sowie die Kriim-
mung #ndern sich stetig von Punkt zu Punkt. Die gesuchte Kurve muf
dann bekanntlich den beiden (voneinander micht unabhiingigen) Differen-
tialgleichungen gentigen:

oF d oF

oF d or
@) AR TR

oy dt oy
den sogenannten Lagrangeschen Gleichungen*®) des Problems.

P. Du Bois-Reymond**) gelang es zu beweisen, daB, wenn man
die eben angefiihrte Kurvenklasse durch die Klasse aller derjenigen Kurven
ersetzt, deren Koordinaten sich durch einmal stetig differenzierbare Funk-

* 0. Bolza bezeichnet diese Gleichungen in seinen ,Lectures on the Calculus
of Variations als Eulersche Gleichungen.

**) Math. Ann. 15 (1879), p. 564. Eine einfachere Fassung des Beweises riithrt
von Hilbert her. Beide Fassungen sind wiedergegeben in Bolza, Lectures, p. 22.
Ferner ein sehr einfacher Beweis von E. Zermelo, Math. Ann. 58.
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tionen eines Parameters ¢ darstellen lassen, zu den durch die Lagrange-
schen Gleichungen gelieferten Losungen keine weiteren hinzukommen.
Die nunmehr zugelassenen Kurven besitzen also in jedem Punkte eine be-
stimmte Tangente, deren Neigung gegen die Koordinatenachsen sich stetig
indert. Eine solche Kurve ist bekanntlich stets rektifizierbar.

Im folgenden wird nun diese Kurvenklasse abermals durch eine um-
fassendere ersetzt: Es soll von den Kurven, unter denen die Lésung des
Variationsproblems gesucht wird, nur vorausgesetzt werden, daf sie rekti-
fizierbar sind und in jedem Punkte eine bestimmte Tangente besitzen,
und es soll dargetan werden, daB auch hierdurch keine neuen Lgésungen
zustande kommen.*) Es ist klar, daBl die hier betrachtete Kurvenklasse
jede der beiden frither erwihnten in sich einschlieBt, aber wesentlich all-
gemeiner ist.

Zunichst sei darauf hingewiesen, daB fiir jede Kurve aus unserer
Klasse der Begriff des Kurvenintegrals einen Sinn besitzt. In der Tat
konnen wir, da die Kurve als rektifizierbar vorausgesetzt ist, die vom An-
fangspunkte der Integration an gemessene Bogenlinge s als Parameter
einfiihren. Bezeichnen wir mit y den Winkel, den die Tangente an die
Kurve im Punkte s (positiv gerechnet in der Richtung wachsenden s) mit
der positiven z-Achse einschlieBt, so ist:

cosy = lim - 24 —2© H
h=0 }r/[ﬂc(s-l-h)—-5'9(8)]”4-[y(s-l"h)—y(s)]’i
SiIl?/ = lim Y+ b —ys) I .
=0 }L/[ﬂc(s-i—"r)—~’0(8)]’+[?/(6‘-{~h)——’y(s)]2

(3)

Es sind also cosy und siny dargestellt als Grenzen stetiger Funk-
tionen, und sind daher — mach der Terminologie von R. Baire**) —
Funktionen der ersten Klasse. Dasselbe gilt, da F(z, y; #, y') stetig von
seinen vier Argumenten abhéngt, von der Funktion F(z, y; cosy, sin p)*¥*);
dieser Ausdruck ist also integrierbar im Sinne von H. Lebesguet)
und das Integral:

$
fF(x, Y3 cos p, siny)ds
0

*) Die sogenannten diskontinuierlichen Losungen geniigen unseren Forderungen
nicht, da sie nicht in jedem Punkte eine Tangente besitzen. Dieselben kommen am
Schlusse dieses Paragraphen zur Behandlung,

**) Siehe etwa R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues. Paris, Gauthier-
Villars, 1905.

%) Vgl. etwa H. Lebesgue, Journ. de math., 1905, p. 153.
1) H. Lebesgue, Legons sur l'intégration. Paris, Gauthier-Villars, 1904, p. 111.
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bezeichnen wir als das iiber unsere Kurve erstreckte Integral der Funk-
tion F(z,y; #,%). Man erkennt ferner leicht, daB, wenn mit 2'(s) und
y'(s) irgend welche der vier Derivierten von #(s) und y(s) bezeichnet
werden, stets die Beziehung besteht:

fF(x, y; 2(5), Yy (s)ds ———fF(x, Y; cosy, sin p)ds.
0 0

In der Tat: Zunichst hat der links stehende Ausdruck immer einen
Sinn, da 2'(s) sowohl als % (s) und somit auch F(z,y; 2(s), 4 (s)) hoch-
stens von der zweiten Klasse sind.*) Andererseits konnen sich 2'(s) und
¥(s) von cosy und siny hochstens in den Punkten einer Menge vom
MaBe Null unterscheiden®*); auf die Werte des Integranden in einer
solchen Punktmenge kommt es aber bei der Integration von Funktionen,
deren Werte zwischen endlichen Gtrenzen liegen — und nur um solche
handelt es sich hier —, bekanntlich gar nicht an.

Soll nun das Stiick (sys;) unserer Kurve dem Integral (1) einen
kleinsten oder gréBten Wert erteilen, so ergibt eine bekannte SchluBweise,
daB das tiber diesen Kurvenbogen erstreckte Integral:

oF IF
/(9xu+8y +8w +W”>d3

S

den Wert Null haben muB fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig diffe-
renzierbaren Funktionen u(s), v(s), die fir s = s, und s = s, verschwinden.
Dasselbe gilt somit fiir jedes einzelne der Integrale:

faF —[—a ’)ds; f(aFv—l—ay )ds.

2 S

Wir zeigen zunichst, daB die Gleichung besteht:

“) T%ds=——f —ds w'(s)ds.

Auf Grund unserer Voraussetzungen liegen die Werte der Funktion

%—‘g zwischen endlichen Grenzen. Es liegen daher auch die Werte der

vier Ableitungen von f ?)_f ds zwischen endlichen Grenzen, und da das

* H. Lebesgue, 1. ¢., p. 121.
* H. Lebesgue, 1 c., p. 125.
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s

gleiche nach Voraussetzung von u(s) gilt, so gilt es auch von u(s) %g' ds.

Nach einem Satze von Lebesgue®) existiert daher die Ableitung

d oFr
as [u (3) Fry dS]

im ganzen Intervall (s,5,), abgesehen hichstens von einer Punktmenge
vom Mafe Null. Wo aber diese Ableitung existiert, muB sie den Wert
haben:

’ or d oF
u(s)fﬁds+”(s>ﬁé 52 9
8 8

Da nun, ebenfalls nach Lebesgue*¥), abgesehen von einer Punkt-
menge vom MaBe Null, die Gleichung gilt:

3
a (oF ., _0oF
Y ds,) 92 T x?
%o

so gilt in (sys), wieder abgesehen von einer Punktmenge vom MabBe
Null, die Gleichung:

(5) 5% u(s)fa}fds ==u’(s)fg—rids+u(s) *‘%‘g'

Integriert man eine der vier Ableitungen von w(s) f =— ds von §,
bis s,, so erhilt man aber**) die Differenz:

u(s)f——- ds

die wegen der Voraussetzung u(s;) = O den Wert Null hat. Da es aber
bei Bildung des Lebesgueschen Integrals einer endlichen Funktion auf
die Werte des Integranden in einer Punktmenge vom MafBe Null nicht
‘ankommt, so muB wegen (5) auch:

f (s)fégds ds+fu(s)5~ds==0

%

sein, wodurch Gleichung (4) bewiesen ist.

* 1 e., p. 128.
= 1 c., p. 124.
*4 1. ¢, p. 123,

Mathematische Annalen. LXIIT. 17
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Wir kénnen also weiter aussagen: Die beiden Integrale:

8 $ 8 s

(6) f( %gds — gf) w'(s)ds; f(faa—jds—g—;—?) v'(s)ds

So S0 S0

miissen fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig differenzierbaren, in s, und
s, verschwindenden Funktionen u(s) und »(s) den Wert Null haben.
Wir treffen nun fiir u(s) die folgende Wahl. Xs sei:
u(s) = 0 in (506y); u(s) =s— 6, in (o, 6, + ),
u(s) =6 in (6, + 6, 0,); u(s) =0—(s— @) in (g;, 6 + ),
u(s) =0 in (6, + g, s,).

Durch Einfithrung dieser Werte in (6) erhélt man:

Go+0 8 0,40 &
oF oF oF oF
DS %1 &

o

wie man auch 6,, 6, und 6 wihlen mag, wenn nyr:
556, <6, +6<L6,<6,+6<s.
Nun beachte man, daB die vier Ableitungen nach s der Funktion

‘ eY. oF
¥er) = [( [ as— 1) as, co<s<s)
8 8

durchaus zwischen endlichen Grenzen liegen. Nach einem schon einmal
verwendeten Satz von Lebesgue hat sie daher, abgesehen von einer
Punktmenge vom MaBle Null, tiberall eine bestimmte Ableitung. Wir
wihlen fiir 6, und 6, solche Werte von s, fiir welche die genannfe Funk-
tion eine bestimmte Ableitung nach s, ¥'(s, §), hat. Aus Gleichung (7) —
¥ (e, + 6,6, = ¥Y(o, + 0, 6,) — folgt jetzt unmittelbar:
W'(6y, 00) = ¥'(6y, ).

Nun hat aber das unbestimmte Integral einer durchaus endlichen

Funktion diese Funktion iiberall zur Ableitung, ausgenommen héchstens

eine Punktmenge vom Mafe Null. Abgesehen von einer solchen Punkt-
menge ist daher tiberall:

8
oF
Jdx

OF

V(s 6) = ¥'(s, 6,) = rra

Wir baben daher das Resultat: Auf einer Kurve, die dem Integral (1)
einen kleinsten (oder griften) Wert erteilt, miissen, abgesehen wvon eimer
Punktmenge vom Mafle Null, durchweg die Gleichungen gelten:

as
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s

oF : oF :
55 (@ y; cosy, siny)ds — % (z,y; cosy, siny) =,
(8) °,

oF . oF . .
S 5E @43 cosy, sinp)ds — 55 (o,95 0n, sinp) = ¢,

3o

wo ¢ und ¢ Konstante bedeuten.
Wir bezeichnen nun mit ®(s) und ®,(s) die stetigen Funktionen:

oF .
¢(s)=f—% (, y; cosy, siny)ds — ¢,
© iy
oF . ,
0.) = [ 2T (@, y; cosy, sinp)ds — ¢,
So

und betrachten die Gleichungen:

g—g:(w(s), Y(S); cos @, sin @) = D (s),
(10) oF .
7y (%), y(9); cos p; sing) = ®,(s).

Abgesehen von einer Punktmenge vom Mafie Null muB also der
Winkel p diesen beiden Gleichungen geniigen. Es kann Werte von s
geben, fiir die diese Gleichungen identisch in ¢ erfiillt sind; wegen der
Stetigkeit aller in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen miissen
diese Werte von s eine abgeschlossene Menge bilden. Der Bogen (s,s;)
unserer Kurve zerfillt also in eine hSchstens abziahlbar unendliche Menge
von Bogen der folgenden zwei Arten:

1. Bégen, in deren simtlichen Punkten die beiden Gleichungen (10)
identisch in ¢ erfiilllt sind.

2. Bogen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem die beiden Gleichungen (10) identisch erfiillt sind.

Betrachten wir zuerst die Bogen der ersteren Art. Es miissen auf
denselben die Gleichungen bestehen:

. 0*F . R .

—sing 755 (7, 95 co8 @, sing) + c08 9 o (2, Y5 cos @, sing) = 0,
. *F . 0*F .

—sing (%, y; cos @, sing) + cos @ 7 (%,9; cosg,sing) =0,

und zwar identisch in ¢. Wegen der Relationen:
17*
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1 9°F ;o 1 0*F '
ER e @, 9; 2, 9) T T ¥y 5oy (2, y; %, 9)
1 azF 7 s 4 r

= X oy (@, 9; 2,9) =Fi (2,95 2, ¥)

reduzieren sie sich auf die eine (leichung:
Fy(z, y; cos g, sing) =0,

die also identisch in ¢ bestehen muB. Die linke Seite dieser Gleichung
ist eine analytische Funktion von z, y und ¢; die Gleichung kann also
in der Form geschrieben werden:

G(x’ y)q’m + [‘P]m+1 = 0) (m g O))
wo G (x,y) eine analytische Funktion bedeutet. Hieraus aber folgt:

G(z(s), y®) = 0.

Wir sehen also: Die Bigen der ersteren Art sind Bogen amalytischer
Kurven.

Analytische Kurven aber, die dem Integral (1) einen kleinsten (oder
groBten) Wert erteilen, miissen den Lagrangeschen Gleichungen (2) ge-
niigen, die sich bekanntlich auf die eine Gleichung reduzieren:

(11) @y —a"y)F, + 2, - ZE o,
oxdy 0% oy

Da auf den jetzt betrachteten Bigen F; identisch verschwindet, so
gind sie singuldre Liosungen dieser Gleichungen.

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung der Bogen von der zweiten
Art. Die Gleichungen (10) sind periodisch in ¢ von der Periode 2m; es
gentigt also, die Wurzeln zu betrachten, die im Intervalle 0 < ¢ < 2=
liegen. Fiir einen im Inneren der jetzt betrachteten Bogen liegenden
Punkt kSnnen diese Gleichungen nur eine endliche Anzahl von Wurzeln
besitzen, die in dieses Intervall fallen; sie mogen mit ¢, @y, - -, @, be-
zeichnet werden. Unter diesen Wurzeln kann sich eine mehrfache Wurzel
@, nur dann finden, wenn fiir eine der Zahlen v =1,2, .., n die Glei-
chung besteht:

(12) F,(, y; cos p,, sing,) = 0.

Man sieht wieder leicht, daB auf jedem Bogen die Punkte, in denen
eine der Wurzeln ¢, der Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12)
befriedigt, eine abgeschlossene Menge bilden. In der Tat, haben die Glei-
chungen (10) an irgend einer Stelle » Wurzeln, die ins Intervall (0, 2x)
fallen, unter denen keine der Gleichung (12) geniigt, so gilt dasselbe fiir
eine Umgebung dieser Stelle. Der von uns betrachtete Bogen zerfallt
also wieder in eine hochstens abzihlbar unendliche Teilmenge von Bogen
der folgenden zwei Arten:
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1. Bbgen, in deren jedem Punkte mindestens eine der Wurzeln der
Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12) befriedigt, und

2. Bogen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem die Gleichungen (10) und (12) eine Wurzel gemeinsam haben.

Der erste dieser beiden Fille ist wieder leicht zu erledigen. Da die
Gleichung (12) nicht identisch in ¢, erfiillt ist — sonst wiirde ja der
Bogen zu den bereits oben betrachteten gehoren —, ergibt sich daraus g,
als algebroide Funktion von # und y. Die Einfihrung dieser Werte in
die Gleichungen (10) zeigt dann, daB unser Bogen einer analytischen
Gleichung geniigt. Wie bei den bereits erledigten Bogen erkennen wir
daher auch bei den jetzt betrachteten, daf sie den Lagrangeschen Glei-
chungen (2) geniigen miissen, und zwar als singuldre Liosungen.

Es bleibt der letzte und schwierigste Fall zu untersuchen, niimlich
solche Bogen, auf denen keine mehrfache Wurzel der Gleichungen (10)
liegt. Sei (6, 6,) ein beliebiger ganz im Inneren eines solchen Bogens
liegender Bogen. Auf (¢, ;) haben die Gleichungen (10) dann tiberall
gleichviel Wurzeln: @, (s), @,(s), - - -, ,(s). Dieselben sind stetige Funk-
tionen von s, und es gibt eine positive Konstante &, so daf die Unglei-
chungen gelten:

(13) lPu(s) —@u(8) [ >, (Wv=1,2--+,n; pv).

Ein oben erhaltenes Resultat besagt: In jedem Punkte des Bogens
(6,, 6,), abgesehen hochstens von einer Punktmenge vom MaBe Null, ist
der Winkel »(s), den die positive Richtung der Kurventangente mit der
positiven z-Richtung bildet, gleich einer der Wurzeln ¢, (s) der Glei-
chungen (10). Ferner ist der Winkel p(s) zufolge eines Satzes von
R. Baire*) als Funktion der ersten Klasse auf dem Bogen (g,, ¢;) hich-
stens punktweise unstetig, seine Stetigkeitsstellen liegen also auf diesem
Bogen iiberall dicht.

Sei ¢ irgend eine Stetigkeitsstelle von y(s). Dann mufl offenbar an
der Stelle ¢ der Winkel p(6) zusammenfallen mit einer der Wurzeln
@,(s) der Gleichungen (10). In der Tat, wire dies nicht der Fall, so
gibe es, da fiir s = ¢ alle @,(s) und nach Voraussetzung auch y(s) stetig
sind, eine Umgebung von ¢, in der nirgends p(s) mit einer der Funk-
tionen ¢, (s) zusammenfiele, was unmdglich ist, da die Menge der Punkte,
in denen y(s) mit keinem ¢,(s) zusammenfillt, nur das Maf Null hat,
und somit kein Infervall enthalten kann.

An jeder Stetigkeitsstelle ¢ von p(s) ist daher fiir ein geeignetes »:
7(6) = ¢,(6). Aus dem Bestehen der Ungleichungen (13) folgt aber, daB

*) R. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues, p. 83.
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es dann eine Umgebung von ¢ geben mul, in der nirgends y(s) = @.(s),
(u == v) wird; da nun aber iiberall, abgesehen von einer Punktmenge vom
MaBe Null, p(s) gleich einer der Wurzeln @,(s) der Gleichungen (10)
sein muf, so sehen wir:

Jede Stetigkeitsstelle von p(s) laBt sich mit einem Intervall um-
geben, in dem — abgesehen von einer Punktmenge vom Mafle Null —
7(s) mit ein und derselben stetigen Funktion ¢, (s) tibereinstimmt.

Das ist aber nur so moglich, da in diesem Intervall p(s) und ¢,(s)
ausnahlmslos iibereinstimmen. In der Tat hat man fiir alle diesem Inter-
vall angehdrenden s und S:

z(s) — x(S) =fcos y(s)ds ='[Aoos o,(s) ds;
] s

y(s) — y(S) =§fsin y(s)ds =:fsin o,(s)ds.

Aus der Stetigkeit von ¢, (s) folgt aber:

dx a .
ds = €08 (p,,(S); ;1%/ = sln (pv(s)

und somit:
gr(©) =32 7 = 8 e, ),
wie behauptet wurde.

Wir konnen also unser Resultat priziser so aussprechen: Jede Stetig--
keitsstelle s, von y(s) liegt im Inneren eines Intervalls, in dem y(s) durch-
weg mit einer und derselben stetigen Funktion ¢,(s) tibereinstimms.

Unter allen den Punkt s, enthaltenden Intervallen, in denen die Glei-
chung »(s) = ¢,(s) besteht, gibt es ein groBtes. Wir behaupten, daB auch
noch in den Endpunkten dieses griBtmoglichen Intervalls die Gleichung
»(s) = @,(s) besteht. In der Tat, wir haben vorausgesetzt, dall unsere
Kurve in jedem Punkte eine Tangente besitzt. Die eben verwendete
SchluBweise lehrt, daB im Anfangspunkte dieses groBtmoglichen Inter-
valls der Richtungswinkel y(s) der vorderen Tangente, im Endpunkte des
Intervalls der der hinteren Tangente nicht von den Werten der Funk-
tion ¢,(s) in diesen Punkten verschieden sein kann. Wegen der voraus-
gesetzten Existenz einer einzigen Tangente gilt aber das von vorderer
und hinterer Tangente Bewiesene von der Tangente selbst. SchlieBlich
sehen wir also, daB jeder Stetigkeitspunkt von y(s) sich mit einem Inter-
vall umgeben 1aBt derart, daB fiir jeden Punkt dieses Intervalls (die End-
punkte inbegriffen) die Beziehung y(s) = ¢,(s) gilt, wihrend fiir ein
groBeres Intervall dies nicht mehr gelten wiirde.
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Die Punkte, die nicht innere Punkte eines solchen Intervalls¥*) sind,
bilden bekanntlich eine abgeschlossene Menge M; dieselbe ist nirgends
dicht, da diese Intervalle — ebenso wie die Stetigkeitsstellen von »(s) —
iiberall dicht liegen. Diese Menge muB weiter eine perfekte Menge sein,
d. h. es miissen ihre simtlichen Punkte Hiufungspunkte sein. In der
Tat, gemiB der Definition der Menge M ist jeder ihrer Punkte Unstetig-
keitspunkt von p(s). Enthielte sie nun einen isolierten Punkt, so miiBte
derselbe Endpunkt eines Intervalls d; und Anfangspunkt eines anderen 9,
sein. In 9, wire p(s) = ,(s), in 0, wire p(s) = @.(s); in dem betrach-
teten Punkte aber wiirde, wie oben gezeigt, ¥(s) = @,(s) = @.(s) sein.
Wegen der Ungleichungen (13) folgt daraus g = v; d. h. der betrachtete
Punkt wire kein Unstetigkeitspunkt von p(s), entgegen der Voraussetzung,
daB er zur Menge M gehort.

Wir sehen also: Die Unstetigkeitsstellen von y(s) bilden eine per-
fekte Menge; in allen Punkten dieser Menge, die Endpunkte eines der
die Menge definierenden Intervalle sind, fallt y(s) zusammen mit einer der
Wurzeln ¢, (s) der Gleichungen (10).

Als Funktion der ersten Klasse kann y(s) nach dem Satze von
R. Baire®*) auch beziiglich dieser perfekten Menge nur punktweise un-
stetig sein, d. h. ihre Stetigkeitsstellen beziiglich dieser Menge liegen in
dieser Menge iiberall dicht. Sei also ¢ ein Punkt von M, der Stetigkeits-
punkt von y(s) in bezug auf M ist. Dann muB wieder p(¢) mit einer
der Wurzeln ¢, (6) der Gleichungen (10) zusammenfallen. Denn in der
Tat, es ist bekanntlich jeder Punkt M Hiufungspunkt von Endpunkten
der die Menge M definierenden Intervalle. In jedem solchen Intervall-
endpunkte aber hat, wie erwidhnt, y(s) einen der Werte ¢, (s); wire nun
y(6) verschieden von allen @, (6), so lieBe sich ¢ so mit einem Intervall
umgeben, daB auch in allen Punkten von I, die in dieses Intervall fallen,
7(s) von allen @,(s) verschieden wire; das ist aber unméglich. Es muB
also eine G(leichung bestehen: y(¢) = g, (o).

Hieraus aber folgt, daB ¢ Stetigkeitsstelle von y(¢) im gewdhnlichen
Sinne ist (also nicht bloB in bezug auf die perfekte Menge M). In der
Tat, in allen den Intervallen, deren Endpunkte sich in ¢ h#ufen, muB
ebenfalls y(s) = ¢, (s) sein. Denn ligen in jeder Nihe von ¢ Intervalle,
in denen y(s) = g.(s) wire (u =), so bestinde dieselbe Beziehung in
den Endpunkten dieser Intervalle, und ¢ konnte wegen der Ungleichungen

*) Zu ihnen gehoren u. a. die Endpunkte der genannten Intervalle.

*n R. Baire, 1. ¢, p. 88ff. Dabei heifit eine Funktion f(s) stetig beztiglich einer
perfekten Menge M im Punkte s, dieser Menge, wenn zu jedem positiven & ein
positives 7 gehtrt, so dab in allen Punkten s von M, fiir welche |s—s,| <7 ist,

auch | £(8) — £(s,) | < & wird.
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(13) auch nicht Stetigkeitsstelle von y(s) in bezug auf die Menge M sein.
Es 188t sich also ¢ mit einem Intervall umgeben, in dem wieder — ab-
gesehen hdchstens von einer Punktmenge vom MaBe Null — die Be-
ziehung gilt: »(s) = @,(s), und wir haben schon oben gesehen, daB damn
diese Beziehung in dem genannten Intervall ansnahmslos gilt.

Wir sehen also: In jedem Punkte von MM, in dem p(s) stetig in be-
zug auf M ist, ist p(s) auch stetig im gewdhnlichen Sinne. Andererseits
kann aber die Menge M gem#B ihrer Definition nur Unstetigkeitsstellen
von p(s) enthalten. Dieser Widerspruch 1i8t nur eine Losung zu: Die
Menge M enthiilt keinen einzigen Pumkt.

Wir haben also das wichtige Resultat: Der Winkel »(s) ist auf dem
ganzen Bogen (6, 6,) eine stetige Funktion von s. Die Gleichungen (8),
von denen wir bisher nur beweisen konnten, daB sie auf unserem Bogen
abgesehen von einer Punktmenge vom MaBe Null bestehen, muiissen da-
her ouf diesem Bogen ausnahmslos erfiillt sein.

Aus dem Bestehen der Gleichungen (8) kann man nun aber, da, wie
bewiesen, der Winkel » als Funktion von s stetig ist, und ferner auf
unserem Bogen der Ausdruck ¥ (z,y, cosy, siny) durchaus von Null
verschieden ist, wie Du Bois-Reymond und Hilbert gezeigt haben¥),
schlieBen, daf dieser Bogen ebenfalls den Lagrangeschen Gleichungen (2)
gendigen: mup.

Das SchluBresultat dieser Untersuchungen 148t sich nunmebr so aus-
sprechen: Jeder rektifizierbare, dwrchwey wmit einer Tamgente wversehene
Kurvenbogen, der dem Integrale (1) einen Lleinsten (oder grofiten) Wert er-
teilt, st ausammengesetst aus Teilbogen, deren jeder analytisch ist und den
Lagrangeschen Gleichungen geniigt. Wo zwei verschiedene solche Bigen
aneinander grenzen, ist:

' F,(z,y,cosp,siny) =0,

Ein solches Linienelement ist ein singulires Element der Lagrange-
schen Gleichungen.

Um auch die sogenannten diskontinuierlichen Lisungen unseres Varia-
tionsproblems zu erhalten, miissen wir eine weitere Verallgemeinerung
ungerer Voraussetzungen eintreten lassen. Wiahrend wir bisher von der
Klasse von Kurven, unter denen wir die Losung unseres Problems suchten,
vorausgesetzt haben, sie seien rektifizierbar und durchweg mit einer Tan-
gente versehen, wollen wir von denselben auBer der Rektifizierbarkeit nur
mehr verlangen, daB sie in jedem Punkte eine vordere Tangente besitzen.
D. h. also, es miissen die durch die Gleichungen (8) definierten Grenz-
werte nur fiir positives /4 bestehen. Dann bedeute y wieder den Winkel,

*) Siehe die in FuBnote auf 8. 2564 angefiihrte Literatur.
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den die vordere Tangente mit der z-Achse einschlieft. Wie oben sieht
man, daB cosy und siny und somit auch y selbst, als Funktionen von s
betrachtet, von der ersten Baireschen Klasse und somit auf jeder perfekten
Menge héchstens punktweise unstetig sind. Alle auftretenden Integrale
haben daher auch hier einen Sinn.

Wie oben werden die beiden Gleichungen (8) abgeleitet, die wieder,
abgesehen von einer Punkimenge vom MaBe Null, iiberall erfiillt sein
miissen, ein Resultat, das sich auch so aussprechen laBt:

Auf unserer Kurve miissen

oFr . oF .

57 (2, y; cosy,siny) und 7y (2, y; cosp, sin p)
bezw. iibereinstimmen mit den durch die Gleichungen (9) definierten
stetigen Funktionen ®(s) und ®,(s), wieder abgesehen von einer Punkt-
menge vom MafBe Null

Wieder 148t sich unser Kurvenbogen zerlegen in eine hochstens ab-
zihlbar unendliche Menge von Teilbogen der folgenden drei Arten:

1. Bogen, auf denen die Gleichung:

Fi (2, y; cosp, singp) =0
identisch in ¢ erfiillt ist.

2. Bogen, in deren jedems Punkte mindestens eine Wurzel ¢, der
Gleichungen (10) auch noch der eben angeschriebenen Gleichung geniigt.

3. Bbgen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem eine Wurzel ¢, der Gleichungen (10) auch noch der Gleichung F, =0
gentigt. )

Von den Bbgen der ersten und zweiten Art erkennt man wie oben,
dafl sie stiickweise amalytisch sind und sich aus Bigen von singuldren Li-
sungen der Lagrangeschen Gleichungen susammensetzen miissen, die aber
nunmehr auch Heken bilden konnen. Bei Betrachtung der Bigen dritter
Art schlagen wir, analog wie oben, den folgenden Weg ein:

Die Stetigkeitsstellen von y(s) miissen wegen des Satzes von Baire
auf einem solchen Bogen tiberall dicht liegen. In jedem Stetigkeitspunkte
muB p(s) mit einer der Wurzeln ¢,(s) der Gleichungen (10) iberein-
stimmen, und dieser Punkt 148t sich dann mit einem Intervall umgeben,
in dessen Imnerem durchweg p(s) = g,(s) ist. Hieraus schlieBen wir
wieder, daB die Unstetigkeitsstellen von p(s) eine abgeschlossene Menge
M bilden, nur konnen wir hier nicht mehr wie oben schlieBen, daB diese
Menge keine isolierten Punkte enthalten kann; hingegen ergibt sich wie
oben, daB die Menge M keine perfekte Teilmenge enthalten kann. Nun
ist aber jede abgeschlossene Menge, die keine perfekte Teilmenge enthilt,
abzihlbar*), so daf wir schlieBlich sehen:

*) Vgl. etwa Schoenflies, Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, p. 65 ff.
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Auf den Bigen der dritten Art bilden die Unstetigheitsstellen von y(s)
— falls es solche iiberhaupt gibt — eine abgeschlossene abzihlbare Menge.
Jeder von zwei solchen Unstetigheitspunkien begrenste Teilbogen geniigt den
Lagrangeschen Gleichungen, und in den isolierten Unstetigheitsstellen schliefen
sich diese Teilbigen so aneinander, daf die Ausdriicke:

oF . IF .
5 (%95 cosy, siny); 75 (@, cosy, siny)

stetig bleiben. Mehr aber 1iBt sich, wie man aus Beispielen sehen kann,
aus dem Verschwinden der ersten Variation nicht ableiten.

§ 2.
In diesem Abschnitte wollen wir die folgende Aufgabe’ behandeln*):
Es seien zwischen den drei unbekannten Funktionen y(z), z(x), s(z) die
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschrieben:

(14) f(?/:) z", 3:’ Y, 2,8; x) =0,
9,%,8,y,2,5; :L‘) = 0.
Ferner seien fiir  — a, die Anfangswerte vorgeschrieben:

(15) y(a) =yW, 2z(a) =2, s(a)=s",
fiir # = a, hingegen die beiden Endwerte:
(16> Z(Cb2> = 3(2), 3(@2) — 3(2)'

Es soll ein System von drei diesen Bedingungen geniigenden Funk-
tionen y(z), 2(z), s(z) gefunden werden, so daB an der Stelle z = a, die
Funktion y(#) einen kleinsten Wert hat (d. h. mit anderen Worten: wenn
Y (%), Z(x), S(x) ein zweites System von Funkfionen bedeutet, das eben-
falls den Bedingungen (14) — (16) geniigt und dem ersten hinlinglich
benachbart ist, so soll stets Y (a,) — y(ay) > O sein).

Wir machen die folgenden Voraussetzungen:

1. Die beiden in (14) auftretenden Funktionen f und g mdogen fiir
alle in Betracht kommenden Systeme ihrer Argumente reguldr-analy-
tisch sein.

2. Die drei Funktionen y(z), 2(x), s(x) sollen stetig und stetig diffe-
renzierbar sein.

3. Nach Einsetzen dieser drei Funktionen in den Ausdruck:

of 9o
(a0 a"g; =5 ‘a%g‘

moge derselbe durchaus von Null verschieden ausfallen.

* Dabei schliefe ich mich in Gedankengang und Bezeichnungsweise so eng
als moglich an die in der Einleitung zitierte Abhandlung von Hilbert an.
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Wir wollen beweisen, da8, wenn auBlerdem die spiter zu entwickelnde
Bedingung (27) erfiillt ist, die Funktionen y(z), 2(2), s(z) analytisch sein
miissen und zusammen mit zwei ebenfalls analytischen Funktionen A(z) und
u(x) die Lagrangeschen Differentialgleichungen.:

Gt ug) 4 9GI+ey _

oy dx oy ?
00f+ug) 4 20f+ug _
{8 B PR
03ftug) & 00f+ug) _
0s dx os

befriedigen miissen.
Nach dem Vorgange von D. Hilbert setzen wir nun:

S(@) = s(2) + &,6,(%) + &6,(2),

wo 6,(») und 6,(z) fir #=a, und z = a, verschwinden mdgen, sonst
aber willkiirlich sind, und bestimmen die beiden Funktionen Y (zx, ¢, ¢,),
Z(z, &, &) als diejenigen Losungen der Differentialgleichungen:

(19) f(Y,? Z,? S,’ Y’ Z} S; x>=07
g(Y', zZ, 8, ¥, Z, 8; ) =0,

die fir = a, die Anfangswerte ) und #V haben (siehe Gleichung (15)).
Die Funktionen Y und Z werden dann analytische Funktionen®) von &
und & in der Umgebung der Stelle (0, 0) dieser beiden Verinderlichen
und reduzieren sich fiir & = ¢ = 0 anf y(») und 2z(2). Diejenigen unter
ihnen, fiir welche auch noch

Z(ag, &, &) = 2(ag)

ist, gehoren daher — fiir gentigend kleine &, &, — zu den Funktionen,
denen gegeniiber y(#) Minimum sein soll. Die Theorie der gewdhnlichen
Maxima und Minima mit Nebenbedingungen zeigt, daB es dann zwei
Konstanten 7, m gibt, die nicht beide Null sind und fiir welche

?

[a(l Y(a}, 8, &) -+ mZa,, &, 82))]

aﬁ 8 =gy =0

[E(l Yia,, ¢, &) + mZa,, &, 82))] -0
88, g =g, =0

(20)

wird. Differenziert man die Gleichungen (19) nach & und & und setst
dann & =& =0, so bekommt man:

*) Der Umstand, daB die unabhiingige Veriinderliche x in (19) in nicht ana-
Iytischer Weise vorkommt, stort hierbei nicht. Siehe Picard, Traité UI, p. 157.
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ol AR LR S e
Tk aa‘i’, aaff] LGl 4 S+ B+ =0,
ay [as, ggf/ %%3 + o8 %i] v ae,j +gh o+ =0,
srl5e) + ol T orlaal + 7152 "‘2962 +35 00

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit zwei spater zu bestimmenden
Funktionen i(z) und wp(x), Addition und Integration folgt weiter:

j{a(lf—i-#g) oY’ 6(1f+4»y) oY +8(lf+uy) 8Z]
oy’ a51 y le]o o0&
0Gf+ugroz 8(1f+uy) oAf+ug) -
oy ] B ooy Bk o) ae o,

[

2%
f{a(lf—_i-_yg) p_g'] d(f+ pg) aY] A0f+ 1g) az]
oy’ dg, do Py Los, T o7 o0&,

ay

(lf+ f+ugroz (M’—t— uy) 0Gf+ug _
ek ] + ;o S 6y | da = 0.

z

Bisher konnten wir uns wortlich dem Hilbertschen Gedankengang
anschlieBen, Um nun die Voraussetzung einer zweimaligen Differenzier-
barkeit von y(2), #(z), s(%) zu vermeiden, miissen wir von hier ab einen
abweichenden Weg einschlagen. Wir formen die Gleichungen (21) durch
partielle Integration um:

,

2]
20f +19) an o f8(1f+ug) 0Zp=a
8?/ a"51 asl

a
+f {-———— 2015540 12| [5T) s

n f 3(lf+w) fa(szw }[az ] du

+ 9(2f+#9)6 i+ fa /410 g gy — 0,

(22)
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s e [l on (3T

a

e
a, x
+ f{a(lfj vy _ f a(&fa—; ©9) ds) [fal] dx

(22) . a
f 2Mites) fa(lf+uy) az) [24 ] iz
4 0
e
n <zf+ 04+ 19) o0 gy + f8(1f+u9)6 dz = 0.
2

Wir werden weiter unten beweisen, daB die beiden Gleichungen®):

B(lfa+ug) [3(2f+yy) =a fa<zf+ug) iz =0,

7
(23) -,
oGrftug) [OAf+pgp== 00f+ug) 5 __
ot =[] —f —gr o dw=0,
as

" wenn noch die Anfangswerte von i(z) und wu(z) fir = a, willkiirlich
vorgeschrieben sind, stefs ein und nur ein Paar von Funktionen A(z), (%)
bestimmen. Wir wihlen diese Anfangswerte so, daB:

(24) [?.@%‘yﬁ_ﬂg_)]’:"* —1, [Qg_fi-_ wg) =

57 = M

wird (wo I und m die in (20) eingefiihrten GroBen bedeuten).
Man erkennt aus (23) unmittelbar, da8 nun:

G+ ug) 0Gf+ug 5. _ [OAf+ pgyF=a
oy —f oy dz = [ oy ]

)

oGf+ug) _fa(lf—I— “9) 4o — [?_(&f:t—_q,g)]x:a,
9% 0% oz

wird, so daB die Gleichungen (22) sich wegen (24) und (20) auf:

*) Wir konnen nicht durch Differentiation von (23) zu einem System von
Differentialgleichungen fiir 1 und p iibergehen, da wir nicht wissen, ob dle auf-
tretenden GroBen differenzierbar sind.
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f6(1f+ug) o) dz + a<zf+ 89 g 45— 0
(25) “ “

fa(lf-}-#g) o du +f G119 o gy —

ay

?

-reduzieren. Schreiben wir nun, wie Hilbert:

(4, w3 0) — f a<xf+ug> o 3(lfa—|;ug) o) d,

so haben wir: Fiir irgend zwei in # =a, und z =q, verschwindende
Funktionen g,, 6, gibt es stets ein offenbar nicht identisch verschwindendes
Losungssystem der Gleichungen (23), so daf:

. (A,8;6)=0 und (2,p;06)=0
wird.

Von hier an konnen wir wieder die SchluBweise von Hilbert be-
niitzen. Entweder es gilt (4, u; 6) =0 fiir alle 6, oder es gibt ein g,
so daB (4, u; 65) +=0. Dann aber gibt es offenbar ein Losungssystem
A, w von (28), fiir welches (4, p'; 6,) =0. Wire nun nicht fiir alle
6:(4,u;6)=0, so gibe es ein ¢, so daB (3, p’; 6,) == O wird. Nach
dem obigen Satze aber miifte es dann ein Lésungssystem 17, u” von (23)
geben, fiir welches

(A", u"; 6) =0 wnd (2", 4" 6,)=0
ist. Wir werden nun aber weiter unten zeigen, daB zwischen 4, 1, 17
@, W, u” eine Relation bestehen muB:

al+ a2 +a"2"=0; ap+day+a’y =0,

in der nicht a, o/, o” alle drei verschwinden. Aus den angeschriebenen
(leichungen aber wiirde folgen*)

a=a =a =0.

Es gibt also ein Losungssystem von (28) — es werde wieder mit 4, u
bezeichnet —, so daB:
(4, u;0)=0

fiir alle in 2 = a, und z = g, verschwindenden ¢. Bringt man nun aber
(4, w; 6) auf die Form:

@, w3 6) — f a<zf+ug> fa lf—l—w}) dm O.dx’

*) Hilbert 1. c.




Differentialgleichungen der Variationsrechnung. 271

so ergibt eine bekannte SchluBweise*) das Bestehen der Gleichung:

— f26r80 g4 o
os '

Aus den Gleichungen (14), (23) und (26) ergeben sich nun aber,
vorausgesetzt daB:

(26) 2t ug _ [0Gr 4 por=e

PAf+ ug) *Gf4wg) *Gf+ vy of 09

3y oy o7 oy oy oy oy

PAf+wg) PG4 ug *Gf4ug °of 09

07 0y T Y T 0408 0z 07

A+ ug) Gf4wg) *GAf+wg) Of 029

@7 T o5 0y’ T 05 07 282 o8 8¢ +0

of of of

Ty e Ere 6 0
09 09 og

By 57 75 0 0

ist, y, #, &, A4, p als differenzierbare Funktionen von z.**) Es kénnen
nunmehr die Gleichungen (23) und (26) nach z differenziert werden,
wodurch sie in die Gleichungen (18) iibergehen; die Funktionen y, 2, s,
A, u geniigen also dem Differentialgleichungssysteme (14), (18); woraus
unter Beriicksichtigung von (27) weiter folgt, daB alle diese Funktionen
analytisch sind.

Es sind somit alle unsere Behauptungen erwiesen, und es sind nur
die Beweise der die Gleichungen (23) betreffenden Sitze, die zur Ver-
wendung gelangten, nachzutragen. **%¥)

Angenommen, es sei eine Losung i, g der Gleichungen (23) ge-
geben, so erkennt man aus diesen Gleichungen, dafl die Ausdriicke:

o 3 A
(28) P = ( fa‘:ly‘ L9 , ( fa‘l‘ ©g)
nach z differenzierbar sind. Wegen der Voraussetzung (17) lassen sich
umgekehrt A, u als lineare Funktionen von v, w mit in x stetigen Koeffi-
zienten ausdriicken. Differenzieren wir nun die Gleichungen (23) nach =
und substituieren die Verfinderlichen v, w, so erhalten wir ein System
linearer Differentialgleichungen:

*) Biehe Bolza, Lectures on the Calculus of Variations, p. 22.
**) Nach einem bekannten Satze tiber die impliziten Funktionen. Siehe etwa
C. Jordan, Cours d’analyse I, p. 82.
“* In meinem Aufsatze ,Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in der
Variationsrechnung® (Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903)) habe ich viel allgemeinere
Systeme dieser Art betrachtet und die Existenz ihrer Lésungen nachgewiesen.
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v =a(@)v+ o (z)w,
w'=b(x)v + b (x)w

fir v und w, und die darin auftretenden Koeffizienten sind stetige
Funktionen von z. Bedeutet umgekehrt v, w irgend ein System von
Losungen dieser Differentialgleichungen, und bestimmt man 1, g aus den
Gleichungen (28), so ist ersichtlich, daB i, u den Gleichungen (23) ge-
niigen. Man erkennt nunmehr leicht, daB tatsichlich die Sitze bestehen:

Die Gleichungen (23) besitzen immer eine und nur eine Ldsung 4, g,
die fiir # = a, vorgeschriebene Werte annimmt. Zwischen je drei Losungen
von (23) besteht immer eine linear-homogene Relation mit konstanten
Koeffizienten.

Es sind somit auch unsere urspriinglichen Behauptungen vollstindig
bewiesen.



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig.

Dr. W. Ahrens

in Magdeburg

Briefwechsel zwischen C. G. J. lacobi und M. H. Jacobi.
[ca. 300 S.] gr.8. 1906. geh.ca. n. A 8.—

Das Buch umfaft den Briefwechsel zwischen dem Mathematiker Jacobi und
seinem dlteren Bruder, dem Erfinder der Galvanoplastik. Soweit der erstere in Frage
kommt, darf es als ein erwiinschter biographischer Beitrag auch nach dem bekannten
Konigsbergerschen Werk iber Jacobi gelten; fiir M. H. Jacobi, iiber den es ein groBeres
Werk itberhaupt noch nicht gibt, sondern nur kiirzere, zudem vorwiegend in russischer
Sprache abgefalite Skizzen, darf das Buch als Vorarbeit einer Biographie angesehen
werden. Die Briefe sind von dem Herausgeber durch zahlreiche Anmerkungen in
allen Punkten genau erliutert; ein umfangreiches und ausgiebig verwertetes Material
von bisher unpublizierten Gelehrten- und Familienbriefen stand ihm hierbei zur Ver-
fiigung. Als besonders interessant verdienen unter den letzteren hervorgehoben zu
werden die Briefe C. G. J. Jacobis aus Italien (18438/44). Alle Briefe bieten nicht nur
dem Fachmann, sondern auch dem Laien wegen ihres vielseitigen, geistreichen und
allgemein verstindlichen Inhalts eine genuBreiche Lektiire.

Mathematische Unterhaltungen und Spiele.

[X und 428 S.] gr.8. 1901. In Originalband mit Zeichnung von P. Bimox - Darmstadt
n H 10—
Auch geheftet in 2 Teilen zu je n. 4 5.— :

Das vorliegende Buch gibt eine Gesamtdarstellung eines Gebietes, das zu allen
Zeiten das Interesse der Mathematiker gefesselt hat und dessen Geschichte verkniipft
ist mit den glinzendsten mathematischen Namen: eines Leibniz, Euler, Gau8, Minding,
Cayley, Sylvester u. a. Es enthélt auBer den sonst in #hnlichen Werlten gewdhnlic
behandelten Problemen zahlreiches weiteres, in der Literatur zerstreutes Material,
sowie eigene Untersuchungen des Verfassers. Die Darstellung bemiiht sich, neben
klarer, wenn auch kurzer Hervorhebung der mathematischen Gesichtspunkte auch
dem mathematisch weniger gebildeten Leser in den Hauptpartien verstindlich zu
gein, und wird daher auch diesem viel Anregung und reichen GenuB bieten.

w . . . Die #auBerst schwierige Aufgabe, diese Dinge so zu behandeln, daB nicht
pur der Laie mit Verstindnis folgen kann, sondern daf auch das Interesse des
Mathematikers von Fach gefesselt wird, hat der Verfasser in einer Weise geldst, die der
hchsten Anerkennung wert ist.*

(Professor Dr. Engel im Literarischen Zentralblatt.)

Scherz und Ernst in der Mathematik.
Gefliigelte und ungefliigelte Worte.

X u 522 8] gr. 8 1904. In Leinwand geb. n. 4 8.—

» - - - Der Verfagser der , Mathematischen Unterhaltungen* hat uns mit einem
neuen, iiberaus fesselnden und originellen Werke iiberrascht, welches man als einen
mathematischen ,,Biichmann* bezeichnen kénnte, wenn es nicht neben aphoristischen
Bemerkungen auch lingere Briefoe und Auseinandersetzungen brichte. Beginnt man
zu lesen, so m&chte man das Buch nicht aus der Hand legen, bis man zum Ende
gelangt ist, und dann werden viele wieder von vorn beginnen. Jedem wird es Neues .
bringen, moge er noch so belesen sein. . .. Gerade das vorliegende Buch gibt einen
tiefen Einblick in das Ringen der Geister, und manchem wird durch manche kurze,
treffende Bemerkung ein Licht iber ganze Gebiete der Wissenschaft aunfgehen.
Man lernt abwigen zwischen verschiedenen Richtungen und Schulen, und manches
ungerechte Urteil wird durch das Buch korrigiert.” :

(Professor Dr. Holzmiiller in der Zeitschrift fiir lateinlose hthere Schulen.)

*




Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG.

Vorlesungen iiber Differential- und Integral- Rechnung,

Voo Emanuel Czuber,

&. 0. Profossor an der Technischen Hochschule zu Wien,
In 2 Bénden. 2., sorgfiltig durchgesehene Auflage. gr. 8. 1906,

1. Band. Mit 115 Figurem im Text. [XIV u. 560 S.] In Leinwand geb. n. 4 12,
L. —  Mit 87 Figuren im Text. [VIII u. 532 S.] In Leinwand geb. n. 4 12.—

Bei der Abfassung dieses Werkes hat sich der Verfasser als Ziel gestecks,
eine Darstellung der theoretischen Grundlagen der Infinitesimalrechnung in organischer
Verbindung mibt deren Anwendungen, insbesondere den geometrischen, von solchem
Umfange zu geben, als es einerseits fiir das Studium jener angewandten Disziplinen,
in denen die Mathematik den Grund zu legen hat, erforderlich ist, und als es
andererseits die Vorbereitung fiir das Eintreten in Spezialgebiete der Analysis
voraussetzt. Er hatte in erster Linie die Bediirfuisse der Technischen Hochschulen
im Auge, wo eine so §ezm:tete Bebandlung des Gegenstandes allein am Platze ist,
glaubt aber, daB auch Studierende der Mathematik im engeren Sinne von dem Buche
mit Nutsen werden Gebrauch machen konnen; denn die reichliche Bedachtnahme agf
die Anwendung der theoretischen Siitze soll nicht nur dazu dienen, das Interesse an
dem (Gegenstande, das ja hier voransgesetst werden muB, wach zn erbalten, sie isi
vielmehr geeignet, das Verstdndnis der Theorie zu fSrdern und zu vertiefen. — Bej
der Auswahl und Behandlung der Beispiele wurde der Grundsatz fest%ehalten, dag
es sich darum handelt, die theoretischen Sitze an denselben zu mannigfacher, durch-
sichtiger Anwendung zu bringen, durch sie aber auch zur Vermehrung des Wissens-
stoffes beizutragen. Zahlreiche Textfiguren unterstitzen den Vortrag.

»wWaas ferner beide Binde vorteilhaft vor anderen #hnlichen Biichern auszeichnet,
das ist die vorzligliche Auswahl und die klare Behandlung der zahlreichen, zum Teile
vllig nenen Beispiele, welche namentlich die geometrischen Anwendungen der Methoden
erlintern; und nach dieser Richtung kann nach Ansicht des Referenten gerade den
Technikern njemals zu viel gehoten werden. Fiir sie ist auch namentlich das Kapitel
dber Massenanziehung und Potential im 4. Abschnitte des II. Baudes von besonderem
Werte, sowie die Auwendungen der Differentialgleichungen, deren Theorie man in
gedringtem Rehmen wohl kaum irgendwo besser dargestellt finden dfirfte

(4. v. Braunmithl in den Blattern fiir das bayrische Gymnasialschulwesen.)
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Die philosophischen Grundlagen der Wissenschaften.

Vorlesungen gehalten an der Universitit Berlin
yon

Professor Dr. B. Weinstein,
[XIV u. 548 8] 8. 1906. In Leinwand geb. n. 4 9.—

Das Buch onthilt eine Auseinandergetzung tiber die Grundlagen der ‘Wissenschaften, vox-
nehmlich der Naturwissenschaften. Zun#chst wird der Inhalt der Grundlagen untersucht und aus
ibm ein System der Grundlagen abgeleitet. Darauf folgt eine Darlegung der psychischen Thtig-
keiten, die fur die Ermittelung der Grundlagen maBgebend sind. Nach Beschreibung der Art,
wie bei Gewinnung von Grundlagen vorgegangen wird, folgt sine Auseinandersetzung der Be-
ziehungen ungerex Wahrnehmungen zur AuBen- und Innenwelt, wobei inshesondere physiologische
und psychologische Verh#ltnisse zux Sprache kommen. Hierauf werden die Haunptgrundlagen vom
Standpunkte der Erfahrung uad der Metaphysik einer genaueren Zergliederung und Untersuchung

& 2 Insb dere werden die Begriffe der Zoitlichkeit, Réumlichkeit, Substanzialitit und
Uretichlichkeit behandelt, und im Anschluf an disse wird das ‘Wesen von Zeit, Raum, Substanz
und Ursache dargelegt. Den Schlu8 bildet die Behandiung derjenigen Grundlagen, die der
‘Welierhaltung nnd Weltentwicklung dienen, sowie der Grundlagen, aus denen BErklérungen der
Natur- ugd Leb beinungen fliefen. Trotz strenger Wissenschaftlichkeit ist das Buch gemein-
verstindlich gesch_rieben, alle philosophischen Auseinandersetzungen sind durch Beigpiele erliutert,
und #berall, wo eingehenderes Wissen erforderlich war, ist dieses zur Mitteilung gelangt. Grofer
‘Wert ist auf beste Sprache gelegt. Das Buch ist fisr die weitesten Kreise bestimuat, Esg soll dem

Gebildeten eine tiefere Einsicht in das Wesen der ‘Wissenschaften und in den Wert der Wissen-
schaften vermittein.
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FRANZ NEUMANNS

GESAMMELTE WERKE.

Herausgegeben von seinen Schiilern.

II. Band.

Mit einem Bildnis Franz Neumanus aus dem 86. Lebensjahre in Heliograviire.
[XVI u. 620 8.] 4. 1906. geh. m. 4 36.—

Die Herausgabe der Neumannschen Werke ist im Ganzen auf drei
Bande berechnet. Der vorliegende II. Band enthilt vorzugsweise: Wiirme und
Licht. In nicht allzu langer Zeit werden hoffentlich die beiden andern Binde
ebenfalls erscheinen. Und zwar soll der I. Band Neumanns geometrische
und krystallographische Arbeiten umfassen. Endlich wird der IIL. Band
eine groBe optische Abhandlung (aus den Schriften der Berliner Akademie
der Wissenschaften von 1841), ferner elektrische und magnetiache Unter-
suchungen, sowie auch eine Untersuchung tiber die Laplaceschen Ypsilons

und deren Anwendung zu Interpolationszwecken emthalten.
. |
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Geschichte der Mathematik

’ im 16. und '17. Jahrhundert
von H. G. Zeuthen,

Professor an der Universitiit Kopenhagen
Deutsch von Raphael Meyer
[VII u. 434 8] gr. 8. 1903. geh. n. A 16.—, in Leinwand geb. n. J£ 17.—

Annliche Zwecke wie in seiner frither erachienenen Geschichte der Mathematik im Altertum
und Mittelalter verfolgend, ist der Verfasser besonders bestrebt gewesen, die reiche innere Ent-
wicklung der Mathematik selbst hervorzuheben, die in den behandelten Jahrhunderten statthatte
und einen gewjssen Abschluf fand. N

In ihnen ward das Gebiet der Algebra, und zwar vorziiglich durch Vietas Titigkeit,
derart erweitert, daB sie allmiihlich dle Stufe der Entwicklung erreichte, auf der wir sie in der
snalytischen Gepmetrie Descartes’ stehen sehen. In ihnen wurden die aus dem Alfertum er~
erbten und wieder aufgenommenen Infinitesimaluntersuchungen mit den Hilfsmitteln be~
reichert, welche Kepler, Galilei und Huygens fiur den Bedart ihrer astronomischen und
physikalischen Untersuchungen einfithrten, und erreichten nach und nach eine solche Blite, da8
sie einerseits in Leibnizens Differential- und Integralrechnung die noch heute giiltige #uBere
Gestalt annshmen, andererseits ganz unabhiingig von dieser Gestalt die Grundlage der Préncipic
Newtons bilden konnten. Ferner zeigte im 2. dieser Jahrhunderte Fermat bei der Behandiung
der verschiedenartigst thematigchen Themata, dag der grofe Mathematiker keine entwickelte
-mathematische Technik ndtig hat, um die schwierigsten Verhslinisse klar zu durchschanen;
Desargunes und Pascal schlugen in der Geomstrie neue Bahnen ein, die erst anderthalb, Jahr~
. hundert spiter fortgesetzt wurden, wihrend Nepers Logarithmen gleich sowohl praktische An-
wendung als Einflu anf die fibrige Mathematik erhielten.

Um in der dbrigen Darstellung i die math tische Entwicklung verfolgen zu kbtnnen,
hat der Verfasser einen ausfihrlichen historischen und bjographischen Uberblick voransgeschickt.
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