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Uber die Verteilung der Primideale in den Idealklassen eines
algebraischen Zahlkorpers.

Von

Epmunp LaNpavu in Berlin.

Yorwort.

In einer Reihe von Arbeiten®*) habe ich die wichtigsten bekannten
Gesetze tiber die Verteilung der Primzahlen und speziell der Primzahlen
einer arithmetischen Progression mit vereinfachten Hilfsmitteln bewiesen
und zum Teil verschirft. Die von mir angewandten Methoden benutzen
nur die Elemente der Funktionentheorie, in erster Linie den Cauchyschen
Integralsatz; ich habe keinen Gebrauch von den neueren Untersuchungen
der Herren Hadamard, v. Mangoldt und de la Vallée Poussin iiber
die Dichtigkeit der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion und einiger
verwandter Funktionen gemacht. Dies war darum von Bedeutung, weil es fiir
die von Herrn Dedekind eingefiihrte Zetafunktion, welche einem beliebigen
algebraischen Zahlkorper emtspricht, unbekannt ist, ob sie in der ganzen
Ebene existiert und ob sie Nullstellen bésitzt. Meine neuen analytischen
Kunstgriffe waren imstande, zum ersten Mal**) den ,Primidealsatz” zu
beweisen:

" ,Neuer Beweis des Primzahlsatzes und Beweis des Primidealsatzes*, Mathe-
matische Annalen, Bd. 56, 1903, S. 646—670; ,Uber die Primzahlen einer arith-
metischen Progression, Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissen-
schaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. 112, Abt. 2a,
1903, S. 493—536; ,,Uber die zahlentheoretische Funktion u (k)*, ebenda, S. 537—570;
,,Bemerkung(en) zu der Abhandlung von Herrn Kluyver: Reeksen afgeleid uit de
u(m
m

reeks ¢, Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Verslagen,

Bd. 138, 1904, S. 71—83. Ich habe hier nur diejenigen Arbeiten erwihnt, an welche
die vorliegende Abhandlung ankniipft. Ubrigens setze ich aus ihnen nichts als be-
kannt voraus.

**) S. die in Anm. 1 zuerst genannte Arbeit; der dort gegebene Beweis des
Primidealsatzes benutzt einige Ergebnisse meiner Abbandlung: ,Uber die zu einem
algebraischen Zahlkbrper gehtrige Zetafunktion und die Ausdehnung der Tscheby- -
schefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verteilung der Primidesale*, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 125, 1903, S. 64—188.

Mathematische Annglen, LXIIL 10



146 E. Laxpav.

Die Anzahl der Primideale eines beliebigen algebraischen Zahlkorpers,

deren Norm < ist, ist asymptotisch gleich 17—, d. h. thr Quotient durch

E‘g‘?—x néhert sich fir x = oo der Grense 1.

Im ersten und zweiten Teil der vorliegenden Abhandlung untersuche
ich die Verteilung der Primideale eines algebraischen Zahlkorpers auf die
einzelnen Klassen #quivalenter Ideale. Mein wichtigstes Resultat ist als
Hauptsatz 1*) bezeichnet. Die Methode der Beweisfilhrung ist analog zu
meinen fritheren Untersuchungen iiber die arithmetische Progression,
welche in dem a. a. Q. zum erstenmal bewiesenen Satze**) gipfelten:

k und 1 seien swei teilerfremde Zahlen, o (x) die Anzahl der Prim-
zahlen ky+1 < z, Li(z) der Integrallogarithmus von z, @(k) die Eulersche
zahlentheoretische Funktion, m eine beliebige reelle Grofe. Dann ist

hm log “ (g( z) — Ll (x))

Im dritten Teil der vorhegenden Abhandlung werde ich u. a. einen
Satz (Hauptsatz 3)***) beweisen, der sowohl den Hauptsatz 1 (und da-
durch den Primidealsatz) als auch den soeben angefiihrten Satz tiber die
Primzahlen einer arithmetischen Progression als Spezialfille enthilt.

Im vierten Teil ziehe ich aus den allgemeinen Sitzen einige besonders
wichtige Folgerungen.

Meine neuen Sitze besagen durchweg, daB gewisse Grenzwerte
existieren oder gewisse unendliche Reihen konvergieren. Es ist leicht,
heuristische Griinde anzugeben, welche die Sitze wahrscheinlich machen,
und der Wortlaut der neuen Sétze wird den Kenner micht tiberraschen.
Jedoch hat es mich selbst aufs Hochste iiberrascht, daB meine Methoden
kriftig genug sind, um Beweise fiir diese Sitze zu liefern.

Um dem Leser das Verstindnmis zu erleichtern, setze ich in der
Theorie der Zetafunktion und der verwandten Funktionen nichts aus
meinen fritheren Arbeiten oder denen anderer Autoren (Riemann, Hada-
. mard, v. Mangoldt, de la Vallée Poussin usw.) als bekannt voraus. Wohl
aber muB der Leser mit der Theorie der algebraischen Zahlkdrper ver-
traut sein.

Der erste Paragraph jedes der drei ersten Teile dient ihm als
Einleitung.

* 8. 8. 147,
** 8. die zweite der auf 8. 145, Anm, 1 zitierten Arbeiten, 8. 507 und 532,
) g, S, 197,
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Erster Teil.
§1

(Einleitung).
Das Ziel der §§ 2—10 ist der

Hauptsatz 1. Ein algebraischer Zahlkorper » habe die Eigenschaft,
daf die iber alle Primideale der Hauptklasse (im engeren Sinne*®) ) er-

streckte Summe*¥)
1
2 ‘Np
)

divergiert. h sei die Anzahl der ldealklassen. Es sei o () .dz'e Anzahl der
Primideale einer bestimmien Klasse, deren Norm L ist, m eine belz'ébige
reelle Zahl. Dann ist

1) lim 872 (o(2) — = Li(2)) = 0.

Dies besagt insbesondere fiir m = 1 mit Riicksicht auf

lim @) logz _

x ]
=00
daB fiir jede Klasse
. o(x) 1
me T
loga

ist, also fiir zwei beliebig gegebene Klassen, wenn o,(z) und g,(x) die
zugehdrigen Anzahlen bezeichnen, daB .

lim &9
rT= Qs (x)
existiert und = 1 ist.
Mit anderen Worten:
In jeder Klasse eines algebraischen Zahlkorpers, fiir welchen die iiber

alle Primideale der Hauptklasse erstreckte Summe
1
2
»

divergiert, gibt es asymptotisch gleich viele Primideale.
DaB unter der gemachten Voraussetzung fiir jede Klasse

@) D wleg 6@ (>1)
y

*) D. h. zwei Ideale heiBen #quivalent, wenn ihr Quotient eine (ganze oder.
gebrochene) Zahl des Korpers mit positiver Norm ist.

*) Nun bezeichnet die Norm des Ideals n; ich schreibe keine Klammer, auch

nicht in der Folge bei Nu'(s* Potenz von Nw). : o

- 10*



148 E. Lanpav.
ist, wo lim G (s) existiert, folgt ohmne weiteres aus den Untersuchungen
s=1

von Herrn Weber ,iiber Zahlengruppen in algebraischen Korpern#), also
durch Anwendung der Kklassischen Dirichletschen Methode. Aber die
Gleichung (2) berechtigt noch bei weitem nicht zu dem SchluB, daB jede
Klasse des Korpers asymptotisch gleich viele Primideale enthilt. Um
diesen SchluB zu rechtfertigen, besteht die Hauptschwierigkeit in dem
Nachweise der Existenz der Grenzwerte

3) lim &@ iy &@
X =0 =00 _‘T”_
. logz logx
Aus § 8

1 1 1
”Eml—s=71°gs—_:—1+ G1(s),
1 1 1
> W =W g + G
Pa
18Bt sich unmittelbar nur folgern: wenn die Grenzwerte (3) existieren,

8o sind 'sie = 1.
Wie groB die zwischen (4) und der Gleichung

(4)

@ _
©) e
‘noch vorhandene Liicke ist, ergibt sich aus folgenden historischen Daten.
In einem wichtigen analogen Fall — fiir zwei arithmetische Pro-
gressmnen ky +1, und ky 4 I, mit derselben Differenz %, wo I, und
zu k relativ prim sind — hatte Dirichlet***) jm Jahre 1837, bewiesen,

daB, (k) = h gesetzt,
>
»’
F 21
1 1
pop S
Do
ist, wo p, die Primzahlen durchliuft, welche =/, (mod. k) sind, und p, die

Primzahlen .= J; (mod. k) . Gy (s) und G, (s) sind Funktionen, welche gegen
einen endlichen Grenzwert konvergieren, falls die reelle Variable s zu 1

log g + G4 (5),

§"||—t

s—l

*) Zweite Abhandlung, Mathematische Annalen, Bd. 49, 1897, S. 8389,

) Wo p, bezw. p, die Primideale der betreffenden Klasse durchliuft,

%) Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Faktor gind, un-
endlich viele Primzahlen enthilt®, Abhandlungen der Koniglich PreuBischen Aka.demle
der Wissenschaften zu Berlin, S. 45-—71 Werke, Bd. 1, 1889, S, 813—349.
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abnimmt. Aber erst 59 Jahre spiter hat Herr de la Vallée Poussin*)
den Nachweis gefiihrt, da8 fiir die Anzahlen g,(z) und gy(z) der Prim-
zahlen p, <2z bezw. p, <z

) (x)

(5) 3.112 0. (%) =1
ist. Dirichlet hatte diese Gleichung (5) in der Einleitung seiner berithmten
Arbeit nur vermutungsweise mit den klaren und unzweideutigen Worten
ausgesprochen: ,Die aufmerksame Betrachtung der natiirlichen Reihe der
Primzahlen 1iBt an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen,
deren Allgemeinheit durch fortgesetzte Induktion zu jedem beliebigen
Grade von Wahrscheinlichkeit erhoben werden kann, wihrend die Auf-
findung eines Beweises, der allen Anforderungen der Strenge geniigen
soll, mit den groBten Schw1er1crke1ten verbunden ist. Eines der merk-
Wurdlgsten Resultate dieser Art bietet sich dar, wenn man simtliche
Glieder der Reihe durch dieselbe, iibrigens ganz beliebige Zahl dividiert.
Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor aufgehen und mithin
unter den ersten G(liedern der Reihe vorkommen, so werden alle iibrigen
einen Rest lassen, welcher relative Primzahl zum Divisor ist, und das
Resultat, welches sich bei fortgesetzter Division herausstellt, besteht
darin, daB jeder Rest der genannten Art unaufhérlich wiederkehrt, wund
swar so, daf3 das Verhiltnis der Zahlen, welche fiir irgend swei solche
Reste bezeichnen, wie oft sie bis zu einem gewissen [liede erschienen sind,
bet tmmer weiter fortgeseteter Division die Einhelt sur Grenze hat. Ab-
strahiert man von der zunehmenden GleichmiBigkeit des Vorkommens
der einzelnen Reste und beschrinkt das Beobachtungsresultat auf die nie
aufhérende Wiederkehr eines jeden derselben, so liBt sich dasselbe in
dem Satze aussprechen: daB jede unbegrenzte arithmetische Reihe, deren
erstes Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Faktor haben, un-
endlich viele Primzahlen enthalt.“

Dirichlet beweist die letztere Behauptung auf Grund seiner Gleichung

Dl 5=l Iy + G

=1
der hier kursiv gedruckte Satz spricht offenbar genau die zuerst von
Herrn de le Vallée Poussin bewiesene Gleichung (5) aus. Ubrigens
habe ich dieselbe erheblich einfacher bewiesen und dahin verschirft, daB
fir jedes m

* ,,Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers. Deoxiéme
Partie. Les fonctions de Dirichlet et les nombres premiers de la forme linéaire
Mx -+ N, Annales de la société scientifique de Bruzelles, Bd. 20, Teil 2, 1896,
S. 281—362.
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(6) lim log™ s (22 — 1) = 0

=00 (] (w) -

ist. Dies folgt ndmlich unmittelbar aus dem a. a. 0.*) yon mir bewiesenen
Satze

0 () = + Li(z) + O(we- Vi),

wo d eine passend wahlbare positive Konstante ist.
Analog werde ich in §§ 2—10 fiir die Primideale der gegebenen
Klasse beweisen, daB

o(z) = - Li(@) + O(ze-Vot=)

ist; daraus folgt unmittelbar die Gleichung (1), also der Hauptsatz 1 und
auch die in der Schreibweise mit (6) iibereinstimmende Gleichung, in
welcher ¢,(2) und ¢,(«) die auf S. 147 angegebene Bedeutung haben.

§ 2. -

Satz I Es sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion™*), welche den
beiden Bedingungen *%¥)

(M ST _ 0 (1og )

und
®) S )= 0 (@)

genigt, wo y eine zwischen O (exkl.) und 1 (inkl) gelegene Konstante ist.
Dann konvergiert die Reihe
© e

'
n=1

fiir R(s)>1—y wund stellt dort eine requlire Funktion @ (s) dar; ferner

besteht, wenn s = @ + ti gesetst wird, fiir
2

(10) t>er, 1— 5;—

die Ungleichung

IA
AN

6 <2

* L e, 8. 632. .
*) D.h, f(n) ist fir jedes ganzzahlige n > 1 definiert, braucht aber nicht
ganzzahlig und auch nicht reell zu sein. -
***) Unter O(g(x)) wird eine Funktion von x verstanden, deren Quotient durch
g(x) dem absoluten Betrage nach fiir alle 2 von giner gewissen Stelle an unterhalb
einer endlichen Schranke gelegen ist.



Verteilung der Primideale in den Idealklassen. 151

(11) l9() < logt,
wo ¢, eime Konstante bezeichnet.*)

Das Gebiet (10) erstreckt sich ins Unendliche.

Beweis. Zunichst ist klar, daB ¢(s) fiir die durch (10) bestimmten
Werte von s konvergiert; denn es ist fiir jedes solche s

m(s)gl-lgtzl -——1——>1

und wegen (8) ist bekanntlich die Re:he (9) fir R(s)>1—yp konvergent, <
und zwar gleichmifig in einer gewissen Umgebung jeder Stelle dieser
Halbebene. Der Vollstindigkeit wegen will ich dies beweisen. Wenn

S(0)=0
und fiir > 1

2f<n> 8 ()

gesetzt wird, so ist nach (8) fir alle 2 > 1
18(2)] < 4o+,
wo A eine Konstante bezeichnet. Es ist

2 o 2 2 —feod 2 S 5 ~ ) + sy

— au S(x)
(12) 2 S(n) S,_[u"'"l tery

und fiir alle s des Rechtecks

(13) 666, —4ttZt,
wo 6,>1—y ist,

]sm)sf i’i‘l

S(x) At~ 4
@+ T @ " altr? .
Hieraus folgt nach (12) die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (9) im
Rechteck (13), also in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der Halb-
ebene R (s) > 1 — p. Die Reihe (9) stellt also fiir R(s) > 1 —y eine
reguldre analytische Funktion g (s) dar.

A
< .An!' Y (61 + tl) 1+Uo g:;o;’”ytl) ’

*) ¢, hingt also nur von der Funktion f(n) ab. Analog werden in der Folge
mit ¢, ¢, - - - Konstanten bezeichnet, welche gewisse Relationen fiir alle s eines
Gebietes erfiillen. Die Bezeichnung wird stets so gewihlt sein, da8 jede solche
Konstante ¢,, ¢, - - - durch jede groBere Zahl ersetzt werden kann.
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Es sei nun s eine beliehige Zahl, welche die Ungleichungen (10)
erfiillt; dann zerlege ich in .
o) =
n=1

1
die Summe in zwei durch [ﬁ} getrennte Teile*) und erhalte dadurch

87 ®
— Stn —
(14) (p(s)=2-f—£:?+ E .S_(.@__.__”?(.’.q'__i)
n=1 1

n::ty +1

Hierbei und im folgenden verstehe ich der bequemeren Schreibweise
wegen unter einer Summe mit einer nicht ganzzahligen oberen oder
unteren Summationsgrenze y, daB der Summationsbuchstabe bis [y] bezw.
von [y] an lduft. Aus (14) folgt weiter

®(s) =Zt: Q) +§7 S(n) (7_:,_ — (n_‘l_l)‘ _ SI([tﬂ)

S [ gl

n=1 1
n=t? +1
_l_ n4+1
AN\L—-y
(s)|<2 Al +(2+t)2 Ant- r/ s, 4]
=1 n ’°g‘ ([t ]+1) ]T-"
n= t"+1
1
S 1) e 70
<2 n) nlogt+(2 +t).A. Z du .At :
n=1 . logt _10_67)
- 1 ©
11 ¢ 1.1
'y Togi 1 | du Aty logt
i 8‘2\1"4 . +(2+t)A/ e T
n= Og

M
e S

*) [y] bezeichnet fiir reelle y die grote ganze Zahl < y.
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also wegen
1 1 1
trlgt—¢or 2442
1 ®
.t . L
(15) ?¢(3)l<e~72%M+2tA‘/———__d“ - _|_11:;y.
n=1 1+.”~10_}—¢
u

Nach der Voraussetzung (7) ist fiir alle ganzzahligen 2 > 2

2 HAQ! f?(:‘)l < Blogz,
n=1

wo B eine Konstante bezeichnet, also

1

¥ .
(16) > 7] < Bloglir] < %logt;
n=1
ferner ist
V . 1
du 1 1 1 o7 s L,
oo / P S 'i(v——l—)é y T 7T
1 w log? )’—m 124 log ¢, )’—?
Y

aus (15), (16) und (17) ergibt sich

5B 2 2 g
lp(s)i<er 7logt+2tA7e7_t_+_t_,
also wegen
1< logt, ~It—<logt

1 a4 L
s)|<er —logt+er —logt+.erAlogt=clogt,
2 y 08 ; 08 8

womit der Satz I bewiesen ist.

Satz IL  Die fiir R(s) > 1 durch die Reihe

& >

definierte Funktion &(s) hat im Punkie s =1 einen Pol erster Ordnung mit
dem Residuwum 1, ist im iibrigen fiir R(s) > O regulir und gewiigt fiir
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' ‘ 1
der Ungleichung )
(20) 1£()| < ¢, logt,

wo ¢, eine Konstante beseichnet.
Beweis. Wenn >0 ist, ist die Reihe (18) fir R(s) =1+ ¢

wegen

1

%8

gleichmiBig konvergent; (18) definiert also fiir R(s) > 1 eine regulire
Funktion £(s). Ferner ist fiir R(s) > 1

< 1
HO =1+ >
=~1+sr—}—1+s—1—1 g ((n+11)""1_—n’1‘1>.+7§("41—1)‘

@, =1+ +,§ {311 ((n+11)*-‘_n’1"> * mj-l)‘}’

also wegen

1
S

1 1
(22) .3—:1. ((n+ 1)0—1 - ,na--l

1 - wdu
(28) g<s)=1‘fs~-1_s§ f 't

Die in (23) auftretende unendliche Reihe ist wegen
1

1
wdu < duw 1
R plto  plto
0 0

fir R(s)=>¢ (e > 0) gleichmébig konvergent und stellt daher fiir
R(s) >0 eine reguldre Funktion dar; folglich ist

~ 1
86) — 5=
fiir R(s) > 0 regulir.*)

« ") Der vorangehende Beweis der bekannten Eigenschaft von ¢(s) riihrt von Herrn
de la Vallée Poussin her und steht zuerst in seiner ,,Démonstration simplifiée du
théordme de Dirichlet sur la progression arithmétique*, Mémoires .couronnés et
autres mémoires pub]izs par I'Académie Royale de Belgique, Bd. 53, 1896, S. 6—8.

©

1
1)+ 1 = — 8 _M
0
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Es sei nun s ein Wert, der die Ungleichungen (19) erfillt. Nach
(21) und (22) ist

§(s) =

{S-1 (<n+1>* ! n*‘l* )+(n-;1>“}

- udu
- > f(w-{—%)'ﬁ :

n=1t+10
1 1 ~ 1 - a
udu
e —1 ([ 1)? +2155_32 f@w)'“’
n= n=t+10
1 1 t+1 o P
%
€0 <=7 et Dl whdCE LD f—T?I
([t]_l_l) logt n=1 " logt n=t+4+10 (’ﬂ+u) log?
t+1
<~——(t+1)1°8‘+(t+1)1°3f2 +2t2 f" du
n=t+1 =
d
<——<2t>1°ef+<2t>1°8’(1+ f i) +ztf
[+1,, loge
2 —l- 3 a
<5 - 28 e+21°et e(logt+2)+2tf e
14 uz log#
<1-2-¢+2.e(logt+2)+2¢—" . 1

—_—— -
logi ¢ logt

_§26+2elogt+4e+2*1 —-e
1——log?.

< ¢ logt,

womit der Satz II bewiesen ist.

Es sei nun % ein beliebiger algebraischer Zahlkdrper, % sein Grad;
&«(s) sei die von Herrn Dedekind*) (fiir reelle s) eingefiihrte Funktion,
welche durch die unendliche Reihe definiert ist:

ey 8() = >

"} Vergl. z. B. die von ihm herausgegebenen Vorlespingen Dirichlets tber
Zahlentheorie, 3. Aufl,, 1879, 8. 578; 4. Aufl,, 1894, S. 610.

-
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wo 1 alle Ideale des Korpers ‘durchl’éuft.*) Herr Dedekind hat be-
wiesen, daB die Reihe in (24) fiir s > 1 konvergiert, und daB bei An-
nsherung von rechts der Grenzwert

Lim (s — 1)§,(s)
g=1
existiert und gleich einer positiven Konstanten
gh

ist, wo h die Anzahl der Idealklassen des Korpers und g eine andere
durch den Korper wohlbestimmte positive Konstante ist.
Aus der von Herrn Dedekind bewiesenen Konvergenz fiir s > 1 folgt

fir R(s) > 1 wegen
1
= Nue

7w

die Konvergenz, fiir R(s) >1 + ¢ (¢>0) die gleichmiBige Konvergenz
der Reihe in (24); dieselbe definiert also eine fiir R(s) > 1 regulire ana-
Iytische Funktion & (s), welche wegen

lim (s —1)¢,(s) =gh <0
a=1

In s =1 nicht reguldr ist; falls sie dort einen Pol besitzt, ist derselbe
von der ersten Ordnung.

Mehr folgt aus Herrn Dedekinds Entwickelungen nicht tiber den
analytischen Charakter dieser Funktion. Fiir R(s) > 1 148t sich die Glei-
chung (24) auch so schreiben:

(25) G = > T8,

n=1

wo F(n) die Anzahl der Ideale des Korpers bezeichnet, deren Norm
gleich der ganzen rationalen Zahl # ist.

Herr Weber**) hat folgende Sitze 1., 2., 3. bewiesen, von denen 2.
leicht aus 1. folgt, 3. unmittelbar aus 2.:

1. Die Anzahl T(r) aller ldeale der Hauptklasse, welche durch ein

*) u® bezeichnet fiir positive u die ganze transzendente Funktion ¢*1°8% yon s,
wo logu der reelle Wert des Logarithmus ist.

+9 Uber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung*,
Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathe-
matisch-physikalische Klasse, 1896, 8.275—281; vergl. ferner seine auf S. 148, Anm. 1
zitierte Arbeit, 8. 89—94 und auBerdem sein Lehrbuch der Algebra, Bd. 2, 2. Aufl,,
1899, S. 672—678 und 712.



Verteilung der Primideale in den Idealklassen. 157

gegebenes Ideal a teilbar sind und deren Norm <z ist, ist in der Ge-
stalt darstellbar:

(26) T@) =L o+ 0l %),

2. Die Anzahl A(z) aller Ideale einer Klasse, deren Norm <« ist,
hat die Form

1
@7 A@ =gz + 0 (x1‘7).
3. Die Anzahl H(x) aller Ideale, deren Norm < z ist, ist

(28) H@) = gha + 0z~ 71?).*)

Mit Hilfe dieser Weberschen Gleichung (28) und der Sitze I und II
beweise ich nun den

Satz IIl. Die Funktion §,(s) ist iber die Gerade R(s) =1 fortsete-
bar, hat im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem Residuwm gh,

ist sonst reguldr fiir f(s)>1 — —1— und gewiigt fiir

(29) t2eh 1 - <e<2

logt =
der Ungleichung
(30) 1£.6) ] < ¢logt,

wo ¢, eime (nur vom Korper abhingige) Konstante bezeichnet.
Beweis. Ich betrachte die Funktion

P(s) = £.(s) — ghE(s);
sie ist mach (25) fiir R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe

(81) e
definiert wo

f(n) = F(n) —
ist. Wegen

* Schon Herr Dedekind hatte bewiesen, dab

T(x) _ A@ . H@
ii P Na al;li z 3:;, ) = gh

ist.
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8@) =D f(n) = D] (Fow — gh) = H(z) — gha
ist nach (28) "
8(z) = O(xlﬂ%),
so daB die zweite Voraussetzung (8) des Satzes I erfillt ist, falls

1
=%
gesetzt wird. Wegen
4 x x xz
[Fe)] Fm) gk @ 1
Sl g Srtn Sre ., g 3
n= n=1 =1 n=1
O Hm—Hn—1)
= D T 4 0(log )
n=1

< 1 1 "
=~.Z’ H(n) (W_n-l-l) +x_‘(_xi + O(logx)
n=1

x 1 2
- 02; ”(W_h‘%) + 0(1) + O(logz) = 02 #;+ 0 (log z)
n= n=1
= 0 (log x) '

ist auch die erste Voraussetzung (7) jenes Satzes erfilllt. Aus Satz I
folgt also, daB die Reihe (31) fiir R(s)> 1 — & konvergiert, daB g(s)
fiir R (s)> 1-—710— reguldr ist und fiir jedes den Bedingungen (29) ge-
niigende s die Ungleichung

(11) [9(s)| < logt

erfiillt.
Nach Satz II ist
1

§6) — ;=1
fir R(s) >0, also a fortiori fiir R(s) > 1 — % reguldr, und §(s) geniigt
fir die s des Gebietes (19), also a fortiori fiir diejenigen des Gebietes
(29) der Ungleichung .
(20) 18(s)| < ¢ logt.

Folglich ist
£.(5) = p(s) + ghi(s)
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fir R(s)>1— % regulir bis auf den Pol erster Ordung s = 1 mit dem

Residuum g/ und geniigt fiir die s des Gebietes (29) der Ungleichung
[£.()]| < e logt+ gheylogt = e logt,

womit (30), also der Satz III bewiesen ist.

§ 3.
Satz IV. Es erfiille die zahlentheoretische Fumktion f(n) die Voraus-
seteungen des Satzes I, d. h. es sei fiir x> 2

O [ Fn)
2 l—(;:L—‘<Bloga:

|8(2)| = ]§f<n>! < dat-,

wo 0 <y <L 1ist. Es sei @(s) die fiir R(s)>1—yp durch die Dirichletsche
Reihe '

® g 200
n=1

definierte Fumktion. Dann ist fiir

2
— 1
(10) t_Z_eV, 1‘-—Tgt‘§_6§2
(32) |9'(s) [ < ¢y logt.
Beweis. Es werde die fiir alle m giiltige Gleichung®)
n+1
f(n) S(m)
) +s S(n f
9() = 2 %lm S
nach s differentiiert: B
n+1 n+1
’ 1 log ud
¥(s) = 2 fovlegn 31 50 f e s S s f"gf:,“
n=m+1 n=m+1
S(m) log(m—}—l).
(m+ 1y

1
Wenn s dem Gebiete (10) angehort, setze ich m — [tf] und erhalte:

* s 8. 152.
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2
’ | £(m) | 1o °°
’q’(s)l<2—~—l—_l——lﬂ+2An1—y du
n=1 n E—gt . 1 2—-_1._
— w log¢
n=t? 41 »
n+1
s LI 1
+@+1 2 Anlﬂrflt)gwiu + 47" Y)log t7+1)
1 | P 1 1
nzt_;.;.l h m logt? 7 (1-@)
1
(D)2 S . A
< log t}')ty logt2 ]fi’;%)[ +A2 W du
7wl 1 2___1_‘
— m logt
n+ 1 n=t? 41"
+2i4 Wllogudu | 4 AL (L1
12 A w5 log (7 + £7)
—_ m logt
n=t? 31"
<2 logt _’lf—Bl (i) ] N
v -e¥ - Dblog\tY du
% ﬁ;‘ 1+y-_1_
1 1 7 u log¢
Ae? t? =
-+ 7 (10g2 -+ -1_ ]-Og t) ¢ 7
Y
1 L
=‘-‘5"g‘ ev Blog2t+ A 1
y—_l_ i(,,_.__l__
logt ¢7 logt)
1
+2¢4 ! 10g(t7) 1
?—--i—'l‘(r—l)+ 1 \% 1 :
1 Y log? I -t 1
r ogt ¢7 1 et (" logt) £ (-553)
e
1
+= (108'2+710gt)

== ¢,

0 t y
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(32) |9'(s)| < eylog?t, .
womit der Satz IV Dbewiesen ist.
Satz V. Es ist fir

(19) {23, 1— lzt—“ <2
(33) [E(s)| < e,y loght.

Beweis. Es ist fir R(s) >0 (exkl. s =1) und jedes ganzzahlige
m >1 nach S. 154—155
m+1

RS
He) = s—-1<m+1>"“1+Z 2 f<n+u>‘+“

n...m+1
also
1 1 log(m+1) m+110gn
€@ = 1) m 1)t _s—1<m+1)’—1_27’_

n=1
. u,log(n—(-u)
2 [t 3 e

Wenn nun s im Gebiet (19) liegt und m = [t] gesetzt wird, so ergibt sich

1 1 1 1 1
8@ <g=z3 o °g<[t]+11) +2 _logn_
[+ 1) o8t @641y st n=1 " logt
! ”'H n+1

T 2 +(2+t) 2 logudu

n=t+1 u logt n=f41 logt
n n

1 #E1

1 log ¢ T logn du

<012',§?+c13“t—“+(t+1)1°8t 2,‘%‘+ 1
n==l

 logé

© 14

logudu
+ 2t / togude
w logt

¢
1 41

<6yt e+ (2t)@ 2 loin + 1 1

n=1 T logt t 8f

1 log# 1 1
+2t(1 : L TRRY 1__1*>
" logt t " Togt (1-10g t) ¢ logt

Mathematische Annalen, LXTIL. 11
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1 1 logt 1

<&zt +0141°g2'5+1—‘*T— % + 2¢ (1 I ¢ (;g + Y _t?_)
g “ms ()

= ¢y + 01 + oy log’t + c_ltz + ¢glogt + ¢y

< ¢y log?t,

was im Satz V behauptet wurde.
Satz VI. Es 4st fir

1
(29) 2o 11— <o<?
(39) 16.(5)] < ey log? .

Beweis. Wird
9(s) = &,(s) — 9 £(s)
gesetzt, so erfilllt p(s) nach S. 157—158 die Voraussetzungen des Satzes L.
Nach Satz IV ist also fiir das Gebiet (29)

¢’ (s)| < ¢, Log? ¢;
nach Satz V ist dort
(83) 18°(s)| < ¢y log? ¢,
also
16,6 Z 19 (9)] + gh [8'(5)] < ¢, log? t + ghey, log? ¢ = ¢ log??,

womit (34) bewiesen ist.

§ 4

Es seien
21 (M), 22()s -+ ()

die 7 Charaktere der (Abelschen) Gruppe der Idealklassen des gegebenen
Korpers. Jede dieser h ,idealtheoretischen Funktionen ist fiir jedes Ideal |
des Korpers definiert und geniigt den drei Bedingungen:

(35) 2(@) = 1(9), _
falls a und b derselben Idealklasse angehdren;

(36) | 7(2) + 0 -

fiir alle Ideale;

CO) 2(ab) = x(a) 2(b)

fiir zwei beliebige Ideale.
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Bekanntlich gibt es % verschiedene (d. h. micht fiir alle Ideale tiber-

einstimmende) Funktionen, die den Bedingungen (35), (86), (37) geniigen,
und zwar ist y (1) stets eine Einheitswurzel, also speziell
(38) lx(m)i=1.
Die Bezeichnung der h Charaktere sei so gewihlt, daB y, (n) der Haupt-
charakter list, d. h. diejenige Funktion, welche fiir alle 1 gleich 1 ist.
Fir die Ideale der Hauptklasse ist jeder Charakter — 1. Es gelten be-
kanntlich folgende Sitze:

»Wenn 1 alle » Ideale eines vollstindigen Reprisentantensystems der

Klassen durchliuft, so ist
211 () =4,
dagegen fir v =2,3,.- -, h

(39) D=

»Wenn n ein beliebiges Ideal ist, so ist

(40) S =

falls 1t der Hauptklasse angehort, dagegen
%
(1) D1 =0,
v=1 .

falls 1 irgend einer anderen Klasse angehort.”

Aus (37) folgt fiir jeden Charakter und s> 1 die fundamentale
Dedekindsche*) Identitiit

) 1
(42) Nn“_Hl_x(P)’
n » Np‘

wo 1 alle Ideale, p alle Primideale des Kérpers durchliuft (wegen der
absoluten Konvergenz in beliebiger Reihenfolge). Offenbar gilt (42) fiir
R(s) > 1. (42) lehrt, dab keine der  fiir R(s) > 1 durch die Dirichlet-
schen Reihen

L(s)= %(—:32 (” =1,2,--h)
n
definierten analytischen Funktionen in dieser Halbebene eine Nullstelle
besitzt.
Offenbar ist

(43) Ly(s) =) 5= t8)-

*) L e., S. 581 bezw. 612,
11%
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Satz VIIL. Wenn y(n) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charalkter
ist, so konvergiert die Rethe
10
Nu®

n
fiir R(s) >1— % und stellt dort eine regulire Funktion von s dar, folls
die Ideale nach wachsenden Normen geordnet sind. Hierbei ist die Reihen-

folge der Ideale gleicher Norm unerheblich.
Beweis. Es ist, wenn die Ideale auf die (durch - - -, 1, reprisen-

tierten) h Klassen verteilt werden, nach (35) !
(449) D) = 1) 4, @) + -+ + 2(m) 43(2),
Nnge

wo A,(%), .-, Ay(z) fir die einzelnen Klassen die Anzahlen der Ideale
bezeichnen, deren Norm <z ist. Nun ist nach (27) fir jedes v=1,2,--- k

1
A(x)=gz+ 0 (xl—T),
wo die Konstante g von » unabhiéingig ist, also nach (44) und (39)

P10 ——Zx(n )(9w+0( ’i)) —g5 Dy(x,)+ 0 (%)

Nuse

1
(45) - ol 7);
ferner ist nach S. 158 und Gleichung (38)

(46) Shw]_ 311 2’ ) _ 0 (log ).

Nugz Nngx

Wird also fiir jedes ganzzahlige positive
Fon) = 2w
n

gesetzt, wo 1 alle Ideale mit der Norm n durchlinft, so ist nach (46)

2‘f(”)l<211(ﬂ)[ 0 (log @)

Nngw

und nach (45)

S'fon = 0(73),

so daB,

== e

k
gesetzt, die Voraussetzungen der Sitze I und IV erfiillt sind.
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Es ergibt sich also zumfichst, daf

”s
n=1
fir R(s)>1— —,15— konvergiert, d. h. daB fiir diese s

()
lim > %
Nngzx

existiert.
Hieraus folgt leicht, daB bei Anordnung der Ideale nach wachsender

Norm die Reihe
)
Nn?

n
fir R(s)>1— —,t— gegen einen von der Reihenfolge der [deale mit gleicher

Norm unabhingigen Grenzwert konvergiert. Denn die Summe der absoluten
Betriige aller Glieder mit der Norm z (deren Anzahl nach @8)

— Ho)— Ha—=gha+ 0~ F) —ghe—1)+ 0l F) =g+ 0l %)

ist) ist

1 ~
[
1 1 xz * 1
éZNn"-‘NZ;cT’— ( z? )=O(a—1+%)’
xT

hat also fiir # = 0o den Grenzwert O.
Ly(s), - - -, L,(s) sind also, da die Voraussetzungen des Satzes I erfiillt

gind, fir R(s) > 1 — —]15— regulir und durch die Reihen -

%G%? (’U=2,...’k)

1

darstellbar, womit Satz VII bewiesen ist.
Zugleich ergeben sich aus Satz I fiir

1

(29) t;egk, 1—m§6§2
die Ungleichungen

| Lg(s) | < ey log 7,
47 e
| Za(9)| < 59 log 8.
Die Konstante ¢,y kann ja fiir diese A~ 1 Ungleichungen gleichmiBig
gewihlt werden.
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Wegen (43) ist nach Satz IIT fiir das Gebiet (29)

(48) |Ly(s)| = 1£.(5)| < ¢5 log 2.
Ebenso folgt, da Satz IV auf Ly(s), - - -, Lu(s) anwendbar ist, fiir (29)
| Ly(s) | < €0 log? ¢,
(49) e
. lL;z(S) ! < C320 10g2 t
und nach Satz VI
(50) | Li(s)| = [ £(8)] < ¢y5 log? 2.

Wird die groBte der vier Zahlen ¢, €y, €195 Co gleich ¢,, gesetzt, so
ergibt die Zusammenfassung von (47), (48), (49) und (50) den
Satz VIL Es gibt eine Konstante ¢y, *®), so daf fiir

(29) tgﬁh1—ﬁ;gag2
und alle v=1,2, -+ h die Ungleichungen
(61) |L,(s)| < ¢y log £,
(52) | Li(s)| < o log? ¢
bestehen.

§ 5.

Es bezeichne nun L(s) die analytische Funktion, welche durch die
Gleichung

L) =] [ L) = L(s) Lo(s) - - - L (s)

definiert ist.
Da nach den Sétzen III und VII
(s— 1)L1(S), Lz(s)x Tt Lh(s)
fir R(s)>1— % regulir sind, ist (s—1) L(s) fir R(s) >1 — 713 regulér.
Ferner ist fiir R(s) > 1 wegen (42)

5O 1L 1z
e e D L
— P Ny' "2 - N»“+ T < wpms +
-4
1 X,
Z'm'ZJ;pms
— gn=1 P

also

*) die also nur von dem gegebenen Kérper abhingt.
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ZM ZNpm’ 21 ™

(53) L(s) = er=
2%@)

Nach (40) und (41) ist ~

dann und pur dann von Null verschieden, und zwar = h, wenn p™ der
Hauptklasse angehdrt. Ich will durch die Bezeichnung a~b in der Folge
andeuten, daB die Ideale a und b iiquivalent sind, also die"Ideale der
Hauptklasse einfach durch a~p bezeichnen, wo o das Einheitsideal ist.
Avus (63) folgt alsdann fiir R(s) > 1

2 m 2 Nyp™s
(54) L(s) =em=1 -0 | .
Nach der am Anfang des § 1 iiber den Koérper gemachten Voraus-

setzung divergiert ‘
2w
p-o0

folglich wichst bei Abnahme der reellen GroBe s zu 1 die Summe
1

) Np?

p~0
tiber alle Grenzen. Dies gilt a fortiori von dem Exponenten der rechten
Seite von (54). Also existiert

Yim L(s)
nicht; folglich ist s = 1 keine regulire Stelle von L(s). Da (s—1)L(s)
fir s =1 reguldr ist, hat L(s) in s =1 einen Pol erster Ordnung. Da

L) = LOLE - L)

ist und Z,(s) auch einen Pol erster Ordnung in s =1 hat, sind die
Funktionen L,(s),- - -, L,(s) fiir s =1 von Null verschieden, d. h. es be-
stehen die Ungleichungen
(65) xw<“> 40 (v=2,8,-h).

- § 6.
Aus (54) folgt weiter fiir ¢ >0, t20

o0

”‘*("2% 2;@&1—:73)
|L(1+&+t)|=¢ ‘m=t #"-0

21 cos (m¢log Np)
3 = it Uit R 44
(56) . _ em=1m pgo Npm(l-"ﬂ)
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und v

hz?;{ ZNpm(]i'f'E)
1) L(14e)=e it ¥
also

o 1 14 cos (mtlog Np)
S S
|L(1+s+443)| L(145) = e™=1 .
Nun ist fiir jedes reelle «

4(1+cose) > 2(1 +eosa) (1—cosa) = 2 — 2 cos®x = 1 — cos 2¢,

also

13 1 1~ cos (2mi log Np)

4 m = Npm(l"")
[L(4e+ti)|L(1+8) = e m=t ¥
cos (2m ¢ log Np)
—2 ZNpm(1+e) 421m 2; Nym(L+e)

— =1 o v
=g ™ p ;

aus (56) (wenn statt ¢ darin 2¢ geschrieben wird) und (57) ergibt sich also
1 1
(L(l4e+t))| L(1+2) > (LA+8)% | LA+e+2t)| 3,

LA +e+t)| = — .
@+t | La+etotnt

Da s =1 ein Pol erster Ordnung von L(s) ist, ist fir 0 <e <1
L+s< 2,

also fiir 0 <e <1, t%O
o

| Dot 2t

Satz IX. Jede der Funktionen L, (s), Ly(s), - - -, Ly(s) ist in allen
Punkten der Geraden R(s) =1 voin Null verschieden.

Beweis. Der Punkt s =1 ist fiir L,(s) ein Pol, fiir Ly(s), -+, L,(s)
keine Nullstelle, wie auf 8. 167 konstatiert wurde. Es sei s=1+ tv,(t<0)

Nullstelle einer jener Funktionen. Dann wiire bei positivem zu Null
abnehmendem & der Grenzwert

(58) | L(1+2480)| >

Jim £ +£+m = L' (1+t)

e=0
vorhanden. Dies steht im Wlderspruch damit, daB nach (58)
59) ’L(l-l—:-j—tz‘) > 1
et [ L1 4o+209[F
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ist; denn der Nenner der rechten Seite in (59) konvergiert gegen Null, mag
L(1+2¢ti) verschwinden oder nicht; die linke Seite wiichst also iiber alle
Grenzen. Damit ist Satz IX bewiesen.

Aus Satz VIII folgt durch Multiplikation der A Ungleichungen (51) fiir

1
(29) t = e, 1_lgﬁg‘ié6§2
L(5)| = | Lo+ )| < e logh ¢ < loge,
also fiir )
tg?ez", lg(2t)_§£<1

| L(1+¢&+2t3)| < loge= (2¢) < log® ¢
und speziell fiir

(60) t=>et 0<eLl
(61) | L(1+e+2%0)| <log® ¢.
Fiir (60) ist also nach (58) und (61)
i_ 3
62) L+ +t)] > — > o
Cog 1ogzt §

Ferner ergibt sich aus (51) und (52) fiir das Gebiet (29)

| L (s)| = | Li(s) Ly (s) - - Ly(s) + - - - + Ly () Ly(8) - - - L ()]
< hcl, loght1t < log® t,
also fiir

(63) > 0% —

/\
Il/\

1

gt—

1+
(64) |L(1+s+t5) — L(1+t5)] =1f —l—tz)d6’<] &| logos .
Satz X. Fiir '

£>> g3
18¢
(65) T+ >
Beweis. Aus (62) und (64) folgt fiir das in (63) enthaltene Gebiet
(60) tzeh, 0<esl,

| L(14-#6)| = | L(1 4-e+£0) — (L1 + e+ td) — L1 +19)|
| L(14e+¢i)| — |L(1+e+ti) — L(L+80)|

~ oy At Togr )
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Wird hierin ¢ 91 log-beu—tont

gesetzt (was fiir ¢ > ¢** zwischen 0 und 1 liegt), so ergibt sich

. 2—3mg'“%’“ﬂt( __1) 1 1
| L(1+t3)| > log® ¢ 1—3 16 log °"*+3°2’t > log®t’

womit der Satz X bewiesen ist.
Satz XI. Es gibt eine Konstante 029 , so daf fir

2k — 6<2
(66) tze 1 log%t =
L(s) von Null verschieden ist und der Unglewhung
LOI> 1y
geniigs.
Beweis. Einerseits ist fiir

1 1
P2 1 e, SO S eTa;
nach (64) und (65)
[L(+0] 21 20+49) —|L(o+ti) — L(1+13)]

1 1 logt —1
Cor .
—lo—1]log=t = log””t log' T ¢ logt+ st

1000“ t

(67) > 2k—1 1

= Jogltasg T logiet ’

Andererseits ist fiir

1
t > ek, 1+m§6§2
nach (62)
ot
@)  |LeH) >l
1 g’ Cog Z(1+cm+€‘m) 1Og nt
log [

Wird die groBere der beiden Zahlen ¢, und ¢, gleich ¢, gesetzt, so ist
also nach (67) und (68) fiir

- —

10g1+ Car+ Cag ¢

LOI>

Wird endlich die groBere der beiden Zahlen 1 4+ ¢y, + ¢y und ¢y mib ¢y
bezeichnet, so ist damit der Satz XI bewiesen.
In dem Gebiete (66) ist L(s), also jede einzelne der Funktionen

Li(s), Ly(s), - -+, Ly(8)

<6L2

von Null verschieden.
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Satz XII. Es ist fir

(66) 126, 1- o <og?
und alle v=1,2,-- 4 h
(69) |L,(s)] > T c,,t

Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz XI
L) =Ly [ Ly(8)] - - - [ Ly(8) | >
ferner nach Satz VIII-
Ly (s)]| < ey logt, -+, | Ly(s)| < ey log ¢
also gentigt jede der Funktionen L, (s) fiir (66) der Ungleichung
F=T 7 log'nt

L
l ”(SM > log®s ¢ c’éfllog

Satz XIIL Es gibt eine Konstante ¢y, so dap fiir
1

lo Gzot

1 1 1

2% _ 6 <
(70) t>etk 1 logcnt“ 6<2
und alle v=1,2,.-- 4 h

L, (<s)) < loget
ast.
Beweis. Fiir das Gebiet (66) ist nach Satz VIII

| Ly ()| < ¢y log? ¢, (r=1,2,
nach Satz XII

| L, (S)I>1o ) (v=12,-.
also

I Eg < €y log?tamt < log¥st;

171

..7}1,)

‘s h)

wird die grofere der beiden Zahlen cg und ¢ gleich ¢y, gesetzt, so ist

damit der Satz XIII bewiesen.

§ 1.

Es sei nun eine durch das Ideal I reprisentierte Idealklasse gegeben
und fiir sie der Hauptsatz 1 zu beweisen. f sei ein beliebiges Ideal der zu

ihr inversen Klasse, so da8 also
fl~o

ist, und es werde die Funktion

kR
! L,
(1) o) = n O F)
y=1
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betrachtet. Nach einer auf 8. 170 gema,chten Bemerkung verschwindet fiir
<eL?2

2% —
(66) tz e 1<

keine der Funktionen L, (s); ®(s) ist also in diesem Gebiete regulir und
geniigt nach dem Satz XIII fiir

2k . <
(70) tz et 1 log®¢ sos?
der Ungleichung
(12) B < logont < log.

Ferner ist nach Satz IX ®(s) fir R(s)=1 (exkl s=1) regulir. In s=1
hat ®(s) einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1, da

L _ L@
2AOK o kel A0

einen solchen hat, wihrend sich die Funktionen

I I
2(D) Z‘i%: <y ta(® LZ(Z;

im Punkte s =1 reguldr verhalten.
Nun ist fir R(s) > 1 und jedes » nach (42)

L 4 _a % ()
To =28 LE)=—gz 21095 (1_ Nn‘)
»

2% () log Np log Ny
___2 — _ N5 log Ny
xw(b) < Ny — 1, ()
T (b) log Ny %)
-2 (+ %)
13 Zw(p) 10“ Ny %, (%) log N'p i
72 2 R D

v

Hierin ist die letzte Summe wegen

_n@logNp | - logNy
N r—2,0) | = Ty 9 —D)

o 1
fir R(s) > 5 konvergent und zwar in einer Umgebung jeder Stelle dieser

Halbebene gleichmifig; jene Summe stellt also eine fiir R(s) > —;— reguliire

analytische Funktion dar, welche offenbar fiir %(s) >% dem absoluten

Betrage nach unterhalb einer endlichen Schranke gelegen ist. Daher ist
nach (71) und (73) fir R(s) > 1
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OICIOE PRS- Zv(f)zzv@”"gl"ua(s),

wo G(s) fiir R(s) > 'Z‘ reguléir ist und dort der Ungleichung
(75) |G(s)] < s

gentigt.
Nun ist fiir R(s) >1

va(DZ’Zv(P)lOgNP logNPZ L(ED);

nach (40) und (41) ist

D)

denn und nur dann von Null verschieden und zwar =5, wenn fp der
Hauptklasse angehort, also p der zu ¥ inversen Klasse, d. h. der gegebenen
Klasse. Daher ist nach (74)

®(s) ~—~k21°gN*’+ G(s).

Die durch die fiir R(s) > 1 konvergente Dirichletsche Reihe
. ].Og N b
>
Pl

definierte analytische Funktion K(s) ist also im Gebiete (70) regulir und
gentigt ebenda nach (72) und (75) der Ungleichung

-~

| E(5)| < (loget+ay) < lognt.

Da K(s) fiir konjugiert komplexe s konjugiert komplexe Werte an-
nimmt, ist also fiir

t<—e*, 11—

I <e<2
log°“(-— ) H

K(s) regulir und gentigt dort der Ungleichung
| E ()] < log® (—1),
Ferner hat K(s) im Punkte s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem
Residuum -%— und ist sonst fiir R(s) =1 regulsr. Es gibt also eine

Konstante ¢y, so daf K(s) fiir

—e <t <Lk 1 — ! <
== - =

mit AusschluB des Punktes s = 1 regulsr ist.

<1
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Wenn @ eine oberhalb der drei Zahlen ¢, ¢y, 3 gelegene ganze
Zahl bezeichnet, so ergibt sich also der (im folgenden fiir den Beweis des
Hauptsatzes 1 allein anzuwendende)

Satz XIV. K(s) bezeichne die fiirr R(s) > 1 durch die Dirichletsche
Reihe

log Np
Np®

Pl
defimierte analytische Funktion; dann gibt es eine positive ganze Zahl o mit
folgenden Bigenschaften: K(s) ist bis auf den Pol s=1 (mit dem Residuum 710)
in demjenigen Teile der Ebene reguliir, welcher rechis von der stetigen Kurve

1

6=1—— fir t=> e,
log”t -
6=1——2 fir —e* <t< e,
(2k)“ - =
6=1— a—— fir ¢< — e*
L g“(—1)

gelegen ist, inklusive der Kurve selbst, und K(s) gensigt fiir

t>et, 1——_<g<2
= log”t -
der Ungleichung

(76) | K(6-+ti)| = [K(6—1t7) | < log®¢.
§ 8.
Satz XV. Es sst
2+ae%
) Elog Ny log — ¥p— 2;@ = K(s)ds + 0(1),
2—2a2;

Npsx
wo das Integral auf gerader Bahn au erstrecken ist; d. h.*) die Differenz
1 .
2— i f liegt fiir alle #>1 dem absoluten Betrage nach unterhalb

einer von % unabhiingigen Schranke.
Beweis. Bekanntlich ist das geradlinig erstreckte Integral

2407

1 'y S{=logy fir y>1,
') .s

2wi,J 8 =0 fir 0<y<L1.

*) Vergl. die Definition des Zeichens O(g(x)) auf 8. 150, Anm. 3.
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Wenn z eine positive GriBe ist, so ist

1
lﬁf I 2nzf ds' <

2 —o0t

also
(78) —‘_fsz dS

wo die von # und y abhingige GriBe
0 =0(z,y)

dem absoluten Betrage nach <1 ist.
Fiir R(s) = 2 ist die unendliche Reihe

log Np
DA
p~l

dt

2 ,y2
2nx’ <3 oz’

2 ‘——100?/+ey2 fir y2>1,

egz- fir 0<y<1,

175

welche fiir R(s) > 1 die Funktion K(s) definiert, gleichmiBig konvergent,

da dort

longi long

ist. Das Produkt der Reihe mlt darf also von 2 — 2% bis 2 + 22%¢

auf gerader Bahn gliedweise mtegrlert werden, und es ergibt sich unter

Anwendung von (78)

24224 2 a2

1 x’ mlogNn
T E?K(s)ds—%;f - ds

2 —ar7 -2 p~1

24224

=2(longlogN + log Ny-0- Np” )+21"ng ‘9- Np2 z?
P

logNp-0©
onglong-|— E OgN;; .
p-

VSE

Np>:c
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Hierin it der absolute Wert der letzten Summe wegen

— z
o]=10 (=, F‘ﬁ)kl
unterhalb der von z unabhingigen Zahl

log My
= P
gelegen; jene Summe kann also mit O(1) bezeichnet werden, und aus

2 4224
J ;7 K(©®)ds -—Z’ log Ny log Np + 0(1)
Npsn:
folgt die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes XV.
Satz XVI. Es st
(719 Zlog Ny log o = & Z 4+ O(xe‘m),

Np;x
wo b eine Konstante bezeichnet.
Beweis. Ich wende, indem ich 2 > ¢ annehme, den Cauchyschen Satz
auf den Integranden f—: K (s) und folgenden Integrationsweg A BCDEFA
an. Es ist

A4=2-0%, B=2+a%, O=1-pdcs+a%,
. 1 . 1 . .
Dzl—-(*z"—’-‘)a-{-en?/, E=1—W—€"‘&, F=1—W——.’L’2’lf

die Strecken 4B, BC, DE, FA sind geradlinig, CD bezeichnet das
Kurvenstiick

s§=1—
und EF das Kurvenstiick

§=1— log( +tz (—-e”‘gtg——x”).

Nach Satz XIV besitzt die Funkbion K(s) in diesem ganzen ge-
schlossenen Gebiete (mit EinschluBl des Randes) als einzige Singularitit

mm i @2z

-den Pol erster Ordnung s =1 mit dem Residuum ;, also besitzt der
Integrand — *K (s) in jenem Gebiet (mit BinschluB des Randes) als einzige
Singularitit den Pol erster Ordnung 8§=1 mit dem Residuum _’%, and
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die Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt fiir das in (77) auftretende
geradlinige Integral
242

(80) L;{K@ds—f—m+f+f+f+f+J

AF FE D D¢

Hierin ist zundchst, da auf dem Wege ED

K(s) |

ls’

unterbalb einer von z unabhiéngigen Schranke liegt,

o |f]-of <

Zweitens ist nach (76)

2 o‘+:¢’t .
Lf|=!fl | <a+w%'>'K<‘ w*)de.
B AF

- loz“ )

2
2 2log?® log®
(82) < f 2 log* (o) do < TOEE) _ 0 (28 2).
T

Drittens ist nach (7 6)

-
S

1
1-— 1 - ——
T 1dt— (x (2")“>~2e”‘=-0(x ay) |

t
+ ¢

\ 1=
[y s e

wl log"t,‘l P
< og“tltlga+1t+‘ t

2k

JI-

22

1= 2 loght
< (1) [ 75 A

2k
2

1
’ — io=a7 log®t
=cox [ x los% ~——f, dt.
2k

Mathematische Annalen. LXIIIL. 12
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Dies Integral werde in zwei durch ¢ Vows geschiedene Teile zerlegt;
(fir alle hinreichend groBen 2 ist

) 2t < 62V@< 2%);
dadurch ergibt sich \
1
—— 1 a
J . < Coo% / logat 108’ tdt—}— C4Ox/x log%¢ _9_%} di
¢ .
- ez
logx 2
< €% ‘°B“( f/l"g”‘)‘/l‘)g tdt+c4o /IOg tat
flogm
=

o0

1
< eCgpx-x Viess E—f:—t at + ¢z log(a?)

o2 egm
_ 1ogx .
<cgyxe V1°Gw+c 2“xlog“x/‘i

= sV o200 T = 0 (V) 4 0 (g PoE)

e log z

(83) =0 (‘” e_%ﬁ)a

wo b eine ganzzahlige positive Konstante bezeichnet.
Setzt man (81), (82) und (83) in (80) ein, so ergibt sich

24227

v

2 K as =352 4 027 5) 1 0 () 4 o foe-tir)

2aw:c+ O(xe )b/m),
also nach (77) (Satz XV)
@ SN gy § 4 oler b,

Nx;)<x
womit der Satz XVI bewiesen ist.
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8§ 9.
Satz XVII. Es ist
(84) 2 log Np = % + O(xe‘f’m),
Pl
NpZlzx

wo ¢ eine Konstante bezeichnet.
Hierin liegt speziell das wichtige Ergebnis enthalten, da

ist.
Beweis. Es werde zur Abkﬁrzung die fiir = o0 zu Null ab-
nehmende Funktion
~*Viog=
e = ¢
gesetzt; wenn In (79) (1 + )z statt = geschneben wird, so folgt, weil
offenbar

(A + &) ze-VoEe@T0m — O (¢~ V1ous)

ist,

) 3 losNplog T = RS Olnetiez),
Ny é (l +6)x

folglich, wenn (79) von (85) subtrahiert wird, .

(86) log (1 + 9) Z log Ny + 2 log Nplog a +6)x

g
Ee  eemZoeos +0(xe—1fl€gm)

Hierin ist die zwelte Summe

Zlonglog (1+ O <log(1+9) 2 log Ny

a:<Np<(1+6)x x<Np<(1+6)ac
<6 Dllog Nn < dlog (L + 9)2) 1
z< Nug(l+d)z < Nng(1+d)z

= dlog (1 + Oz) (H(A + 0)x) — H(x)
< dlog (22) (H(1 + o)) — H@)

— 31og@9) (941 + s + 0 (&' F) —gha— 0( %))
— ghdzlog (24) + O (x““llc‘alog 2)

(87 =0 (xlogme‘ 22195—87’).
12+
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Aus (86) und (87) folgt, wenn
2 log Ny = z()

Nyl
gesetzt wird,

log(1 + 8)z(x) = (*Tx + O(xlogxe‘zgm);

Wegen s
hm e = 1
=0 log(t 40
ist ) -
ears = 0l
“also
—Piog
(88) "0 = s v+ 0(z logze- Voes),
Nun ist
. P) 11

Jim <log(1 +9 1) T2
also s )

gy =1+ 0le =)

dies\gibt, in (88) eingesetat,
v(@) =5 + O(xe‘{/ﬁg—”) + O(zlogae 2'%"’3)
=+ 0 (we-V5s7),

falls ¢ irgend eine ganze Zahl > 2b bezeichnet. Damit ist (84), also der
Satz XVII bewiesen.

§ 10.

Satz XVIIL. Wenn ¢(z) die Anzahl der Primideale beseichnet, welche
der gegebenen Idealklasse amgehiren und deren Norm < x ist, so ist

(89) o(®) =+ Li(2) + 0(we-Pm5),

wo & eime Konstante bezeichnet.
Beweis. Es sei G(n) die Auzahl der Primideale § ~ [, deren Norm

=g ist. Dann ist
0@ =Dl 1= aw
n=1

NpL=z

und

7(%) = 2 G-(n) log n,
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also

x

St —t—1) _ 1 1 (@)
-o(@) = 2 ~ Togn 2 ©(n) (logn ~ Tog (n 1)) + g @+ D

n=2 n=2

und nach (84)

x

1 1 []
o(@) = 2 N (log n  log(n -{1_1—)) + hlog ([] + 1)

n=2

x —c?r; 1 1 xCQﬁEE;
+ OZ: ne-Vioe (m“WT)) + O(W-T:l—))

1g(1+ l+0(xe hgx)

mh 2 10gn<”"’ 0 —1)+ 02 ne=Viogn
z = -_1-
~5 D a0 3 ne T+ 0(eeToR)
n=2 ey}

1 o o o olect
2

Va z
=%—Li(w) + 0fe“f/m du + Ofe—‘%_*’ﬁdu—l— 0 (ze-Vioe=)
1 z

Ve z
L@+ 0 f du + o(e—‘Vlos e f au) + 0 (oo V757
. o

_— logz

L@t o+ ol T D) f ofeetE)

89) =+ Li(x) + OfwePwe3),

womit der Satz XVIII bewiesen ist.
Fiir jedes reelle m ist

lim log™ze~Viogs = 0;
r=x
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daher folgt aus (89) (Satz XVIII)

@  lim P o(e) — 5 Li@) — 0.

Damit habe ich den in § 1 ausgesprochenen Hauptsatz 1 bewiesen, also
auch die ebenda angegebenen Folgerungen.

Zweiter Teil.

§11
(Einleitung).

Das Ziel der §§ 12—16 ist der
Hauptsatz 2. Ein algebraischer Zahlkirper habe die Eigenschaft, daf3

1
2
p~0
divergiert. Mom teile alle quadratfreien Ideale einer Klasse in swei Ab-
leilungen, je nachdem sie aus einer geraden oder ungeraden Amzahl wvon
Primidealen zusammengesetzt sind. Es sei R(x) beaw. S(x) die Ansahl der

Ideale der ersten beaw. zweiten Abteilung, deren Norm < x ist. Dann

existiert R
. &
lim )
und st = 1.

Dasselbe gilt, wenn man alle Ideale einer Klasse i zwei Abteilungen
teilt, je nmachdem die Anzahl der Primidealfaktoren, aus denen sie bestchen
(mehrfache mehrfach gerechmet), gerade oder ungerade ist.

Kurz ausgedriickt: In jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso oft
p(f)=+41 als p(f) =—1; in jeder Idealklasse ist asymptotisch ebenso
oft A(()=+1 als A1(f)=—1. Hierbei bedeuten wu(f) und A(f) die
idealtheoretischen Funktionen, welche folgendermafen definiert sind:

1. Fiir das Einheitsideal o ist

u(o)=1.
2. Wenn 1 durch das Quadrat eines von 0 verschiedenen Ideals teil-
bar ist, ist
p(m) =0.

3. Wenn 1 quadratfrei und das Produkt von ¢ verschiedenen Prim-
idealen ist, ist
w(m) = (— 1R

1. Fiir das Einheitsideal o ist
A(0)=1.
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9. Fiir das Ideal
n=p% ... p

A(II) = (— 1)“1 T tay
Nachdem in §§ 12—16 der Hauptsatz 2 bewiesen ist, folgt in § 17
die (ganz unmittelbare) Ausdehnung der Hauptsitze 1 und 2 auf den
weiteren Klassenbegriff und in § 18 die Diskussion der jenen beiden
Sitzen zugrunde liegenden Voraussetzung, daB die Reihe
1
&= Ny
p-0

ist

divergiert.
§ 12.

Es ist nach (42) fir R(s) > 1
1 2, 2, (W) e (m)
m*ﬂ(“z&;% > T

Wenn [ die gegebene Idealklasse, f die inverse Klasse reprisentiert, ist
fiir R(s)>1

%® . mn)a(n) u(n)
o= 2 »0 - 2 J(tn)

kz#“)

Wenn nun ¥(s) d1e fiir R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe
b
Nn'

n-~1
definierte analytische Funktion bezeichnet, gilt der
Satz XIX. W(s) ist auf der Geraden R(s) =1 reguliir, und es gibt
eine Zahl ¢y, so daf fiir
0 1
tzeh 1 1og°‘*t

Y(s) regulir ist und der Ungleichung
|¥(s)| < logeat

y=1

<6<2

geniigt.
Beweis. Nach Satz IX sind L(5), - -, Ly(s) auf der Geraden
R(s) =1 von Null verschieden, also W(s) dort regulér. Nach Satz XII

sind diese Funktionen fiir

9% 1 — 6<
(66) t> e 1 mgc”t_ 2
reguldr, von Null verschieden und genugen dort der Ungleichung
69 ‘ -
(69) LG >
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Fiir das Gebiet (66) ist also W(s) regulér und

h
1 1 1 Cas | = Cs3 fo
|W(S)1§—;;2m@—!<7 thg t—lOg i
y=1

setzt man die groBere der Zahlen ¢, und ¢ gleich ¢y, so ersieht man
die Richtigkeit des Satzes XIX.

Es werde nun eine ganze Zahl a > ¢4 so gewdhlt, daB (2’0),, kleiner
ist als der Abstand der Geraden ¢ =1 von allen etwa vorhandenen sin-

guliren Stellen von ¥(s), deren imagindrer Teil zwischen — ¢*i und
i liegt. Wenn dann noch die Gleichung
|¥(e + te) | = | V(6 — ti)]
beriicksichtigt wird, so ergibt sich der
Satz XX. Die Funktion Y (s) ist reguliir in dem Teile der Ebene,
welcher rechts von der stetigen Kurve

6———1——17;817; fir t2>e*,
) o‘=1—(2710),—,~ fir —e* <t < e
6=1— Frra— ( 5 fir t<—e %
liegt, inklusive der Kurve selbst, und ‘P(s) gewiigt fiir
t=>et 1 — <62

‘ log"z t=
der Ungleichung

|V (o + 1i)| = | ¥ (6 — ti) | < log=t.

§ 13.

Wie in § 8 ergibt sich zuniichst durch Vertauschung von Summation
und Integration und Anwendung der Integralformel (78) bei geradlinigem
Integrationsweg

2+ 227 24227
1 )
—275 %W(S)ds—‘ 27”./‘82 / ds
-2 —a2f )
2+m2:
(5]
21n (‘0/ ds—z u(m)log 7 +2 Sl
Nn<a:
(90) =2Vu(n) log ﬁxﬁ + 0(1).

Nulz
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Die Anwendung des Cauchyschen Satzes auf den Integranden f—; Y(s)

und den auf S. 176 angegebenen Integrationsweg ergibt nach Satz XX

2+22;
I O R ) ) ey
S arg AB AF FE ED D¢ OB

Da ¥(s) nach Satz XX genau dieselbe Ungleichung erfiillt wie K| (s) nach
Satz XIV, so folgt wortlich wie in § 8

(92) S+ [+ [+ [+ [~ oleetms)

FE ED

Aus (90), (91) und (92) ergibt sich

(93) D u)log 15 = 0(zeVEe%),
n-~1
Nn<x

Wird statt 2 hierin (1 4 &)z geschrieben, wo
(? — 6_2 log =
ist, und (93) von der so entstehenden Gleichung subtrahiert, so findet man

log (1+8) D wm) + D' u(n)log LD 0y V=),

n~1 n~1
Nn<z z<Nal(d +0)zx

Hierin ist die zweite Summe dem absoluten Betrage nach

log(1 +9) D1 < S(HA + )z — H@) = 0 (we2Vwe7) %),

n~[
r<Na(1+d)zx

also ist, wenn
> ul) = M)
n~1

Nnta
gesetzt wird,

log (1 + 8) M(2) = 0 (pe-2Vos=),
) = gy Ol V) — Ofec ),

(94) M(z) = O (we-Vies),
‘ Damit erhalte ich den
Satz XXI. Fiir jedes reelle m ist

ZE=os

* Vergl. 8. 179.
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§ 14.

Satz XXII. Es sei @(z) dic Anzahl der quadraifreien Ideale einer

Klasse, deren Norm < z ist.¥) Dann ist der Grenawert
lim €7

vorhanden und von Null verschieden, ndmlich = g—jé)"

Dieser Wert ist von der Klasse unabhingig.

Beweis. Es ist bekanntlich, wenn m alle Teiler des Ideals ¥ durch-
liuft,

=1 fir f=o,

b (m) {=O fir f<o.

m|?
Also ist
‘ Q) =D D u(m),
Nn<a
wo m alle Ideale durchliuft, deren Quadrat in n aufgeht. Daraus folgt
(95) Q@) = D u(m) 4(z, m),
Nm<Vz

wo A(z,m) die Anzahl aller Ideale der gegebemen Klasse ist, welche
durch m? teilbar sind, und deren Norm <Lz ist. A(x, m) ist die Anzahl

der Ideale einer — bei gegebenem m festen**) — Klasse, deren Norm < 1\;,6 .

ist. Nach Herrn Webers Relation (27) gibt es eine Konstante B, so daB
fiir alle 2 > 1 die Anzahl A(x) der Ideale jeder Klasse, deren Norm <z
ist, der Ungleichung

1

|A() —ga| < Bz "
gentigt. Daher ist fiir alle # > 1 und alle m, deren Norm < V7 ist,
1
1= -
(96) IA(x, ") — g g <B<Nm2) .
Aus (95) und (96) folgt

Q@) =D um)g gz + 0 D (35%1) ?

Nm<Vz Nmz<Vz
1
- u(m) ¥ 1
(97) ge > S+ "2 — |
NmgiV= NmzVz Nm %

* Ubrigens ist Q(z) — 2 wi ().

Nnizx

**) Es ist die Klasse der Ideale 9, fiir die mih~o1 ist.
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Hierin ist
pim) _ e N am 1 1
T L N M gm0 2
Nm<Vz m y¥m>Vz Nm>Vz
Hmn) — H(n——l)
-t O 2 R
n= Vw+1
0 S0 k) + 0 (AP
~L <2> - O Oal+ nﬂ>
o (VR
z,,<2>+02” ‘3+0< )
1 1 .
(98) -0 (V?;)
and )

= 0(Vx) fir k=1,
(99) > —7 | = O(logz) fir k=2,
FmgVs Nmo * = 0() fir k> 2.

Aus (97), (98) und (99) folgt fiir jedes %
1
Q(z) = —g—%—) z+0Jz)+ 0 (x1_7 10gx) ,

also

lim 2% _
x

=00

x<2)’
wie im Satz XXII behauptet wurde.
Satz XXIII (erste Hilfte des Hauptsatzes 2). Es ist

. RB@)
T Sy = 1

wo R(x) und S (z) die auf S. 182 amgegebene Bedeutung haben.
Beweis. BEs ist

R(@)— 8(z) = w(m) = U (@),
n~{

R(w)+8@@) =D w0 = Q@),
n~{

R(@) = (@@ + M),
8(2) = 5 (@@ — M@),
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(@) + M (2)
(100) B Q@+ M@ = ©
S@ Q@) — M Q@) Ma)
z z

Nach Satz XXI ist (wenn dort m — O angenommen wird)
lim 2@ _ o,
x

nach Satz XXII T
lim €2+ 0;
aus (100) folgt daher
1 Rx) =1
o172 Wi

wie im Satz XXIII behauptet Wurde.
Man sieht zugleich, daB die Anzahl der Ideale jeder Klasse, derenm
Norm <« ist und fiir welche g () =1 (bezw. u (W) = — 1) ist, asymptotisch’

gleich 5 3 (2)x ist.

§ 15.
Es sei noch eine wichtige Folgerung aus dem Satz XXI angegeben.!

Satz XXIV. Wenn m und ¢ zwei belicbige reelle Zahlen sind, ist die
nach wachsendem N geordnete Reihe

@) log” Nn
2 Nuitti

n~l
konwergent. .
Hierin liegt insbesondere (fiir m =0, ¢{=0) enthalten, daB die Reihe
1)
Nu
n-
konvergiert.

Beweis. Da die Summe der absoluten Betrige aller Glieder mit
gleicher Norm z

< €% (H(e)—Ha—1)= l°g}§(9hw+0<x’°%)—gh(x—1)-0(x1“%))

ist, also fiir # = oo den Grenzwert O hat, braucht zum Nachweise des
Satzes XXIV nur gezeigt zu werden, da

1 1 pm logmNn
( 01) xl-:':o g Nul +té
Nngx

exigtiert. Nun ist
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log™ N log™ !
L =2 s 2 () = °i"fff(M<n>—M<n— 1)
Nt:;éx "= Nn n
_S log™n_ log"(n 4 1)\ | M@log"(xl+1)
(102) —EM(%)("I-{-ti (n+1)1+tl )+ ([m]+1)1+f1'
Nach Satz XXI ist fiir alle hinreichend groBen #
(108) | M ()| < m+2 -
daraus folgt zundchst
. M@)log"((x]+1) _
(104) a]:l];'-oo ([ ]+1)1+h
Ferner ist wegen
n+1
log"n  log™(n 4 1) mlog™Yu— (1 4 t3)log™w d
P Y L EST u
A o™t (4 1)1
m| L0 u og U
§/| g - g" du

fiir alle hinreichend groBen 7

log"n  log™(n+1)|
Y (n+1)1"'“!

log n
,n2 7

<(2+1)

hieraus folgt in Verbindung mit (103) wegen der Konvergenz von

-

n 1og n 2 1
Io m+2” Tt T n log®n’

n=2

daf die unendliche Reihe

¢ log"n log™ (n 4+ 1)
g M (n) (n1+n' n+ 1)1+n)

konvergiert, und dies ergibt mit Riicksicht auf (102) und (104) die Existenz
des Grenzwertes (101), womit der Satz XXIV bewiesen ist.

§ 16.

Die entsprechenden Sitze iiber die Funktion i (1) kénnte man direkt
auf analogem Wege beweisen, von den erzeugenden Funktionen
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L @
M T
I (s)n xv(v") IJ G L4 B
p -szs Nps

n(l-—%%_;,"l:r(:z ) ny(n)x(n)
»

ausgehend. Jedoch lassen sie sich auch aus den analogen Sitzen tiiber
u(n) herleiten, was im Folgenden der Kiirze wegen geschehen soll.

Satz XXV. Es ist fiir jedes reelle m
tim 172 37 209 0.
Nn<w

Beweis. Fir alle Ideale n, die sich von demselben quadratfreien
Ideal f um einen quadratischen Faktor unterscheiden (m = fm?), ist

o 1) = u(t).
Daraus ergibt sich, wenn
Dl aw =L@
Nnla

gesetzt wird, und ) die (von m abhingige) Klasse reprisentiert, fiir

welche hm? ~ [ ist,
L@=> D u®.

NugVe I~ I)

Hierin ist die innere Summe die auf die Klasse von § Dbeziigliche
Funktion M mit dem Argument 'J% Nach (94) gibt es zwei Kon-
stanten A, ¢, so daB fiir jede dieser » Funktionen (die den 2 Klassen
entsprechen) und alle 2 >1

| M ()| < Awe-Viws
ist, also fiir £>1 wnd Nm < Vo

c
2 ~Vieg -
<Awe 1le\fm".

|24 ()

Daher ist
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|L(z), < Az 2 N:ng Ve

Nm2Vz
—Yicgz - Ziog Nm - f/l;:“
=0z 2 Nm’e )+ O(x Nm’
C
Nm<eVl,°gac e 1ogw<1‘:’m§1/.«~:
Vlogw »2 171_0;; 1 __1 \
= O(xe Z N_‘mz>+ O(x 2 Wa® 1)
e / c,
NmeFloe® J187  Nm2yz
— logw 1 1
~of= 7 I )ro(s 3 i)
m Nm}e.’c/m

0(566" tog +0(_c_x__)
_o(oc7),

woraus der Satz XXV unmittelbar folgt.
Da nun fiir die Anzahl 4 (x) aller Ideale einer Klasse, deren Norm
Lz ist,
. Az
Im ==~y
existiert und >0 ist, so folgt analog zur obigen Begriindung des
Satzes XXIII aus Satz XXV der
Satz XXVI (zweite Halfte des Hauptsatzes 2). Wenn R, (x) bezw.
S,(x) die Anzahl der Ideale einer Klasse bezeichnet, welche das Produkt
einer geraden besw. ungeraden Anzahl von Primideclen sind, so ist

@ _
S, &

ke

lim
x

=0

~>

Endlich ergibt die Beweismethode des Satzes XXIV durch wértliche
Ubertragung den
Satz XXVII. Die unendliche, nach wachsenden Normen geordnete

Reihe
A(n) log™ Nu .
2 an +tZ
n~l

konvergiert fiir jedes reelle Wertepaar m, &.
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8 17.

Im Vorangehenden war durchweg fiir die Klasseneinteilung der Ideale
der engere Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt: Zwei Ideale a und b heiBen
dquivalent, wenn es im Kérper zwei ganze Zahlen « und § gibt, deren
Normen dasselbe Vorzeichen besitzen und welche die Gleichung

aa = b
erfiillen. Kurz gesagt: Es ist a ~ b, wenn der Quotient %— eine (ganze

oder gebrochene) Zahl des Korpers mit positiver Norm ist.

Es ist leicht, aus dem Vorigen die entsprechenden Siitze fiir den
weiteren Aquivalenzbegriff herzuleiten, nach welchem a ~ b ist, falls der
Quotient % tiberhaupt eine Zahl des Kérpers (mit positiver oder negativer
Norm) ist.

Bekanntlich besteht zwischen den Klassen beider Einteilungen folgender
Zusammenhang.

1) Wenn der Korper Zahlen mit negativer Norm, aber keine Einheit
mit negativer Norm enthilt, zerfillt jede Klasse im weiteren Sinn in
zwei Klassen im engeren Sinn.

2) Andernfalls stimmen die Klassen beider Einteilungen vollig
iiberein.

Wenn also % die Klassenzahl im weiteren Sinn bezeichnet, ist
h =20 bezw. h="1. Der Hauptsatz 1 ergibt also, daB die Anzahl der
Primideale, deren Norm < # ist, in jeder Klasse (im weiteren Sinn) die
Gleichung

lim 222 (o.(2) — 4 Li()) = 0

X

erfilllt. Auch der Hauptsatz 2 bleibt wortlich bestehen.

§ 18.

Beim Beweise beider Hauptsitze war nun {iber den Korper » die
(einzige) Voraussetzung gemacht worden, daB die iiber alle Primideale
der Hauptklasse (im engeren Sinne) erstreckte Summe

(105) > ’zv%a

b~p
divergiert. Was bedeutet diese Voraussetzung und fiir welche Korper ist
ste erfullt?
Ich beginne damit, einige Fille anzugeben, in welchen mit einfachsten
Mitteln nachgewiesen werden kann, daB die Reihe (105) divergiert, also
meine beiden Hauptsitze gelten.
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1) % habe die Klassenzahl 1; dann divergiert die Reihe (105), da
p in ibr alle Primideale zu durchlaufen hiitte und bekanntlich die Summe
der reziproken Normen aller Primideale eines algebraischen Zahlkdrpers
divergiert (weil sonst die Funktion

v@=1T—~
Np

bei Abnahme von s zu 1 nicht iiber alle Grenzen wachsen konnte). Doch
ist hier der Hauptsatz 1 nicht neu, sondern ist in dem von mir im
Jahre 1903 bewiesenen Primidealsatz*) enthalten. Ebenso ist der Haupt-
satz 2 fir A =1 ein schon frither **) von mir bewiesenes Gesetz.

2) x habe eine ungerade Klassenzahl > 1. Dann zeigt folgende
Betrachtung die Divergenz der Reihe (105). Wiirde die Reihe konvergieren,
so wiirde bei Anndherung von rechts

hm Z Ny

existieren (und ihrem Summenwerte gleich sein); also wiirde auch

hm 2 2 P

™0

existieren, da die hinzugefiigte Reihe

2 2

P70

sich fiir s =1 dem endlichen Grenzwert

o0

2 w Nlp

m=2 pMap

nshert. Aus der fiir R(s) > 1 giiltigen Gleichung

>H 25
(54) L(s)=¢ ™=' ¥
wiirde also folgen, daB die Funktion
L(s) = Ly(s) - Ly(s) - - Ly(s)
fir s =1 regulir ist. Da Z,(s) in s =1 einen Pol erster Ordnung hat,
wiirde also genau eine der Funktionen

L2(3); Ls('s): ) Lh(s)
*) 8. die erste der auf 8. 145, Anm. 1 zitierten Arbeiten, S. 670.

**) 8. die dritte jemer Arbeiten, S. 563 und 568.

Mathematische Annalen. LXIIT. 13
[

Nyms
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fir s =1 verschwinden, also genau eine der Zahlen

n

Zx_zvv(f) (V=2737"'7h)

n
gleich Null sein.*) Wenn nun s ungerade ist, so gibt es auller dem
Hauptcharakter (v =1) keinen reellen Charakter; der zu y,(n) konjugierte
Charakter #,(n) ist also von g,(n) verschieden. Aus dem Verschwinden
eines L,(l) wiirde also das Verschwinden eines anderen L, (1) folgen,
im Widerspruch mit dem Obigen.

3) x sei ein beliebiger quadratischer Korper P(YD), wo die ganze
Zahl D positiv-nichtquadratisch oder negativ ist. Bekanntlich divergiert
alsdann die Reihe (105); denn jede durch die Form w®— Do? darstellbare
Primzahl ist Norm eines oder zweier Hauptprimideale des Kérpers, da sie
in (u + VD) (u—v VD) zerlegbar ist, und Herr Weber**) hat — eine
Liicke bei Dirichlet ausfilllend — bewiesen, daB die Form «* — Dv® un-
endlich viele Primzahlen darstellt und, was noch mehr besagt, daB die
Summe der reziproken Werte der darstellbaren Primzahlen divergiert. Fir
jeden quadratischen Korper habe ich also die Hauptsitze 1 und 2 bewiesen.

4) Aus dem von Herrn Furtwingler®*¥) gelieferten Nachweis der
Existenz des Klassenkorpers eines beliebigen algebraischen Zahlkdrpers s
ergibt sich allgemein die Divergenz der Reihe (105), wie mir Herr
Furtwingler freundlichst mitgeteilt hat. Derselbe wird jenen Beweis
demnichst verdffentlichent); alsdann werden also meine beiden Hauptsitze
1 und 2 fiir jeden algebraischen Zahlkorper gelten.

Ich habe mit Absicht diese Mitteilung bis hierher verschober, um
meine analytischen Untersuchungen von der modernen Hilbert-Furtwingler-
schen Theorie des KlassenkOrpers deutlich zu trenmen. Meine vorliegende
Arbeit liefert bereits fiir quadratische Korper — wo die Heranziehung des
Klassenkérpers unnotig ist — eine Verschirfung der weitestgehenden bisher be-
kannten Sitze tiber die Primzahlen in bindren quadratischen Formen (positiver
und negativer Diskriminante), wie spiter{{) ndher ausgefiihrt werden wird.

*) Bisher galt alles auch fiir gerades h; aus den Ungleichungen (55) folgt
allgemein die Divergenz der Reihe (105) und umgekehrt.

“) Beweis des Satzes, daB jede eigentlich primitive quadratische Form un-
endlich viele Primzahlen darzustellen fihig ist, Mathematische Annalen, Bd. 20,
1882, S. 801—329.

##)  Die Konstruktion des Klassenkérpers fiir beliebige algebraische Zahl-
kbrper, Nachrichten der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
mathematisch-physikalische Klasse, 1904, S. 173—195.

1) Dies ist auf 8. 37 seiner inzwischen in diesem Bande erschienenen Arbeit
»Allgemeiner Existenzbeweis - fiir den Klassenkorper eines beliebigen algebraischen
Zahlkbrpers' geschehen.

+1) 8. 8. 202—-203.
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Dritter Teil.

§19
(Einleitung).

Die Tragweite der in den beiden ersten Teilen angewandten Methode
ist noch groBer, als bisher festgestellt wurde. Um nicht durch allzu
grofe Allgemeinheit der Begriffe den Leser abzuschrecken, habe ich bisher
nur von der Verteilung der Primideale auf die verschiedenen Idealklassen
gesprochen. Nunmehr werde ich meiner Untersuchung diejenige allge-
meinere Verteilung der Primideale in ,Klassen“ zugrunde legen, welche das
Fundament der Weberschen, auf S. 148, Anm. 1 zitierten Abhandlung bildet.
Ich werde zeigen, daB unter den von Herrn Weber gemachten Voraus-
setzungen nicht nur in jeder Klasse unendlich viele Primideale liegen —
dies hat Herr Weber bereits festgestellt — sondern auch, daB die Anzahl

o(x) der Primideale einer solchen Klasse asymptotisch gleich % Li(z) ist,

wo h die Klassenzahl bezeichnet, und sogar, daB fiir jedes reelle m
lim g7 (o(e) — 3 Li(@) =0
ist.

Es sei also ein beliebiger algebraischer Zahlkdrper x zugrunde gelegt;
der Grad von » heifle %.

In dem Kérper x werde eine Idealgruppe™) O und eine Zahlengruppe 0
angenommen, welche folgende vier Voraussetzungen erfiillen:

1) Die Gruppe O soll alle Primideale des Korpers » enthalten mit
ctwasger Ausnahme einer endlichen Anzahl, und sie soll jedes Primideal
enthalten, welches Teiler eines in thr. vorkommenden ganzen Ideals ist.*¥)

Mit anderen Worten, die ganzen Ideale von O sind entweder alle
ganzen Ideale des Korpers oder alle zu einer gegebenen endlichen Anzahl
von Primidealen relativ primen ganzen Ideale des Korpers.

Es sei nun E die Gruppe der (funktionalen) Einheiten des Korpers .

Es sei O eine Zahlengruppe von der Art, daB E O’ eine in O ent-
haltene Gruppe von Hauptidealen ist. Es werde angenommen:

#) Ich schlieBe mich jetzt mdglichst an Herrn Webers Bezeichnungen an, ver-
stehe also unter einer Idealgruppe ein System von (ganzen und gebrochenen) Idealen,
welche sich durch Multiplikation und Division reproduzieren. In dem beiden ersten
Teilen dieser Arbeit habe ich durchweg — im Anschluf an Herrn Dedekinds Be-
zeichnungsweise — ,JIdeal* statt ,ganzes Ideal® gesagt.

*) Den zweiten Teil dieser Voraunssetzung spricht Herr Weber nicht aus, macht
ihn jedoch stillschweigend, wie aus seinem Schluf auf S. 86, Z. 14—16 hervorgeht.

13*
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2) Die Anzahl der Nebengruppen*) oder die Klassenzahl
(0, EOY =1
ist endlich (von Null verschieden).
Die niichste Voraussetzung lautet:
3) Es sei m ein ganzes Ideal in O und T oder T(x) die Anzahl der
in EO enthaltenen, durch m teilbaren ganzen Hauptideale, deren Norm
nicht grofer als die positive Zahl x ist. Dann soll

1

(106) T=4% + Mz *

sein, worin g eine endliche, von Null verschicdene, positive Grifle ist, die
nur von der Natur der Gruppen O, O abhingt, aber von x und von dem
besonderen Ideal m unabhingig ist, wihrend M eine Funktion von x ist,
von der nur vorausgesetzt wird, daf3 sie mit unendlich wachsendem x wnicht
unendlich wird.

Mit anderen Worten, es soll

1
T(z) =47 2+ 0 (:cl 7)
sein, also speziell

T@ _ 9 .

lim x Nm

r=o

4) Die iiber alle Primideale von E O erstreckte Summe

(107) 2

divergiert.

Die Voraussetzungen 1), 2), 3) stimmen genau mit den Weberschen
iberein. Meine Voraussetzung 4) verlangt weniger als die Webersche*¥);
die folgenden Entwicklungen gelten also a fortiori, wenn Herrm Webers
Voraussetzungen vollsténdig erfillt sind. Es ist ein gliicklicher Umstand,
daf meine Voraussetzung 4) ausreicht; denn bereits fir den Fall, daB 0
gleich der Gruppe aller Ideale, O’ gleich der Gruppe aller total posi-
tiven Zahlen des Korpers ist, ist durch Herrn Furtwiingler zwar be-
wiesen, dafl der Klassenkorper existiert und daf die Reihe (107) divergiert,
aber noch nicht, daB der Klassenkérper die von Herrn Weber unter 4)
geforderte Eigenschaft besitzt: Jedes Primideal ersten Grades der Haupt-
klasse von x (mit etwaiger Ausnahme einer endlichen Anzahl) zerfills

~.

*) Diese ,Nebengruppen sind bekanntlich — bis auf eine — keine Gruppen,
sondern Komplexe, welche ihrerseits als Elemente einer Abelschen Gruppe auf-
zufassen sind.

**) Herr Weber folgert die Divergenz von (107) aus seiner Voraussetzung 4).
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in lauter Primideale ersten Grades; alle anderen Primideale von x ent-
halten im Klassenkorper hochstens eine endliche Anzahl von Primidealen
ersten Grades.

Unter den obigen Voraussetzungen 1), 2), 3), 4) besteht nun, wie ich
im § 20 zeigen will, der

Hauptsatz 3. Die Anzahl o(x) der Primideale in jeder Klasse von
O nach EO st

= 3 Li (@) + 0 (we V7).
Speziell ist also

~

Ebenso beweise ich in § 21 unter den Voraussetzungen 1) bis 4) den

Hauptsatz 4. In jeder Klasse von O nach E O gibt es asymptotisch
ebensoviele quadratfreie ganze Ideale, die aus einer geraden Anzahl wvon
Primidealen bestehen, als solche, die aus einer ungeraden Anzahl von Prim-
idealen zusammengesetzt sind. Dasselbe gilt, wenn das Wort ,quadratfreie’
weggelassen wird.

Die Hauptsiitze 1 und 2 sind hierin als Spezialfille enthalten, wenn
man O gleich dem System aller Ideale, O’ gleich dem System aller Zahlen
des Korpers mit positiver Norm setzt. Denn dann ist 1) von selbst erfiillt,
2) nach dem Dedekindschen Satze von der Endlichkeit der Klassenzahl,
3) nach dem Weberschen Satze (26), und die Voraussetzung 4) hatte ich
ausdriicklich im Wortlaut der Hauptséitze 1 und 2 gemacht.

Andererseits ist der Beweis der Hauptsiitze 3 und 4 dem der Haupt-
sitze 1 und 2 ganz analog, so daB ich ihn sehr kurz darstellen kann,
indem ich nur die zu modifizierenden Uberlegungen genau angebe.

§ 20.
Es seien y,(n),- - -, x,(n) die k Charaktere der Gruppe der / Klassen

(,,Nebengruppen“) von O nach E O, y,(n) der Hauptcharakter. Fiir die-
jenigen ganzen Ideale, welche nicht in O vorkommen, setze ich

(M) =0, 7, =0,--, 1,0 =0.
Dann gilt fiir zwei beliebige ganze Ideale des Korpers die Gleichung
2(ab) = 7 (a) 2(b);
denn nach Voraussetzung 1) kommt ab dann und nur dann in O vor,
wenn a und b in O vorkommen.
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Es gilt also fir R(s)>1und »=1,2,.. ., h die -— auch von Herr>
Weber fir s > 1 angewandte — Identitit

2%, (W) 1
(108) Eﬂﬁ'==1i1-“__i25’
n p 1__175§
wo links 1 alle ganzen Ideale, rechts p alle Primideale des Koérpexs
durchlguft.
Wenn n,,---,n, ein Reprisentantensystem der » Klassen von O ist,
so ist fiir einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter®)

(109) Dl = 1) 4, @) + -+ + 1) 4,(3),

wo A,(®), - -, A,(x) fir die einzelnen Klassen von O die Anzahlen dex
ganzen Ideale bezeichnen, derem Norm <z ist. Wird eine Klasse be—
trachtet, so ist, wenn das ganze Ideal a ihr angehOrt und m ein festes
ganzes Ideal der inversen Klasse bezeichnet, ma = { ein ganzes Hauptideal
der Gruppe F O, und umgekehrt liefert jedes ganze durch m teilbaxre
Hauptideal ma =¥ in E O ein ganzes Ideal a der gegebenen Klasse.
Daher ist fir v=1,2,---,}

A,@) = T(Vm - 2),
d. h. nach (106)

1
4,8 =g+ 0 );
also erhiélt man in Verbindung mit (109) und (39)

Dl = 0<w1"%),

Ntz

Ol S = 0(log 2).

Nn<x Nnlz

Daher gilt der Satz VII, und die fiir R(s) > 1 —% durch die Reihen
xv(n)
(110) L(s) 2 (=23, R

definierten analytischen Funktionen erfullen die Relationen (47) und (49)_
Was die fiir ®(s) > 1 durch (110) definierte Funktion L, (s) betrifft

so ist nach (108)
T
L =] —+
v 1w

ferner

*) (109) ist in der Schreibweise mit (44) gleichlautend.
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wo p alle Primideale mit Ausnahme der etwa in O nicht vorkommenden
durchliuft. Also ist, falls O gleich der Gruppe aller Ideale ist,

Ll(s) = Cx(s)7
falls dagegen O die Primideale p;, Py, - -, p, nicht enthilt,

Q
(111) L6 =60 ] [ (1-y,)-

Die ganze transzendente Funktion
0

[10-x3)

=1
ist offenbar fiir R(s) > -, also fiir R(s) 21— 3 dem absoluten Betrage

nach nicht oberhalb der endhchen Schranke
¢

[I(+ et

gelegen; ferner ist ihre Ableitung

¢ ¢ ¥
I (-5 25

o= a=11—W

fir R(s) = %, also fir R(s) =1 — 53 dem absoluten Betrage nach

log Np,
<H(1+Np,}) 2?;71‘

a=1 =1
Die Funktion L, (s) erfiillt also auch die Ungleichungen (51) und (52), so

daB der Satz VIII wortlich gilt.
Wird nun, wie in § 5, die analytische Funktion L(s) durch die

Gleichung
I
ORI BRO
v=1

definiert, so ist fiir R(s)>1

2 m 2 N»‘ms
L(s) = em=1
wo in der inneren Summe p die Primideale durchl'aiuft, deren m* Potenz
der Hauptklasse von O von E(, d. h. der Gruppe E O' angehort.
Wegen der Voraussetzung 4) wichst L(s) bei Abnahme von s zu 1 iiber
alle Grenzen, so daB die Ungleichungen (55) bestehen.



200 E. Laxpav.

§ 6 bleibt ganz ungeindert, ebenso § 7; in § 7 hat hier f ein Ideal
zu bedeuten, welches die zur gegebenen Klasse von O nach E O inverse
repriisentiert. Auch die §§ 8—10 bleiben vollkommen ungesndert, womit
der Hauptsatz 3 bewiesen ist.

Ich will von demselben eine allgemeine Anwendung machen. 2 ()
bezeichne einen vom Hauptcharakter verschiedemen Charakter; es werde
die Relation

: (@) =+ Li(@) + 0 (ze-Vie2)

fiir alle  Klassen angesetzt, mit y(n,) multipliziert, und es werde alsdann
die Summe jener h Relationen gebildet. Dies gibt

112) @) = Li (x>2x<m> + 0 (ze-Vom3) = 0 (e Vioas) .
Npg=
Genau so, wie in § 15 aus (94) der Satz XXIV erschlossen wurde, ergibt
sich aus (112) die Konvergenz der Reihe
% () log" Np

N 14284
" »

fiir jedes reelle Wertepaar m, ¢. Hieraus folgt speziell fiir m = O die
Konvergenz der unendlichen Reihe

PAL)]

N 14262
P p

also des unendlichen Produktes
1
H 1 2@
‘ P Nyttt
und das Bestehen der bisher nur fiir ®(s) > 1 bekannten Relation (108)
auch fiir die Gerade R(s) =1, falls » einen der Werte 2,3, ... % hat.

- Fiir den Hauptcharakter ist tibrigens analog auf der Geraden
‘R(s)=1 (exkL s=1)

.(13) L©) =[] —5w

S R

" denn ich habe a. a. 0.%) die Gleichung

- (114) ;,4(1+tz) H———————— (=0
ND1+“

'EeWIesen, und aus (111), (114) folgt (113).

* 8. die auf 8. 145, Anm. 2 zitierte Arbeit, 8. 127.
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§ 21.

Ebenso zeigt die wortliche Wiederholung der Entwicklungen aus den
§§ 12—13 die Richtigkeit des Satzes XXI in der vorliegenden allge-
meineren Bedeutung. Der Satz XXII besagt hier auch, daf

hm Q (.'x))

ist; nur ist der Wert des Grenzwertes hier
g .
PR
11 (= 375)
In der Tat gilt die beim Beweise auftretende Ungleichung (96) nur fiir
solche m, die in O vorkommen; fiir die anderen m ist
Az, m) = 0.

An Stelle von (97) ergibt sich also hier

0w =oe 3+ 0+ E S ),
NmgVx NmgVz Nm =%

wo m die ganzen Ideale von O durchliuft, also

Q) = g0 D55 1 o(ya) + O(x‘“;“log 2),

Tu(m) ’ 1y 1 1
v =1l (v =@
m ————
’ I Npg)
den obigen Satz liefert.
Aus ihm folgt analog wie in § 14 die erste Hilfte des Hauptsatzes 4;

§ 15 bleibt ganz unveréndert, und die Schliisse des § 16 ergeben, wenn
man sie auf die Identitdt

L) =D Su®
b

NmgVz I~

&
Nm?

anwendet, die zweite Hilfte des Hauptsatzes 4.

was wegen

NEg

Vierter Teil.

§ 22.

Von dem Hauptsatz 3 will ich zum SchluB durch Spezialisierung auf
quadratische Korper einige Anwendungen machen; dieselben kniipfen an
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drei klassische Untersuchungen der analytischen Zahlentheorie an, in
welchen Dirichlet den ersten Schritt getan hat.
a) Es sei eine eigentlich primitive binire quadratische Form

ou? + 2buv + co?

mit positiv-nichtquadratischer oder negativer Diskriminante D = b* — ac
gegeben; im Falle D < 0 sei die Form positiv. Herr Weber®) hat ge-

zeigt, daB sich im Kéorper P()/D) eine Idealgruppe O und eine Zahlen-
gruppe O angeben liBt, so daB einerseits die Voraussetzungen 1), 2), 3)
erfiillt sind, und andererseits die durch die Form darstellbaren Primzahlen
(von endlich vielen abgesehen) mit den Normen der Primideale ersten
Grades in einer gewissen Klasse von O nach E O ibereinstimmen. Was
meine Voraussetzung 4) betrifft, so folgt aus Herrn Webers auf S. 194,
Anm, 2 zitierter Arbeit, daB sie erfiillt ist. Der Hauptsatz 3 gilt also und
liefert: In jeder Klasse von O nach E O ist die Anzahl der Primideale,
deren Norm < z ist,

= %— Li(z) + O(xe*%/m%

wo h gleichzeitig die Anzahl der Klassen eigentlich primitiver (poiitiver)
Formen der Diskriminante 1) und die Anzahl der Klassen von O nach

E O darstellt. Also ist auch die Anzahl der Primideale ersten Grades
unter ihnen

= —:7 Li(z) + O(xe—f/@),
da die Anzahl der Primideale zweiten und hoheren Grades, deren Norm

L ist, = O(k)lgxﬁ ist. Je nachdem nun die betreffende Klasse von O

(oder, was dasselbe bedeutet, die Klasse der zu aw® + 2buv + cv® #qui-
valenten Formen) zweiseitig ist oder micht, entsprechen jeder durch die
Form darstellbaren Primzahl (mit Ausnahme endlich vieler) zwei Prim-
ideale der Klasse oder eines, deren Norm jene Primzahl ist. Daher ist
die Anzahl der durch die quadratische Form darstellbaren Primzahlen < x
fiir eine zweiseitige Klasse

= > Li(@) + 0(weVis2),

fir jede andere Klasse .
= L Li(z) + O(xe‘f/m\)
3 .

Bisher war nur bekannt, daB jene Anzahl, durch Li(x) dividiert, fiir

" 1. c., S. 94—95.
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z = 0o den Grenzwert 21h hezw. % besitzt. Herr de la Vallée Poussin®)

hatte dies unter Heranziehung schwieriger analytischer Hilfsmittel (welche
an sich von hohem Interesse sind) bewiesen.

b) A. Meyer®*) hat zuerst den von Dirichlet ohne vollstindigen Be-
weis ausgesprochenen Satz nachgewiesen: ,Jede eigentlich primitive
(positive) bindre quadratische Form mit nichtquadratischer Diskriminante
stellt unendlich viele Primzahlen dar, welche zugleich in einer gegebenen,
mit den Charakteren des Geschlechtes jener quadratischen Form vertrig-
lichen primitiven Linearform enthalten sind.“ Er hat zugleich gezeigt,
daB die Summe der reziproken Werte jener Primzahlen p divergiert, in-
dem er die Gleichung bewies:

v 1 1
P clog — + G(s),
r

wo :

%1__{1% G(s)
existiert und ¢ die positive Konstante bezeichnet:

-2

©= Sy’

wo ¢= 2 fiir zweiseitige Klassen ist, sonst e =1, ferner A die Klassen-
zahl eigentlich primitiver (positiver) Formen, g die Anzahl der Geschlechter,
M die Differenz der arithmetischen Progression. Herr de la Vallée
Poussin*#¥) hat das Verdienst, die schirfere Relation

. X
lim gy =
bewiesen zu haben, wo ¢(z) die Anzahl jener Primzahlen < x bezeichnet.
Andererseits hat Herr Webert) gezeigt, daB jene Primzahlen (mit
Ausnabme einer endlichen Anzahl) die Normen der Primideale ersten
Grades einer Klasse eines O nach einem E O sind, wo die Voraus-
setzungen 1), 2), 3) erfiillt sind. ' In Verbindung mit dem Meyerschen
Satz ergibt sich die Divergenz der Reihe (107), also die Richtigkeit der
Voraussetzung 4) und daher nach dem Hauptsatz 3 die Gleichung

0(#) = cLi(z) + 0 (we-Poe),

# 1 e¢. ,,Troisieme partie. Les nombres premiers représentables par une forme qua-
dratique de déterminant négatift, S. 368—397; ,,Quatriéme partie. Les nombres pre-
miers représentables par une forme quadratique de déterminant positif, Bd. 21,
Teil 2, 1897, S. 2561—342.

#)  Uber einen Satz von Dirichlet, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, Bd. 103, 1888, S. 98—117.

*#%9 1 ¢ ,,Cinquitme partie. Nombres premiers représentables simultanément
par une forme linéaire et une forme quadratique*, S. 343—868.
#) L ¢, S. 95—96.

c
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¢) Dirichlet*) hat bewiesen, daf im GauBschen Kérper P(7) eine
Linearform «f + B mit teilerfremden «, 8 unendlich viele komplexe
Primzahlen, d. h. unendlich viele Primideale ersten Grades darstellt, und,
was noch mehr besagt, da die tber jene komplexen Primzahlen ¢ er-

streckte Summe )
2 ¥
q

divergiert. Dirichlet hat nﬁmlich die Relation bewiesen:

(115) ZNq W) log -1y + G(s),

wo
lim G(s)

existiert. Andererseits hat Herr Weber**) darauf aufmerksam gemacht,
daB jene Primideale die Primideale ersten Grades einer Klasse von O
nach E O sind, wo O und O gewisse Gruppen bezeichnen, welche die
Voraussetzungen 1), 2), 3) erfiillen. Da nach (115) die Voraussetzung 4)
auch gilt, ist der Hauptsatz 3 anwendbar und liefert:

Die Anzahl der komplexen Primeahlen o& 4 f, deren Norm < x ist,
st

fi

f(%) Li(z)+ 0 (xe—%‘*ﬁ).

Berlin, den 5. Mirz 1906.

*) . Untersuchungen tiber die Theorie der komplexen Zahlen*, Abhandlungen
der Koniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1841, 8. 141—161;
Werke, Bd. 1, S. 509—532.

**) 1 c, 8. 96—97 und in seiner neueren ausfiihrlichen Behandlung des vor-
liegenden Spezialfalles: ,Uber komplexe Primzahlen in Linearformen*, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. J29, 1905, S. 35—62.



