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Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen. II.

Von

Pauvr EpsteEm in StraBburg i/E.

In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung hat Herr Herglotz*)
das Problem der Inhaltsbestimmung einer von einer analytischen Kurve
umschlossenen Fliche auf die Untersuchung einer Klasse von Funktionen

Z(s,n) =2 (M)ILT (n=0, 4, 8,12, - )

@by

guriickgefiihrt, die eine nahe Verwandtschaft mit der Riemannschen
Funktion £(s) zeigen. Dies veranlaft mich, in der vorliegenden Arbeit
den Nachweis zu fithren, daB diese Funktionen in sehr engem Zusammen-
hang mit denjenigen Funktionen stehen, die ich in meiner ersten Arbeit**)
als Zetafunktionen sweiter Ordnung bezeichnet habe, so daB simtliche von
Hermn Herglotz gefundenen Eigenschaften der Funktionen Z(s,n) direkt
aus den Eigenschaften jemer abgeleitet werden konnen. Es wird dabei
eine Begriffshestimmung der Funktionen Z(s,n) mit Hilfe gewisser Diffe-
rentialoperationen zugrunde gelegt, die sich — wie weiterhin gezeigt
wird — in sehr allgemeiner Weise auf Zetafunktionen belichiger Ordnung
tibertragen laBt.

§ 1
Mit einer geringen Modifikation der in meiner ersten Arbeit ge-
gebenen Definition soll unter einer Zetafunktion p* Ordnung mit der

Charakteristik ‘;]: :2 o Zp I' zunichst die p-fache Reihe
Ry e
’ 2ﬂiz my, h,u
9 92 Y, e "
(1) Z{klhz...hj (s)(p=2...2—“ ps
my my F)
@ ((m+9))

* ,Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen*. Math.
Ann. Bd. 61, 8. 551.
**) Math. Ann. .Bd. 56, S. 615.
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verstanden werden. Darin bedeutet

ole) = a1,

u=1 v=1

eine quadratische Form mit nicht verschwindender Determinante A, deren
reeller Teil positiv ist; gy, 95, ) 93 Pus Py, -+, b, sind irgend welche
reellen Zahlen, und die Summationsindizes durchlaufen alle ganzzahligen
Werte von — oo bis + oo; nur wenn alle Zahlen g;, - -, g, ganze Zahlen
sind, ist diejenige Kombination der Summationsbuchstaben wegzulassen,
bei der der Nenner identisch verschwinden wiirde.

Die obige Reihe konvergiert, sobald der reelle Teil von s griBer
als 1 ist. Um die Zetafunktion fiir alle komplexen Werte von s zu
definieren, benutzen wir die Integraldarstellung

. a3 L
x r(%s)z’g) (s)q,-:fdz-zg 0‘2)(2)(,,,
s
worin ﬁ‘i, (#), die Thetareihe p** Ordnung

~nspllg+m)+2mi Xom ey
O oo g

my myp

bedeutet. Fiir sie besteht die Transformationsformel ¥)

%)z

wobei g die zu @ resiproke Form ist. Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir
5 (es\ |9 ) T e
@ = 1) z[h[(s)q,= dz-2*  ® {h[ @,
1

i, h, [ pA-9)
e “ e h
A G./dz'z a'—af@"f’
1

und dies definiert: die Zetafunktion p** Ordnung fiir jeden Wert von s,
sobald nicht gleichzeitig alle Zahlen ¢ und % ganzzahlig sind.

Sind aber alle Zahlen g oder h ganzzahlig, so geniigt es, sie alle
gleich Null anzunehmen, und es bestehen dann die Formeln:

—eni Yo,k
G

I A e
22 ya

@' f
—y

*) Wegen des Vorzeichens von ]/Z vgl. Krazer, Lehrbuch der Thetafunixtionen.
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1) alle g gleich Null:

)

@ efon-—ie el e,

R
p(1=9)

1 g1 _In
1

2) alle %, gleich Null:

o«
b3

“_?r(%s>zlgz(s)¢=§ﬁ%:3+fdz 2? «91 }(z)

B0

i * p(12—s)_1 o
+1_/—Z1 dz -z (@Ig‘(z)—q;—l);
3) alle Zahlen g und % gleich Null:
x‘%r(%z'g] (8), = WAZ . /dz o (ﬂ]g’ Dy —1)

B

1 / 2
—]—Vz dz-z &l ‘(ﬁ)——l

1

Aus diesen Formeln erkennt man den fiir alle Zetafunktionen geltenden
FPundamentalsats:
-2 %‘g‘u hH (1—s)
108 T P(l—s)

®)x z h] )= Tz rEs) z’ g‘ 1 —s);

Die Zetafunktionen haben folgende allgemeinen Eigenschaften:

1) Solange nicht alle Zahlen % ganze Zahlen sind, sind die Zeta-
funktionen ganze transzendente Funktionen von s.

2) Sind alle Zahlen h ganzzahlig, so wird die Zetafunktion nur fiir
s=1 zur ersten Ordnung unstetig, und es ist

?

2.m 2
e
3) Alle Zetafunktionen verschwinden in den Punkten

s=_2-k° *k=1,2,3,--).

p7

(6) hl(s)(p 1+00+01(S_1)+
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4) Fiir s =0 verschwinden die Zetafunktionen jeder Charakteristik,
auBer wenn alle Zahlen g ganze Zahlen sind. In diesem Fall ist
—2ni X 9 by
z]i ] O)=—e *
Auf Grund der Bemerkung von Herrn Minkowski, die Herrn Herglotz
zu seiner Arbeit veranlaBt hat, kann man schlieBen, daB

lim (s—1) Z| (s)q,

das Volumen des Ellipsoids ¢ () <1 darstellt, welches, wie bekannt,
mit wichtigen Sitzen aus der Theorie der quadratischen Formen von
p Variablen in engem Zusammenhang steht.*)

Es liegt nahe, nun auch Funktionen aufzusuchen, die der Riemann-
schen Funktion () entsprechen, jedoch ist der Fundamentalsatz (5) in
der Form, wie er hier vorliegt, dazu nicht geeignet, denn zu beiden
Seiten stehen zwei verschiedene Zetafunktionen. Definiert man aber neue

gﬂ (s), durch die Gleichung

Funktionen C

i g,k g —mZyuh, | 4.y
@ Vae ”“ZIh!WV; S RACTEE HHICH
so ist zunichst

g h
® JHIORIREICn
und der Fundamentalsatz erhilt eine Fassung, die ganz genau dem Satz
iiber die Riemannsche {-Funktion entspricht, daf namlich das Produkt

ps
AN
x *r(%) g|i|(s)¢
bei der Vertauschung von s mit 1 — s ungedndert bleibt.
Zur Integraldarstellung dieser neuen Funktionen, die wir hier nicht
im einzelnen ausfiihren wollen, wird man an Stelle der bisher benutzten
Thetareihe ebenfalls eine modifizierte Funktion
nt X Ju h

@Vae " o)l @+

einfiihren; es ist dann

" —rtif:_:gﬂhﬂ
Vi |
elz =e’—h91(z)‘?

und die Transformationsformel lautet

RIOTES-LIHIC)

-2
G‘il(z)¢=z ’o

)
hi\z/y

") Vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 122 u. 8. 198; Journal fiir Math.
Bd. 129, S. 254 ff. .
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1

Setzen wir jetzt
=5+,
go ist die Funktion
s(s

(10) AN HHICEIH 0N

eine gerade und gance tramssendente Funlktion von t, fir die man bei
allgemeiner Charakteristik die Darstellung hat:

5190y =— (3 + t%)_/e},{' (z)q).z§—lcos (& 10g 2) ds.
1
Sind aber alle Zahlen g und % Null, so ist

-ty

(o) [ [ B (VB )] en(sog) as.

1

Daneben besteht die fiir jede Charakteristik giiltige Darstellung

e,
d 5, i
(11) 3’9‘ ®),= /c_ﬁ PR i }(z) 4 cos (2 logz) de,
1
und so ist auch hier der genaueste Anschluf an die Riemannschen Ent-
wicklungen gewonnen.

Alle &-Funktionen besitzen als Funktionen von #* die Héhe Null

§ 2.

Der allgemeinen Zetafunktion zweiter Ordnumg wird die quadratische
Form

(1) Q = ax”+ 2bxy + 0y2= a(x——my) (x——-co'y)

mit der Determinante
A=ac—0b?

zugrunde gelegt. Dabei sind
@) m_____l_«a'l/z m,=_i__ﬂ/z

die Losungen der quadratischen Gleichung a2®+ 2bz+4¢=0

Mathematische Annalen LXIIL 1
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Die Elemente der Charakteristik sehen wir als verdnderlich an und

L

w o | ferner schreiben wir zur Abkiirzung
1 2

bezeichnen sie mit

my Uy + mouy = [mu])
und weiter

(3) (my +v,) — w(my+vy) = [m+v]

und haben dann als allgemeine Zetafunktion zweiter Ordnung

2na[mu]

Sy = 22 g (m+ o)

Eine besondere Eigenschaft dieser Funktionen, die fiir Zetafunktionen
hoherer Ordnung nicht allgemein zutrifft, besteht darin, daB sich die
mit der reziproken Form g gebildeten Funktionen auf Funktionen desselben
Arguments s zur Form ¢ zuriickfithren lassen. Es ist nédmlich

O
I“ Uy

4)

©) g = % (ca® — 2bzy + ay?),
und man sieht leicht, daB

(6) z|!]192 (S)qa—AZl—g'gl

(8)y

ist. Aus diesem Grunde lautet der Fundamentolsatz fiir diese Funktionen:

(8)y =

v, v, 27!7[ v]

Uy Uy

(1) n*T(s)Z

aC-r(1—92Z| T
2

3_

Sei nun @ irgend eine Funktion, die von der Form ¢ und den
Variablenpaaren u,, u, und v,, v, abhéingt; wir definieren dann zwei Diffe-
rentialoperationen:

D(b____ag_co 20

3—?;2‘ + 2752‘('01 - cov,)d),

(8)

D(D_coav1 +8v,

und stellen zunichst fest, daf diese Operationen vertauschbar sind:
9 DD, ® =D, Do,

Wenden wir sie auf die Zetafunktion an, so ergibt sich:

eSnz[mul
(10) ”1”’ s), = 2mi QB L o) il
(= 2mi 2 DB m
und
X . 2rimu]
DZ|p (), = —2siVD > %:l_
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also
11) D,z

Uy Uy
Uy U

”1 "’z

®), =—sVADZ

| (84 1)y

Es lassen sich also die Operationen D und D, bei der Zetafunktion
qufeinander zuriickfihren, und man braucht nur eine, z. B. die Operation
D, beizubehalten. Die #-malige Wiederholung der Operationen liefert
noch nach (11) die allgemeine Formel

D”Z ’”1 ”s (s)cp
a2) N% v,
=(— 1)”s(s+1)(s+2)---(s+n—1) (7) Dz |+ (s—l—n)
Man erhilt nun unschwer
"z '01 ,,;s n [m_I_ ]n 27i[mu]
(18) Dz |l (s)y= (2mi) > ymrle — RS

N n .
und wird so — wenn man noch s+ < an Stelle von s setzt — zu einer
Reihe von Funktionen

n27u[mu]
(S; )_Zz[m-{—v] a7 (”'_‘1)2)37"‘)
o(m+v) "2

gefithrt, die wir als abgeleitete Zetafunktionen bezeichnen.

Unter diesen Funktionen sind die von Herrn Herglotz betrachteten
als ganz spezielle Fille enthalten; es liegt ihnen die Form 2% + y* zu-
grunde und es sind nach Ausfihrung der Operation D" alle Elemente der
Charakteristik Null zu setzen.

Den Fundamentalsatz fiir die abgeleiteten Zetafunktionen findet man
durch Anwendung der Operation D auf Gleichung (7). Dabei ist zu be-
achten, daB in den beiden dort auftretenden Zetafunktionen die Elemente
der ersten und zweiten Reihe der Charakteristik vertauscht sind; dies hat
zar Folge, daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D,
auf der rechten nach sich zieht. Man erhélt so:

'01 ”2

(14) Z

e—27u’[uv]

wTODZ |7 0| (0= o I A =) DrZ |7 (1),
oder mit Benutzung von (12):
"F(S)D"Z Y1 "’2 (s)q)
—27ifu ] —_—
— ¢ - -1 ")l_(l—l-%—s)( )D" ' U %1 (1+n—6‘)q,
A "?

14*
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Setzt man jetzt s -+ % an Stelle von s, so ergibt sich der Fundg-
mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen:

vl "72

(s )y

T ( + s)

(15) _ :_z—m[uv] (- ,,)r( + 1__5 Z J Uy

v o (1 —s,n),

3_._.

A

Werden durch die Gleichung (14) die abgeleiteten Zetafunktionen nur
innerhalb der Konvergenzgebiete der jeweiligen Doppelreihen dargestellt,
so kann man aus der Definition mit Hilfe der D-Operation schliefen, daf
diese Funktionen fiber alle Werte von s fortsetzbar sind. Will man all-
gemein giiltige Integraldarstellungen haben, so geht man von den ent-
sprechenden Darstellungen der urspriinglichen Zetafunktionen zweiter Ord-
nung aus und wendet auf die dort auftretenden Thetareihen die Opera-
tionen D und D, an. Setzt man

(16) 2 2 [ + v]re- w29 (m+on+2mitnu] — & Zx e 1),

m my
so ist

Yy Y, ’ . vy .
D”B* 1R (z)¢ CEDZ “1‘“: (2, m),

und es besteht die Transformationsgleichung

) ¢ #miluel A N |

gy | & Mo = (1 *") — (;z‘v”>¢'

Hiermit findet man leicht die tiberall giiltige Integraldarstellung*)

ZTET (s—&- ) ”‘ ”’ (s,n) —fdz StEly ”112: (2 1),
(__ 1)n e—2rn[uv] —u " 2
e (1 e (g,
1

aus der man nochmals den Fundamentalsatz (15) ablesen kann. Man er-
kennt hieraus auch, daB alle abgeleiteten Zetafunktionen gamze tramssendente
Funktionen von s sind, und es folgt dann weiter, daB die Funktion

z '01 “’2 (s, n) fir s = %’ — (g_ + 1), — (_;1 + 2), -+« verschwindet.

*) Man sieht ohne weiteres, daf man bei den speziellen von Herrn Herglotz
betrachteten Funktionen mit esnfachen Thetareihen susreicht.
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§ 3.

Will man die Entwicklungen des vorigen Paragraphen auf Zetafunk-
tionen von beliebiger Ordnung ausdehnen, so wird man in folgender
Weise vorgehen.

Es sel ® irgend eine Funktion, die vou zwei Reihen von je p Va-
riablen w4y, Uy, * *y U,y Yy, Vg, * -, ¥y, SOWie von den Koeffizienten -einer
quadratischen Form ¢(z) = ZZa,, 2,2, abhingt. Es mogen dann zwei
Diﬂ’erentialoperationen definiert werden:

o .,
Dq) = 51 3“ + gz au .. + Ep 57 +275’&(51?)1—\—22@2_}-....+gp@p)q),

(1) 0P A L)
Di® =y g T8 gy, T T Ta gy

worin die Koeffizienten &, - - -, §,, 2, +, ¢, in noch niiher zu bestimmen-
der Weise von den a,, abhingen. Wir verlangen nun zuniichst, daB die
Operationen D und D, vertauschbar sein sollen, und finden leicht, da8 dann
die Koeffizienten die Bedingung

(2) £1x1+§2x2+---+§pxp=0
erfiillen miissen.
Wir wenden jetzt diese Operationen auf die allgemeine Zetafunktion

(s)(p 2 2 REHCTY _

" @ (m+0)*

11}1@2...

Doty oty -
an, wobeil
[mu] = myu, + mgsy + - -+ + myu,
ist, und finden, wenn zur Abkirzung
3) E,(my +vy) + Ea(mg + ) + -+ + ‘gp(mp + ”p) = [m + v]
gesetzt wird:

@) DZ’ZI(s)q,a%m'Z Simdles

((m-l-v))

27imu)

Dagegen wird:

Yy (mg +v;)+ -+ Ym0 ) o
. (s)¢=—p32-~2 ! » 2) gnipnad

211

p(m 4 v)*

und darin ist
Y; = Uy Xy + Qg + -+ Uiy
Wir stellen nun die weitere Forderung auf, daf diese y, den Zahlen
& proportional sein sollen, d. h. es sollen die Bedingpngsgleichungen
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U1 Ty + g g + ... + a2, = uk,,
G %lzx1 Tzt U3, %, = 15,
Y18+ @+ -t 3, = uE,
erfilllt sein. Dann gilt fiir die allgemeine Zetafunktion der Satz:
©) D,z

v
u 1

@y =—24Dz|7 | (+3),

so daB sich also die Operation D, auf die Operation D zuriickfiihren 1B,
Sind

- 1 oA

%= A 2ay,

die Koeffizienten der zu @ 7reziproken Form ¢, so ergibt die Auflésung
des Gleichungssystems (5):

1 _ . .
(7) ;—xi=a“§1+ ai2§2 -+ ..'+a|'p§?’ (1=1’2’...’ p)’
und wenn man zu (5) und (7) die Bedingung (2) hinzunimmt, so sieht
man, da durch Einseteung der z, - - -, z, die Form @, dagegen durch Ein-
sctoung der &, - - -, &, ihre Reziproke sum Verschwinden gebracht wird, also

(8) p(x) =0, () =0.

Solche Systeme der x und & lassen sich allgemein in folgender Weise
ermitteln. Es sei

(9) ;=2 + C;q2 + -+ CipPpy (7, = 1, 2’ ceey p)

eine lineare Substitution, durch die die Form ¢ in eine Summe von Qua-
draten iibergefithrt wird, so daB also:

(10) p(@) = 2 + 2" + -+ + 2, =[(2).
Nun ist nach (5)

sind also ¢,, die Elemente des zum System der (c;;) reziproken Systems,
80 ist
(11) u =y + Tase + -t Oty (=1,2---,p).

Die Gleichungssysteme (9) und (11) stellen lineare Substitutionen vor,
durch die, mit Erfiillung der Bedingung (2), die Formen ¢ und @ simultan
in eine Summe von Quadraten tbergefihrt werden. Nun verschwindet
die Form f(2) fir solche Werte der 2, -, 2, die durch eine ortho-
gonale Substitution aus den p'e> Einkeitswurzeln ¢, &, - - -, ¢, hervorgehen.
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Sind also g, die Elemente einer orthogonalen Substitution, so hat man
in (9) und (11)

(12) 7= Qo &t Gisde T T G4

su nehmen, um Werte der z# und & mit den gewiinschten Eigenschaften
su erhalten. Zu jeder Form ¢ gehdren also in vollig angebbarer Weise

e & . . .
Systeme von 2p Zahlen (m“ o 7 ), die die Bedingungen (2) und (5)
y El 9 gz [ g?

erfillen, und wir konnen sagen: Die Zahlen der ersten Reihe fiir eine

Form ¢ sind Zahlen der zweiten Reihe fiir die reziproke Form . Die
GroBe u bleibt unbestimmt, aber eine Vergleichung der Formeln (5) und
(1) zeigt: Wihlt man zu einer Form ¢ die GroBe u, so gehdrt zur rezi-

proken Form die GroBe —?;
Wir definieren nun die abgeleiteten Zetafunktionen, indem wir

1 w7 0 Y AN A e
(13) (27’@-)1& Uy - - -up (S—l— p)(p Lagg - - .up (syn)q"

=123,
sotzen, und erhalten fiir sie unschwer die Reihendarstellung:
i [m _|_ " neizﬂi[mu]
(s, n)q, =2 . 2 ___]_...{(;___WS
™ " @(m+v)

Zur Ableitung des Fundamentalsatzes fiir diese Funktionen haben wir

zuntichst durch wiederholte Anwendung der Formel (6):
v

D1”Z w (3)(;)

OS] SR SEEESIHITER

Ubt man nun auf Formel (5) in § 1 wiederholt unsere Operationen
aus, 50 ist nach den obigen Festsetzungen iiber die Zahlen 2 und ¢ klar,
daB eine Operation D auf der linken Seite eine Operation D, auf der
rechten nach sich zieht; man erhélt so mit Riicksicht auf (15):

&)y

_ 3 \n g~ 27ilur] ._?l(l__."'_)_n D (L —§) %
_(7) Va T ? l'( 2 +n)D"Z’_v
und wenn man jetzt s -+ % an Stelle von s einfiihrt, so folgt der Funda-

mentalsatz der abgeleiteten Zetafunktionen®):

(14) z

v
w

(15)

K
u

:n:_%f r (%’) Dz

v
u

(1~—s+2?”)

;7

*) Die unbestimmt gelassene Grofe g tritt hier, wie in (15), nur scheinbar auf.
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_2¢
x 2 r(i’ﬁzi‘_’f/)z’”

- () T (0t 2|y

Diese Funktionen sind, wie man aus der leicht angebbaren Integral-
darstellung ersieht, simtlich ganze transzendente Funktionen von s, und
die n* abgeleitete Zetafunktion besitzt reelle Nullpunkte fiir

(k=0,1,2,--).

StraBburg i E, Februar 1906.




