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2992 J. LitroTn.

Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten.
Von

J. Lirora in Freiburg i./Br.

Die beiden Arbeiten iiber die gegenseitig eindeutige und stetige Ab-
bildung von Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen aufeinander,
die ich in den Jahrgingen 1878 und 1899 der Sitzungsberichte der Er-
langer physikalisch-medizinischen Gesellschaft verdffentlichte, sind sehr
kurz gehalten, und manche Beweise nicht gegeben. Ich zdgerte immer
mit einer ausfiihrlicheren Darstellung, weil ich glaubte einen weiteren
Spezialfall und damit vielleicht auch den allgemeinen Fall erledigen zu
konnen. Trotz vieler Mithe, die ich mir in dieser Hinsicht gegeben habe,
ist mir dies aber bis jetzt nicht gegliickt. Deshalb gebe ich im folgenden
eine Ausarbeitung der oben genannten Noten, die, im wesentlichen an sie
anschlieBend, noch einige allgemeine Betrachtungen beifiigt.

Der Grundgedanke ist der folgende.

Es seien zwei Mannigfaltigkeiten M,, und M, von verschiedener
Dimensionenzahl m und » in die Beziehung zueinander gesetzt, daB fiir
m=n+ 1+ p die Koordinaten 7, ¥,, - - -, ¢, eines Punktes der M, ein-
deutige und stetige Funktionen der Koordinaten ¢,,¢,,---,1,, &, &, -, §,
eines Punktes der M, sind (wenn p = O ist, fehlen hier und in den fol-
genden Formeln die &, &, - -, ), indem etwa:

¥ = f;(tm byt st B ey gp).'

W (i=1,23,--,n)

ist. Dabei moge der Punkt der M, einem zusammenhiingenden Gebiete
® angehdren, und der entsprechende Punkt der M, einem Gebiete ¥. Ist
nun (@, &, 4,, by, -+, b,) ein Punkt aus ® und a gehorig klein, so
liegen die Punkte der M, welche den Gleichungen:

m)
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2 (=) + (G —a)* + - 4 (t, — a0 = a3,
@ £ =10, §2=b2:",§p=bp

geniigen, alle in @ und bilden eine #%-dimensionale Mannigfaltigkeit K.
Die Bilder dieser Punkte sind durch die Formeln

(3) Y= fi(tm by oy buy bu b, - - g) bp)’
(?:=1)2:3""7”)

gegeben, in denen ¢, %, -, ¢, nur durch die Gleichung:

(to - aO)2 + (tl - al)2 + e + (tn - an)2 = az
miteinander verbunden sind. Die Gleichungen (3) definieren die y als
eindeutige und stetige Funktionen eines Punktes der Mannigfaltigkeit K,.
Wenn es gelingt nachzuweisen, daB zwei verschiedenen Punkten der K,
das nimliche Wertsystem der y entspricht, so ist damit gezeigt, daB eine
gegenseitiy eindeutige und stetige Abbildung der M, auf die M, nicht mog-
lich ist.

Im folgenden soll fir » = 1,2, 3 der Beweis geliefert werden. Fiir
n=4 ist er mir nicht gelungen, weil ich es nicht fertig brachte, im
Raume von drei Dimensionen eine Kurve oder im Raume von vier Dimen-
sionen eine Fliche zu konstruieren, die mit unendlich vielen Kurven ver-
schlungen ist, wenigstens bei der hier anzunehmenden Allgemeinheit der
Voraussetzungen.

§ 1

Statt die y als Funktionen der ¢ anzusehen, die durch die Gleichung

(einer Kugel)

(1) (to—a0)2+(t1—a1)2+'“+(tn"an)2=a2

miteinander verbunden sind, ist es bequemer sie als Funktionen von n
unabhingigen Variabeln darzustellen.

Ich betrachte die beiden Punkte A4 und B, fir die 4, die Werte
o + o bezw. ay —a und #,4,---, 8, die. Werte a,- -, a, haben. Ich
kann voraussetzen, daB das Wertsystem, welches die y in A annehmen,
von dem in B verschieden ist, weil ja sonst der zu beweisende Satz er-
fullt wire. '

Ich projiziere nun vom Punkte B aus die Kugel (1) stereographisch
auf die ebene Mannigfaltigkeit, welche die Kugel in 4 beriihrt, und deren
Gleichung

=0+ a
ist. Wenn ich fiir einen Punkt dieser Mannigfaltigkeit die Werte der
n GroBen ¢ gleich s, + ay, 8, + @y, - - -, 5, + @, setze, so finde ich die Be-
ziehungen:
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40%— s?

fo — a9 = a4a’+se’

@ o
ti—“a‘:“ﬂ[zg—“_lsjsn (=12, n),
wo ' =g% 4 5%+ .-+ 5,2 sein soll

Umgekehrt wird, wenn die ¢ die Gleichung (1) erfiillen,

®) Si= i (= 1,2, )
Die » Funktionen y erscheinen nun als eindeutige und stetige Funk-
tionen der unabhiingigen Verinderlichen s,,---,s,. Fir
(317 Ty sn) = (0) Tt O)
folgt t, = ay + @, #, = a,, d. h. der Punkt A4; fir unendlich groBe s wird
ty=0y— a, {,=a, und ihnen entspricht der Punkt B.

§2
Ich schicke nun einige allgemeine Erorterungen voraus, die fiir
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension gelten und im spiteren wieder-
holt verwendet werden kénnen.
Sind die Koordinaten eines Punktes der Mannigfaltigkeit s,, s;, - - -, S,,,
so nenne ich die Gesamtheit der Wertsysteme, welche eine Gleichung:

2 (s —m)—r*=0
i=1

befriedigen, eine Kugel; der Punkt (my, my, - -+, m)) sel ihr Mittelpunkt,
r ihr Rodius. Ist der Mittelpunkt durch einen Buchstaben P bezeichnet,
so will ich die Kugel auch (P, r) nennen. Die Punkte, fiir die

2 (8;—my)? z %
i=1

seien im Auperen, bezw. im Inmeren der Kugel gelegen. Sind (p) und
(9) zwei Punkte P und @, so heile

Vﬁ’(pi—q,-“‘ \

t=1
der Abstand PQ.
Fir jeden dritten Punkt R gilt dann, wie im gewohnlichen Raume,

die Ungleichung:
PQ+ QR = PR.

Von den Punkten, welche durch die Gleichungen:
ss=pitAv, (=120

\
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gegeben werden, wenn A zwischen O und + oo variiert, moge gesagt
werden, daB sie auf einem Strahle liegen, dessen Endpunkt der Punkt
(p) ist.

Die Punkte der Kugel (1), die gleichzeitig dem Inneren einer mit
dem Radius » um B gelegten Kugel angehoren, geniigen der Ungleichung

(ty — ap + a)* + 2 (t,—a)<r
=1

In der Projektion entsprechen ihnen daher Punkte, deren Koordinaten
die Ungleichung

n

2
szt (G -)
1
. . . : 4q°
erfiillen, also auBerhalb einer mit dem Radius 2a V—F —1 um den
Punkt 4 geschlagenen Kugel liegen.

§ 3.

In einem endlichen Gebiete von beliebiger Dimensionszahl % sei eine
unendliche Anzahl von zusammenhingenden Gebilden m'** Dimension
(m < n) gegeben. Sie seien A, A,, A;, - -- und ihre Gesamtheit (A) ge-
nannt. Wenn man auf unendlich vielen dieser Gebilde, nach beliebigem
Gesetz, je einen Punkt P annimmt, so ist deren Zahl entweder endlich
oder unendlich groB. Im ersten Falle ist unter den Punkten wenigstens
einer P,, durch den unendlich viele der Gebilde A hindurch gehen.

Im zweiten Falle gibt es mindestens einen Haufungspunkt der Punkte
P, und wenn man diesen mit P, bezeichnet, liegen in jeder Kugel (P,, r),
wie klein » auch sein mag, unendlich viele der Punkte P. Oder mit
anderen Worten: Es treten in diese Kugel unendlich viele der Gebilde A
ein. In beiden Fillen kann ich also sagen: In jede Umgebung von P,
sei sie auch noch so klein, treten unendlich viele der A ein. Die Punkte,
deren Existenz hier bewiesen ist, will ich Staupunkte der Gebilde A
nennen.*) Ihre Anzahl kann endlich oder unendlich sein. Ich setze hier
das letztere voraus.

§ 4.

Es sei nun unter (4) die Menge der Staupunkte verstanden. Sie dst
abgeschlossen. Denn ist 4, ein Hiufungspunkt dieser Menge, so liegen

in einer Kugel (Ao, %) stets Staupunkte, wie klein auch @ sein mag.

*) Peano hat in dem Buche ,Applicazioni geometriche del calcolo infinitesi-
male (Torino 1887), pag. 302, schon solche Punkte betrachtet.
h P

Mathematische Annslen. LXIIL 15
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Es sei A4, einer von ihnen. In eine Kugel (Al , %) treten dann unend-

lich viele der Gebilde A ein.

Auf einem von diesen sei P ein Punkt in (Al R %) Dann ist
A, P< 44, + A, P<a  Also treten in die Kugel (4,, a) unendlich
viele der A ein, wie klein auch @ sei. D.h. 4, ist ein Staupunkt der A.*)

Legt man durch den beliebigen Punkt B der Menge (A) einen Strahl,
dessen Endpunkt B ist, so ist entweder B der einzige auf dem Strahle
liegende Staupunkt, oder es gibt noch andere. Ist deren Zahl endlich,
so ist einer, C, am weitesten von B entfernt. Ist aber die Zahl unend-
lich, so gibt es entweder einen entferntesten Punkt C oder einen Hiu-
fangspunkt C, so daB alle auf dem Strabhle liegenden Punkte von (4)
zwischen B und C liegen. Da aber (4) abgeschlossen ist, ist im letzten
Falle C selbst ein Punkt von (4). Wie im ersten Falle der von B aus-
gehende Strahl so trigt in den anderen Fillen der von C ausgehende nur
den einen Punkt C von (A4), dessen Zrdger er heife.

Die Kugel (B, r) bezw. (C, r) bei beliebig kleinem » wird dann von
dem Strahle nur in einem Punkte D getroffen, und der gehért nicht zu (4).

Zwischen B bezw. C und D konnen noch unendlich viele der Ge-
bilde A den Strahl schneiden, dagegen kann der Teil des Strahles, der
sich von D ins Unendliche erstreckt, nur von einer endlichen Zahl der A
geschnitten werden, und von diesem Teile des Strahles bleiben die A stets
um Endliches entfernt, weil er sonst einen Staupunkt tragen miilte, gegen
die Annahme. Ebenso kénnen die Schnittfiguren der Kugel (B, r) bezw.
(G, ¥) mit den Gebilden A dem Punkte D nicht unendlich nahe kommen,
weil eben D kein Staupunkt ist.

Obige Betrachtungen kann man auch an eine von B aus ins Un-
endliche verlaufende Kurve ankniipfen, auf der ebenfalls ein letzter Stau-
punkt C liegen muB, so da8 die Kurve zwischen C und dem Unendlichen
keinen weiteren trigt.

§ b.
Um den beliebigen Staupunkt B lege ich die Kugel (B, ) und suche
. eines der Gebilde A, welches in diese Kugel eintritt. Dann suche ich ein
zweites, das vom ersten verschieden ist und in die Kugel (B, %) eintritt,

dann ein drittes, verschieden von den beiden gefundenen, das in (B, -1—)

eintritt usw. Diese Bestimmungen sind m&glich, da in jede Kugel um B,
sei sie auch noch so klein, immer noch unendlich viele der A eintreten.
Aus der so bestimmten Reihe von Gebilden treten fiir jedes p alle Ge--

*) Vgl. Peano, Math. Ann,, Bd. 87, 8. 199, Prop. 8.
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bilde vom p*® an in (B, —2’;) ein. Die Gebilde dieser Teilreihe haben

wieder Staupunkte (die zu (A) gehdren), von denen B einer ist.

Ein anderer sei E. Ist s beliebig klein, so treten in (E,s) unend-
lich viele der Gebilde aus der konstruierten Teilreihe ein, die in der Ord-
nung, in der sie sich in der Teilreihe folgen, Ay, A , A,, - - - seien.

Ist nun p so bestimmt, daB g—;; <'s, so treten die Gebilde A, A, ---

y 2
alle, sowohl in (B, s), wie in (E,s) ein. Man kann also aus den Ge-
bilden A eine Reihe herstellen, deren Glieder an einem gegebenen und
einem nicht ganz willkiirlich zu wihlenden Punkte aus (4) unendlich
nahe vorbeigehen. '

§ 6.

In den Punkten des endlichen Gebietes, in dem sich die in den §§ 3 ff.
angestellten Erwigungen abspielen, sei f(P) eine stetige Funktion des
Ortes P. Liegt P auf einem der Gebilde A, so sei /(P)<0. Wenn
aber d eine beliebig kleine positive GrdBe ist, so mdoge es stets méoglich
sein, mindestens ein Gebilde A" zu finden, das an einen beliebigen Stau-
punkt, so nahe als man will, herankommt, und dessen Punkte von solchen,
in denen f(P) >0 ist, um weniger als d entfernt sind.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, muB in allen Punkten aus (A4)
die Funktion f=0 sein. Denn sei 4, ein beliebiger Staupunkt und
f(4,)%=0. Es sei » der Radius einer Kugel, in deren Innerem, wo auch
ihr Mittelpunkt liegen moge, die Schwankung der Funktion f kleiner als

71— |f(4,)| sei. Ich nehme @ < r, bestimme das A" so — was nach der
Annabme méglich ist —, daB A’ in die Kugel (4, r) eintritt, und be-
zeichne mit B einen Punkt auf diesem A’ im Inneren vom (4, r). Weil

dann B von einem Punkte C, in dem f(C) >0 ist, weniger weit als d
und somit als # entfernt ist, so ist:

FB)2F(0) — 5 1f (4o,
also weil f(B) <0
FB) =~ FB) X —F(O) + 5 14D £ 5 IF(4y)].
Andererseits ist

(4o — F(B)| £ 5 1F (4o},

daher wire
(4| = f(4e) — F(B) + F(B)| < 5 | (40)],

was aber nur moglich ist, wenn f(4,) =0 ist.
15*
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§ 7.
In einem endlichen Raume Q sei eine unendliche Zahl von geschlos-
senen Kurven ¢, a,, g, - -- gegeben. Es sei z eine eindeutige stetige

Funktion des Ortes P in Q. In den Punkten des Gebietes Q habe z den
Minimalwert z,. Es sei 2 der Wert dieser Funktion in P, a eine positive
Zahl und r = 2z — 2, + a gesetzt.

Es sei ferner @ eine zweite stetige Funktion des Ortes P in Q, die
um 27 wichst oder abnimmt, wenn P eine der Kurven a; durchliuft.
Ich bilde nun P in einen Punkte P’ einer Ebene ab, indem ich dem
Bildpunkte P’ von P als Polarkoordinaten in bezug auf einen Pol O’ die
Werte » und ¢.gebe. Dann macht die Unbestimmtheit von ¢ in bezug
auf die Lage von P’ nichts aus. Jedem Punkte P entspricht so ein ein-
ziger Punkt P’

Die Kurven a,, ay, - - - mdgen Staupunkte in unendlicher Zahl haben,
deren Menge 9) sei.

Es soll gezeigt werden, daB es stets mindestens einen Wert von 2
gibt, der zu zwei verschiedenen Punkten aus ) gehort. Gébe es irgend
zwei Punkte in §), die den nimlichen Bildpunkt hitten, so lieferten sie
.das ndmliche ¢ und der Beweis wire nicht notig. Ich kann also an-
nehmen, da zwei verschiedene Punkte aus §) verschiedene Bildpunkte
haben. Der Punktmenge 9) entspricht auf diese Art gegenseitig eindeutig
eine Punkitmenge 3 als Bild.

Ich kann die néimliche Abbildung auch auf die Kurven a anwenden.
Wenn ein Punkt eine dieser Kurven a; durchliuft, so bewegt sich sein
Bild in einer Kurve b,, die ganz auBerhalb des Kreises (0, a) liegt. Ist Z
der grobte Wert von 2 im Gebiete Q und b > Z — 2,+ a, so liegen die
Kurven b; ganz im Kreise (0, b). Da ¢ von O bis 2z wichst, wihrend
P die q; durchlduft, so legt sich b, in den Ring zwischen (0’ a) und
(0, b) um den Punkt 0" herum.

Hier braucht aber gegenseitige Eindeutigkeit der Abbildung nicht
mehr vorhanden zu sein, vielmehr kann ein Punkt P’ Bild von mehreren
Punkten P sein.

Da jede von O aus ins Unendliche laufende Linie alle die b, schneiden
muB, so trigt jede solche Linie Staupunkte der b;. Deren Menge, die 3’
sei, ist somit unendlich.

Ich zeige jetzt, daB die Mengen 8 und 3 identisch sind. Dazu
brauche ich die Hilfssitze der folgenden Paragraphen.

§ 8.
In einem Raume von beliebig vielen Dimensionen sei P ein Punkt
und f(P) ein von ihm eindeutig abhingiger, der sich mit der Lage von
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P stetig verindert. & sei irgend eine unendliche Menge von Punkten.
Durchliuft P die Menge &, so nimmt f(P) entweder unendlich viele ver-
schiedene Lagen an oder nur endlich viele. Im ersten Falle seien P,, Py, - --
unendlich viele Punkte, so da die entsprechenden f(P,), f(B,), - - - alle
verschieden sind. Ist dann P, eine Hiufungsstelle der Menge P, P,, - -,
so ist, wie jetzt gezeigt werden soll, f(P,) eine Hiufungsstelle der
f(P), f(P,),---. Ich bezeichne mit Abst. (B, S) den Abstand der
beiden Punkte R und S. Ich bestimme e zu einem angegebenen d, so
daB, wenn Abst. (P, P,) < e, dann Abst. (f(P), f(Py)) < d ist, was wegen
der Stetigkeit der durch f angedeuteten Abhingigkeit moglich ist. Da
P, Hiufungsstelle ist, gibt es in der Reihe P,, P,, - .- unendlich viele
Punkte P,, P, P, .-, fiir welche die Ungleichungen:
Abst. (P, Py <e, Abst. (P, Py)<e,---

gelten, und folglich auch die Ungleichungen
Abst. (f(Pp, f(Py) <d, Abst. (f(P),f(Py) <d, -

richtig sind. Also gibt es in der Kugel (f(Pp, d) stets unendlich viele
Punkte der Menge f(P,), f(P,), -+, und folglich ist f(P,) eine Hau-
fungsstelle dieser Menge. .

Gibt es aber nur eine endliche Zahl verschiedener Punkte f(P), wih-
rend P die Menge & durchliuft, so sei A einer von ihnen. Dann muB
es eine unendliche Menge Punkte in & geben, etwa P, P,,---, so daB

f(P)=f(Fp)=--=4
ist. Haben die Punkte P,, P,, --- die Héufungsstelle P, so ist
Abst. (f (Py, 4) = Abst. (f(Py),f(P)), (»=1,2,8,---).
Da wegen der Stetigkeit der Abstand rechts durch passende Wahl
von p unter jede Grenze gebracht werden kann, muB also

. f (P o) = 4
sein.
Unter den gemachten Annahmen gibt es also entweder einen Punkt
P,, so daB f(P,) eine Hiufungsstelle der Punkte f(P) ist, oder es gibt
unendlich viele Punkte von &, fiir die /(P) = f(F,) ist.

§9.
Ist @, ein Hiufungspunkt einer Punktmenge %, so nehme ich einen
Punkt @, der Menge beliebig an. In der Kugel um ¢, die durch @
geht, liegen dann noch unendlich viele Punkte aus R. Von diesen sei

Q, einer, fir den Abst. (@, @) < o Abst. (Qy, @,) ist. Damn betrachte
ich die Kugel um @,, die durch @, geht, und nehme in ihr einen Punkt ¢,

s
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aus R, fir den Abst. (Qy, @5) < o Abst. (o, @) ist usw. Auf diese Art

wird aus R eine unendliche Reihe von Punkten Q,, @, @5, - heraus-
genommen, die ich eine Normalrethe zu ¢, nennen will. Eme solche

kann nur eimen Hiufungspunkt haben.
Denn hitte sie zwei, @, €,, so lege ich um beide Punkte Kugeln

mit dem Radius » = —1— Abst. (Q,, Qo). Der erste Punkt der Normalreihe,
der in (@, %) liegt, sei @,. Dapn ist fir ¢ >p Abst. (@, @) <7 und
Abst. (@, € ) > Abst. (@, €5) — Abst. (¢, €,) = 3,

so daf von @, an alle Punkte der Normalreihe auBerhalb der Kugel
(@,, 3n) ligen, also @, nicht Haufungspunkt sein konnte.

§ 10.
Es sei @, ein Staupunkt der Kurven b,. Ich nehme dann die Punkte
Q,, ©,, - - - auf den Kurven b;, b,, - - - an, auf jeder Kurve einen Punkt, so

daB sie eine Normalreihe zu @, bilden. Das ist moglich, selbst wenn in
der Nihe von ¢, alle Kurven b, zusammenfallen sollten, weil im Inneren
eines kleinen um ¢, gelegten Kreises jedenfalls von jeder dieser Kurven
eine endliche Strecke liegen muf.

Die Werte von r =2 —2,+ a, Yvon 2=7 —a + %, und von ¢ seien
fir den Punkt @, bezw. 7,, 2,, ¢,, dagegen fiir @y: 7, %, @,. Da nach
der Annahme die Punkte ¢, eine Normalreihe bilden mit dem einzigen
Hiufungspunkte ¢),, miissen nach dem Satze von § 8 7y, z, und ¢, die
Héufungswerte der 7, 2, und ¢, sein.

Die Punkte @, seien die Bilder von Punkten P,. Dabei kann és sein,
daB durch einen Punkt @, sein Original P, nicht eindeutig bestimmt ist.
In diesem Falle kann ich P, aus den moglichen Punkten nach Belieben
auswihlen. Diese Punkte P, liegen auf den Kurven a;, auf jeder Kurve
nur einer, und sind werschieden, weil ihre Bilder, die @),, es sind. Wenn
ich die Werte von z und ¢ fiir den Punkt P; mit 2(P,) und ¢(P;) be-

?

zeichne, so ist gemiB der Art, wie die Abbildung eingerichtet wurde,
2(P)=2; 9(P)=g.
Da die P; alle verschieden sind, so ist fiir einen Haufungspunkt P,
von ihnen
2(Py) =2, 9(Fo) = @,

d. h @, ist das Bild von P,. Folglich gehort ¢, das zu 3 gehort,
auch zu der Menge 3, da ja P, zu ) gehort.
Sei umgekehrt @, ein Punkt von 8, also Bild eines Punktes P, aus
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Die Polarkoordinaten von @, seien r), ,. Sind dann r, ¢ die
Koordinaten irgend eines anderen Punktes @', so ist
Abst. (@ Qy) <V (r — 7)) + b (g — g, ).
Mache ich also
I’I’ _— ’ro ' <

.V2 (q; - ‘Po,I < E%;
Abst. (@' Q) < d.

Es sei (P),s) eine Kugel, in der die Schwankung von z < 1%_ und -
2

80 Wird

die von ¢ < b% ist. Tritt in diese Kugel eine Kurve a, ein, und ist

P, ein Punkt auf a, im Inneren von (P, s), so ist fiir den Punkt P/
IZ—ZOI<.V—7 "P q)OI<sz
da im Punkte P, z=2,, ¢ = g, ist.
It @, das Bild von P, so liegt ¢, auf b, und fir diesen
Punkt ist:
r—nI<Zs le—wl<; %
RN R RV

so da Abst. (@,, @) < d ist. Daher ist @, so beschaffen, daB in den
Kreis (@, d) mit dem beliebig kleinen Radius d unendlich viele Kurven
b, eintreten, also ist ¢," Staupunkt dieser Kurven und gehdrt zur Menge
3. Die Mengen B und 3’ sind somit identisch.

Da die Resultate der letzten Paragraphen im Grunde nnr von der
Stetigkeit der Funktionen z und ¢ des Ortes im Raume und des Ortes
in der Ebene abhingen, so gelten sie auch fiir andere dhnlich beschaffene
Abbildungen.

§ 11.

Es sei in einer Ebene eine unendliche abgeschlossene Punktmenge
M gegeben. Diese Menge mdge folgende Eigenschaften haben:

1. Sei es moglich um einen Punkt O der Ebene einen Kreis von
solchem Radius @ zu legen, daf in (0, a) kein Punkt aus M liege.

2. Treffe jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve auf Punkte
aus .

3. Ein Kreis (0, b) umfasse alle Punkte von 9. (Ich konnte dafiir
eine allgemeinere Bedingung nehmen.)

Ich lege in den Kreis (0, @) ein Quadrat von der Seitenlinge % und

suche von ihm ausgehend diejenigen mit den Seiten zusammenhingenden
Quadrate, welche einen zusammenhingenden Flichenteil bilden und
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weder in ihrem Inneren, noch auf der Grenze einen Punkt aus IR tragen.
Damit die Grenzen dieser Fldche sich nicht schneiden, entferne ich von
zwei Quadraten, die nur einen Eckpunkt gemein haben, wihrend die vier
anstoBenden Seiten zur Grenze gehoren, eines, so lange, bis solche nicht
mehr vorkommen. Die konstruierte Fliche kann sich nicht ins Unend-
liche erstrecken, weil nach der zweiten unserer Annahmen die Menge It
die Ebene in zwei getrennte Teile teilt. Sie kann mehrere Grenzkurven
besitzen, von denen aber dann eine alle anderen einschlieBt.

Sei r der kleinste Wert, den ¢ haben kann, so mache ich die Kon-
stroktion mit ¢ =7, 27, 4r, 87, --. und erhalte so die Flachenstiicke
D1, Ds) 95, - -+ Die dubersten Grenzkurven dieser Stiicke seien §,, h;, B, - - .
Ich konnte an eine Seite von §, moch ein Quadrat ansetzen, wemn in
diesem kein Punkt aus IR lige. Damit also kein Quadrat angesetzt
werden kenn, miissen mindestens in der Entfernung der Diagonale eines
Quadrates Punkte aus M vorkommen. Wegen der Notwendigkeit, Qua-
drate zu entfernen wird die Grenze jedoch grofer.

Sei £ ein Quadrat, das zur konstruierten Fliche gehort, so lege
ich um & die acht anstoBenden Quadrate herum, die eine Fliche £
bilden mdgen, und um diese eine weitere Schicht von 16 Quadraten ..
Wenn nun dieser Haufen von 25 Quadraten keinen Punkt aus YR ent-
hilt, so gehort er ganz der zuerst konstruierten Fliche an. Von ihm
konnten aber nach den vorhin getroffenen Bestimmungen einzelne Quadrate
fortgenommen werden miissen. Da die Seiten aller Quadrate parallel
sind, so konnten das nur die vier in den Ecken von £ liegenden
sein. Dagegen blieben siémtliche in £’ unberiihrt, und somit lige
das Quadrat ©. ganz im Inneren des Quadrathaufens, und keine seiner
Seiten gehtrte zu dessen Begrenzung. Somit muf hochstens in der

Entfernung 6—:- von einem Punkte der Grenze §, ein Punkt aus I
liegen. 2
~ Jeder Punkt von §, gehort zu §,, jeder von 9, zu Hy, - - -, so dab
von den Grenzkurven Y, By, B, - - - jede von allen folgenden umschlossen
wird, soweit sie nicht mit ihr zusammenfsllt.
Die Kurven §,, §;, - - - haben eine unendliche, abgeschlossene Menge
I’ von Staupunkten. Ist M ein solcher Staupunkt, so treten in den

Kreis (M, %) unendlich viele der Kurven § ein, und zwar, wenn ), die
erste ist, auch alle folgenden. Ist s>p und “2931 < -g-, so ist auf der
r

Kurve §, im Inneren von (M, —;Z;) ein Punkt N zu finden, von welchem

ein Punkt L aus IR einen Abstand < -:;1 <—g hat. Daher ist der Ab-

r
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stand ML sicher < d. In jeder Nihe von M liegen also Punkte von I,
daher ist M ein Haufungspunkt von I und, weil M abgeschlossen ist,
ein Punkt von IR selbst. .

Also ist die Menge I’ ein Teil von k.

§ 12.

Nun sei in der Ebene eine stetige Funktion u des Ortes gegeben.
Bs soll gezeigt werden, daB es sicher zwei verschiedene Punkte aus I
gibt, in denen « den néimlichen Wert hat.

Seien 4 und B zwei der Staupunkte aus IR und AC, BD ihre
Triger (vergl. § 4), wobei C und D auBerhalb des Kreises (0, b) ge-
legen seien.

Hitte » in 4 den ndmlichen Wert, wie in B, so wire es nicht
n6tig den Satz zu beweisen. Hat aber u in 4 den Wert v, in B den
u, und ist u; < u,, so sei

1 1
uy =5 (w + %), 9= (uy—u).

Ich lege dann um A4 und B zwei Kreise mit so kleinem Radius ¢, daB
in ihnen die Schwankung von u kleiner als g ist. Dann ist in (4,7)
w<u,—g,in (B,t) u>uy+g. Die Strahlen AC und BD mdgen nun
(4,%) in E und (B,t) in F schneiden. Dann ist kein Punkt der Strecke
EC und FD ein Punkt aus 3, und folglich
kann nur eine endliche Zahl der Kurven §
diese Strecken schneiden. Diese lasse ich
aus deren Reihe fort.

Die erste der tibrigen Kurven §,, §,, -+,
welche in (4, %) und (B, #) eintritt, sei b,
Von ihren Schnittpunkten mit diesen Kreisen
seien GH und JK (Fig. 1) so gewihlt, daB
zwischen G und H einerseits, zwischen o
und K andererseits kein Schnittpunkt von §,
mit jenen beiden Kreisen liegt. Dabei werden
nach der Annahme die Bogen GH und JK
weder von AC mnoch von BD getroffen.
Auch schneiden diese Bogen sich nicht.

Auf irgend einer anderen der Kurven
b, b,, wo ¢ > p, kann ich ebenso die Bogen
G,H, und J K, bestimmen, in derselben Weise
wie GH, JK auf §),. Dann gibt es auf G H,
einen Punkt P, in dem w=u, ist, und auf J K, einen zweiten Q.
Da die Kurven §, die §), einschlieBen, wird der Bogen G H, in dem
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Stiick der Ebene liegen, das durch (0,b) und die Linie CEGHFED be-
grenzt ist, und der Bogen J K in dem durch CEJKFD abgeschnittenen
Stiicke, und in diesen beiden Stiicken liegen dann auch P, und @,
Deren Hiufungspunkte Py und @, liefern, nach § 8, w =u,. Sie kinnen
aber nicht identisch sein, weil sie sonst auf EC oder F'D liegen miiSiten.
Da aber P,, @, zu den Haufungspunkten IR* gehdren, ist dies nicht
moglich. Also wird der Wert wu, in swei verschiedenen Punkten der
Menge I angenommen.

Ebenso gut wie u, hitte ich eine andere zwischen u, und u, liegende
Zahl nehmen und denselben Beweis mit kleinen Anderungen fithren kinnen,
Ich kann also sagen: Unter den im Anfange vow § 11 aufgestellien Be-
dingungen werden unendlich viele Werte in mindestens je swei verschiedenen
Punkten der Menge M angenommen.

Wende ich dieses Resultat auf die Verhiltnisse der §§ 7—10 an, so
sind die Bedingungen des § 11 erfiill, und folglich gibt es unendlich
viele Werte, die #z in mindestens je zwei verschiedenen Punkien aus §)

annimmt.

§ 13.

Ich mache jetzt eine Anwendung auf einen Raum von drei Dimen-
gionen. In ihm sei eine unendliche abgeschlossene Punktmenge R ge-
geben von folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine Kugel (0, a), in der kein Punkt aus R liegt.

2. Jede von O aus ins Unendliche laufende Kurve treffe stets auf
Pupkte aus N.

8. Alle Punkte aus 9% seien in einer Kugel (0, b) enthalten (diese
Bedingung ist in der Allgemeinheit eigentlich nicht ndtig).

Ich lege in die Kugel (O, a) einen Wiirfel von der Kantenlénge %

und baue von ihm ausgehend mit kongruenten Wiirfeln einen zusammen-
hingenden Raum auf, indem ich so lange als moglich Wiirfel an Wiirfel
ansetze und zwar stets so, dab sie mit einer Seitenfliche zusammenhingen.
Wegen der Eigenschaft 2. mufl dieser Aufbau einmal ein Ende haben.
Diese zusammengebauten Wiirfel bilden einen Raum, der vielleicht Hohl-
riume einschlieBen kann, aber eine zusammenhingende #uBere Oberfliche
besitzt. Es konnte vorkommen, daB die Oberfliche sich selbst schneidet,
indem zwei Wiirfel einer Ecke oder eine Kante gemein haben, wihrend
die sich in der Ecke oder Kante schneidenden Seitenflichen zur Begren-
zung gehdren. Um dies zu verhindern, entferne ich aus dem Wiirfel-
haufen von solchen Wiirfeln so lange einen, bis derartige Vorkommnisse
nicht mehr auftroten.
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Wenn ich die Konstruktion fiir eine gewisse kleinste Zahl ¢ —r
mache und dann fiir ¢ =2r, 47, 8¢, ..., so erhalte ich #uBere Ober-
fiichen ®,, ®,, ®,, - - -, die sich ganz einschlieBen, soweit sie nicht zu-
sammenfallen. Da O ganz im Inneren aller Flichen & liegt, trifft jede
von O aus ins Unendliche gehende Linie alle diese Flichen und trigt
also einen ihrer Staupunkte. Somit ist deren Zahl unendlich und nach
§ 4 abgeschlossen. Ihre Menge sei N

Jeder Punkt der Fliche & hat in seiner Nithe Punkte aus 9. Wenn
es nicht notig wire, Wiirfel aus dem Haufen nachtriiglich zu entfernen,

wiirden in der Entfernung ;?—; von einem Punkte der Fliche ©&, Punkte

aus N liegen miissen. Wegen jenes Umstandes aber muB ich eine Uber-
legung anstellen, die der von § 11 analog ist, nur daB Wiirfel an die
Stelle von Quadraten treten, und daB aus dem Haufen von 5% Wiirfeln
vielleicht alle die 512 — 8 = 52 zu entfernen wiren, die an der Bildung
der Karnten dieses Wiirfelhaufens beteiligt sind. Ich sehe daraus, da8

héchstens in der Entfernung -i—g von einem Punkte von @, sich Punkte
aus I befinden miissen. B

Damit kann ich nun, #hnlich wie in § 11, zeigen, daB die Menge R’
ein Teil von N ist.

§ 14.

Im Raume seien jetzt zwei stetige Funktionen w und v des Ortes
gegeben. Ich kann dann zeigen, daB es stets unendliche viele Wertsysteme
(%, v,) gibt, welche in zwei verschiedenen Punkten von R angemommen
werden. )

Es sei A ein Punkt aus N, dessen Triger AC sei, und BD der
Triiger des Punktes B aus 9, wobei ¢ und D auBerhalb (0, b) liegen
mogen (ich nehme dieselben Bezeichnungen, wie in § 12, obgleich es
sich dort um die Ebene, hier um den Raum handelt). Haben » und v
die nimlichen Werte in 4 wie in B, so ist der Satz richtig. Ich kann
also annehmen, daf etwa u in 4 den Wert %, und in B den davon ver-
schiedenen Wert u, habe. Es sei dabei uy > u,. Ich setze:

1 1
3 Uy + u,) = thy, Z(’“s““x)"’.qy

lege um A und B die Kugeln (4, #), (B, #) (Fig. 2) so klein, da sie sich
nicht schneiden und in ihnen u bezw. < u, — g und > %, + g ist. E und
F seien die Schnittpunkte dieser Kugeln mit den Strahlen AC und BD.

Ich denke mir aus der Reihe der Flichen & die fortgelassen —
und deren Zahl ist endlich —, welche EC und F.D schneiden.
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Die erste von den iibrighleibenden, die in (4, #) und (B, ?) eindringt,
sei die ®,. Dann dringt jede andere ®, auch ein, wenn ¢ > p ist. Sei
' nun der Punkt M in der Kugel (4,f) und N in
(B, t) so gewshlt, daB sie im Inneren von &, liegen,
so sind sie auch im Inneren von @,. Verbinde ich
sie im Inneren von ®, durch ein Kurvenstiick, und
die Punkte C und D durch ein Kurvenstiick im
KuBeren von (0, b) und fiige die Strecken A M und
BN bei, so erhalte ich eine Kurve f, bestehend aus
dem letzt erwihnten Stiick, der Linie CA4, AM, dem
Kurvenstick M N, den Strecken NB, BD. Diese
Kurve trifft jede @, nur dort, wo die M4 und NB
sie schneiden, also jedesmal ungerade*) und im Inneren
von (4, t) bezw. (B, t).

§ 15.

Die geschlossene Fliche ®,, > p, trifft (4, ¢) in
einer oder mehreren geschlossenen Kurven. Da aber
das von diesen begrenzte Stiick von &, durch ¥ un-
gerade geschnitten wird, muB eine von ihnen mit f verschlungen sein.
In ihren Punkten ist u <wu,—g. An sie setze ich nun Quadrat an
Quadrat der Fliche ®, an, soweit sie durch Seiten zusammenhingen,
so lange als in den anzusetzenden Quadraten noch u < u, ist. Dies An-
setzen mubB ein Ende haben, weil in (B,¢) auf &, «>wu, ist. Ich er-
halte so einen zusammenhingenden Teil von @,, der eine oder mehrere
Grenzkurven haben kann. Aber mindestens eine von diesen muf mit f
verschlungen sein, weil ich von einer solchen Kurve ausging und die an-
gesetzten Quadrate f nicht trafen. Die Kurven, die ich so auf @,, @, ,, ---
erhalte, seien g, gy, G, " - -

Diese Kurven lasse ich jetzt an die Stelle der a des § 7 treten, und
v an die Stelle von 2.

Die dort verlangte Variable @ aber erhalte ich auf folgende Weise:
Ich lege von O nach einem beliebigen Punkt P eine ganz willkiirliche
Kurve p und bezeichne mit J den Wert des GauBschen Integrals

8 —s' ds, ds’

s — 8, dsy dsy’
8 — 8 dsy ds’
f Ve —s VG —a P+ 6 —5%)

*) Ich sage kurz ,eine Kurve trifft oder schneidet eine Fliche umgerade“, statt
in einer ungeraden Zahl von Punkten.

Fig. 2.
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wo (s;, S;, ;) die Koordinaten eines Punktes auf f, (s, s, s,') die eines
Punktes auf p sind, und die Integration iiber ¥ und p sich erstreckt. Da
man ohne und mit Umschlingung von ¥ von O nach P gehen kanm, ist
J nicht ganz bestimmt, vielmehr um ganze Vielfache von 47z unbestimmt.

. 1 . . .
Nehme ich nun ¢ =~ J, so ist ¢ eine Variable von den gewiinschten

Eigenschaften, weil ja die g, die f umschlingen.

Es folgt also nach den Resultaten der §§ 7—12, daB es unter den
Staupunkten der Kurven g, die ja einen Teil von 9%, und damit von R
bilden, zwei verschiedene gibt, die den beiden Funktionen % und v die
nimlichen Werte %, und v, erteilen.

§ 16.

Jetzt ist es nicht schwer, die im Eingang dieser Arbeit erwihnten
drei Fille des Satzes: ,Da zwei Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimen-
sion nicht gegenseitig eindeutig und stetig aufeinander abgebildet werden
konnen“ zu beweisen, indem ich den zweiten Satz beweise: Daf n stetige
und eindeutige Funmktionen des Ortes auf einer n-dimensionalen Kugel stets
unendlich viele Wertsysteme mindestens zweimal annehmen miissen —
wenigstens fiir » = 1,2 oder 3.

Im Falle # = 1 hat man einen Kreis, auf dem eine stetige Funktion
w des Ortes gegeben sei. Nimmt w in zwei Punkten 4 und B des
Kreises verschiedene Werte w, und w, an, so nimmt w jeden Zwischen-
wert in zwei Punkten auf den beiden Teilen an, in die der Kreis durch
die Punkte 4 und B zerfillt.

Fiir » = 2 hat man die Kugel

(ty — @) + (b — a)* + (& — ay)* = @

Die beiden Funktiomen, die in der Einleitung y, und y, hieBen,
mogen jetzt w und « genannt werden.

Auf der Kugel muB es zwei Punkte 4 und B geben, in denen die
beiden Funktionen o, u nicht die nimlichen Werte haben. Ich kann an-
nehmen, in A habe w den Wert w,, in B den w,, und es sel w, = wj,
Wy Wy Wy — Wy A

2 ? 4
Punkte 4 und B fiir die in § 1 gebrauchten, indem ich die Kugel von
B aus auf ‘ihre Tangentenebene in A projiziere. Wenn ich den Projek-
tionen die nimlichen Werte von w und w zuteile, die sie in den Originalen
haben, so hat in der Ebene im Punkt A w den Wert w, =w,— 2d.
Wenn ich im § 2 die GroBe » so bestimme, daB in den Kugelpunkten,
die zugleich im Inneren von (B,7) liegen, w > wy, — d ist, so ist in der

w, < w,. Ieh setze w,= =d und nehme dann diese




