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Einige elementare Bemerkungen
tiber den Prozef der analytischen Fortsetzung.

Von

E. Stupy in Bonn.

Ist w =u + iv eine analytische Funktion der komplexen Veréinder-
lichen 2 =z + ¢y, w=7[(2), so sind die reellen Komponenten » und v
von w einzeln analytische Funktionen der reellen Komponenten x und y

yon 2:
U = (})(x, .7/)7 v = ‘!I)(.%, ?/)'

Es steht also nichts im Wege, diese reellen Funktionen zu Funk-
tionen von zwei komplexen Verinderlichen zu erweitern. Hiermit betritt
man ein vierdimensionales Gtebiet, und zwar gelangt man in dieses durch
ein natiirliches, willkiirfreies Verfahren. Es wird also die Frage sich auf-
dréingen, ob man nicht auf einem Wege, der durch dieses Gebiet hin-
durchfiihrt, einen analytischen Zusammenhang zwischen zwei im reellen
(zweidimensionalen) Gebiete getrennten Losungen #, und u, der Laplace-
schen Gleichung, und damit zugleich auch einen natirlichen Zusammen-
hang zwischen zwei verschiedenen analytischen Funktionen der komplexen
Veréinderlichen ¢ herstellen kann. Ein solcher Zusammenhang wiirde be-
sonders da von Interesse sein, wo die Funktionen f(2), (2, y), ¥(x, y)
eine natiirliche Grenze haben, die von einem reellen Zuge einer analyti-
schen Kurve gebildet wird, z. B. von einer Kreislinie. Denn dann liefert
ja bekanntlich die Schwarzsche Spiegelung an diesem Kurvenzuge eine
neue Funktion f,(2), die jenseits der natiirlichen Grenze existiert. Es
wird dann zu wissen erwiinscht sein, ob diese Funktion f;(¢) auBerdem
auch als eine natiirliche Fortsetzung der Funktion f(#) um deren Grenze
herum aufgefaBit werden kann.

Herr L. Schlesinger ist, nach personlicher ’Vhttellung, schon vor
lingerer Zeit zu der Einsicht gelangt daB es sich im Falle der ellipti-
schen Modulfunktionen nicht so verhilt. Indessen 1iBt sich eine Ent-
scheidung ganz allgemein und auch sehr leicht herbeifihren. Man kann
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es nimlich den Ausdriicken der Funktionen u, v unmittelbar ansehen, daf
sie eine analytische Fortsetzung in andere reelle Funktionen niemals zu-
lagsen.

Wir bezeichnen, wie tiblich, mit f die zu der Funktion f konjugiert-
komplexe Funktion, und haben dann

= {f(@+ iy) + F @ — iy)),
v = o {fle + iy) — F @ — iy)).

Lassen wir auch fiir 2 und y komplexe Werte zu, so ist deren Ver-
anderlichkeit nur an die Einschrinkung gebunden, daf die Funktionen
f(z + ¢y) und f(x — iy) zweier nunmehr unabhéingiger komplexer Argu-
mente # + iy und  — iy gleichzeitig existieren miissen. Diese Bedingung
aber 1if8t sich noch etwas zweckmiBiger ausdriicken. Erkliren wir vier
reelle GroBen 2/, ¢, 2", ¥’ und.dann zwei komplexe Groflen 2, 27 durch
die (leichungen

z—iy=2a —iy, ¥ +iy =17,
x + iy —_ x’l + iy”, x” + iy” — Z”’
und setzen wir analog
u—iw=u —, u +iv =u,
% + Z‘U — “II + i’v”, u” + iv” — wll’
%0 sagen die bezeichneten Forderungen aus, daf die Funktionen
i wl — f(z,)} wli — f(z”)
existieren miissen. Es ergibt sich dann

u~——~;~ {w" + &'}, v=2%. {w" —@}.

Der vierdimensionale Existenzbereich der Funktionen w, v 1Bt sich
also eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden auf den Bereich, der aus
allen Paaren 7, 2” gewohnlicher komplexer GroBen besteht, die in den
Existenzbereich der Funktion f(¢) fallen. Zugleich sieht man, daB die
GroBen #, und y nur dann reell werden, wenn &’ = 2" wird. Gleichzeitig
reduzieren sich dann auch % und v auf reelle Werte, und die Verbindung
u -+ 4v wird identisch mit der villig bestimmten Funktion f£(2).

Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich erkennen wir,
daB sie einer bedeutenden Verallgemeinerung fihig ist.

Man betrachte irgend eine analytische Mannigfaltigkeit M im Gebiete
der komplexen Veréinderlichen # - - - 7,. Setzt man dann z,= z, + iy, so
hat man vor sich eine Mannigfaltigkeit von gerader Dimensionenzahl 27
im Gebiete der 2n reellen Veriinderlichen 2, 5. Durch analytische Fort-
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setzung leite man aus dieser eine neue analytische Mannigfaltigkeit 2
von der doppelten Dimensionenzahl 4» ab, die im Gebiete der komplexen
Verinderlichen z,, y, existiert. Dann ergibt sich, genau wie zuvor, daB die
Punkte von I eindeutig-umkehrbar und stetig zugeordnet werden konnen
den Punktepaaren von M*), und daf die Punkte von M die einzigen
reellen Punkte von 9 sind. Man kann daher von einem Punkte von M
aus durch analytische Fortsetzung im Gebiete der komplexen Verinder-
lichen z;, 4, nur zu solchen reellen Punkten kommen, die auf M selbst
gelegen sind, zu denen man also auch schon durch analytische Fortsetzung
auf reellem Wege gelangen kann. — Der angewendete Abbildungsproze8 ist,
wie man leicht erkennt, invariant gegeniiber analytischen Transformationen
der Verinderlichen z,.

Mit der behandelten Frage ist eine zweite nahe verwandt, zu der
man in der Theorie der konformen Abbildung gefiihrt wird.

Nach einem bekannten, oben gelegentlich schon erwéhnten Satze des
Herrn H. A. Schwarz bestimmt in der Ebene der komplexen Veréinder-
lichen 2 (oder z. B. auch auf der Riemannschen Zahlenkugel) jeder reelle
reguldre analytische Kurvenbogen eine sogenannte konforme Spiegelung,
eine uneigentlich-konforme Abbildung, durch die in einer gewissen Um-
gebung dieses Bogens die Punkte zu beiden Seiten involutorisch gepaart
werden, wihrend jeder Punkt des Bogens sich selbst entspricht.*¥) Hin
reguléirer reeller Kurvenbogen aber kann nicht nur, wenn er durch sin-
gulire Stellen algebraischen Charakters begrenzt wird, iiber diese hinaus
analytisch fortgesetzt werden, sondern er kann auch mit anderen Bogen
der Art auf komplexem Wege zusammenhingen. Welcher Zusammen-
hang besteht dann zwischen allen den Schwarzschen Spiegelungen, die
auf solche Weise erhalten werden kénnen?

Diese Frage, die merkwiirdigerweise noch nicht gestellt worden zu
sein scheint, liBt sich nun sofort beantworten, wenn man bemerkt, daB
die Schwarzsche Spiegelung nichts anderes ist als ein Ausschmitt aus
einer allgemeineren, tibrigens lingst bekannten Art der Zuordnung.

Sind £,  irgend welche komplexe GroBen, die wir etwa als recht-
winklige Cartesische Koordinaten eines ,komplexen Punktes“ in der
Ebene deuten wollen, so stellen Gleichungen der Form

& — 4n = const., & 4 iy = const.

*) Ein noch etwas umfassenderer Satz findet sich bereits in einer Abhandlung
des Herrn C. Segre (Math. Ann., Bd. 40, 1892, §. 466, Z. 10—14), scheint aber bisher
nicht beachtet worden zu sein.

*) H. A. Schwarz, Ges. Werke, Bd. II, 8. 149—151.
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gewisse imaginire gerade Linien dar, die sogenannten Minimalgeraden, die
wir als link- und rechtseitige Minimalgerade unterscheiden konnen. Sind
dann 2, y, u, v reelle Groflen, so wird durch die Gleichungen

Lg——in=x——iy, E+4in=u-+1iv

jedem komplexen Punkt (£, 1) ein wohlbestimmtes Paar reeller Punkte
(2, y) und (u, v) zugewiesen, und umgekehrt: das Paar der beiden reellen
Punkte, die den durch (£, %) gehenden Minimalgeraden angehoren.

Nehmen wir jetzt an, daB der Pumnkt (& 7) eine analytische Kurve
durchléuft, die nicht eine Minimalgerade ist, so bedeutet — wie man ohne
weiteres erkennt — die Zuordnung zwischen (z, ¥) und (u, v) eine reelle,
(von singuliren Stellen abgesehen) uneigentlich-konforme Abbildung. Um-
gekehrt kann eine solche in der Form w = f(2) willkiirlich gegeben
werden; sie bestimmt dann vermdge der Gleichungen

f=tw+7), n=g;w—7)

eindeutig die zugehdrige analytische Kurve, die verschieden ist von einer
Minimalgeraden. Jede solche Kurve hat also ein reelles Bild in einer un-
eigentlich-konformen Transformation # — w, durch die die Punkte zweier
Riemannscher Flichen (¢) und (w) einander eindeutig-umkehrbar zu-
geordnet werden.¥)

Ist nun die Kurve selbst reell, d. h. sind ihre Punkte paarweise kon-
jugiert-komplex, so zeigt sich das an der Abbildung darin, daB die beiden
Riemannschen Flichen (¢) und (w) zusammenfallen, und daB jedes um-
gekehrte Punktepaar w — ¢ ebenfalls ein Paar zugeordneter Punkte ist.
Tritt tiberdies der Fall ein, daB die reelle Kurve einen oder mehrere
reelle Ziige hat, so fillt jeder Punkt eines solchen Kurvenzuges mit
dem zugeordueten Punkt zusammen. Die Abbildung selbst aber stimmt in
der Umgebung dieses Zuges (der einem bestimmten Blatte der Riemann-
schen Fliche angehort) ilberein mit der Schwarzschen Spiegelung.

‘Wenn also zu einer reellen analytischen Kurve mehrere Schwarzsche
Spiegelungen gehoren, so hingen diese immer .durch analytische Fort-
setzung, und zwar durch Fortsetzung auf reellem Wege, mit einander zu-
sammen. Jede einzelne unter ihmen bestimmt vollkommen zugleich mit
der ganzen Kurve alle tibrigen konformen Spiegelungen.

* Ist 2. B. die ebene Kurve eine Gerade, so ist die zugehdrige Abbildung eine
uneigentliche Ahnlichkeitstransformation, und umgekehrt. Ist die Kurve ein (irredu-
zibeler) Kreis, so ist die Abbildung irgend eine andere uneigentliche Mobiussche
Kreisverwandtschaft, und umgekehrt.
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Von den beiden besprochenen Sitzen gehdrt der erste unmittelbar
der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen an; der zweite, in
geometrischer Kinkleidung vorgetragene, aber kann wenigstens dieser
Theorie untergeordnet werden. Gleichungen der Form w = f(%) sind zwar
nicht analytisch im tblichen Sinne des Wortes, und sie sind vielleicht
nicht in gleichem Grade niitzliche Verallgemeinerungen ,reeller Glei-
chungen u = f(x), wie Gleichungen der Form w = f(2). Indessen hat
doch die Theorie der analytischen Funktionen auch zar Betrachtung der-
artiger Abhangigkeiten genotigt. Der ebenfalls von Herrn Schwarz for-
mulierte Satz z. B, daB eine analytische Funktion, die in den Punkten
eines reellen analytischen Kurvenbogens reelle Werte hat, in den spiegel-
bildlich einander entsprechenden Punkten zu beiden Seiten des Kurven-
bogens konjugiert-komplexe Werte annimmt, gehort gewiB der allgemeinen
Funktionentheorie an: die geometrische Fassung ist nebensichlich und
konnte auch durch eine andere ersetzt werden. Das gleiche gilt dann
auch von unserer Bemerkung ither den Zusammenhang verschiedener kon-
former Spiegelungen. Diese aber beruht, soviel wir sehen, ganz und gar
darauf, daf man die zweidimensionale Mannigfaltigkeit (&) oder (z, y), die
durch Erweiterung der sogenannten reellen Mannigfaltigkeit (z) entstan-
den ist, von neuem dem gleichen ErweiterungsprozeB unterwirft, sie als
enthalten in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit (&, ) auffafBt.

Dieser letzte ProzeB liuft nun auf den Gebrauch bikomplever GroBen
hinaus. In der Tat, hat man die reellen GroBen # und y in der Form
2=+ 1y zu einer sogenannten komplexen GroBe zusammengefaBt, so
braucht man zur Zusammenfassung zweier GroBen & 7, die selbst schon
komplex sind, eine neue Einheit, die man iibrigens denselben Verkniipfungs-
regeln unterwerfen wird. Man wird etwa in obiger Formel das Zahlen-
paar (0, 1) statt mit 4, mit j bezeichnen. Dann kann man ohne Mehr-
deutigkeit §=£+jn (und 2 =24 jy) setzen, sofern man bei der
Darstellung von § und 7 selbst das Zeichen ¢ beibehdlt:

E=& +1i&, n=ou+in, {=E+jn.

‘Mag man sich nun der Zusammenfassung von je vier Gleichungen in
eine einzige mit Hilfe eines Systems bikomplexer Gr6fen der Form

@y + a0+ agf + agig,
(F=—1, #=—1, ij=ji)

bedienen wollen, oder nicht, an der Sache wird dadurch nur Unwesent-

liches geindert: Ist die vorgetragene wenn auch noch so unbedeutende

Erginzung zu dem Satze von der konformen Spiegelung verniinftig, ent-

hilt sie eine irgendwie niitzliche Erkenntnis, dann kann zwar (wie es
16%*
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ohne Zweifel geschehen wird) auch fernerhin behauptet, aber nicht mit
Recht behauptet werden, daf die Erweiterung des Bereiches der reellen
GroBen zum Bereiche der gemeinen komplexen GroBen in der allgemeinen
Analysis ausreichend, und noch weniger, daB sie allein zuldissig sei. Denn
diese Behauptung schlieBt, wie uns scheint, die andere ein, daB die zu
jener Erkenntnis unenthehrliche doppelte Erweiterung des Bereiches der
reellen Grofen iiberfliissig, ja sogar ein methodischer MiBgriff sei.

Die zentrale Stellung der gemeinen komplexen GroBen und ihrer
Funktionen ist gewiB durch die ganze Entwickelung der modernen Mathe-
matik gewihrleistet. In den Erdrterungen tiber den ,tieferen Grund“ dieser
Erscheinung — oder vielmehr, bei den Versuchen, ihr einen mdoglichst
prignanten Ausdruck zu geben — ist man aber unseres Erachtens etwas
dogmatisch zu Werke gegangen. Zuniichst bleiben diese Erdrterungen alle
auf dem Boden der Algebra.*) Daher bietet vielleicht unsere Bemerkung eine
Erginzung, wonach bei transzendenten Funktionen natiirliche Grenzen auch
im hyperkomplexen Gebiete (bei Anwendung des beschriebenen natiirlichen
Erweiterungsprozesses) nicht umgangen werden ktnnen. Aber allzugrofBes
Gewicht hat man unseres Erachtens auf die Forderung gelegt, daB auch
in dem erweiterten Gebiete ein Produkt nicht soll verschwinden konnen,
wenn nicht einer der Faktoren verschwindet.

Mit dem Nachweise, daB dann der Fundamentalsatz der Algebra seine
Giiltigkeit verliert, wird zwar die ausgezeichnete Stellung der gemeinen
komplexen GroBen auf eine kurze Formel gebracht, die Anwendung anderer
komplexer Grifen aber, auch in der allgemeinen Analysis, nicht endgiiltig
ausgeschlossen. Es diirfte auch zu bedenken sein, daB man schon bei
dem Ubergang zu den gemeinen komplexen Grofen kaum minder wichtige
Eigenschaften der reellen GroBen aufgibt, némlich die durch Ungleichungen
ausgedriickten Anordnungssitze.

Sind diese Uberlegungen sachgemiB, so wird jemer bekannte Avs-
spruch von GauB*¥), an den alle diese Erorterungen angekniipft haben
(falls man ihn im Sinne von WeierstraB deuten will), selbst dann nicht
in vollem Umfange aufrecht zu erhalten sein, wenn man das von GauB
in einem sonst gewiB nicht tiblichen Sinme gebrauchte Wort ,mnicht zu-
lissig” durch die milderen Ausdriicke yunzweckmafig® oder ,iiberfliissig”
erklirt.

Es ist gewiB, daB jedes Wort des Princeps Mathematicorum die aller-

* DaB schon von diesem Gesichtspunkte aus die von WeierstraB und anderen
bekundeten Ansichten sich nicht in vollem Umfange aufrecht erhalten lassen, hat der
Verfasser bei anderen Gelegenheiten darzulegen versucht (Gott. Nachr. 1898, 8. 5—8.
Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903, 8. 596).

** GauB Werke, Bd. II, 8. 178.
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sorgfaltigste Erwigung verdient (einige Kommentatoren scheinen uns die
Worte ,in der allgemeinen Arithmetik“ nicht hinreichend beachtet zu
haben). Indessen aus einem seiner Ausspriiche ein Verbot gewisser
Forschungsrichtungen oder ein aprioristisches Werturteil iiber diese ab-
leiten zu wollen, das scheint uns wirklich wneuldssig zu sein, im eigent-
lichen, nicht abgeschwichten Sinne des Wortes.*) Es kommt hinzu, da8
wir nicht einmal sicher sein konnen, recht verstanden zu haben: So hat
sich Dedekind der WeierstraBchen Interpretation jener fragmentarischen
und dunkeln AuBerung nicht angeschlossen.

Im Grunde ist eigentlich schon nicht einzusehen, warum die Lésungen
der Laplaceschen Gleichung nicht in das komplexe Gebiet hinein sollen
fortgesetzt werden diirfen, da man doch alle anderen analytischen Funk-
tionen von zwei reellen Verinderlichen dieser Fortsetzung unterwirft. Ist
es tiberhaupt moglich, die wissenschaftliche Systematik auf diese Art zu
durchlchern?

Im idbrigen verweisen wir wegen des zuerst von Herrn Segre an-
gewendeten Prozesses der wiederholten Erweiterung des betrachteten
GroBengebietes auf dessen schon erwihnte Abhandlung, und auBerdem auf
eine Arbeit des Verfassers ,Sugli enti analitici, die kiirzlich in den Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo (t. XXI, p. 345) erschienen ist.
Man findet dort allgemeinere Entwicklungen, u. a. auch eine Ausdehnung
des Begriffs der Schwarzschen Spiegelung auf die Theorie einer unbe-
stimmten Zahl von komplexen Verénderlichen.

Anwendungen der vorgetragenen und verwandter Ideen sollen den
Gegenstand weiterer Arbeiten bilden, in denen der Verfasser besonders
gewisse flichentreue Abbildungen als ein Seitenstiick zu den konformen
Abbildungen und in ihrer Beziehung zu diesen eingehend zu erdrtern
gedenkt.

*) Wir sehen davon ab, durch Zitate (aus den Schriften namhafter Autoren) zu
zeigen, daB wir hier nicht etwa offene Tiren einrennen.




