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246 Oskar Bornza.

Ein Satz tber eindeutige Abbildung und seine Anwendung in
der Variationsrechnung.

Von

Oskar Borza in Chicago.

Um den fraglichen Satz bequemer formulieren zu kénnen, wollen
wir sagen, ein Punkt ()= (%, %, -, #,) liege in der Umgebung (o)
einer im Raum der Variabeln z definierten Punktmenge I, wenn er in
der Umgebung (o) irgend eines Punktes von IR liegt, d. h. also, wenn
es mindestens einen Punkt (Z) von I gibt, so daB

lz—z| <o, i1=1,2,--,n
Die hierdurch definierte Umgebung (¢) der Menge M wollen wir mit
(¢)m bezeichnen.

Es soll nun zundchst der folgende Satz*) bewiesen werden:
Satz I: Die n reellen eindeutigen Fumktionen

(1> y,-=f}(x1,x2,-~-,x,,), i=1,2,--n

nebst ihren ersten partiellen Ableitungen seien stetig im Innern eines Be-
reiches*¥) W; ferner mige die durch die Gleichungen (1) definierte Be-
zichung 2wischen dem (x)- Raum und dem (y)- Raum ein-eindeutig sein fiir
eime im Inmern von W gelegene, beschrimkte™*), abgeschlossene Punkt-
menge €, und endlich sei die Funktionaldeterminante

A(%‘u Loy« wn) = Dy, Ty, -y L)
in € von Null verschieden.
Alsdann it sich eine game im Innern von U gelegene Umgebung (o)g

von € angeben, derart dap die Gleichungen (1) eine ein-eindeutige Be-

*) Der Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes, den ich in § 34 meiner
Lectures on the Calculus of Variations (Chicago 1904) bewiesen habe.
*) Wir gebrauchen das Wort ,Bereich* fiir eine Punktmenge, welche innere
Punkte enthilt.
*4) L borné*.
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gichung zwischen dem Bereich (o)s und dessen Bild &, im (y)-Roum
definieren.

Man zeigh zuniichst leicht, daB sich eine positive GroBe & so klein
angeben 1ift, daB die Umgebung (d)s ganz im Innern von ¥ liegt.

Dann wihle man eine abnehmende Folge positiver GroBen mit der
Grenze Null:
@ d>0>> - >0> >0,

L g,=0.

Angenommen nun, es gibe fiir jeden Wert des Index v in (p,)s mindestens
ein Paar verschiedener Punkte

rr

(x:') = (Wiv, xéﬂ ] xi”)? (x:") = (xlw x%',,, tt Ty »

deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen. Dann konnen wir den beiden
Punkten (), () zwei Punkte (&) resp. (£) von € zuordnen, derart, da
(8) fy — Eh] <0,, @ — &l <o,
Wir betrachten jetzt die Punktmenge

{51,} = {(giw glﬂi') ) g;w; gl]r” ’2,77 Tty ';:v)}
im 2n-dimensionalen Raum i, -« -, Z; 2, -+, @,. Sie ist in der be-
schrinkten, abgeschlossenen Menge
D: @1, Ta, 0y Ty 10 C, ai,x,---,2n n €
onthalten. Enthilt daher die Menge {z,} unendlich viele verschiedene
Punkte, so besitzt sie mindestens einen Haufungspunkt

h = (a1, Gn; 0ty vy Ou)s

der zugleich Hiufungspunkt von © ist und daher zu ® gehdrt, d. h. (a")
ist ein Punkt von © und ebenso (o). Es 138t sich dann eine unendliche
Teilfolge {z,,ﬂ} aus {#,} herausheben, so daB
L by, = by v,1>v,

H =00

d h
) L (&,) = (@), NI;w(EQ'#) = ().

Hn=0w
Enthslt die Menge {2z,} nur eine endliche Anzahl verschiedener Punkte,
so 1Bt sich aus {s,) eine unendliche Teilfolge {z,,} von gleichen
Punkten herausgreifen, und man gelangt zu demselben Resultat (4).

Verbindet man (4) mit (2) und (3), so folgt, daf auch
®) L) =@, I @) =@)

Es 148t sich nun aber zeigen, daB

(6 (@) = ().
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Denn setzt man
n
s I. ’7 n — 7 7 s 7’
D(xl; crtyTny X1yt xﬂ) = 2 [fi(xly ) xﬂ) _fz'(xly Y xn)]2>
i=1
so ist nach der Definition der Punkte (27), (2)):
7 4 . rr rr .
D(xlv,“; Y xnvﬂy xlvﬂ, tt xnw’u) - O}
und daher, wemn wir zur Grenze w = - oo iibergehen und beachten,
daf D(xy, -, an; 1, -, &n) In @1, an; ay,-- -, a, stetig ist:
’” 17
D(ai)” '7a;17 Ay, “n>= 07
also
4 14 7 rm .
fi(a'ia"" a,,)=;‘;.(a1,---,a,,), 7'=1:2;"')”“

Da wir aber voraussetzen, dafl die Abbildung (1) fiir die Menge € ein-
eindeutig ist, so folgt hieraus

(@) = (@").
Aus unserer Annahme folgt also, daB es einen Punkt (a) von € gibt,
derart, daB in jeder Nihe von (@) Paare von verschiedenen Punkten
existieren, deren Bilder im (y)-Raum zusammenfallen.
Dies ist aber nach dem Satz iiber implizite Funktionen nicht mdglich,
da die Funktionen f;(z,,---,%,) nebst ihren ersten Ableitungen in der
Umgebung von (a) stetig sind und iiberdies

Aay, - -+, a,) +0. ’

Wir sind also zun einem Widerspruch gelangt; daher muB es mindestens
einen Wert v =» geben, derart, daB zwei verschiedenen Punkten von
(or)¢ allemal zwei verschiedene Punkte im (y)-Raum entsprechen. Dasselbe
gilt dann a fortiori fiir die Umgebung (¢)s, sobald ¢ Z o, gewihlt wird,
womit unser Satz bewiesen ist.

Zusatz I: Die Grofe ¢ lafit sich so klein wihlen, daf jeder Punkt
des Bildes ©, von (9)g ein innerer Punkt von S, ist, und daf die durch

Auflisung der Gleichungen (1) erhaltenen und in &, eindeutiq definerten
wwersen Funktionen

(7) xx=¢x(y17 Yoy " s Yn)s x=1,2,--n

tm Bereich @9 stetig sind und stetige partielle Ableitungen erster Ordmung
besitzen.

+
Denn bezeichnet man mit € denjenigen Bestandteil von €, in welchem

Azy, - -+, 2,) >0, mit [ denjenigen, in welchem A(z,---,2,) <0, so
folgt leicht aus den iiber die Menge & gemachten Voraussetzungen, daf

+ —
auch die Mengen € und € beschrinkt und abgeschlossen sind. Nach



Satz {iber eindeutige Abbildung. 249
bekannten Sitzen*) iiber stetige Funktionen folgt dann, indem man zu-

+ —
nichst € und € getrennt betrachtet, daB sich eine positive GréBe d, so
wihlen 148t, daB

sobald ¢ < d,.

Wird ¢ dieser Bedingung entsprechend und zugleich Z ¢, gewdhlt,
so filhrt der Satz iiber implizite Funktionen unmittelbar zum Beweis der
oben ausgesprochenen Behauptungen.

Es sei € das Bild der Menge € im (y)-Raum; dann ist die Menge €,
ebenso wie €, beschrinkt und abgeschlossen.**) Da sie in & enthalten
ist, so liegt sie nach dem Vorigen ganz im Innern von @9. Daraus folgt

Zusatz II: Es 1gBt sich eine Umgebung (6)s des Bildes € won €
angeben, welche ganz in &, liegt.

Hiernach 148t sich der Satz I auch so aussprechen: Unter den an-
gegebenen Voraussetzungen lassen sich zwei positive GroBen ¢ und 6 an-
geben, derart, daB fiir jedes (y) in (6)¢ die Gleichungen (1) eine und nur
eine Losung (x) in (¢)s besitzen.

In dieser Form liBt sich der Satz auf implizite Funktionen verall-
gemeinern, und man erhilt den folgenden

Satz II: Es sei das System von n Gleichungen gegeben:

A(xl".')xﬂ)#:o n (9)(‘»7

) fi(@y, %y v oy By Y1y Ysy v Yn) = O,

@:1,2,...’4@,

wobes die Funktionen f, nebst thren ersten partiellen Ableitungen als Funk-
tionen threr m + n Argumente vm Innern eines Bereiches U stetig sind.

Die Gleichungen (8) mogen befriedigt sein fir die simtlichen Punkte
einer ganz im Innern von U gelegenen, beschrimkien, abgeschlossenen Punki-
menge N, welche die Eigenschaft hat, daf, wenn (i,:: ) Zm, Y1,° 5 Yn)
und (21, Zmy, Y1, -+, Yn) 2wei verschiedene Punkte von € sind, dann
allemal (21, - - -, Zn) == (27, - - -, Zi).

Endlich sei die Funktionaldeterminante

<9) 3(?/1:"‘»’!/”):*:0 o @:.
Wenn alsdann X (resp. Y) die Projektion™*) der Menge € in den
(2, + -+, %,)-Rowm (resp. den (yy,---,y,)-Rawm) bezeichnet, so lassen sich

*) Vgl. Jordan, Cours d’Analyse, I, Nr. 62, 64.
*) Vgl. Jordan, L c. Nr. 64.
##) Unter der Projektion eines Punktes (3, -, &,; ¥1, - - -, ¥,) von € in den !
(x)-Reum wird der Punkt: (2) = (xg, - - -, a,) verstanden.
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awei positive Grofen o und o angeben, derart daff fiir jedes (x) in der
Umgebung (6)x die Gleichungen (8) eine und nur eine Lisung (y) bestteen,
fiir welche der Punmkt (x,y) in der Umgebung (o) liegt; die hierdwrch fiir
den Bereich (6)x eindeutig definierten impliziten Funktionen

(10) Yi= wi(xv T .’L‘m)
. sind in diesem DBereich stetig und besitzen stetige partielle Ableitungen erster

Ordyung.

Zum Beweis betrachte man das Gleichungssystem

Uy =12, h=1,2,.--,m,
Umti=[i (@, s Tmy Yy5 ) Ya) 1=1,2,---,n.

Dasselbe erfiillt alle Bedingungen des Satzes I und liBt sich daher in
dem angegebenen Sinn eindeutig nach z,,---, &m, ¥, -, Y. aufldsen.
Setzt man insbesondere ;41 =0, -+, Un4n =0, so erhilt man den
obigen Satz. .

Um die Brauchbarkeit der angegebenen Size zu zeigen, fiihre ich
zweil der Variationsrechnung entlehnte Beispiele an:

1) Der Satz von der Existenz eines Feldes.

Es sel im % - 1-dimensionalen Raum eine #%-fach unendliche Kurven-
schar in Parameterdarstellung gegeben:

(12) wj=q7j(t’a1?a’2)"'7 a’n)’ @.=1:27 ceey Mt 1:

wobei die Funktionen @; nebst ihren ersten partiellen Ableitungen stetig
sein sollen in dem Bereich

"(13) T, <t<Ty, |o—a <d.
Die spezielle Kurve
C: Ty= (Pi(t’ a,’ a5’ -+, @), LSt

wo T,<t, t,<T,, soll keine mehrfachen Punkte besitzen, und die
Funktionaldeterminante

a(q’n Pas s 2@2
0, ayy » -+, @)

sei von Null verschieden fiir

(‘14) HhtZh, a=a’ -, @, =a,’.

Dann 148t sich eine positive GréBe x angeben, derart daB die Gleichungen (12)
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Bereich

(15) h—e<t<t+=x, |g,—all<x, i=1,2,... n,

und dessen Bild &, im (z)-Raum definieren; mit andern Worten: durch

jeden Punkt des Bereiches &, geht eine und nur eine Kurve der Schar (12),
fiir welche die Bedingungen (14) erfiillt sind.
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Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz I; die Menge € ist hier durch
(14) definiert, die Umgebung (x)s durch (15).

Das Bild ©, ist hier ein Kontinuum, da*) die Menge (15) zusammen-
hingend ist.

In dem speziellen Fall der nicht-parametrischen Darstellung hat eine
der Gleichungen, z. B. die letzte, die Form

xn+1 =1

und die Bedingung, daf die Kurve & keine mehrfachen Punkte enthilt,
ist stets erfiillt, kann also bei der Formulierung des Satzes weggelassen
werden.

2) Reduktion der Differentialgleichungen fiir das allgemeinste Problem
des Extremums eines einfoachen Integrals auf ein kamonisches System™*):

Auch bei dieser bekannten Aufgabe tritt eine Schwierigkeit beziiglich
der eindeutigen Auflosung eines Gleichungssystems auf, welche durch den
obigen Satz II in befriedigender Weise gelost werden kann. Die Funktionen

f<x7 Y17 Yns y{} Y y*n)? fq(x7 Y, " s Yus .7/1,) Y y;;): Q= 1: 2} eyt

selen als Funktionen ihrver 2# 4 1 Argumente nebst ihren partiellen
Ableitungen bis zur dritten Ordnung (inkl.) im Innern eines Bereiches
stetig, und es werde

Q=f+ D 1f,,
o=1
o o
Q,z—g‘;l-i, Qn+i“.§—?z

gesetzt. HEs handelt sich dann um die AuflSsungen des Gleichungssystems

(16) {Qnﬂ.zfv’., T = 1’2, )
f9=0: 9=‘172)"‘;7

nach den Unbekannten y',---,9,, A, -+ 4,
Dabei soll angenommen werden, daB man eine Lisung

¥ = y,(2), 3‘9 = }'g(x)
der Differentialgleichungen

0 d

S

Qn+i = O’ f [4 =0
von folgenden Eigenschaften gefunden habe:

*) Vgl. Jordan, 1. c. Nr. 64.

*) Ich folge der Bezeichnung von A. Mayer in den Abhandlungen: Uber den
Hilbertschen Unabh#ngigkeitssatz etc., Sichsische Berichte, Mai 1903, Mai 1905,
Juli 1905. Abgedrnckt in Math. Ann. Bd. 58 und 62.
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Die Funktionen y,(#) nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen,
die Funktionen 4,(z) nebst ihren ersten Ableitungen sind stetig in einem
Intervall (z,2,) und die Kurve

2, 22 %, ¥=Y%), ¥ =y(x)

liegt ganz im Innern des Bereiches . Endlich soll die Funktional-

determinante
B(Q:,H.j: MR anr fp ttt r)
8(3/1’, MR ?/;, }’1: tt Ty Z'r)

von Null verschieden sein fiir
20282y, Yi=%®), ¥ =y (@), A =2i,(7).
Definiert man dann die Funktionen v,(z) durch
(&) = Qi (%, Y@, - Y @y M@, ),
so lassen sich die Gleichungen (16) im Sinne des Satzes II eindeutig

nach 9/, -9, Ay, -+, 4 auflogen fir jedes Wertsystem 2z, y, -+ -, #,,
Dy, +++, ¥, In einer gewissen Umgebung (¢) der Kurve

2, Ze2 a4, Y=y, v =10
Freiburg i./B, den 26 Mirz 1906.




