C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Ort: Leipzig

Jahr: 1907

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN235181684_0063

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0063

LOG Id: LOG_0025
LOG Titel: Uber die Herleitung der Differentialgleichungen der Variationsrechnung
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

H. Hamn. Differentialgleichungen der Variationsrechnung. 253

Uber die Herleitung der Differentialgleichungen der Variations-
rechnung.

Von

Hans Hapx in Wien.

Fir die Variationsrechnung ist die Frage von grofler Bedeutung, ob
es auBer den durch die Lagrangeschen Gleichungen gelieferten (stetigen
und unstetigen) Losungen noch andere Losungen geben kann. Man ist
aber auch im einfachsten Falle iiber das von Du Bois-Reymond erzielte
Resultat, daB sich unter den stetig differenzierbaren Funktionen keine
neuen Losungen finden konnen, nicht wesentlich hinausgelangt, denn die
Abhandlung von Whittemore®) liBt nur sehr spezielle Verteilung der
Unstetigkeitsstellen zu und fiihrt auch dann nur unter bedeutenden Ein-
schrinkungen zum Ziele, und auch die in der Dissertation von Gernet*¥)
angedeutete Methode bedarf zu ihrer exakten Durchfiihrung sehr weit-
gehender Voraussetzungen iiber das zu untersuchende Variationsproblem.
Im ersten Abschnitte dieses Aufsatzes wird nun gezeigt, daB alle rekti-
fizierbaren durchwegs mit einer Tangente versehenen Losungskurven eines
Variationsproblems mit den stetigen Losungen der Lagrangeschen Glei-
chungen iibereinstimmen, wéhrend die bloB mit einer einseitigen Tangente
versehenen Losungskurven mit den bekannten unstetigen Losungen zu-
sammenfallen. Der zweite Teil dieses Aufsatzes beschiftigt sich mit dem
allgemeinen Probleme der Variationsrechnung. Ich habe vor einiger Zeit
eine Methode angegeben***), um auch in diesem Falle die Lagrange-
schen Gleichungen aufstellen zu kionnen unter der Voraussetzung, daf die
Losungen bloB einmal stetig differenzierbar sind. Hier nun zeige ich, wie
das mittlerweile von Hilbertt) mitgeteilte Verfahren zur Aufstellung dieser
Gleichungen, das zweimalige Differenzierbarkeit voraussetzt, modifiziert

*) Annals of math. (2) 2 (1900).

**) Gott. Diss. 1902, p. 53.

**¥) Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903).
1) Gott. Nachr. 1905.
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werden kann, so daB auch dieses Verfahren nur mehr die Existenz stetiger
erster Ableitungen der gesuchten Lésung voraussetzt.

§ 1.

Das einfachste Problem der Variationsrechnung verlangt, in einer ge-
gebenen Klasse von Kurven, die zwei feste Punkte der Ebene miteinander
verbinden, diejenigen aufzufinden, welche einem Kurvenintegrale von der
Form:
¢y S F@, 5 o, 9)at
einen kleineren (oder groBeren) Wert erteilen, als jede andere geniigend
benachbarte, dieselben Punkte verbindende Kurve.

Soll der Wert des Integrals (1) unabhiingig sein von der Art der
Darstellung der Kurvenkoordinaten durch den Parameter f#, so muB be-
kanntlich fiir alle positiven Zahlen % die Beziehung bestehen:

F(z,y; ko', ky) = kF (2, y; €, ).

Wir setzen dieselbe als erfiillt voraus. Ferner sei die Funktion
F(z,y; «,y) in allen in Betracht kommenden Punkten der Ebene eine
regulir-analytische Funktion ihrer vier Argumente, und zwar fiir alle end-
lichen Wertepaare o', y, ausgenommen etwa das Wertepaar O, 0.

Die in der Variationsrechnung iibliche Methode lehrt, unser Problem
zu losen, wenn die oben genannte Kurvenklasse aus allen denjenigen
Kurven besteht, deren Koordinaten sich als zweimal stetig differenzierbare
Funktionen eines Parameters ¢ darstellen lassen. Diese Kurven haben in
jedem Punkte eine Tangente und eine bestimmte endliche Kriimmung;
die Neigung der Tangente gegen die Koordinatenachsen, sowie die Kriim-
mung #ndern sich stetig von Punkt zu Punkt. Die gesuchte Kurve muf
dann bekanntlich den beiden (voneinander micht unabhiingigen) Differen-
tialgleichungen gentigen:

oF d oF

oF d or
@) AR TR

oy dt oy
den sogenannten Lagrangeschen Gleichungen*®) des Problems.

P. Du Bois-Reymond**) gelang es zu beweisen, daB, wenn man
die eben angefiihrte Kurvenklasse durch die Klasse aller derjenigen Kurven
ersetzt, deren Koordinaten sich durch einmal stetig differenzierbare Funk-

* 0. Bolza bezeichnet diese Gleichungen in seinen ,Lectures on the Calculus
of Variations als Eulersche Gleichungen.

**) Math. Ann. 15 (1879), p. 564. Eine einfachere Fassung des Beweises riithrt
von Hilbert her. Beide Fassungen sind wiedergegeben in Bolza, Lectures, p. 22.
Ferner ein sehr einfacher Beweis von E. Zermelo, Math. Ann. 58.
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tionen eines Parameters ¢ darstellen lassen, zu den durch die Lagrange-
schen Gleichungen gelieferten Losungen keine weiteren hinzukommen.
Die nunmehr zugelassenen Kurven besitzen also in jedem Punkte eine be-
stimmte Tangente, deren Neigung gegen die Koordinatenachsen sich stetig
indert. Eine solche Kurve ist bekanntlich stets rektifizierbar.

Im folgenden wird nun diese Kurvenklasse abermals durch eine um-
fassendere ersetzt: Es soll von den Kurven, unter denen die Lésung des
Variationsproblems gesucht wird, nur vorausgesetzt werden, daf sie rekti-
fizierbar sind und in jedem Punkte eine bestimmte Tangente besitzen,
und es soll dargetan werden, daB auch hierdurch keine neuen Lgésungen
zustande kommen.*) Es ist klar, daBl die hier betrachtete Kurvenklasse
jede der beiden frither erwihnten in sich einschlieBt, aber wesentlich all-
gemeiner ist.

Zunichst sei darauf hingewiesen, daB fiir jede Kurve aus unserer
Klasse der Begriff des Kurvenintegrals einen Sinn besitzt. In der Tat
konnen wir, da die Kurve als rektifizierbar vorausgesetzt ist, die vom An-
fangspunkte der Integration an gemessene Bogenlinge s als Parameter
einfiihren. Bezeichnen wir mit y den Winkel, den die Tangente an die
Kurve im Punkte s (positiv gerechnet in der Richtung wachsenden s) mit
der positiven z-Achse einschlieBt, so ist:

cosy = lim - 24 —2© H
h=0 }r/[ﬂc(s-l-h)—-5'9(8)]”4-[y(s-l"h)—y(s)]’i
SiIl?/ = lim Y+ b —ys) I .
=0 }L/[ﬂc(s-i—"r)—~’0(8)]’+[?/(6‘-{~h)——’y(s)]2

(3)

Es sind also cosy und siny dargestellt als Grenzen stetiger Funk-
tionen, und sind daher — mach der Terminologie von R. Baire**) —
Funktionen der ersten Klasse. Dasselbe gilt, da F(z, y; #, y') stetig von
seinen vier Argumenten abhéngt, von der Funktion F(z, y; cosy, sin p)*¥*);
dieser Ausdruck ist also integrierbar im Sinne von H. Lebesguet)
und das Integral:

$
fF(x, Y3 cos p, siny)ds
0

*) Die sogenannten diskontinuierlichen Losungen geniigen unseren Forderungen
nicht, da sie nicht in jedem Punkte eine Tangente besitzen. Dieselben kommen am
Schlusse dieses Paragraphen zur Behandlung,

**) Siehe etwa R. Baire, Legons sur les fonctions discontinues. Paris, Gauthier-
Villars, 1905.

%) Vgl. etwa H. Lebesgue, Journ. de math., 1905, p. 153.
1) H. Lebesgue, Legons sur l'intégration. Paris, Gauthier-Villars, 1904, p. 111.
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bezeichnen wir als das iiber unsere Kurve erstreckte Integral der Funk-
tion F(z,y; #,%). Man erkennt ferner leicht, daB, wenn mit 2'(s) und
y'(s) irgend welche der vier Derivierten von #(s) und y(s) bezeichnet
werden, stets die Beziehung besteht:

fF(x, y; 2(5), Yy (s)ds ———fF(x, Y; cosy, sin p)ds.
0 0

In der Tat: Zunichst hat der links stehende Ausdruck immer einen
Sinn, da 2'(s) sowohl als % (s) und somit auch F(z,y; 2(s), 4 (s)) hoch-
stens von der zweiten Klasse sind.*) Andererseits konnen sich 2'(s) und
¥(s) von cosy und siny hochstens in den Punkten einer Menge vom
MaBe Null unterscheiden®*); auf die Werte des Integranden in einer
solchen Punktmenge kommt es aber bei der Integration von Funktionen,
deren Werte zwischen endlichen Gtrenzen liegen — und nur um solche
handelt es sich hier —, bekanntlich gar nicht an.

Soll nun das Stiick (sys;) unserer Kurve dem Integral (1) einen
kleinsten oder gréBten Wert erteilen, so ergibt eine bekannte SchluBweise,
daB das tiber diesen Kurvenbogen erstreckte Integral:

oF IF
/(9xu+8y +8w +W”>d3

S

den Wert Null haben muB fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig diffe-
renzierbaren Funktionen u(s), v(s), die fir s = s, und s = s, verschwinden.
Dasselbe gilt somit fiir jedes einzelne der Integrale:

faF —[—a ’)ds; f(aFv—l—ay )ds.

2 S

Wir zeigen zunichst, daB die Gleichung besteht:

“) T%ds=——f —ds w'(s)ds.

Auf Grund unserer Voraussetzungen liegen die Werte der Funktion

%—‘g zwischen endlichen Grenzen. Es liegen daher auch die Werte der

vier Ableitungen von f ?)_f ds zwischen endlichen Grenzen, und da das

* H. Lebesgue, 1. ¢., p. 121.
* H. Lebesgue, 1 c., p. 125.
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s

gleiche nach Voraussetzung von u(s) gilt, so gilt es auch von u(s) %g' ds.

Nach einem Satze von Lebesgue®) existiert daher die Ableitung

d oFr
as [u (3) Fry dS]

im ganzen Intervall (s,5,), abgesehen hichstens von einer Punktmenge
vom Mafe Null. Wo aber diese Ableitung existiert, muB sie den Wert
haben:

’ or d oF
u(s)fﬁds+”(s>ﬁé 52 9
8 8

Da nun, ebenfalls nach Lebesgue*¥), abgesehen von einer Punkt-
menge vom MaBe Null, die Gleichung gilt:

3
a (oF ., _0oF
Y ds,) 92 T x?
%o

so gilt in (sys), wieder abgesehen von einer Punktmenge vom MabBe
Null, die Gleichung:

(5) 5% u(s)fa}fds ==u’(s)fg—rids+u(s) *‘%‘g'

Integriert man eine der vier Ableitungen von w(s) f =— ds von §,
bis s,, so erhilt man aber**) die Differenz:

u(s)f——- ds

die wegen der Voraussetzung u(s;) = O den Wert Null hat. Da es aber
bei Bildung des Lebesgueschen Integrals einer endlichen Funktion auf
die Werte des Integranden in einer Punktmenge vom MafBe Null nicht
‘ankommt, so muB wegen (5) auch:

f (s)fégds ds+fu(s)5~ds==0

%

sein, wodurch Gleichung (4) bewiesen ist.

* 1 e., p. 128.
= 1 c., p. 124.
*4 1. ¢, p. 123,

Mathematische Annalen. LXIIT. 17
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Wir kénnen also weiter aussagen: Die beiden Integrale:

8 $ 8 s

(6) f( %gds — gf) w'(s)ds; f(faa—jds—g—;—?) v'(s)ds

So S0 S0

miissen fiir alle stetigen, abteilungsweise stetig differenzierbaren, in s, und
s, verschwindenden Funktionen u(s) und »(s) den Wert Null haben.
Wir treffen nun fiir u(s) die folgende Wahl. Xs sei:
u(s) = 0 in (506y); u(s) =s— 6, in (o, 6, + ),
u(s) =6 in (6, + 6, 0,); u(s) =0—(s— @) in (g;, 6 + ),
u(s) =0 in (6, + g, s,).

Durch Einfithrung dieser Werte in (6) erhélt man:

Go+0 8 0,40 &
oF oF oF oF
DS %1 &

o

wie man auch 6,, 6, und 6 wihlen mag, wenn nyr:
556, <6, +6<L6,<6,+6<s.
Nun beachte man, daB die vier Ableitungen nach s der Funktion

‘ eY. oF
¥er) = [( [ as— 1) as, co<s<s)
8 8

durchaus zwischen endlichen Grenzen liegen. Nach einem schon einmal
verwendeten Satz von Lebesgue hat sie daher, abgesehen von einer
Punktmenge vom MaBle Null, tiberall eine bestimmte Ableitung. Wir
wihlen fiir 6, und 6, solche Werte von s, fiir welche die genannfe Funk-
tion eine bestimmte Ableitung nach s, ¥'(s, §), hat. Aus Gleichung (7) —
¥ (e, + 6,6, = ¥Y(o, + 0, 6,) — folgt jetzt unmittelbar:
W'(6y, 00) = ¥'(6y, ).

Nun hat aber das unbestimmte Integral einer durchaus endlichen

Funktion diese Funktion iiberall zur Ableitung, ausgenommen héchstens

eine Punktmenge vom Mafe Null. Abgesehen von einer solchen Punkt-
menge ist daher tiberall:

8
oF
Jdx

OF

V(s 6) = ¥'(s, 6,) = rra

Wir baben daher das Resultat: Auf einer Kurve, die dem Integral (1)
einen kleinsten (oder griften) Wert erteilt, miissen, abgesehen wvon eimer
Punktmenge vom Mafle Null, durchweg die Gleichungen gelten:

as
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s

oF : oF :
55 (@ y; cosy, siny)ds — % (z,y; cosy, siny) =,
(8) °,

oF . oF . .
S 5E @43 cosy, sinp)ds — 55 (o,95 0n, sinp) = ¢,

3o

wo ¢ und ¢ Konstante bedeuten.
Wir bezeichnen nun mit ®(s) und ®,(s) die stetigen Funktionen:

oF .
¢(s)=f—% (, y; cosy, siny)ds — ¢,
© iy
oF . ,
0.) = [ 2T (@, y; cosy, sinp)ds — ¢,
So

und betrachten die Gleichungen:

g—g:(w(s), Y(S); cos @, sin @) = D (s),
(10) oF .
7y (%), y(9); cos p; sing) = ®,(s).

Abgesehen von einer Punktmenge vom Mafie Null muB also der
Winkel p diesen beiden Gleichungen geniigen. Es kann Werte von s
geben, fiir die diese Gleichungen identisch in ¢ erfiillt sind; wegen der
Stetigkeit aller in diesen Gleichungen auftretenden Funktionen miissen
diese Werte von s eine abgeschlossene Menge bilden. Der Bogen (s,s;)
unserer Kurve zerfillt also in eine hSchstens abziahlbar unendliche Menge
von Bogen der folgenden zwei Arten:

1. Bégen, in deren simtlichen Punkten die beiden Gleichungen (10)
identisch in ¢ erfiilllt sind.

2. Bogen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem die beiden Gleichungen (10) identisch erfiillt sind.

Betrachten wir zuerst die Bogen der ersteren Art. Es miissen auf
denselben die Gleichungen bestehen:

. 0*F . R .

—sing 755 (7, 95 co8 @, sing) + c08 9 o (2, Y5 cos @, sing) = 0,
. *F . 0*F .

—sing (%, y; cos @, sing) + cos @ 7 (%,9; cosg,sing) =0,

und zwar identisch in ¢. Wegen der Relationen:
17*
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1 9°F ;o 1 0*F '
ER e @, 9; 2, 9) T T ¥y 5oy (2, y; %, 9)
1 azF 7 s 4 r

= X oy (@, 9; 2,9) =Fi (2,95 2, ¥)

reduzieren sie sich auf die eine (leichung:
Fy(z, y; cos g, sing) =0,

die also identisch in ¢ bestehen muB. Die linke Seite dieser Gleichung
ist eine analytische Funktion von z, y und ¢; die Gleichung kann also
in der Form geschrieben werden:

G(x’ y)q’m + [‘P]m+1 = 0) (m g O))
wo G (x,y) eine analytische Funktion bedeutet. Hieraus aber folgt:

G(z(s), y®) = 0.

Wir sehen also: Die Bigen der ersteren Art sind Bogen amalytischer
Kurven.

Analytische Kurven aber, die dem Integral (1) einen kleinsten (oder
groBten) Wert erteilen, miissen den Lagrangeschen Gleichungen (2) ge-
niigen, die sich bekanntlich auf die eine Gleichung reduzieren:

(11) @y —a"y)F, + 2, - ZE o,
oxdy 0% oy

Da auf den jetzt betrachteten Bigen F; identisch verschwindet, so
gind sie singuldre Liosungen dieser Gleichungen.

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung der Bogen von der zweiten
Art. Die Gleichungen (10) sind periodisch in ¢ von der Periode 2m; es
gentigt also, die Wurzeln zu betrachten, die im Intervalle 0 < ¢ < 2=
liegen. Fiir einen im Inneren der jetzt betrachteten Bogen liegenden
Punkt kSnnen diese Gleichungen nur eine endliche Anzahl von Wurzeln
besitzen, die in dieses Intervall fallen; sie mogen mit ¢, @y, - -, @, be-
zeichnet werden. Unter diesen Wurzeln kann sich eine mehrfache Wurzel
@, nur dann finden, wenn fiir eine der Zahlen v =1,2, .., n die Glei-
chung besteht:

(12) F,(, y; cos p,, sing,) = 0.

Man sieht wieder leicht, daB auf jedem Bogen die Punkte, in denen
eine der Wurzeln ¢, der Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12)
befriedigt, eine abgeschlossene Menge bilden. In der Tat, haben die Glei-
chungen (10) an irgend einer Stelle » Wurzeln, die ins Intervall (0, 2x)
fallen, unter denen keine der Gleichung (12) geniigt, so gilt dasselbe fiir
eine Umgebung dieser Stelle. Der von uns betrachtete Bogen zerfallt
also wieder in eine hochstens abzihlbar unendliche Teilmenge von Bogen
der folgenden zwei Arten:
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1. Bbgen, in deren jedem Punkte mindestens eine der Wurzeln der
Gleichungen (10) auch noch die Gleichung (12) befriedigt, und

2. Bogen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem die Gleichungen (10) und (12) eine Wurzel gemeinsam haben.

Der erste dieser beiden Fille ist wieder leicht zu erledigen. Da die
Gleichung (12) nicht identisch in ¢, erfiillt ist — sonst wiirde ja der
Bogen zu den bereits oben betrachteten gehoren —, ergibt sich daraus g,
als algebroide Funktion von # und y. Die Einfihrung dieser Werte in
die Gleichungen (10) zeigt dann, daB unser Bogen einer analytischen
Gleichung geniigt. Wie bei den bereits erledigten Bogen erkennen wir
daher auch bei den jetzt betrachteten, daf sie den Lagrangeschen Glei-
chungen (2) geniigen miissen, und zwar als singuldre Liosungen.

Es bleibt der letzte und schwierigste Fall zu untersuchen, niimlich
solche Bogen, auf denen keine mehrfache Wurzel der Gleichungen (10)
liegt. Sei (6, 6,) ein beliebiger ganz im Inneren eines solchen Bogens
liegender Bogen. Auf (¢, ;) haben die Gleichungen (10) dann tiberall
gleichviel Wurzeln: @, (s), @,(s), - - -, ,(s). Dieselben sind stetige Funk-
tionen von s, und es gibt eine positive Konstante &, so daf die Unglei-
chungen gelten:

(13) lPu(s) —@u(8) [ >, (Wv=1,2--+,n; pv).

Ein oben erhaltenes Resultat besagt: In jedem Punkte des Bogens
(6,, 6,), abgesehen hochstens von einer Punktmenge vom MaBe Null, ist
der Winkel »(s), den die positive Richtung der Kurventangente mit der
positiven z-Richtung bildet, gleich einer der Wurzeln ¢, (s) der Glei-
chungen (10). Ferner ist der Winkel p(s) zufolge eines Satzes von
R. Baire*) als Funktion der ersten Klasse auf dem Bogen (g,, ¢;) hich-
stens punktweise unstetig, seine Stetigkeitsstellen liegen also auf diesem
Bogen iiberall dicht.

Sei ¢ irgend eine Stetigkeitsstelle von y(s). Dann mufl offenbar an
der Stelle ¢ der Winkel p(6) zusammenfallen mit einer der Wurzeln
@,(s) der Gleichungen (10). In der Tat, wire dies nicht der Fall, so
gibe es, da fiir s = ¢ alle @,(s) und nach Voraussetzung auch y(s) stetig
sind, eine Umgebung von ¢, in der nirgends p(s) mit einer der Funk-
tionen ¢, (s) zusammenfiele, was unmdglich ist, da die Menge der Punkte,
in denen y(s) mit keinem ¢,(s) zusammenfillt, nur das Maf Null hat,
und somit kein Infervall enthalten kann.

An jeder Stetigkeitsstelle ¢ von p(s) ist daher fiir ein geeignetes »:
7(6) = ¢,(6). Aus dem Bestehen der Ungleichungen (13) folgt aber, daB

*) R. Baire, Lecons sur les fonctions discontinues, p. 83.
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es dann eine Umgebung von ¢ geben mul, in der nirgends y(s) = @.(s),
(u == v) wird; da nun aber iiberall, abgesehen von einer Punktmenge vom
MaBe Null, p(s) gleich einer der Wurzeln @,(s) der Gleichungen (10)
sein muf, so sehen wir:

Jede Stetigkeitsstelle von p(s) laBt sich mit einem Intervall um-
geben, in dem — abgesehen von einer Punktmenge vom Mafle Null —
7(s) mit ein und derselben stetigen Funktion ¢, (s) tibereinstimmt.

Das ist aber nur so moglich, da in diesem Intervall p(s) und ¢,(s)
ausnahlmslos iibereinstimmen. In der Tat hat man fiir alle diesem Inter-
vall angehdrenden s und S:

z(s) — x(S) =fcos y(s)ds ='[Aoos o,(s) ds;
] s

y(s) — y(S) =§fsin y(s)ds =:fsin o,(s)ds.

Aus der Stetigkeit von ¢, (s) folgt aber:

dx a .
ds = €08 (p,,(S); ;1%/ = sln (pv(s)

und somit:
gr(©) =32 7 = 8 e, ),
wie behauptet wurde.

Wir konnen also unser Resultat priziser so aussprechen: Jede Stetig--
keitsstelle s, von y(s) liegt im Inneren eines Intervalls, in dem y(s) durch-
weg mit einer und derselben stetigen Funktion ¢,(s) tibereinstimms.

Unter allen den Punkt s, enthaltenden Intervallen, in denen die Glei-
chung »(s) = ¢,(s) besteht, gibt es ein groBtes. Wir behaupten, daB auch
noch in den Endpunkten dieses griBtmoglichen Intervalls die Gleichung
»(s) = @,(s) besteht. In der Tat, wir haben vorausgesetzt, dall unsere
Kurve in jedem Punkte eine Tangente besitzt. Die eben verwendete
SchluBweise lehrt, daB im Anfangspunkte dieses groBtmoglichen Inter-
valls der Richtungswinkel y(s) der vorderen Tangente, im Endpunkte des
Intervalls der der hinteren Tangente nicht von den Werten der Funk-
tion ¢,(s) in diesen Punkten verschieden sein kann. Wegen der voraus-
gesetzten Existenz einer einzigen Tangente gilt aber das von vorderer
und hinterer Tangente Bewiesene von der Tangente selbst. SchlieBlich
sehen wir also, daB jeder Stetigkeitspunkt von y(s) sich mit einem Inter-
vall umgeben 1aBt derart, daB fiir jeden Punkt dieses Intervalls (die End-
punkte inbegriffen) die Beziehung y(s) = ¢,(s) gilt, wihrend fiir ein
groBeres Intervall dies nicht mehr gelten wiirde.
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Die Punkte, die nicht innere Punkte eines solchen Intervalls¥*) sind,
bilden bekanntlich eine abgeschlossene Menge M; dieselbe ist nirgends
dicht, da diese Intervalle — ebenso wie die Stetigkeitsstellen von »(s) —
iiberall dicht liegen. Diese Menge muB weiter eine perfekte Menge sein,
d. h. es miissen ihre simtlichen Punkte Hiufungspunkte sein. In der
Tat, gemiB der Definition der Menge M ist jeder ihrer Punkte Unstetig-
keitspunkt von p(s). Enthielte sie nun einen isolierten Punkt, so miiBte
derselbe Endpunkt eines Intervalls d; und Anfangspunkt eines anderen 9,
sein. In 9, wire p(s) = ,(s), in 0, wire p(s) = @.(s); in dem betrach-
teten Punkte aber wiirde, wie oben gezeigt, ¥(s) = @,(s) = @.(s) sein.
Wegen der Ungleichungen (13) folgt daraus g = v; d. h. der betrachtete
Punkt wire kein Unstetigkeitspunkt von p(s), entgegen der Voraussetzung,
daB er zur Menge M gehort.

Wir sehen also: Die Unstetigkeitsstellen von y(s) bilden eine per-
fekte Menge; in allen Punkten dieser Menge, die Endpunkte eines der
die Menge definierenden Intervalle sind, fallt y(s) zusammen mit einer der
Wurzeln ¢, (s) der Gleichungen (10).

Als Funktion der ersten Klasse kann y(s) nach dem Satze von
R. Baire®*) auch beziiglich dieser perfekten Menge nur punktweise un-
stetig sein, d. h. ihre Stetigkeitsstellen beziiglich dieser Menge liegen in
dieser Menge iiberall dicht. Sei also ¢ ein Punkt von M, der Stetigkeits-
punkt von y(s) in bezug auf M ist. Dann muB wieder p(¢) mit einer
der Wurzeln ¢, (6) der Gleichungen (10) zusammenfallen. Denn in der
Tat, es ist bekanntlich jeder Punkt M Hiufungspunkt von Endpunkten
der die Menge M definierenden Intervalle. In jedem solchen Intervall-
endpunkte aber hat, wie erwidhnt, y(s) einen der Werte ¢, (s); wire nun
y(6) verschieden von allen @, (6), so lieBe sich ¢ so mit einem Intervall
umgeben, daB auch in allen Punkten von I, die in dieses Intervall fallen,
7(s) von allen @,(s) verschieden wire; das ist aber unméglich. Es muB
also eine G(leichung bestehen: y(¢) = g, (o).

Hieraus aber folgt, daB ¢ Stetigkeitsstelle von y(¢) im gewdhnlichen
Sinne ist (also nicht bloB in bezug auf die perfekte Menge M). In der
Tat, in allen den Intervallen, deren Endpunkte sich in ¢ h#ufen, muB
ebenfalls y(s) = ¢, (s) sein. Denn ligen in jeder Nihe von ¢ Intervalle,
in denen y(s) = g.(s) wire (u =), so bestinde dieselbe Beziehung in
den Endpunkten dieser Intervalle, und ¢ konnte wegen der Ungleichungen

*) Zu ihnen gehoren u. a. die Endpunkte der genannten Intervalle.

*n R. Baire, 1. ¢, p. 88ff. Dabei heifit eine Funktion f(s) stetig beztiglich einer
perfekten Menge M im Punkte s, dieser Menge, wenn zu jedem positiven & ein
positives 7 gehtrt, so dab in allen Punkten s von M, fiir welche |s—s,| <7 ist,

auch | £(8) — £(s,) | < & wird.
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(13) auch nicht Stetigkeitsstelle von y(s) in bezug auf die Menge M sein.
Es 188t sich also ¢ mit einem Intervall umgeben, in dem wieder — ab-
gesehen hdchstens von einer Punktmenge vom MaBe Null — die Be-
ziehung gilt: »(s) = @,(s), und wir haben schon oben gesehen, daB damn
diese Beziehung in dem genannten Intervall ansnahmslos gilt.

Wir sehen also: In jedem Punkte von MM, in dem p(s) stetig in be-
zug auf M ist, ist p(s) auch stetig im gewdhnlichen Sinne. Andererseits
kann aber die Menge M gem#B ihrer Definition nur Unstetigkeitsstellen
von p(s) enthalten. Dieser Widerspruch 1i8t nur eine Losung zu: Die
Menge M enthiilt keinen einzigen Pumkt.

Wir haben also das wichtige Resultat: Der Winkel »(s) ist auf dem
ganzen Bogen (6, 6,) eine stetige Funktion von s. Die Gleichungen (8),
von denen wir bisher nur beweisen konnten, daB sie auf unserem Bogen
abgesehen von einer Punktmenge vom MaBe Null bestehen, muiissen da-
her ouf diesem Bogen ausnahmslos erfiillt sein.

Aus dem Bestehen der Gleichungen (8) kann man nun aber, da, wie
bewiesen, der Winkel » als Funktion von s stetig ist, und ferner auf
unserem Bogen der Ausdruck ¥ (z,y, cosy, siny) durchaus von Null
verschieden ist, wie Du Bois-Reymond und Hilbert gezeigt haben¥),
schlieBen, daf dieser Bogen ebenfalls den Lagrangeschen Gleichungen (2)
gendigen: mup.

Das SchluBresultat dieser Untersuchungen 148t sich nunmebr so aus-
sprechen: Jeder rektifizierbare, dwrchwey wmit einer Tamgente wversehene
Kurvenbogen, der dem Integrale (1) einen Lleinsten (oder grofiten) Wert er-
teilt, st ausammengesetst aus Teilbogen, deren jeder analytisch ist und den
Lagrangeschen Gleichungen geniigt. Wo zwei verschiedene solche Bigen
aneinander grenzen, ist:

' F,(z,y,cosp,siny) =0,

Ein solches Linienelement ist ein singulires Element der Lagrange-
schen Gleichungen.

Um auch die sogenannten diskontinuierlichen Lisungen unseres Varia-
tionsproblems zu erhalten, miissen wir eine weitere Verallgemeinerung
ungerer Voraussetzungen eintreten lassen. Wiahrend wir bisher von der
Klasse von Kurven, unter denen wir die Losung unseres Problems suchten,
vorausgesetzt haben, sie seien rektifizierbar und durchweg mit einer Tan-
gente versehen, wollen wir von denselben auBer der Rektifizierbarkeit nur
mehr verlangen, daB sie in jedem Punkte eine vordere Tangente besitzen.
D. h. also, es miissen die durch die Gleichungen (8) definierten Grenz-
werte nur fiir positives /4 bestehen. Dann bedeute y wieder den Winkel,

*) Siehe die in FuBnote auf 8. 2564 angefiihrte Literatur.
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den die vordere Tangente mit der z-Achse einschlieft. Wie oben sieht
man, daB cosy und siny und somit auch y selbst, als Funktionen von s
betrachtet, von der ersten Baireschen Klasse und somit auf jeder perfekten
Menge héchstens punktweise unstetig sind. Alle auftretenden Integrale
haben daher auch hier einen Sinn.

Wie oben werden die beiden Gleichungen (8) abgeleitet, die wieder,
abgesehen von einer Punkimenge vom MaBe Null, iiberall erfiillt sein
miissen, ein Resultat, das sich auch so aussprechen laBt:

Auf unserer Kurve miissen

oFr . oF .

57 (2, y; cosy,siny) und 7y (2, y; cosp, sin p)
bezw. iibereinstimmen mit den durch die Gleichungen (9) definierten
stetigen Funktionen ®(s) und ®,(s), wieder abgesehen von einer Punkt-
menge vom MafBe Null

Wieder 148t sich unser Kurvenbogen zerlegen in eine hochstens ab-
zihlbar unendliche Menge von Teilbogen der folgenden drei Arten:

1. Bogen, auf denen die Gleichung:

Fi (2, y; cosp, singp) =0
identisch in ¢ erfiillt ist.

2. Bogen, in deren jedems Punkte mindestens eine Wurzel ¢, der
Gleichungen (10) auch noch der eben angeschriebenen Gleichung geniigt.

3. Bbgen, die in ihrem Inneren keinen einzigen Punkt enthalten, in
dem eine Wurzel ¢, der Gleichungen (10) auch noch der Gleichung F, =0
gentigt. )

Von den Bbgen der ersten und zweiten Art erkennt man wie oben,
dafl sie stiickweise amalytisch sind und sich aus Bigen von singuldren Li-
sungen der Lagrangeschen Gleichungen susammensetzen miissen, die aber
nunmehr auch Heken bilden konnen. Bei Betrachtung der Bigen dritter
Art schlagen wir, analog wie oben, den folgenden Weg ein:

Die Stetigkeitsstellen von y(s) miissen wegen des Satzes von Baire
auf einem solchen Bogen tiberall dicht liegen. In jedem Stetigkeitspunkte
muB p(s) mit einer der Wurzeln ¢,(s) der Gleichungen (10) iberein-
stimmen, und dieser Punkt 148t sich dann mit einem Intervall umgeben,
in dessen Imnerem durchweg p(s) = g,(s) ist. Hieraus schlieBen wir
wieder, daB die Unstetigkeitsstellen von p(s) eine abgeschlossene Menge
M bilden, nur konnen wir hier nicht mehr wie oben schlieBen, daB diese
Menge keine isolierten Punkte enthalten kann; hingegen ergibt sich wie
oben, daB die Menge M keine perfekte Teilmenge enthalten kann. Nun
ist aber jede abgeschlossene Menge, die keine perfekte Teilmenge enthilt,
abzihlbar*), so daf wir schlieBlich sehen:

*) Vgl. etwa Schoenflies, Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, p. 65 ff.
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Auf den Bigen der dritten Art bilden die Unstetigheitsstellen von y(s)
— falls es solche iiberhaupt gibt — eine abgeschlossene abzihlbare Menge.
Jeder von zwei solchen Unstetigheitspunkien begrenste Teilbogen geniigt den
Lagrangeschen Gleichungen, und in den isolierten Unstetigheitsstellen schliefen
sich diese Teilbigen so aneinander, daf die Ausdriicke:

oF . IF .
5 (%95 cosy, siny); 75 (@, cosy, siny)

stetig bleiben. Mehr aber 1iBt sich, wie man aus Beispielen sehen kann,
aus dem Verschwinden der ersten Variation nicht ableiten.

§ 2.
In diesem Abschnitte wollen wir die folgende Aufgabe’ behandeln*):
Es seien zwischen den drei unbekannten Funktionen y(z), z(x), s(z) die
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschrieben:

(14) f(?/:) z", 3:’ Y, 2,8; x) =0,
9,%,8,y,2,5; :L‘) = 0.
Ferner seien fiir  — a, die Anfangswerte vorgeschrieben:

(15) y(a) =yW, 2z(a) =2, s(a)=s",
fiir # = a, hingegen die beiden Endwerte:
(16> Z(Cb2> = 3(2), 3(@2) — 3(2)'

Es soll ein System von drei diesen Bedingungen geniigenden Funk-
tionen y(z), 2(z), s(z) gefunden werden, so daB an der Stelle z = a, die
Funktion y(#) einen kleinsten Wert hat (d. h. mit anderen Worten: wenn
Y (%), Z(x), S(x) ein zweites System von Funkfionen bedeutet, das eben-
falls den Bedingungen (14) — (16) geniigt und dem ersten hinlinglich
benachbart ist, so soll stets Y (a,) — y(ay) > O sein).

Wir machen die folgenden Voraussetzungen:

1. Die beiden in (14) auftretenden Funktionen f und g mdogen fiir
alle in Betracht kommenden Systeme ihrer Argumente reguldr-analy-
tisch sein.

2. Die drei Funktionen y(z), 2(x), s(x) sollen stetig und stetig diffe-
renzierbar sein.

3. Nach Einsetzen dieser drei Funktionen in den Ausdruck:

of 9o
(a0 a"g; =5 ‘a%g‘

moge derselbe durchaus von Null verschieden ausfallen.

* Dabei schliefe ich mich in Gedankengang und Bezeichnungsweise so eng
als moglich an die in der Einleitung zitierte Abhandlung von Hilbert an.
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Wir wollen beweisen, da8, wenn auBlerdem die spiter zu entwickelnde
Bedingung (27) erfiillt ist, die Funktionen y(z), 2(2), s(z) analytisch sein
miissen und zusammen mit zwei ebenfalls analytischen Funktionen A(z) und
u(x) die Lagrangeschen Differentialgleichungen.:

Gt ug) 4 9GI+ey _

oy dx oy ?
00f+ug) 4 20f+ug _
{8 B PR
03ftug) & 00f+ug) _
0s dx os

befriedigen miissen.
Nach dem Vorgange von D. Hilbert setzen wir nun:

S(@) = s(2) + &,6,(%) + &6,(2),

wo 6,(») und 6,(z) fir #=a, und z = a, verschwinden mdgen, sonst
aber willkiirlich sind, und bestimmen die beiden Funktionen Y (zx, ¢, ¢,),
Z(z, &, &) als diejenigen Losungen der Differentialgleichungen:

(19) f(Y,? Z,? S,’ Y’ Z} S; x>=07
g(Y', zZ, 8, ¥, Z, 8; ) =0,

die fir = a, die Anfangswerte ) und #V haben (siehe Gleichung (15)).
Die Funktionen Y und Z werden dann analytische Funktionen®) von &
und & in der Umgebung der Stelle (0, 0) dieser beiden Verinderlichen
und reduzieren sich fiir & = ¢ = 0 anf y(») und 2z(2). Diejenigen unter
ihnen, fiir welche auch noch

Z(ag, &, &) = 2(ag)

ist, gehoren daher — fiir gentigend kleine &, &, — zu den Funktionen,
denen gegeniiber y(#) Minimum sein soll. Die Theorie der gewdhnlichen
Maxima und Minima mit Nebenbedingungen zeigt, daB es dann zwei
Konstanten 7, m gibt, die nicht beide Null sind und fiir welche

?

[a(l Y(a}, 8, &) -+ mZa,, &, 82))]

aﬁ 8 =gy =0

[E(l Yia,, ¢, &) + mZa,, &, 82))] -0
88, g =g, =0

(20)

wird. Differenziert man die Gleichungen (19) nach & und & und setst
dann & =& =0, so bekommt man:

*) Der Umstand, daB die unabhiingige Veriinderliche x in (19) in nicht ana-
Iytischer Weise vorkommt, stort hierbei nicht. Siehe Picard, Traité UI, p. 157.
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ol AR LR S e
Tk aa‘i’, aaff] LGl 4 S+ B+ =0,
ay [as, ggf/ %%3 + o8 %i] v ae,j +gh o+ =0,
srl5e) + ol T orlaal + 7152 "‘2962 +35 00

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit zwei spater zu bestimmenden
Funktionen i(z) und wp(x), Addition und Integration folgt weiter:

j{a(lf—i-#g) oY’ 6(1f+4»y) oY +8(lf+uy) 8Z]
oy’ a51 y le]o o0&
0Gf+ugroz 8(1f+uy) oAf+ug) -
oy ] B ooy Bk o) ae o,

[

2%
f{a(lf—_i-_yg) p_g'] d(f+ pg) aY] A0f+ 1g) az]
oy’ dg, do Py Los, T o7 o0&,

ay

(lf+ f+ugroz (M’—t— uy) 0Gf+ug _
ek ] + ;o S 6y | da = 0.

z

Bisher konnten wir uns wortlich dem Hilbertschen Gedankengang
anschlieBen, Um nun die Voraussetzung einer zweimaligen Differenzier-
barkeit von y(2), #(z), s(%) zu vermeiden, miissen wir von hier ab einen
abweichenden Weg einschlagen. Wir formen die Gleichungen (21) durch
partielle Integration um:

,

2]
20f +19) an o f8(1f+ug) 0Zp=a
8?/ a"51 asl

a
+f {-———— 2015540 12| [5T) s

n f 3(lf+w) fa(szw }[az ] du

+ 9(2f+#9)6 i+ fa /410 g gy — 0,

(22)
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s e [l on (3T

a

e
a, x
+ f{a(lfj vy _ f a(&fa—; ©9) ds) [fal] dx

(22) . a
f 2Mites) fa(lf+uy) az) [24 ] iz
4 0
e
n <zf+ 04+ 19) o0 gy + f8(1f+u9)6 dz = 0.
2

Wir werden weiter unten beweisen, daB die beiden Gleichungen®):

B(lfa+ug) [3(2f+yy) =a fa<zf+ug) iz =0,

7
(23) -,
oGrftug) [OAf+pgp== 00f+ug) 5 __
ot =[] —f —gr o dw=0,
as

" wenn noch die Anfangswerte von i(z) und wu(z) fir = a, willkiirlich
vorgeschrieben sind, stefs ein und nur ein Paar von Funktionen A(z), (%)
bestimmen. Wir wihlen diese Anfangswerte so, daB:

(24) [?.@%‘yﬁ_ﬂg_)]’:"* —1, [Qg_fi-_ wg) =

57 = M

wird (wo I und m die in (20) eingefiihrten GroBen bedeuten).
Man erkennt aus (23) unmittelbar, da8 nun:

G+ ug) 0Gf+ug 5. _ [OAf+ pgyF=a
oy —f oy dz = [ oy ]

)

oGf+ug) _fa(lf—I— “9) 4o — [?_(&f:t—_q,g)]x:a,
9% 0% oz

wird, so daB die Gleichungen (22) sich wegen (24) und (20) auf:

*) Wir konnen nicht durch Differentiation von (23) zu einem System von
Differentialgleichungen fiir 1 und p iibergehen, da wir nicht wissen, ob dle auf-
tretenden GroBen differenzierbar sind.
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f6(1f+ug) o) dz + a<zf+ 89 g 45— 0
(25) “ “

fa(lf-}-#g) o du +f G119 o gy —

ay

?

-reduzieren. Schreiben wir nun, wie Hilbert:

(4, w3 0) — f a<xf+ug> o 3(lfa—|;ug) o) d,

so haben wir: Fiir irgend zwei in # =a, und z =q, verschwindende
Funktionen g,, 6, gibt es stets ein offenbar nicht identisch verschwindendes
Losungssystem der Gleichungen (23), so daf:

. (A,8;6)=0 und (2,p;06)=0
wird.

Von hier an konnen wir wieder die SchluBweise von Hilbert be-
niitzen. Entweder es gilt (4, u; 6) =0 fiir alle 6, oder es gibt ein g,
so daB (4, u; 65) +=0. Dann aber gibt es offenbar ein Losungssystem
A, w von (28), fiir welches (4, p'; 6,) =0. Wire nun nicht fiir alle
6:(4,u;6)=0, so gibe es ein ¢, so daB (3, p’; 6,) == O wird. Nach
dem obigen Satze aber miifte es dann ein Lésungssystem 17, u” von (23)
geben, fiir welches

(A", u"; 6) =0 wnd (2", 4" 6,)=0
ist. Wir werden nun aber weiter unten zeigen, daB zwischen 4, 1, 17
@, W, u” eine Relation bestehen muB:

al+ a2 +a"2"=0; ap+day+a’y =0,

in der nicht a, o/, o” alle drei verschwinden. Aus den angeschriebenen
(leichungen aber wiirde folgen*)

a=a =a =0.

Es gibt also ein Losungssystem von (28) — es werde wieder mit 4, u
bezeichnet —, so daB:
(4, u;0)=0

fiir alle in 2 = a, und z = g, verschwindenden ¢. Bringt man nun aber
(4, w; 6) auf die Form:

@, w3 6) — f a<zf+ug> fa lf—l—w}) dm O.dx’

*) Hilbert 1. c.
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so ergibt eine bekannte SchluBweise*) das Bestehen der Gleichung:

— f26r80 g4 o
os '

Aus den Gleichungen (14), (23) und (26) ergeben sich nun aber,
vorausgesetzt daB:

(26) 2t ug _ [0Gr 4 por=e

PAf+ ug) *Gf4wg) *Gf+ vy of 09

3y oy o7 oy oy oy oy

PAf+wg) PG4 ug *Gf4ug °of 09

07 0y T Y T 0408 0z 07

A+ ug) Gf4wg) *GAf+wg) Of 029

@7 T o5 0y’ T 05 07 282 o8 8¢ +0

of of of

Ty e Ere 6 0
09 09 og

By 57 75 0 0

ist, y, #, &, A4, p als differenzierbare Funktionen von z.**) Es kénnen
nunmehr die Gleichungen (23) und (26) nach z differenziert werden,
wodurch sie in die Gleichungen (18) iibergehen; die Funktionen y, 2, s,
A, u geniigen also dem Differentialgleichungssysteme (14), (18); woraus
unter Beriicksichtigung von (27) weiter folgt, daB alle diese Funktionen
analytisch sind.

Es sind somit alle unsere Behauptungen erwiesen, und es sind nur
die Beweise der die Gleichungen (23) betreffenden Sitze, die zur Ver-
wendung gelangten, nachzutragen. **%¥)

Angenommen, es sei eine Losung i, g der Gleichungen (23) ge-
geben, so erkennt man aus diesen Gleichungen, dafl die Ausdriicke:

o 3 A
(28) P = ( fa‘:ly‘ L9 , ( fa‘l‘ ©g)
nach z differenzierbar sind. Wegen der Voraussetzung (17) lassen sich
umgekehrt A, u als lineare Funktionen von v, w mit in x stetigen Koeffi-
zienten ausdriicken. Differenzieren wir nun die Gleichungen (23) nach =
und substituieren die Verfinderlichen v, w, so erhalten wir ein System
linearer Differentialgleichungen:

*) Biehe Bolza, Lectures on the Calculus of Variations, p. 22.
**) Nach einem bekannten Satze tiber die impliziten Funktionen. Siehe etwa
C. Jordan, Cours d’analyse I, p. 82.
“* In meinem Aufsatze ,Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in der
Variationsrechnung® (Monatshefte f. Math. u. Phys. 14 (1903)) habe ich viel allgemeinere
Systeme dieser Art betrachtet und die Existenz ihrer Lésungen nachgewiesen.
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v =a(@)v+ o (z)w,
w'=b(x)v + b (x)w

fir v und w, und die darin auftretenden Koeffizienten sind stetige
Funktionen von z. Bedeutet umgekehrt v, w irgend ein System von
Losungen dieser Differentialgleichungen, und bestimmt man 1, g aus den
Gleichungen (28), so ist ersichtlich, daB i, u den Gleichungen (23) ge-
niigen. Man erkennt nunmehr leicht, daB tatsichlich die Sitze bestehen:

Die Gleichungen (23) besitzen immer eine und nur eine Ldsung 4, g,
die fiir # = a, vorgeschriebene Werte annimmt. Zwischen je drei Losungen
von (23) besteht immer eine linear-homogene Relation mit konstanten
Koeffizienten.

Es sind somit auch unsere urspriinglichen Behauptungen vollstindig
bewiesen.



