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Gino Loria:

Spezielle algebraische und transzendente

y ebene Kurven.
Theorie und Geschichte.

Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearb. deutsche Auggabe von

Fritz Schiitte,

Oberlehrer am Konigl. Gymnasium zu Ditren. .
Mit 174 Figuren auf 17 lithographierten Tafeln.
[XXT u. 744 8.] gr. 8. 1902. In Leinwand geb. n. £ 28.—

Wihrend die mathematische Literdtur verschiedene Werke aufweist, welche
die allgemeine Theorie ebener Kurven, insbesondere der algebraischen, be-
handeln, fehlt eine Zusammenstellung der bisher bekannten speziellen
ebenen Kurven und der an ihnen gewonnenen Resultate. Diese Liicke will
das vorliegende Werk auszufiillen versuchen, Es behandelt die Erzeugungs-
weisen, Gleichungen, Eigenschaften und die wichtigsten Sitze fir eine an-
sehnliche Zahl spezieller Kurven; es beriicksichtigt nicht pur ihre Verall-
gemeinerungen, die Verwandtschaft und den Zusammenhang mit anderen Kurven,
sondern bietet auch kurze Darlegungen der Theorie spezieller Kurven-
Gruppen. Zahlreiche literarische und historische Quellennachweise ermbg-
lichen es dem Leser, sich in der Literatur einer jeden Kwrve zu orientieren;
tiber 200 Figuren dienen nicht nur der Erliiuterung des Textes, sondern bilden
guch, indem sie in genauer Zeiechnung die Gestalt der betrachteten Kurven
klarlegen, eine hoffentlich recht wertvolle Beigabe des Werkes.
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L Scaussrxeer. Kontinuitiitsbeweis bei dera Riemannschen Problem. 218

Bemerkung zu dem Kontinuitatsbeweise fiir die Ldsbarkeit des
Riemannschen Problems.

(Auszug aus einem Briefe an Herrn D. Hilbert.)
Von

Luopwi¢ ScHLESINGER in Klausenburg.

In Threm geschitzten Schreiben vom 27. September 1905 bemerken Sie,
daB ,die Mannigfaltigkeit M *) die Grenzen b, = oo, by, bg, - - - beliebig;
by = 0, by, by, - - - beliebig; - - - besitzt, d. h. jedenfalls an diesen Stellen
ebenfalls die Kenntnis der analytischen Abhéngigkeit der 8 von den b
notig ist, damit die Kontinuititsmethode anwendbar wird“.

Ich habe mich in meiner Arbeit darauf beschréinkt zu sagen, da die
von Herrn Poincaré aufgestellten Prinzipien der méthode de continuité
den SchluB gestatten, daB auch jedem Punkte von M ein Punkt von M
entsprechen miisse. Mit Riicksicht auf Ihre Bemerkung mdochte ich mir aber
erlauben, etwas ausfithrlicher auf die Darlegung der in Betracht kommen-
den Schliisse einzugehen, namentlich um zu zeigen, da sich auch das Ver-
halten der B, wenn die b in eine der singuliren Stellen der Mannig-
faltigkeit M einriicken, in sehr einfacher Weise direkt angeben lagt.

Es sei

dy‘r: - 'Af;/
1) gﬁ.‘”z 2‘;;:;;;?/;. (x=1,2,--n)
A=1 v=1
ein kanonisches lineares Differentialsystem, fiir das (wie in meiner erwihnten
Abhandlung) der Einfachheit wegen vorawsgesetzt werden moge, daB die
Wurzeln der zu den singuldren Punkten ay, ---, a,, @,,,= co gehdrigen
determinierenden Fundamentalgleichungen

2) AR —duri =0 (v=12,-,6+1),
WO
AT = — DVAR,

*) Siehe meine Abhandlung Crelles Journal Bd. 130, S. 48,
Mathematische Annalen LXIIL 18



274 Lubpwie SCHLESINGER.

keine ganzzahligen Differenzen aufweisen. Es seien 7{), ... #0) die Wurzeln
der Gleichung (2). Die zum singuléren Punkte a, gehorige Integralmatrix
hat die Form:

( (")) ((x a) ¢(")

wo die ¢ Funktionen bedeuten, die in der Umgebung von # =a, holomorph
sind und deren Determinante |@{®)| fiir = a, von Null verschieden ist.

Aus den Gleichungen
5y AR dnly
(325 - o ()

v=1

oder, wenn
(Pl = (¥)

gesetzt wird, aus
a A(lk) Ll 1/)
= (¥) )
200——&, “~ (d’v +ac~—a Vi )

folgt die Darstellung

7':(l") o0 0
® =g (- - ) o
"\o ... r

wo der den Matrizen angehiingte Buchstabenindex andeuten soll, daB die
Elemente der Matrix fiir den betreffenden Wert von z zu nehmen sind.

Es mdge nun (y,,) diejenige Integralmatrix bedeuten, die sich fiir
den reguléren Punkt =z, auf die Einheitsmatrix (9,,) reduziert, und es sei

W) = () (%);
(c(v>) (n(’) -

und folglich ist die Fundamentalsubstitution, die (y;,) bei Umkreisung des
Punktes a, erfahrt, in der Form

dann ist also

_ e2ﬂ'l/:i‘r1m . 0
WD =Gf - ) 8D
0 P 327‘1/—'—1-’::)
oder in der Form °
i 2711/-‘1}(1” ... 0
@ (A% = (%2, R [
0 e 32"1/:—1_";:)

dargestellt.
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Denken wir uns fiir ein bestimmtes Differentialsystem (1) die 7{) ein
fiir alle Male fixiert, so hingen die A{} noch von gewissen willkiirlichen
Parametern b,, -, by, wo N=n%6— (6+1)n+ 1, ab, deren Mannig-
faltigkeit M in dem Sinne als eine geschlossene zu bezeichnen ist, daB
sie durch keine Mannigfaltigkeit von um Eins niedrigerer, also (2N — 1)%*
Dimension begrenzt wird.*) In der Tat haben als singulire Stellen
von M nur diejenigen Wertesysteme der by, - .-, by zu gelten, fiir die
mindestens eines der A(®) unendlich wird, und diese bilden Mannigfaltig-
keiten von hochstens 2 N — 2 Dimensionen; wir bezeichnen die Gesamtheit
dieser singuliren Mannigfaltigkeiten mit S.

Gehen wir andererseits von einem bestimmten System von Funda-
mentalsubstitutionen (A() aus, und denken wir uns die Wurzeln der
zugehorigen Fundamentalgleichungen fixiert, so héingen die A{}) von ge-
wissen willkiirlichen Parametern §,,-- -, fx ab, deren Man.nigfaltigkeit M
ebenfalls als eine geschlossene bezeichnet werden muB, indem ihre singu-
lsren Stellen auch wieder nur diejenigen B, - -, fy sind, fiir die
mindestens eines der A{® unendlich wird, so daB die Gesamtheit dieser
Stellen X also auch aus hochstens (2N —2)-fach ausgedehnten Mannig-
faltigkeiten besteht.

Legen wir das Differentialsystem (1) der Betrachtung zugrunde, so
sind nach einem Satze des Herrn Poincaré die A{}) als ganze transzen-
dente Funktionen der A{?) bestimmt. Die inversen dieser ganzen trans-
zendenten Funktionen, d. h. also die A% als Funktionen der A{Y sind im
allgemeinen unendlich vieldeutig, wenn wir aber die r{) fixieren, so ist
nach dem Fundamentalsatze der Nr. XII meiner Arbeit**) ein eindeutiges
Zweigsystem dieser inversen Funktionen festgelegt, es sind also die f,,-- -, S
monogene eindeutige Funktionen der by, - - -, by
) Br = Ex(by, - -+, bw) <k=1:2»"‘7N),
deren inverse Funktionen ebenfalls eindeutig sind. Die singuldren Stellen
der Funktionen (5) sind die Stellen S. — Um nun das Verhalten der
A{® zu untersuchen, wenn die b, -, by in eine Stelle S einriicken, d. h.
wenn eines der A{) so unendlich wird, daB die »{ festbleiben, greifen
wir auf die Gleichungen (3), (4) zuriick. Nach (3) ist

n
AR = D110 ) 9Dy
A=1

goll also A® in der angegebenen Weise unendlich grof werden, so muB
mindestens einer der Werte (¥} ¢f (A=1,2,- .+, n) unendlich groB

l:r: ay

#) Vergl. Poincaré, Acta Mathematica Bd. 4, p. 277 oben.
*#) Crelles Journal Bd. 130, p. 35.
18*



2796 L. Scrussizeer. Kontinuititsbeweis bei dem Riemannschen Problem.

werden. Die Funktionen {) () sind aber ihrer Definition gemiB mit
Ausnahme der Stellen

a#(y, +v) und oo
allenthalben holomorph. Denken wir uns diese Funktionen in der Umgebung
von z = a, dargestellt:

v olt = ERey + Bk (@—a,) + -
und dann nach dem Punkte 2 =z, hin in der durch die Querschnitte
(@,, ) (v=1,2,.-., 6) zerschnittenen Ebene fortgesetzt:

1P:1)q>51'2 = C(?Lv + Ol(i)kl’ (.Z'—-To) + - %y
s0 kann man L' ;ixy dem absoluten Betrage nach stets so groB wihlen,

daB C%, dem absoluten Betrage nach groBer wird als eine beliebig grofe
positive Zahl; da aber nach (4)
n
A(,,) 2ﬂV——] r( ) C[(g)k .

ist, so heiBt dies nichts anderes, als daB, wenn ein A4} so ins Unendliche
riickt, daB die #{" fest bleiben, mindestens ein A{?) ebenfalls ins Unendliche
riickt. Damit ist also gezeigt, daB, wenn die &,,---, by in eine Stelle von S
einrticken, die durch die Funktionen (5) gegebenen f§,, ---, By in eine Stelle
von X einriicken miissen. Es kann folglich®) keine Mannigfaltigkeit
(2 N—1)** Dimension geben, die die Mannigfaltigkeit M der §,, - -, B derart
in zwei Gebiete zerschneidet, daB in dem einen dieser Gebiete alle die-
jenigen f,, - - -, By enthalten sind, die als Wertsysteme der Funktionen (5)
zum Vorschein kommen, wenn die b, - - +, by die ganze Mannigfaltigkeit M
durchlaufen. Denn ein Punkt dieser hypothetischen Mannigfaltigkeit
(2N — 1)** Dimension konnte nur entweder dadurch erreicht werden,
daB die Funktionaldeterminante der § nach den b verschwindet, was aus-
geschlossen ist, weil die b sich aus den Gleichungen (5) als emdeuhge
Funktionen der 8 ergeben, oder dadurch, daf die b in eine Stelle S ein-
riicken, was aber ebenfalls ausgeschlossen ist, weil dann, wie gezeigt
worden ist, die § in eine Stelle X einriicken, und X hochstens von
(2 N—2)** Dimension ist. Der Wertevorrat der Funktionen (5) muB also
die ganze Mannigfaltigkeit M erfiillen, d. h. es entspricht jedem Punkte
von M auch ein Punkt von M.

Klausenburg, den 11. Oktober 1905.

# Vergl. den analogen SchluB bei Poincaré, Acta Mathematica Bd. 4, p. 277, 278,
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Uber asymptotische Darstellungen der Losungen linearer
Differentialsysteme als Funktionen eines Parameters.

Von

Luvwie ScHLESINGER in Klausenburg.

Einleitung.

Wenn der Punkt = oo eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der
Losungen einer linearen Differentialgleichung (oder eines Systems linearer
Differentialgleichungen erster Ordnung) mit der unabhéingigen Variabeln z
ist, so kommt — wie Herr Poincaré gezeigt hat*) — den nach fallenden
Potenzen von z fortschreitenden Normalreihen des Herrn Thomé, die
den Differentialgleichungen formell geniigen, aber im allgemeinen divergent
sind, die Bedeutung zu, daB sie fir groBe Werte von x gewisse Integrale
asymptotisch darstellen. Hiingen die Koeffizienten der Differentialgleichung
oder des Differentialsystems von einem Parameter u so ab, daB der Punkt
@ = oo eine isolierte Unbestimmtheitsstelle der Integrale ist, so kann man
Reihenentwicklungen aufstellen, die in bezug auf g eine dhnliche Struktur
aufweisen, wie die Thoméschen Normalreihen in bezug auf z, und denen
die Eigenschaft zukommt, daB sie gewisse Losungssysteme fir grofie Werte
von u asymptotisch darstellen. — Herr Horn, der ja auch zur Theorie der
durch die Thoméschen Normalreihen vermittelten asymptotischen Dar-
stellungen so wertvolle Beitriige geliefert hat, betrachtet in zwei in diesen
Annalen**) veroffentlichten Arbeiten fiir gewisse lineare Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung die nach einem Parameter fortschreitenden formalen
Entwicklungen, und weist ihre Eigenschaft, fiir reale Werte der unab-
héingigen Variabeln und fiir groBe Werte des Parameters die asymptotische
Darstellung gewisser Losungssysteme zu liefern, mit Hilfe der Methode
der sukzessiven Anniherungen nach. — Ich nehme in dieser Arbeit die

* American Journal Bd. VII (1885), 8. 203ff. Acta Mathem. Bd. VI (1885),
8. 27511
*) Bd. 52, 8. 271ff. und 8. 3401
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Untersuchung fiir ein beliebiges lineares Differentialsystem und fiir be-
liebige komplexe Werte der unabhingigen Variabeln in Angriff. Als mir
bemerkenswert erscheinende Ergebnisse hebe ich die folgenden hervor.
Der Nachweis der asymptotischen Darstellung 148t sich durch voriiber-
gehende Verschmelzung des Parameters mit der unabhiingigen Variabeln
auf das fundamentale Lemma des Herrn Poincaré¥) griinden, in #hnlicher
Weise, wie es Herr Horn*¥) fiir den Fall der Thoméschen Normalreihen
durchgefiihrt hat. — Wenn die Koeffizienten des Differentialsystems rationale
Funktionen der unabhiingigen Variabeln sind, so spielen gewisse algebraische
Funktionen und die zu diesen gehdrigen Abelschen Integrale eine be-
deutsame Rolle, die letzteren reduzieren sich in einem besonders wichtigen
Spezialfalle auf Integrale erster Gattung. — Die gefundenen asymptotischen
Darstellungen gewdhren vollstéindige Einsicht in die Natur der Grenzfille,
die auftreten, wenn man sich®**) der Kontinuitéitsmethode bedient, um
die Existenz der durch das Riemannsche Problem postulierten Funktions-
gysteme zu erweisen, und ich mdchte bemerken, daB die hier mitzuteilen-
den Untersuchungen aus dem Streben nach dieser Einsicht erwachsen sind.
Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes rendus der Pariser
Akademie) erschienen.

L

Formale Aufstellung der nach fallenden Potenzen des Parameters
fortschreitenden Reihen. Ihr Charakter als asymptotische
Darstellungen gewisser Integralsysteme.

Die Koeffizienten @;, des homogenen linearen Differentialsystems

dyx . <
(4) T = D, Yata (=1,2,m),
A=1

mogen von einem Parameter u dergestalt abhingen, daB sie in der Form
von Reihen

(1) a, = u (a0 + % af) + - in inf) (G u=1,2,n)
dargestéllt werden konnen, wo ¢ eine positive ganze Zahl, die af%, aft),---
Funktionen von # bedeuten, und die Reihen- (1) in einer von # unab-
héingigen Umgebung von g = oo

@ le, > R,

konvergieren. Die @,, werden, um die Vorstellung zu fixieren, als rationale

*) American Journal Bd. VIL, 8. 204--209.

*) Acta Mathem. Bd. XXIV, 8. 289ff.; Sammlung Schubert L (1905), 8. 1901
#¥) Vergl. die vorhergehende Note.

1) Tome CXLII, p. 1081—1038, 7. Mai 1906.
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Funktionen von z vorausgesetzt. Eine Integralmatrix (y;,) des Systems (A),
die sich fiir den reguliren Wert z =, auf die (von z unabhingige)
Matrix (y;,) reduziert, wo in der durch (2) bestimmten Umgebung von

§ = 0o:
(1)
(3 7, (y@) + —'f 4+ in inf.>,

A eine positive ganze Zahl, la8t swh bekanntlich*) in der Form

® ‘ —Z’y‘“

darstellen, wo die y{) Funktionen von z bedeuten, und die Reihen fiir
alle reguliren Werte von z und fiir alle endlichen Werte von u, die der
Ungleichung (2) gentigen, unbedingt und gleichmiBig konvergieren. Es
handelt sich um die Untersuchung der durch die Reihen (4) definierten
Funktionen von u in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle u = oo.
Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf den Fall v=1, 1=0,
bemerken aber, daB die darzulegende Methode mutatis mutandis auch

allgemein anwendbar bleibt.
Wir setzen in das Differentialsystem (A) fiir y, die Ausdriicke

®) y,= o (yO+ S yO 4 ininf)  (x=1,2,,n)
ein und suchen die w, ¥©, ¥, - -. als Funktionen von z so zu bestim-
men, daB die Ausdriicke (5) formell das System (A) befriedigen. Nach
Division durch e*® ergibt sich:

a0 1 ay®

de ¥ u dx +- +Mdac (y(°)+-_y(l)+ )

1 1
=2y (y(f) + o+ ) (ago’)‘ + et )
A=1
und durch Vergleichung der Koeffizienten der Potenzen von g auf beiden
Seiten:

dow
(6) ﬁw=2wm

dy(o)
x + 22 g =Z(y<o) o) +yP afd),

(M

o |
® F=+is “*"*Z’ @R A+ yPaf)+ -+ 0 af)

(v== 1,2...).
* Vergl. Horn, Mathem. Annalen Bd. 52, 1899, S. 343.
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Die Gleichungen (6) oder
(62) 2(0'(0) — 0 ) W= (=1,2,---,u)
2

erfordern, daf
(9)

da .
“5‘2“%35}=0 (%""—‘1,2,“',%)

sei, was eine Differentialgleichung erster Ordnung und #* Grades fiir o
ist; bezeichnet man mit @,,---, @, die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung

(10) la® —9, @] =0,

die, sofern man die a!f) als rationale Funktionen von z voraussetzt, @ als
algebra,xsche Funktion von # determiniert, so erhilt man

(11) m‘=f‘aidx (i=1,2, - n)
und dann vermoge (6a):
(12) 2(0‘5203 - alx ﬁz> yg(l) = O; (% = 1’ 2, ey ’Vl}

2

woraus sich, allgemein zu reden, die Verhiltnisse
(13) 4y

als algebraische Funktionen von z bestimmen lassen. Wenn die Diskri-
minante der Gleichung (10), in bezug auf @, in x nicht identisch ver-
schwindet, so sind die @, ---, @, voneinander verschieden; wir halten
vorldufig an dieser Voraussetzung fest. — Um die Ausniitzung der Rekursions-
formeln (8) zur Bestimmung des noch unbekannten Proportionalititsfaktors
der %9, -+, ¥® und der folgenden Koeffizienten in den aus (5) fir
® = o; hervorgehenden Reibenentwicklungen ibersichtlich zu gestalten,
verfahren wir wie folgt.

Es bedeute () irgend ein Lﬁsungssystem der Gleichungen (12). Dann ist
(14) (i) (0l3) @)™ = @00,

Setzen wir nun
(16) Y. =221 u),
i=1

so geniigen die 2, - -, #, dem Differentialsysteme

dz, it
(B) E;-‘-‘Zbuz“ (x=12- n)
=1



Parameterdarstellungen der Losungen linearer Differentialsysteme. 281

wo*) zwischen den (b;,) und den (a,,) die Bezichung:

18 (0) = G 0u) () + (2 (%)

besteht. Hiernach sind mit Riicksicht auf die Gleichung (14) die b;, in
der Form

o0, o
an P O .
als fiir |u|> R konvergente Reihen darstellbar worin

as) o= ey ey = (52) ooy

(50) = (o) (@) (o) b-2,8 )
Setzen wir nun gleich
(19) 2, = i (zf,o; + }!b 2 4 . .)) (yw=1,2,++n)

so lauten die der (leichung (8) analog gebildeten Rekursionsformeln flir
die 2{"):

az™
(20) zx + @, z(: +1) —2 (ﬁ(()) b(v+1) + .0t z‘”)b‘) -+ z(v+1)§ 372),
(V = Oa 1) 2: )
wihrend sich aus der der Gleichung (6) entsprechenden Gleichung:
0,40 =",
(21) A0 =0, =%
ergibt. Die Gleichung (20) liefert nun fiir ¥ =0 und ¢ =
a9 D g
(22) Ta = A0, 2= const. ef K ,
und fiir ¢ == %
(225) ) = SOUY + 7,48,

woraus sich die #{) (i 4 %) bestimmen. Die 2{!) ergeben sich dann aus
(20) fiir v =1, ¢ = % mittels Quadraturen**) usw. Gehen wir von den

*) Vergl. z. B. die Formel (IIL) meiner Arbeit, Crelles Journal, Bd. 128, 8. 267.
*#) Man findet:

azy @ B b
T = ciefbii dz[bﬁ) + E - ] + 626 , (¢, = coust).
13

i
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Ausdriicken (19) zu den das Differentialsystem (A) befriedigenden Aus-
driicken

Lw; l, IR
(23) Yo = 0 (Y + v + )
zuriick, so ist
(24) (yix = (%) (“E’O;Z)J
also nach (21), (22):

’ e

(25) yh=cel T ul)
usw. — Wir haben somit unter der Voraussetzung, daf die Diskrimi-

nante der charakteristischen Gleichung (10) nicht identisch verschwindet,
n Systeme von Reihen der Form () gefunden, die dem Differential-
system (A) formell gentigen. Wenn die » Wurzeln @, - - -, @, nicht von-
einander verschieden sind, so treten moglicherweise an die Stelle einiger
der Reihen (23) solche von der Form

o o wf™) (y(0> + Y+ )
y,ﬂt
wo m eine ganze Zahl bedeutet, die nicht groBer ist, als der Grad der
Vielfachheit der betreffenden Wurzel @,. Die Behandlung dieses Falles,
der bekannten Verhiltnissen in der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen entspricht (den sogenannten anormalen Reihen des Herrn Fabry®),
lassen wir der Einfachheit wegen beiseite.
Natiirlich sind die Reihen (23) im allgemeinen fiir keinen Wert von
u konvergent; ohne auf die an sich und fiir die Anwendungen nicht un-
interessante Frage nach den Bedingungen, unter denen jene Reihen kon-
vergieren konnen, einzugehen, wenden wir uns gleich zur Erdrterung der
Bedeutung der in Rede stehenden Reihen als asympfotischer Darstellungen
gewisser Losungssysteme des Differentialsystems (A) fiir groBe Werte des
Parameters w.
Wir schreiben das Differentialsystem (B) in der Form

n

-

dz :
(B&) ae “wrzr + 2 le)

A=1

wo also die @,, Funktionen von z und u bedeuten, fiir die
(26) lim — Q,,=0

=0 W

ist. Es sei 2 = a ein reguldrer Punkt, d. h. ein Punkt, der weder zu den

*) Theses de la Faculté des Sciences, Paris, 1885, vergl. Poincaré, Acta Mathe-
matica VIII (1885), 8. 304.
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Polen der rationalen Funktionen @, noch zu den Verzweigungspunkten
der durch die Gleichung (10) definierten algebraischen Funktion & von
x gehort. Wir denken uns von a aus einen Strahl gelegt und auf diesem
einen Punkt b fixiert von der Beschaffenheit, daB die zwischen & und
gelegenen z Punkte dieses Strahles (b eingeschlossen) ebenfalls regulire
Punkte sind. Der Parameter ¢ moge mit einem bestimmten Argumente,
also auch in einem Strahle, ins Unendliche riicken. Wir setzen

@7) w@—a) =g, (i=Y=1)

so daB § real positiv, & konstant ist. Die Bezeichnung sei nun so ge-
wahlt, daB fir alle Werte von #, die auf unserem z-Strahle zwischen a
und b liegen,

@9) R(@,00) > R(me) > - > R(@,e0),

wo R den realen Teil der in Klammern folgenden Gréfen andeuten soll.
Der Punkt b ist notigenfalls so zu regulieren, daf die Ungleichungen (28)
statthaben. Verbleibt « zwischen @ und &, und riickt g auf seinem Strahle
ins Unendliche, so wird £ als reale positive Variable unendlich gro8; in-
dem wir nun dieses £ in dem Differentialsysteme (Ba) an Stelle von z
als unabhingige Variable einfiihren, erhalten wir:

dz, . " 1 : ’
@9) =Tt Do Qe (x=1,2,-0m)
A=1

woraus fiir » = 2,3, .- -, n:

z
dlog

(30) ___Ei_gz:l_ = (9, — O)
pre(e- ot 3 0= o)

. Ad=x Ax1
folgt. Da nun hierin

(31) R(@@,— o)) <0,  Jlim e, =0

ist, liBt sich einerseits eine von z unabhingige negative reale GriBe o
so angeben, daB in dem betrachteten Intervalle

R @, —wy) S0 <0;
andererseits ist fiir hinreichend groBe &
1 .
! Vl; e’ le < 6)

wo 8 mit wachsendem £ gegen Null konvergiert. Wenn nun

%
ZX
Ak i>1
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so haben wir*) nach (30)

d log

1<o+20+2(m—1)0

Bestimmt man nun fiir ein gewisses £ die positive GroBe & aus der
Gleichung

0+204+2(n—1)8 = —y,

wo g eine hinreichend kleine positive GroBe bedeutet, so wird ¢ zugleich
mit & unendlich klein, und man schlieBt wie Herr Poincaré (a. a. 0.),
daf ein Integralsystem #,---, #,, fiir welches in einem &-Punkte

e< | = x=2,---,m)
ist, die Eigenschaft besﬁ:zt, daB
hm Z_o.
=40 &
Solche Integralsysteme sind stets vorhanden. — Dieses Lemma wird nun
in #bnlicher Weise weiter beniitzt, wie das Poincarésche bei Herrn

Horn (a. a. 0.
Aus den dem Differentialsysteme (B) formell geniigenden Reihen (19)
ergeben sich insbesondere fiir 7 = 1 die Ausdriicke

L A z<f,z+-~-
2x __w+ gm+
zll Cl Jbll dx (1)+ u

die dem Differentialsysteme

asg,
(C) —JE + gz 2 Ql! gl = gxnu‘(ajz_'al) +2 (Q).;e_‘élx Qll) gZ + le)

2>1 A>1

(x=1,--,m)

(32)

das sich aus (Ba) fiir die Quotienten

=2, “n

ableiten 1dBt, formell Geniige leisten. Fiir das Gleichungssystem (C)
haben wir den folgenden Satz bewiesen: Wenn z auf das Intervall

¥) Vergl. Poincaré, American Journal VII (1885), p. 204 ff., und Horn, Acta
Mathem. XXIV (1900), p. 290, oder ,,Gewdhnliche Differentialgl. (Samml. Schubert L)
1905, S. 190.
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(@ - - - b) beschrinkt wird und u so ins Unendliche riickt, daB sein Argu-
ment konstant bleibt, wenn ferner die Gleichungen (26) und die Un-
gleichungen (28) bestehen fiir

0= Argu + Arg (z—a),
so besitzt das Differentialsystem (C) Lisungssysteme &, - - -, §,, die gegen
Null konvergieren, wenn u in der angegebenen Weise dem Unendlichen

zustrebt.
Setzt man in dem Gleichungssystem (C) fiir &, - -, ¢, die Ausdriicke

zZ
(33) b= O e
[ @

ein, so ergibt sich fir Z,,---, Z, ein Differentialsystem von #hnlicher

Form wie (C), nur sind an die Stelle der @,, andere Funktionen ge-
treten, die aber auch die Eigenschaft haben, mit e multipliziert, fiir ins

Unendliche wachsendes g zu verschwinden. Nach dem fiir (C) bewiesenen
Satze besitzt also das fiir die Z, giiltige Differentialsystem ein Losungs-
system, das gegen Null konvergiert, wenn g in der angegebenen Weise
dem Unendlichen zustrebt, und diesem entspricht demnach, fiir jedes
positive ganzzahlige p, ein bestimmtes Losungssystem von der Form (33)
des Differentialsystems (C). Daraus folgt nun weiter*) die Existenz
eines Losungssystems

(34) 2, = e'™ (zgoz 4o y}; (1113 + ) (;‘ = 1’ 2, .. : n)

fiir 'das System (B) und eines Lﬁsungssystems
(50) yl = el "1 (y(o) + - y(f? + > (x == 1, 2’ BN n)

fir das System (A), wo, wenn u in der angegebenen Weise ins Un-
endliche riickt und z zwischen o und b liegt,

(36) lim Z,, lim ¥, ,=0.

=00 p=o

Man benutzt nun das Losungssystem (85) zur Reduktion des Differential-
systems mit » Unbekannten (A) auf ein ebensolches Differentialsystem mit

*) Indem man beachtet, daB nach (B)

—‘—z——l;—g—i-—-—[.bﬁ) +2 Q/y'“""a_i_Q,er—{_ZCle

(u—.l,2, wmy & =1)
ist, und dann die Gleichungen (22), (22a), (82) zu Rate zieht.
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n—1 Unbekannten*) und schlieft durch vollsténdige Induktion — genau
so wie es Herr Horn**) tut — auf die Existenz von weiteren n—1
Losungssystemen des Systems (A) von der Form

pHw; Y-ix L
(35a) y, _=¢ ‘(yﬁ-‘j}—l—m-}-%yﬁ.ﬁ’—l- ), (i=2,--n),

u?
fiir die, im selben Sinne wie bei den (leichungen (36)
lim ¥,, = 0.

Uber die in den @;, y® enthaltenen willkiirlichen Integrations-

konstanten denken wir uns auf irgend eine Weise verfiigt; die w, mogen
etwa als

(37 @, =fﬁ$idx

erklirt sein, wo z, einen zwischen @ und b gelegenen Wert von z be-
deutet. Fithren wir in dem Integrale (87), das natiirlich den z-Strahl
entlang zu nehmen ist, die durch (27) definierte GroBe als neue Variabele
ein, so ish

. eV—1
ho; = J ;6 at,
So

wir haben also, wenn £> £, d. h.

(38) & — a| > |zg — al,
gemif den Ungleichungen (28) die Ungleichungen
(39) R(uoy) > Roy)> - > R(wo,).

In bezug auf die y{® kénnen wir z. B. festsetzen, daB (vergl die
Gl (25))
xbg'.)dx
Y=

dann ist jedenfalls die Determinante

(40) y9) +0.

(hx=1,2,.+m)
Wir behaupten dann, daB die durch die Formeln (35a) dargestellten
n Integralsysteme eine Infegralmatriz ausmachen, d. h. daB ihre Deter-
minante nicht identisch verschwindet. In der Tat ist:

* Vergl. z. B. Koenigsberger, Lehrbuch d. Theorie d. Differentialgleichungen,
(1889) 8. 122.
*)  Acta Mathematica, XXIV, S. 299.
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z n
@y, dz

(41) 95| = T-emx=t

(Gr=1,2--n)

wo [ eine von « unabhingige GroBe bedeutet, von der gezeigt werden
muB, daB sie nicht in u identisch verschwindet. DBeachtet man, dab

nach (10)
T, = (0)
g W; gaxr’

so folgt aus (1), (3ba), (87), (41) die Gleichung
R ys-f:;>+~}Y,.z{

Zfag;dtc-{- Zf (2)dw+

=r,exxo z

(42)

Hieraus ist T jedenfalls in der Form
1 1 1
r=ro+';;r1+"'+';‘5;rp+';;'"5

darstellbar, wo I, [y, -+, T, von p unabhiingig, und
,llilﬁ, E=0.

Laft man aber in (42) den Parameter y in der wiederholt bezeichneten
Weise ins Unendliche riicken, so folgt
S
|9Q] = Foe ™ & ,
es ist also mach (40) I'y von Null verschieden und folghch auch ' nicht

identisch gleich Null
Es bedeute nun 7,, fiir einen festen Index ¢ und x=1,2,..-., %
ein Integralsystem von der Form

w; [ 1 _ 1 =
(43) yw_elu ( (0 +- +7;;y§£)+ -Fyix)’

wo die in den 7@, ..., 7® enthaltenen Integrationskonstanten als will-
kiirliche Konstanten zu denken sind und
limY,,

n=e
Dann lassen sich die ¢, ---, ¢, als von z unabbiingige GriBen derart

bestimmen, da8
(44) yizzclylx—*'“'—}"cnynx (%=1,2,"-,%).

ﬂ
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Aus den Gleichungen (44) ergibt sich

- , 1 Y
6126“(“‘ wl)(c(2f>+'“+—“—pcap)+_j)’ (,{=1,2,..

wo die ¢, .., ¢? von u unabhiingig und die

lim O, =G
. . . pe=co
sind. Die Gleichungen
de, 0
% =
ergeben fiir ¢ =1
acd? dd ac? ac;
R 2L 0, .., 20, 2P0,
dx ? dz ’ ? da 7 dex
und fiir ¢4

=0, =0, -, =0,

C, = const. ¢4~
Es ist folglich fiir 47¢

] ”)7

wa; 12 1 1
Y= ¢ L:ff ruz01(?/5103‘*‘""1‘";,79'92'}‘;;13”),

lim rlx=07
T

und somit

5 g = (& @ wor T
@ Bt Do)y
lim,=1lim D', =0,

Adx

wo die ¢, ..., ¢®, C, von x unabhiingige GroSen bedeuten. Wir er-

halten sonach:
7 =904,
(46) TR =y + 4 Y,

T Y0 + -+ YD,

durch diese Gleichungen ist die Art, wie die allgemeinen Ldsungen der
Differentialgleichungen (6)—(8) von den willkiirlichen Konstanten ¢, .., ¢

abhingen, in Evidenz gesetzt.

Es bedeute nun y,, -, y, ein Losungssystem des Differentialsystems

(A), dessen Anfangswerte fiir £ =z, in der Form

47) g, (z) = e (y§°>+ % 7O + ;12. PO+ - in inﬁ)
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darstellbar sind, wo y, »©®, ¥, ... von u unabhingige Konstanten be-
deuten und die rechter Hand stehenden unendlichen Reihen entweder fiir
|u| > R konvergent sind, oder die betreffenden Anfangswerte asymptotisch
darstellen, wenn p seinen Strahl entlang ins Unendliche riickt. Dann
lassen sich von z unabhingige GréBen ¢, - - -, ¢, so bestimmen, daB

(48) yx=c’1y1x+“'+cnynz7 (x=1727"""’)'
Zur Bestimmung dieser Konstanten setzen wir in (48) fiir 2 den Wert z,
ein; dann ergibt sich

cf.f’) C;
¢; = 6"“7(6(‘-0)+ s “;5‘ + ;;),

wo die ¢, ..., ¢ von y unabhiingige GroBen bedeuten, die sich gemif
den Gleichungen (46) aus den Gleichungen:

yQ = 2 yQ (7,) &,

(49) W“ZWWW@+M%M%

y =2’ (19 (@) P + - - + Y@ () &)
i=1

und zwar — mit Riicksicht darauf daf die Determinante

Y9 (@) [+ 0
ist — in eindeutiger Weige bestnnmen, fir das noch von u abhingige
G ist: lim €, = 0.

=00

Setzen wir nunmehr: @, = o, + y und ferner
y(o 0 — y

0 O + 10 51,
YOt D =,
go ergibt sich die Darstellung-
y, = et (?7§°) 4. _|_ 2 —(m) 4o e gutn <g'§?: 4ot :.p. ?7532)
N R
}llﬂy .”~5111P9°Y =0, (x=1,2,.-, n),

die fiir jeden positiven ganzza,hhgen Wert von p giiltig ist.
Mathematische Annalen. LXIJII. 19
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Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (39) kénnen wir somit das
folgende Theorem aussprechen:

Jedes Integralsystem des Differentialsystems (A), dessen Anfangswerte
im Punkte x, in der Form (47) darstellbar sind, lift fir die zwischen x,
und x gelegenen Punlte des x-Strahls und fiir ein den w-Strahl entlang
ins Unendliche wachsendes u eime asymptotische Darstellung zu, und z2war
im allgemeinen, d. h. wenn die sich aus den Gleichungen (49), (50) ergeben-
den §) wmicht similich identisch verschwinden, in der Form

(51) go~ o (F0+ L TO+ e 7 + -+ ininf),

Fiir spezielle Wahlen der Anfangswerte (47) kann es sich ereignen,
daB gewisse der aus den Gleichungen (49), (50) zu bestimmenden (")
identisch verschwinden. Wenn

7 =0, (t=1,2,---,4—1; v=0,1,2,..),
aber unter den 7{” welche vorbanden sind, die nicht identisch ver-
schwinden, so haben wir

(52) G B T+ T+ )5
dabei ist jedoch zu bemerken, daB fiir alle Elemente eines Integralsystems,
d. h. fiir alle Werte des Index % =1,2,. - %, der Index 2 lmmer der-

selbe sein muB, wie aus den zur Berechnung der 7, 7)Y, ... dienenden
Formeln (siehe namentlich Gl. (50)) hervorgeht.

1L

Anwendung auf den Fall eines schlechthin kanonischen Differential-
systems, fiir das die Wurzeln der determinierenden Gleichungen
von dem Parameter unabhiingig sind.

Es mége nun der Fall besonders behandelt werden, wo das Differential-
system (A) ein schlechthin kanonisches ist, d. h. die Form hat

n

ay, 915 @
(A) TJE:Z%@—)—?/Z; (”=1)27"'7n);

dabei bedeuten die g,,(z) ganze rationale Funktionen von nicht héherem
als dem (¢ —1)* Grade in z, wihrend

1) p@)=(@—a) - (x—a,).
Die singuliren Punkte a,, - -, @, selen von u unabhingig, dagegen sei:
@) 90 @) = (9 + 90+ )

Diese Reihen mogen fiir {u|> R (wo R von z und den a, ---, a, un-
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abhingig ist) konvergieren, und der Einfachheit wegen wollen wir auch
voraussetzen, daB die Entwickelungskoeffizienten ¢® (4 =0,1, - ")
rationale ganze Funktionen von # sind.

Wir betrachten die algebraische Gleichung n'*" Grades*)

‘ giu (x) | . ’

(3) {——97(—5?)*_6%9(:70’ (7’}7‘;'_‘1:2:"')”)5
sie definiert uns Q als algebraische Funktion von x und als in der Um-
gebung von u = oo n-deutige Funktion von u. Fiir diese Funktion sind
die Punkte a, ---, a, einfache Pole; setzt man

gix(x)
(4)' . Res“v () =A§::)7 ("’=1>2;"', 0'):
80 18
(5) IAS.Q-—&l.xResan}——-O, (h,x=1,2,---,n).

Bezeichnen wir also die Wurzeln der Gleichung (3) mit Q,---, Q,,
so sind die

6 Resa., Q£=r5}'), (1=1,2,--n; v=1,2,--+,0)

nichts anderes als die Wurzeln der zu # = @, gehdrigen determinierenden
Fundamentalgleichungen des Systems (A), und ebenso sind fir = co die

(M Res Q, = #lo+V

die Wurzeln der zu 2 = oo gehorigen determinierenden Fundamental-
gleichung. Wir setzen im folgenden stets voraus, daB die Differenzen
der ") weder verschwinden noch ganze Zahlen sind, so daB also die zu
den singuliren Punkten ay,- -, a,, a,,, (= o0) gehdrigen Integralmatrizen
%) in der Form

®) w=(e—a) gf)
darstellbar sind, wo die ¢{) in der Umgebung von z = o, holomorphe
Funktionen bedeuten, deren Determinante |¢f)| fir z = @, nicht ver-

. o . 1 .
schwindet. Fiir v=6+1 ist £—a, durch — zu ersetzen. — Aus dieser

Annahme folgt, daB die Diskriminante der Gleichung (3) in bezug auf Q
nicht identisch verschwindet, und daB die Punkte @, -.-, a,, oo nicht
zu den Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion Q von z ge-
horen, solange u einen endlichen Wert besitzt.

*) Diese fir die Theorie der linearen Differentialsysteme wichtige Gleichung
wurde unsere Wissens zuerst von Herrn Volterra (Memorie della Soc. Ital. delle
Scienze 1899), allerdings bei Fragen anderer Art, als die, mit denen wir es hier
zu tun haben, in Betracht gezogen.

19*
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Denkt man sich in (3) fiir g,, die Entwickelung (2) eingesetzt, so
ist in Ubereinstimraung mit den Bezeichnungen der vorigen Nummer

9) lim - Q=

p=w B
durch die charakteristische Gleichung

| o | .
(10) ]m—aww;_—.o (G,x=1,2,---,m)
bestimmt. Wenn die Diskriminante dieser Gleichung nicht identisch
verschwindet, d. h. wenn ihre Wurzeln @, - .-, @, fiir ein unbestimmtes a
voneinander verschieden sind, so ist also in der Umgebung von u = oo

(11) QI,=_-M(&)"Z—]--‘1:'QE,1)+--.), (i=1;2;"'7")'

Wir machen nun die weitere Voraussetzung, daf die Wurzeln +) dey
2u den singuldren Punkten a,, - - -, a,, o gehorigen determinierenders
Fundamentalgleichungen des Systems (A) won dem Parameter u unab-
hangig sind.

Dann ist also nach (6) und (7)

Res, Q, =Res, @O, (»=1,2,..-,0,0+1),
dagegen
(12) Res, @,=0,
Res, Q¥ =0, (A=2,8,--).

Wir wollen hieraus auf den Charakter der @, schlieBen, Analoges gilt
dann natiirlich auch fir die Q®, Q® .. ..

Die algebraische Funktion @ besitzt keine anderen Pole als a;, -, a2,
w. z. kann ® in diesen Punkten von nicht hoherer als der ersten Ordnung
unendlich werden. Zufolge der Gleichungen (12) ist aber ein Unendlich-
werden von erster Ordnung auch ausgeschlossen; die @, - - -, a¢; und
ebenso x = oo gehoren folglich zu den Verzweigungspunkten der alge-
braischen Gleichung (10) und die ®; werden in diesen Punkten von
niedrigerer als der ersten Ordnung unendlich. Hieraus folgt, daB die

azi=f’c}7idx

fiir keinen endlichen oder unendlich groSen Wert von z unendlich werden
konnen, daf sie also den Charakter von Integralen erster Gattung haben. *)

* Man tberzeugt sich an Beispielen (etwa » = 2, ¢ = 3), daf die w; nichs
etwa identisch verschwinden miissen.
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Riickwirts ergibt sich aus dieser Tatsache, daB die a,, - - -, a5 o©
auch die einzigen Verzweigungspunkte von (10) sind.
Der Koeffizient von @"~' in der Gleichung (10) lautet

LG
(13) 2 5@
da fiir diese rationale Funktion von x die Residuen in bezug auf
@y, * 5 g, 00 verschwinden miissen und der Zihler von nicht hoherem
als dem (¢ — 1)*® Grade ist, verschwindet die Funktion (13) identisch,
wir haben also — in Ubereinstimmung mit einem bekannten Theorem *) —
die Gleichung

(14) 2 @, =0.
i=1

Wir definieren durch die Gleichungen

n

g/ .
(15) Dlu, (zm)—ahsz,.)=o, (,6=1,2,+.,m)

GroBen u,,- - -, u,,, deren Verhiltnisse sich aus (15) als algebra.lsche —
mit Q, gleichverzweigte — Funktionen von 2 ergeben. Fiir ein endliches
w sind folglich die u;, in der Umgebung von 2 = a, holomorph und die
u,;(@,) geniigen den Gleichungen
(16) D) 1 (@) (4f) = 8, 1) = 0

A=1
Aus den Gleichungen (15) ergibt sich, indem man fiir g;,, @, die Ent-
wickelungen (2), (11) einsetzt, fiir ein von den a,,-- -, a,;, co ver-
schiedenes x: :

1 o
17 u, =ul + " w®) + - - ininf,

wo diese G(leichungen so zu verstehen sind, daB sich ihre beiden Seiten
nur durch einen von dem Index A4 unabhiéngigen Proportionalititsfaktor
unterscheiden. Die u{9 sind, in Ubereinstimmung mit der Bezeichnungs-

weise des vorigen Abschnittes, durch die Gleichungen
(0)
(18) 2 (—gfi~ @) =0

*) Siehe etwa Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques (1895),
S. 301.
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bestimmt. Setzen wir ferner

O = e Lgm ...
(19) A = () + 5 B+,

so daB also

(192) o) =Jim (o = ) 55 = Res., I,

so folgt aus (16), mit Riicksicht auf den Umstand, daB die » von u
unabhingig sein sollten:

(20) (@) =u (a,) + — u(l) (@) + -+ in inf,

wo in Ubereinstimmung mit (18)

(21) D u(a,)ef) =0

7
ist. — Wenn wir die Gleichung (10) in der Form

[ gt
| g'”(x——av)—éi,,6~(x—a,) } =0

schreiben und darin z = a, setzen, so erkennen wir mit Riicksicht auf
(19a) und (12), daB die zu der Matrix («f)) gehorige charakteristische
Gleichung die #-fache Wurzel Null besitzt, so daf also die aus den Haupt-
subdeterminanten dieser Matrix gebildeten Summen sémtlich verschwinden.
Insbesondere ist demnach |af?)| =0, so daB die Gleichungen

(22) 2 v ) =0

1
auflosbar sind. Mit Riicksicht auf (21) haben wir folglich

(23) u? (a,) = v},
d. h. die Werte der Funktionen {9 im Punkte a, sind von dem Index ¢

unabhiingig, was mit der Tatsache in Ubereinstimmung steht, daB z = a,
ein -Verzweigungspunkt der algebraischen Funktion & ist. Nach (20)
haben wir also

(24) w,(a) =0+ , u(a,)+ - in inf,
wo diese Gleichungen, ebenso wie (23), (20) in demselben Sinne zu ver-
stehen sind, wie wir es fiir die Gleichungen (17) festgesetzt haben. Wir

bemerken, daB fiir die durch die Gleichungen (8) erklarten Funktionen
o) die Gleichungen

D o8 (a,) (45) — 8,1 =0
2
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bestehen*), so daB also mit Riicksicht auf (16) und (24)
1 .
(25) o (a,) =+ - ) (a,v) ~+ -+ in inf

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen wenden wir uns zur asymp-
totischen Darstellung der Integrale in dem jetzt vorliegenden Falle.

Im I. Abschnitte hatten wir einen z-Punkt reguldr genannt, wenn er
weder zu den singuliren Punkten des Differentialsystems (A) noch zu den
Verzweigungspunkten der algebraischen Funktion @ gehdrte. Da in dem
jetzt behandelten Falle die Punkte a, ---, a,, co die einzigen Verzwei-
gungspunkte von @ sind, wird ein reguldrer Punkt einfach ein solcher
gein, in dessen Umgebung sich die Integrale des Systems (A) regulir
verhalten. Legen wir also von einem reguliren Punkte z, aus einen
Strahl, und lassen wir g mit festem Argumente ins Unendliche gehen, so
wird ein Integralsystem y,, - - -, y, des Differentialsystems (A), dessen An-
fangswerte in z, in der Form

(26) our (yg;» + -}[ p® + - in inf)

asymptotisch (oder fiir |u|> R konvergent) darstellbar sind, allgemein
zu reden, in der Form

@7 y, ~ o7 (FO+ S0+ in inf)

darstellbar sein, u. z. gilt diese asymptotische Darstellung fiir alle Punkte
des z-Strahles, die zwischen x, und dem nichsten auf jenem Strahle be-
findlichen singuliren Punkte liegen. Dabei bedeutet o, dasjenige

(28) w,= [ v,de,
fiir das, wenn N

0 = Argu + Arg (z — z,)
gesetzt wird,

(29) R(@eV-1)>R(@,eV"), (x=23,--,n)
ist. Da aber nach (14)

2 R (@,60V-1) =0
t=1

ist, so folgt, daB R (@,e°V=7) und folglich R(uw,) positiv ist fir alle
x-Werte, die auf dem x-Strahle zwischen z, und dem nichsten singuliren
Punkte gelegen sind. Eine Veriinderung des x-Strahles und des Argu-
ments von y kann bewirken, daB in der Ungleichung (29) nicht mehr

@;, sondern ein anderes @, die erste Stelle einnimmt; dann werden in der

*) Siebe die vorhergehende Note, Gl (8), S. 274.
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asymptotischen Darstellung (27), allgemein zu reden, o, und die ent-
sprechenden ¥ an die Stelle der o, y{*) treten, und fiir die in Betracht
kommenden z- und u-Werte wird R (uw;) einen positiven Wert haben.
Wir erhalten somit das

Theorem 1. Die Elemente eines Integralsystems, dessen Anfangswerte
in dem reguliren Punkte x, in der Form

(26a) pO+ - p® + - in inf

asymptotisch darstellbar sind, werden, wenn der Parameler u in belichiger
Richtung ins Unendliche geht, allgemein zu reden, fiir jeden x-Wert, der
innerholb des zum Pumkte x, gehiorigen Mittay- Lefflerschen Sternes*) ge-
legen ist, umendlich. Nur solche Iniegralsysteme, deren asymptotische Dar-
stellung nicht 2u demjenigen @, gehirt, fir das R(u®,) den griften Wert
hat, kinnen dem Grenzwerte Null zustreben, oder auch fiir spezielle Argu-
mmente von p vollig unbestimmt werden.

Wir betrachten nun den Fall, daB « sich auf einer von z, ausgehen-
den gebrochenen Linie bewegt; es geniigt offenbar, den Fall néher zu
untersuchen, wo jene Linie nur einen Knickpunkt aufweist. Es moge also
voun z, ein erster Strahl ausgehen, an den sich in einem seiner Punkte,
etwa x,, ein zweiter Strahl anschlieft; das Argument von p bleibe ein
fiir alle Male fixiert. Das Integralsystem y,, - - -, y,, dessen Anfangswerte
in #, in der Form (26a) darstellbar sind, besitzt lings des ersten Strahles
eine asymptotische Darstellung von der Form (27), wo p =0 zu setzen
ist, wir haben also fir z =,

(30) y, (2,) ~ gﬂw,(m( 79 ( >+ § () + -+ in inf'>)

wo, allgemein zu reden, @, so beschaffen ist, dafl lings des ersten Strahles
R(uw,) am grobten, also positiv ist. Es sel nun lings des uweiten

Strahles %

und @, dasjenige, fiir welches R(uw,) den groBten Wert unter allen
R(uw,) bat, dann ist, allgemein zu reden, fiir jeden Punkt = des zweitenn
Strahles, der zwischen x, und dem nichsten singuliren Punkte gelegen ist,

y, (@) ~ o' @ + (e ( 79 (#) + T (@) + -+ in inf.),

wo die ) gemi den durch (30) gegebenen asymptotischen Darstel-
lungen der Anfangswerte im Punkte #;, zu bestimmen sind. — Wenn also

*) Siehe Mittag-Leffler, Acta Mathematica, Bd. XXIII, p. 43 ff.
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der Punkt x mit dem Punkte x, durch eine, keinen singuliren Punkt ent-
haltende gebrochene Linie verbunden ist, so werden diejenigen Werte des
Integralsystems y,, - - -, ¥,, die durch analytische Fortsetzung lings dieser
Linie im Punkte x zum Vorschein kommen, in der Form

Y, (@) ~ en @@+ ( ¥ (2) + % YO (@) + - in inﬂ)

asymptotisch darstellbar sein, wo p eine Konstante bedeutet, und wo, all-
gemein zu reden,

Rp (0@ +p)]>0
ist; die o,(x), ¥ sind so zu bestimmen, daB in einem jeden Knickpunkte

der gebrochenen Linie die asymptotische Darstellung fiir den daselbst aus-
gehenden Strahl denjenigen Anfangswerten gemdf herzustellen ist, die
durch die lings des in jenem Knickpunkte endenden Strahles giiltige
asymptotische Darstellung gegeben werden. )

Wir sehen also, daB ein Integralsystem, das in einem reguldren
Punkte 2z, einer asymptotischen Darstellung von der Form (26) {ihig ist,
die Eigenschaft hat, daf jeder Zweig dieses Integralsystems in jedem
reguliren Punkte z eine asymptotische Darstellung von derselben Form
zuldBt, und wir erhalten diese Darstellung, indem wir den von #, nach »
fithrenden Fortsetzungsweg durch eine ihm #Hquivalente gebrochene Linie
ersetzen und fiir diese auf die oben angegebene Weise verfahren. Da
eine Funktion nur auf eine Weise asymptotisch dargestellt werden kann,
erkennen wir zugleich, daB die in 2 giltige asymptotische Darstellung
von der Wahl der zu ihrer Herstellung benutzten gebrochenen Linie un-
abhiingig ist, vorausgesetzt, daB nur solche gebrochene Linien zugelassen
werden, die einander und dem Fortsetzungswege iquivalent sind.

Es sei nun die von z, ausgehende gebrochene Linie eine geschlossene,
d. h. also ein geradliniges Polygon, dessen eine Ecke z, ist. Es mdge im
Inneren dieses Polygons ein einziger singuldrer Punkt, etwa a,, gelegen
sein. Dabei verstehen wir unter dem Inneren des Polygons denjenigen
Teil der z-Ebene, der, beim Durchlaufen des Polygons in einem be-
stimmten Sinne, zur Linken bleibt. Die Zahl v kann dann einen der
Werte 1, 2, .-+, 6 4 1 annehmen. Es sei ferner (i,,) diejenige Integral-
matrix, die sich fir z = x, auf die Einheitsmatrix (8;,) reduziert, so daB
also diejenigen Werte der y,,, die in 2, zum Vorschein kommen, wenn
wir lings des Polygons analytisch fortsetzen, nichts anderes sind, als die
Elemente der einer Umkreisung von a, entsprechenden Fundamentalsub-
stitution (A{)). Da die Anfangswerte 0, der y, im Punkte z, von p
unabhingig, also jedenfalls in der Form (26a) darstellbar sind, folgt, daB
die A®) jedenfalls in der Form
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(31) A~ etr (o) 4 - 6) + -+ in inf))
asymptotisch dargestellt werden konnen, wo, allgemein zu reden,
R(up) >0

ist, wihrend die af?) die Werte gewisser (") im Punkte x, bedeuten, wo
der Index i von ¢ unabhiingig ist. Wir erkennen hieraus fiirs erste, daB
m allgemeinen die similichen AC) umendlich werden, wenn der Parameter
& mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt. Des weiteren konnen
wir aus der Darstellung (31) noch einen bemerkenswerten SchluB ziehen.

Bezeichnen wir die Wurzeln der zu @, gehdrigen Fundamentalgleichung

32) - A — 8, 0] = 0
mit

2nV—-_ir£,") = 95”)7
so sind diese GrdBen von w unabhingig. Daraus folgt, mit Riicksicht auf
{31), daB die durch die linearen Gleichungen

n

DAL =0, 0 =0,  (hx=1,2n)

A=1
bestimmten Verhéltnisse
(33) ool e o)
einer asymptotischen Darstellung von der Form
(34) : ao+—3a1+--.ininf.

fihig sind. Diese Verhiltnisse sind aber®) nichts anderes, als die Ver-
hiltnisse der Werte, die die durch die Gleichungen (8) definierten Funk-
tionen @) im Punkte z, annehmen, wir sehen also, daB diese Verhilt-
nisse oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Verhdltnisse

(35) UL R

der Elemente der zu a, gehorigen Integralmatrix im Punkte x, asympto-
tische Darstellungen von der Form (84) zulassen. Denken wir uns den
Punkt z, mit a, durch einen ganz innerhalb unseres Polygons verlaufen-
den Strahl, oder, wenn dies nicht mdglich ist, durch eine im Inneren des
Polygons verbleibende gebrochene Linie verbunden, so sind nach dem
Vorhergehenden die Verhiltnisse (35) lings jener Linie bis in jede be-
liebige Nzhe des Punktes a, asymptotischer Darstellungen fihig, da ja
ihre Anfangswerte im Punkte x, eine solche Darstellung zulassen. Die
léngs des in @, miindenden Strahles giiltigen Darstellungen gehen aber, wenn

*) Vergl. die vorhergehende Note, Gl. (4), S. 274.
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x# in den Punkt a, einriickt, formell in die Verhiltnisse der auf der
rechten Seite der Gleichungen (25) auftretenden Reihen tiber; da diese
Reihen die Werte ¢)(a,) — von einem Proportionalititsfaktor abge-
sehen — in einer gewissen Umgebung von p = oo konvergent darstellen,
so kénnen wir sagen:

Theorem 1. Die Verhiiltnisse der Elemente der zu cinem singuliiren
Punkte a, gehorigen Integrolmatriz sind lings eines jeden in diesem Punkte
einmiindenden Strahles einer asymptotischen Darstellung féhig, und diese
Darstellung bleibt in jenem singuldren Punlte selbst giiltig, indem sie da-
selbst in eine konvergente Reihenentwicklung iibergeht.*)

Wir haben bereits angemerkt, daB im allgemeinen die simtlichen A{")
unendlich werden, wenn w in heliebiger Richtung ins Unendliche riickt,
Diese Bemerkung kann noch schirfer gefaBt werden. Denken wir uns in
der zum Punkte @, gehiorigen Fundamentalgleichung (82) fiir die A{*) ihre
asymptotischen Darstellungen (31) eingesetzt, so folgt, wenn w mit be-
stimmtem Argumente ins Unendliche riickt:

ja(’) — 0,00 lim e~+#

=0

=0, (l————l,?,'-',%).

Es sind nun folgende Fille denkbar:
1. lime#7i=0 fiir ¢ =1,2 --.,n In diesem Falle ist also

f=

lim AY) = oo, und die Wurzeln der zu der Matrix (a{)) gehdrigen cha-

p=o
rakteristischen Gleichung sind simtlich gleich Null. Dieser Fall ist der
»allgemeine”, wo mnimlich die asymptotischen Darstellungen aller A(") zu
demjenigen ®; gehdren, fiir das R(uw,) am groBten, also positiv ist, und
wo demnach die
o) =y (%)

von dem Index ¢ unabhéingige Werte besitzen.

2. hm e”“? = 00; dieser Fall ist ausgeschlossen, da die zu der Matrix

(af) gehornge charakteristische Gleichung keine unendlich groBe Wurzel

besitzen kann.
3. 113% e~“?i = wenigstens fiir einen Wert der Index 4¢; dann sind

die Grenzwerte der zu diesem Index i gehdrigen Al") unendlich grof.
4. hme “?i =1, also p, = 0 fiir jedes ¢ =1, 2 --,n. Wenn dieser

p=
Fall fir einen oder mehrere der Werte » =1,2,..., 6 + 1 eintritt, aber
nicht fiir alle, so konnen die entsprechenden A?) den endlichen Grenz-

*) Man vergl. hiermit die von Herrn Bocher, Encyklopidie der math, Wissensch,
IIA7a, p. 447 angegebenen Bedingungen, unter denen die sogenannten Oszillations-
theoreme in einem singuliren Punkte, der kein Punkt der Unbestimmtheit ist, be-
stehen bleiben.
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werten af) zustreben, und die @) sind die Wurzeln der zu der Matrix
(o)) gehorigen chavakteristischen Gleichung
(35) laf) — 0, 0] =0.

Ini diesem Falle muB also die Determinante ;a?); von Null verschieden
sein, die Matrix (af)) muf folglich mit der Matrix (y{)(z,)) Uberein-
stimmen, so daf die asymptotischen Darstellungen der A() fiir ¢=1,2,--,n
zu den n verschiedemen o, (¢ =1,2,---,n) gehdren. Dann sind unter
denjenigen A(), fiir deren oberen Index v der eben besprochepe Fall nicht
eintritt, noch immer welche vorhanden, derem Grenzwert unmendlich wird,
Es bleibt also noch der Fall:

5. Wo die unter 4. besprochenen Verhiltnisse fiir alle n=1,2,-.,6+1
stattfinden. In diesem Falle verschwinden die simtlichen Periodizitats-
moduln der Integrale erster Gattung o, es sind also die o; selbst sémt-
lich identisch gleich Null.

Wir hatten unsere ganze Untersuchung unter der Voraussetzung ge-
fihrt, daf die @, -+, ®, voneinander verschieden sind. Wenn die simt-
lichen Wurzeln der Gleichung (10) zusammenfallen, also rational sind, so
miissen sie identisch verschwinden. Alsdann wire die durch die Gleichung (3)
definierte Funktion Q im allgemeinen nicht in der Form (11) nach ganzen,
sondern nach gebrochenen Potenzen von g, némlich nach ganzen Potenzen

1

von u* entwickelbar, und auch die Potenzen von g, die in den formalen,

dem Differentialsysteme gentigenden Entwicklungen auftreten, wiirden ganze
1

Potenzen von u” werden.¥)

Sollten diese Entwicklungen doch nach ganzen Potenzen von u fort-
schreiten, so miiten die simtlichen ¢ in Wegfall gebracht werden
konnen, es wire also p = o liberhaupt kein wesentlich singulérer Punkt
der Integrale. Dieser Fall scheidet demnach aus.

Es wird somit allemal wenigstens eines der A{") unendlich, wenn u
mit einem beliebigen Argumente ins Unendliche riickt — nur fiir spe-
zielle Argumente von g kann es sich ereignen, daB die A{") nicht unend-

lich, sondern vollig unbestimmt werden — damit ist der in der vorher-
gehenden Note gemachte Schluf**) erhirtet.

Klausenburg, 26. April 1906.

*) Vergl. die Bemerkung in der No. I, 8. 282.
*) Siehe 8. 276 dieses Annalenbandes.
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Uber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit drei im Endlichen gelegenen wesentlich singularen
Stellen. *)

Von

Rricuarp Yucus in Halensee bei Berlin.

In der vorliegenden Notiz erlaube ich mir einige Untersuchungen
vorzulegen, die aus folgender Uberlegung hervorgegangen sind:

Bekanntlich lassen sich die Grifen «, §, y der Gaulschen Differential-
gleichung

@ —1) P+ I+ B+ Do —2) 2+ afy=0

i
so bestimmen, daf fiir ein Fundamentalsystem y,, y, von Integralen der-
gelben die Koeffizienten der Substitutionen, die y,, y; bei Umldufen der unab-
hingigen Variablen um die singuliiren Stellen 2 =0 und z = 1 erleiden,
beliebig vorgeschriehene Werte besitzen. Ich habe mir nun die Frage vor-
gelegt, welche Gestalt eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordonung mit drei im Endlichen gelegenen und dem unendlich fernen
Punkt als wesentlich singuliren Stellen haben muB, damit die Koeffi-
zienten der Substitutionen, die ein Fundamentalsystem von Integralen bei
Umléufen der unabhingigen Variablen um die im Endlichen gelegenen
singuldren Stellen erleidet, beliebig vorgeschriebene, also inshesondere von
der Wahl der singuliren Stellen unabhiingige Werte besitzen.

Hierbei konnte ich die Resultate, die mein Vater (L. Fuchs, Sitzungs-
berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1888, §. 1115 wu.
12735 1889, 8. 713; 1890, S. 21; 1892, 8. 157; 1893, 8. 975; 1894, S. 1117,
1895, 8. 905; 1897, S.608; 1898, 8. 477) iiber lineare Differentialglei-
chungen, deren Substitutionsgruppe von einem in den Koeffizienten auf-
tretenden Parameter unabhiingig ist“, verdffentlicht hat, benutzen und
ebenso die Abhandlungen des Herrn Schlesinger (Crelles Journal,
Bd. 123, S. 1388; Bd. 124, S. 292; Bd. 130, S. 26) ,Zur Theorie der linearen
Differentialgleichungen im Anschluf an das Riemannsche Problem*.

*) Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Comptes Rendus de ’Académie des
Sciences de Paris (Séance du 2 Octobre 1905), t. 141, p. 555, von Herrn Poincaré
vorgelegt, erschienen. .
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Es zeigt sich zuniichst (Nr. I), daB neben den vier wesentlich singu-
liren Stellen, als welche O, 1, f, o0 genommen werden, mindestens eine
scheinbar singulire Stelle vorhanden sein muf. Dann werden (Nr. II
und IIT) die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die in den
Koeffizienten vorhandenen Konstanten aufgestellt, damit die Differential-
gleichung die oben angegebenen Ligenschaften besitzt, und gezeigt (Nr. IV),
daB diese Bedingungsgleichungen miteinander vertriglich sind. Es zeigt
sich, daB der Wert 1 der scheinbaren singuliren Stelle als Funktion von
t einer Differentialgleichung gentigt, die in eine eigenttimliche Form iiber-
gefithrt werden kann (Nr.V, VI). Hierauf wird (VII) der Zusammen-
hang der hier gegebenen Untersuchungen wmit dem Riemannschen Problem
klargestellt und dann (Nr. VIII) ein Spezialfall hervorgehoben, der zu
unserer Differentialgleichung in einer dhnlichen Beziehung steht, wie die
sogenannte Legendresche Differentialgleichung, die die Grundlage der
Theorie der Modulfunktion bildet, zur allgemeinen GauBschen Differential-
gleichung. SchlieBlich wird dann noch gezeigt (IX), daB in besonderen
Fillen die Differentialgleichung reduktibel sein und bei gewissen Spezia-
lisierungen der Konstanten (Nr. X) in Gaufische Differentialgleichungen
iibergefithrt werden kann.

L
Wenn die Substitutionsgruppe der Differentialgleichung
ady
(4) it = PY
der Fuchsschen Klasse — wir nehmen hier immer den Koeffizienten der

ersten Ableitung von y nach z als gleich Null an, weil dies ja bekannt-
lich durch eine einfache Transformation der abhingigen Variablen stets
zu erreichien ist — von einem in p auftretenden Parameter unabhingig
sein soll, als welchen wir im folgenden stets einen der singuliren Punkte
ansehen werden, so mub fir ein Fundamentalsystem v,, 9, von Integralen
das Gleichungssystem erfiillt sein®)
1) %% — By, + 4 5%,
wo B und A4 rationale Punkfionen von 2 sind.

Uber die rationale Funktion 4 hat mein Vater (Sitz.-Ber. d. Berl.
Ak. 1893, S. 986, 987, Nr.4 und 1894, S.1117—1121, Nr. 5) einige
Eigenschaften hergeleitet, welche wir, soweit wir sie im folgenden brauchen,

#) L. Fuchs, Sitz.-Ber. der Berl. Ak. 1888, S. 1278—1282, Nr. 11 u. 12. Vgl,
auch meine Programmarbeit (Bismarckgymnasium, Wilmersdorf-Berlin 1902).
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fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung hier kurz zusammenstellen
wollen:

1. Ist # = @, eine wesentlich singuléire Stelle von (A), so ver-
schwindet 4 an dieser Stelle mindestens von erster Ordnung.

2. Fiir die wesentlich singulidre Stelle 2 = ¢ wird 4 nicht unendlich.

3. Fiir eine scheinbar singuldre Stelle, d. h. fiir eine solche, fiir die
die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung sich um eine
ganze Zahl unterscheiden, ohne daf in den Integralen Logarithmen auf-
treten, kann A unendlich werden.

Nehmen wir also an, daf unsere Differentialgleichung auBer z =¢
noch die wesentlich singuliren Stellen a,, ay, -+ -, a,, a, , = 00 besitzt,
so mub 4 die Gestalt haben

Ad=(@—a)@—a) - (z—a)4,.

Setzt man nun z = .:,’ so geht (1) tiber in
%?jti = By, — A2? %%- .

Soll also # = oo oder 2z =0 auch eine wesentlich singulire Stelle
sein, so muB 42? fiir » = 0 mindestens von erster Ordnung verschwinden.
Es muB also 4, fir £ = oo von der Ordnung » — 1 verschwinden, d. h.
es muB der Grad seines Zihlers um »— 1 kleiner sein als der seines
Nenners. Da aber A nur fiir scheinbar singuléire Stellen unendlick
werden kann, so miissen also neben den n + 2 wesentlich singuldren Stellen
mindestens n — 1 scheinbar singulire Stellen vorhanden sein, was mit den
auf andere Weise gefundenen Resultaten von Herrn Poincaré®) und
Herrn Schlesinger®*) iibereinstimmt.

Es soll nun im folgenden zunichst angenommen werden, daB, auBer
x =1, noch die singuliren Stellen =0, =1 und = o0 fiir die
Differentialgleichung (A) vorhanden sind. Sollten die im Endlichen ge-
legenen von ¢ verschiedenen singuliren Stellen andere Werte o, und a,
haben, so kann man es bekanntlich durch eine einfache Transformation der
unabhiingigen Verinderlichen dahin bringen, daB diese Werte bezw. in O
und 1 tibergehen. Dann muB also neben den vier wesentlich singuliren
Stellen mindestens noch eine scheinbar singulire Stelle z = 4 fiir die
Differentialgleichung angenommen werden, und wir fragen uns nun: LaBt
sich 4 so bestimmen, daB die Koeffizienten der Substitutionen, die ein Funda-
mentalsystem ¥,, ¢, der Differentialgleichung bei Umldufen um die singu-
ldren Stellen erleidet, beliebige von # unabhingige Werte besitzen?

*) Acta Math., Bd. IV, §. 217—219.
**) Crelles Journal, Bd. 128, S. 168 und Handbuch der Theorie der lin. Diffe-
rentialgl., Bd. II,, S. 383 und 388.
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1L

Wir gehen also nunmehr aus von folgender Differentialgleichung:

d?
4) =Y,

wo
a b ¢ o« 9 Y e F
@ p=EY+@—nf+@—0fP§+¢—1+x—t+@_4y+m—f
Damit die Differentialgleichung zur Fuchsschen Klasse gehore, die

Integrale also auch im Unendlichen nicht von unendlich hoher Ordnung
unendlich werden, mufl noch angenommen werden, daf

@) «t+f+y+e=0

seil. Wegen der iiber die Substitutionsgruppe gemachten Voraussetzung
miissen die Konstanten a, b, ¢, ¢, welche die Wurzeln der determinierenden
Fundamentalgleichungen bestimmen, von f unabhingig sein.*) Die ratio-
nale Funktion 4 der Gleichung (1) I wird dann bei der Annahme nur
einer einfachen scheinbar singuldren Stelle die Gestalt haben:

z{r —1)
3) A== MU,

wo M eine von z unabhingige Grofe bedeutet. Damit 4 fiir = 2 pur

von erster Ordnung verschwinde, mufl, wie schon gesagt, 1 eine einfache

scheinbar singulire Stelle sein, d. h. es miissen sich die Wurzeln der

determinierenden Fundamentalgleichung fiir # = A um 2 unterscheiden.
Es ist néimlich zufolge (1) Nr.I

23, |

Y 57
(4) A=c| 0

3

0
| Y2 7?/,;2
weil der Koeffizient von % in (A) gleich Null angenommen worden ist,
muf

o f
Y 5,
i oz
5 =
( ) C a_&
]?/2 s

eine Konstante in bezug anf z sein. Es sei nun die Differenz der Wurzeln
der determinierenden Fundamentalgleichung fiir # = 4

{6) rir—1)=ce
eine ganze Zahl g, so sind diese Werte, da ihre Summe gleich 1 ist,
1,:2;9_ and }_—é}—_g .

*) Vgl. L. Fuchs, S-B. d. Berl. Ak. 1892, Nr. 3, §. 162, Sata L
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Ist nun 7, das zu L;:Q und %, das zu L‘;‘_!Z gehdrige Integral und ist

Yo = CyuMy T CiaMss

Yo = Coy My + Caa¥y,
so ergibt sich

0 % de, de, ¢ de,
@ 4=0C {y12(611 "36271 — a_acl;;l) T Y1Ys (cn N i S el TS ‘5%1 — Gag ”5%1‘)
2 ) 9 9
+ %’ (012 % = Oy %,_) + (611098 — Cr3ar) (.'/1 % — Y ’a%) }
Das einzige Glied, welches hier zu einem negativen Exponenten ge-
horen kann, ist das mit y,% dieses gehort zum Exponenten 1 —g. Soll

also
1 —g=-—1
sein, so folgt g = 2.
Wenn aber die Wurzeln von (6)

1—2 1 14+2 3
5=~ wd cg=5
sein sollen, so muf
3
(8) 6=
sein.
IIL

Fiir die rationale Funktion A ergibt sich noch die partielle Diffe-
rentialgleichung*)
op ¢ 04 1 9%4
B R PR i
und man sieht also, daB sich unser Problem auf das folgende zuriickfiihrt:
Lassen sich & und M in (8)11 so bestimmen, daf die Gleichung (B)
durch eine rationale Funktion p der Form (1) 1L befriedigt wird?
Vergleicht man zuniichst die Koeffizienten von (z — £)=3 auf beiden
Seiten von (B), so ergibt sich

20 = — Mﬂ:—:»ll) 2¢
oder

t—17

80 daB also nun A4 die Gestalt hat

__zr—1) t—1 .
@ 4= z—1 tE—1)

*) L. Fuchs, 8.-B. d. Berl. Ak. 1894, Nr. 7, 8. 1124, Gl (5).
Mathematische Annalen. LXIII. 20
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Beide Seiten der Gleichung (B) werden nach Einsetzen dieses Wertes:
von A und der rationalen Funktion p (siehe (1) I) echt gebrochene rationale-
Funktionen; zerlegt man diese in Partialbriiche, so gibt die Vergleichung:
entsprechender Koeffizienten das folgende System von (leichungen:

3 et+pf+y+e=0
4 = — e 21+ 200 - 1),

(®) R e A P P )
®) %—;‘f=—t—(}:—§){__;a+2a%_;;},

(7 s 2 )

C)) %]Z - té:i) {7’ 7-(1 —(;)_—t)(ﬁ =9 4 20 1(;1_—018)}

Die Gleichung (5) besagt, daf in der Umgebung von z =1, wie es
fiir eine scheinbar singulire Stelle notwendig ist, die Integrale der Diffe-
rentialgleichung (A) keinen Logarithmus enthalten. Sind namlich, wie
oben gezeigt, die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung-

1 v 3 .
fir 2 =1, yy=~ und p,=— -, 0 gehort zum Exponenten o eim

logarithmenfreies Integral

3
Y= @—2)2{cy + c,(®— 4) + (x — P4,
und es ist dann bekanntlich

cdx
Yo=1UY K

wo ¢ eine willkiirliche von Null verschiedene Konstante bezeichunet, eim
mit gy, ein Fundamentalsystem bildendes Integral. Soll %, bei x =1
keinen Logarithmus enthalten, so ergibt sich
) 3¢ = 2¢,¢;.

AvuBerdem bestehen zufolge (A) zwischen ¢, ¢;, ¢y, Wenn

B
2"‘(,1 1)2“1‘(1 )=+ "'T-T"‘z—t

gesetzt wird, die Gleichungen
3¢, = &¢,,
{ 8¢y = ¢, + q¢,.
Aus (9) und (10) folgt aber
g=2,
was mit der Gleichung (5) ibereinstimmt.

(10)
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Iv.

Es ist nunmehr zu untersuchen, ob die Gleichungen (3) bis (8)
voriger Nummer miteinander vertriglich sind.

Zundchst ergibt sich, daf
@ ad+pA—1D+pA—8) =2
sein muB, wo % eine von ¢ unabhingige Konstanté bedeutet. Diese Glei-
chung besagt, daB auch die Wurzeln der determinierenden Fundamental-
gleichung von (A) fiir # = oo von { unabhingig sein miissen. Diese
determinierende Gleichung fiir 2 = oo oder # = 0 lautet nimlich

@ rr—D+2r=atbtets—wi—pA—1)—y@—1,
und ihre Wurzeln sind dann und nur dann von # unabhingig, wenn
el + B(A— 1)+ y(4 — t) = x von ¢ unabhiingig ist.

Die Behandlung der Bedingungsgleichungen kann nun weiter folgen-

dermafen erfolgen:
Setzt man

(3) 9=%+ (;_‘ )2+(l H
so folgt aus (1) dieser und (3), (5) voriger Nummer
a4 BA—1)+p(Ah—1) =ux,

e+ + vy =2,
« [ 7
Tticy tim —f e
und hieraus berechnet man:
@ e= T+ D)) — o ME=NEZD
®) =—~——"§‘:§’ — g el —0] + ¢ 5200,
. w(l—t) z—t 1(1—1)(7»*'/‘)
Setzt man in diese Ausdriicke fiir ¢ seinen Wert aus (4) III ein, so ergibt sich:
_ %k A@—t—1)'  AA—DG—b , 1 t¢—1® (di _ i—1)?
(B) e= Lt(—1) 1)  © ¢ + 4 l(l—l)(l——t){dt - t-—l} ’
__ a(G—=1) | G—D@i—p)* QHA=DG—Y 1 eG—1) ydi_ 23
Q b=—S=7*tw—via=5Te =1 — 71 z(z-_1)(z—t){a‘t“ il
_ w(—t)  G— @i—1)*  AA—D(A—b) tE—1)  (di
R) 7= t6—1) ate—0iG—1 ¢ fi—1 T 1 z(;.—-l)(x——t){'d'i} '

Die Entscheidung der Frage, ob die Bedingungsgleichungen (8) bis
(8) Nr. III miteinander vertriiglich sind, kann nun in der Weise erfolgen, .
daB diese Werte fiir «, 8, y in (6) bis (8) Nr.IIl eingesetst werden.
Das Ergebnis dieser Substitutionen ist:

20*
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aus (6) III s
M (3 — =) D@ =0,
aus (7) I a1
® (% —+) D@ =o,
aus (8) III ' )
©) G DW=
Hierbei bedeutet:
® DO=S4+ [T+ 2+ 5 s sl (@)

~—2~(——1)(—"T—t—){ (x— 1)—{—a-i—b—{—c—(a-l—4-)2—z

i
1y t—1 tt—1
+(b+ )(1 1)2 (i t))}

Die Gleichungen (7), (8), (9) werden gleichzeitig erfiillt, wenn
(L) D)=
ist.

Die Gleichungen (3)— (8) Nr. III lassen also emne Auflisung aw:
A als Funktion von t mufS Integral der Gleichung (L) sein und o, B,y
miissen durch thre Ausdricke (P), (Q), (R) berechnet werden. Dabei ergeben
sich die folgenden sechs willkiirlichen Konstanten: a, b, ¢, » und die beideh
au der Differentialgleichung 2% Ordnung (L) gehiorigen Integrationskonstanten.

V.
Setzt man nun:

—4(x—1) 4+ 4a + 4b + 4c = ks,
4(a+%>=ko,

4(b+ i) =7,

4(c+ ;) =k,
so lautet die Gleichung (L)
I R L )

1 AA—1)(A—1) t—1 t(t—1)T
gw[lm 0},2+ll(), 5= k—1g t),] #),

1)

*) Die Differentialgleichung (L) besitzt, worauf ich bei anderer Gelegenheit ein-. -

gehen mdchte, die festen Verzweigungspunkte 0, 1, %, . In der Tat findet sie sich
in dem speziellen Fall k, =k, =% —k,=0 in den von Herrn Painlevé fir Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen Verzweigungspunkten aufgestellten

Tableaux (Acta Math. Bd. 25 z. B. Tabl. Ill). Darauf, daB diese Tableaux noch nach .
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Die Bedeutung der Gréfen k., ko, k,, %, ist dabei folgende:
Lautet die determinierende Fundamentalgleichung fiir = 0
r(r—1) = a,
und ist 7, eine Wurzel dieser Gleichung, so ist auch 1 — 7, eine solche,
und 27, — 1 ist die Differenz der Wurzeln. Nun ist aber
@ri—17P=4da+ 1=k,

Demnach ist %, das Quadrat der Differenz der Wurzeln der determinieren-
den Fundamentalgleichung fiir # =0, und ebenso sind %, k, bezw. die
Quadrate der Wurzeldifferenzen fiir x =1 und z =¢.

Weiter lautet nach (2) IV die determinierende Fundamentalgleichung
fir x = o0

%(r—l)+2r=a+b+c+§ — 1,
also
(2r+1P=4a + 4b+ 4¢c— 4(x—1) = ko

Da aber 27 + 1 die Wurzeldifferenz ist, so ist also k. das Quadrat dieser
Wurzeldifferenz fiir # = oo. Die Differentialgleichung (L) fiir 4 1aBt sich
nun in merkwiirdiger Weise umgestalten:

Setzt man: N
iy
@) * ”f Vit—1G—b’
so ist
dw 1 4k 0w
at ]/}f(f'i)"(‘fwt) dt ot’
8 : “ bedeutet, daB bei dieser Differentiation 1 als Konstante in bezug
auf ¢ anzusehen ist. Weiter folgt:
atu 1.
it = T 2 Vm@[’f"’zn-l'}'z—t](éﬁ)
1 1 di 1 a2 +2’u‘
Vm:'f)_@:[) A—t dt 1/;_ _-5 dait’™ o

Also ist
2t—1 du 1
dt’ i+ t(t—l) 7 tog=p ¥

1 a22 1 \di 1 1\ (d%
=1/r:1')'<—”‘7. % Fii?+(£+ +l——t)dt 2( +7.-—1+}.—-t)(dt)]
2t—1 Ju 1
+at= Tie=1n o Taig=1 %

also wegen (L'):

einigen Richtungen hin zu erginzen sind, hat schon Herr Gambier (C. R. de T'Aec.
des Sc. de Parxis 1906, t. 142, p. 268) hmoewxesen siehe auch seine weiteren Vertffent-
lichungen C. R. 1906, t. 142, p. 1403 u. 1497, t. 143, p. 741.
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au 2t—1 du 1 0%u 2t—1 ou 1

an Tie—y at Tag—n %~ Tie—y 5t Tare=n “
1 YAG—1D(GA—1 t—1 (t—l
2 W[k 012+ 1= — (b= 1)( )

Nun besteht aber, wie leicht durch die Rechnung zu bestatxgen, fiir das
elliptische Integral

d dx
3 = e ———————
®) ’ wa(x——l)(x—t)
die Beziehung
@, 2t—1]dv 1 Ve@—1@—1%) 1
4 7t Tie=n)|a +4t(t D' T T T HE—D @—pr

also ergibt sich, wenn, wie oben, bei den Differentiationen 4 als Konstante
angesehen wird:

o%w , 2t—1 Ou 1 1L VAA—1)G—t 1 |
) wTigmn ot THe=n*= "% =1 G0
Daher folgt
»” 2t —1 du u
(L") dt’ +t(t 1) dt T He=1

]/}.(l—l)(l-—t) t—1 t(t—1)
T Tedi—1)¢ [k k°ﬁ+k1(z—1)f‘kt(z—-t)2]'

Bezeichnet man die durch Umkehrung des elliptischen Integrals
2

_f d
=] ia=na—b

entstehende elliptische Funktion durch

(6) A= f (“; t);
so dab also
oh
(1) 5 =ViG=1)(i—9
.und setzt
_ tE—1
(8) Y(u, £) = kaf (u) + ko 775 f(u) + I f(;) : + f((u) --)t’

wo hier der Binfachheit wegen das zweite Argument bei f weggelassen ist,

so daB also ¥(u, t) in bezug auf u eine eindeutige doppeltperiodische

Funktion ist, die fir solche Werte von » unendlich wird, ftir die
f(w) = o0, f(u)=0, f(u)=1 oder f(u)="1

wird; so lautet ( "

e 2t—1 du w 1 oy,
@") t’ 7+ tHt—1) dt T oE—n T we—1nt ¢u
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VL

Man kann sich die Frage vorlegen, fiir welche rationale Trans-
formationen der abhingigen und der unabhéngigen Variablen die Differential-
gleichung (A) in eine Gleichung derselben Form mit denselben wesentlich
singuldren Stellen 0, 1, ¢, co iibergeht. Das Ergebnis dieser Untersuchung
ist, daB folgende Transformationen von z moglich sind:

—1)¢
{9) §1=‘%} §2=5;__"i> §a="(z_t)'

Und zwar geht tiber, bei £;:

z=0 in § =o0,
z=1 iIn § =¢{,
2=t in g =1,

) =00 in § =0;
bol & £=0 in &=t
=1 in & =o0,
x=t in E=0,
z=o00 In §=1;
bei &;:

2=0 m §=1,
r=1 in &=0,
z=1%t in & = o0,
x=00 in & =1¢.

Die abhiingige Variable ¥y muf dann jedesmal noch so transformiert
werden, daB wieder der Koeffizient der ersten Ableitung nach der neuen
unabhiingigen Verinderlichen gleich Null wird. Die scheinbar singulire
Stelle 2 geht dabei iiber bezw. in

¢ A—t (A—1)t

{10) M=, dy=7— A=TF—F"

Die Grofen 4,, 4,, A; miissen demnach genau ebenso gebildeten Differen-
tialgleichungen geniigen wie 1 selbst, was auch die Rechnung unmittelbar
liefert, wenn man in (L) statt 2 die Werte 4,, 4;, 4, substituiert. In
diesen Gleichungen ist nur entsprechend der Vertauschung der singuliren
Stellen untereinander zu setzen fiir

ko kyy Ry ke
in der (leichung fiir 4, bezw.:

koy ky ki, Ky
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in der Gleichung fiir 4, bezw.:
by Foy Ky Ky
in der Gleichung fiir 1, bezw.:
by, kyy ke, K.
In den Gleichungen (L") und (L") ist dann an Stelle von « zu setzen

ak;
11 by == ——"_:.:.-"l::;.:;*, =1 2 3
( " f“ L —1) @ —1t) T
0
welche Ausdriicke wegen
i, i ~1,2,3

Vil Doi—0  VAG—1G—1’
tibergefithrt werden kéonnen in
t 2t (z-m

-1

(12) u, = [—"“di'-”’ Uy = | e f
. ViG—1)(—1) 1/1(1-1)(7—::) ]/l(l—l)(l—t)

VIL

Das in der neueren Literatur vielfach behandelte sogenannte Rie-
mannsche Problem griindet sich auf die Fragmente einer aus dem Nach-
lasse Riemanns verdffentlichten Arbeit: Zwei allgemeine Sitze iiber lineare
Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten (Riemanns Werke
L Avuflage, S. 379). Auf die Bedeutung der in diesen Fragmenten ent-
haltenen Problemstellungen hat zuerst Herr Klein (vgl. Math. Ann. Bd. 46,
S. 83) hingewiesen. Spéter hat dann Herr Schlesinger in einer Reihe
von Abhandlungen®) dieses Problem in Angriff genommen und seine
Lasbarkeit gezeigt, wenn die sogenannten Konvergenzbedingungen**) erfiillt
sind. Neuerdings hat Herr Hilbert (Grundziige einer allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen ITI, Géttinger Nachrichten 1905, p. 330—337) das
Problem fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung erledigt. Dieses
Problem ist das folgende:

Es soll ein System von » Funktionen y,, vy, 45, -+, 9, gesueht Werden;
die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Stellen a,, ay, -+, 65, Gy41 = 00
eindeutig, endlich und stetig sind. An den singuliren Stellen sollen die

*) L. Schlesinger: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen im Anschluf
an das Riemannsche Problem, I, Crelles Journal Bd. 128, S. 138f.; II, Bd. 124, S. 292 .5
Bd. 130, S. 261,

**) a. a. 0. Bd. 123, 8. 147,
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Funktionen nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich werden und
sollen bei Umliufen der unabhingigen Verinderlichen um a,, gy, - - -, do
bezw. die vorgeschriebenen Substitutionen 4,, 4,, -+, 4,, also bei
@41 = 00 dann die Substitution

A1-1A2—1A;1 o A;l
erleiden.

Da die singuléiren Stellen a,, @y, ---, @, willkiirlich vorgeschrieben
werden sollen und ebenso die Koeffizienten der Substitutionen 4,, 4,,---, 4,,
die also auch von a,, @, - -+, @, unabhingig sind, so geniigen, wie Herr
Schlesinger in den angegebenen Abhandlungen zeigt, die y,, ¥, <+, ¥,
einer linearen homogenen Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse,
deren Substitutionsgruppe von der Wahl der singuliren Stellen unab-
hingig ist.

Die vorstehenden Untersuchungen geben nun diese Differential-
gleichung fiir zwei Funktionen und drei im Endlichen gelegene singuldre
Stellen a, =0, a, =1, a; =% Wir wollen zeigen, daB die Anzahl der
willkiirlich gebliebenen Konstanten mit der fiir das Riemannsche Problem
erforderlichen iibereinstimmt.

Die Anzahl der in 4,, 4;, A, vorkommenden Konstanten ist 12.
Da man es aber stets durch eine Transformation des Funktionssystems so
einrichten kann, da8 die Determinanten der Substitutionen gleich 1
sind, was darauf hinauskommt, daB, wie wir angenommen haben, der
Koeffizient der ersten Ableitung in der Differentialgleichung, der das
Funktionssystem gentigt, den Wert Null hat, so reduziert sich die Zahl
dieser Konstanten auf 9, wenn wir von vorneherein annehmen, daf die
Determinanten von A, 4,, A; den Wert 1 haben. Nun hatte sich die
Zahl der direkt verfiigbaren Konstanten unserer Differentialgleichung
gleich 6 ergeben. Hierzu kommen aber noch drei Konstante dadurch,
daB man von einem Fundamentalsystem y,, ¥, zu einem anderen

N = Cu Yy + Ci3Ys>

Ny = Car Y1 + Co ¥
tibergehen kann. Die Zahl der hier hinzutretenden Konstanten ist des-
halb nur 3, weil ein den Elementen eines Fundamentalsystems hinzu-
geftigter gemeinsamer konstanter Faktor die Substitutionsgruppe unver-
indert 1aBt. Wir haben also, wie es sein muf), im ganzen neun Konstanten
zur Verfligung.

Bei dieser Gelegenheit mochte ich eine Bemerkung zu einer von
meinem Vater (L. Fuchs, Sitzungsber. der Berl. Ak. 1894, S. 1125, Nr. 8)
aufgestellten Differentialgleichung machen. Die dort aufgestellte lineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei im Endlichen gelegenen
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singuliren Stellen, deren Substitutionsgruppe von der Wahl einer singu-
liren Stelle / unabhingig ist, hat keine scheinbar singuldre Stelle; es
kann also der unendlich ferne Punkt keine wesentlich singulire Stelle
sein. In der Tat liBt sich diese Differentialgleichung in folgender Form
schreiben:

2 Py watt— 10— (ot o, —o)e@—Dt—1) 4 o @—1 y

dx® 2} (r— 1) (x—)? ?

wo die konstanten GroBen « dieselbe Bedeutung haben wie in der Arbeit
meines Vaters.

Die Gleichung (1) kann nun durch eine einfache Transformation in
eine andere mit zwei im Endlichen gelegenen Punkten und dem unendlich
fernen Punkt als wesentlich singuliren Stellen iibergefiihrt werden. -

Setzt man namlich

2) I t+2(1—1)’
‘y"—_xu:

so geht (1) iiber in

: a % t 2 ! 1 :

® R

welche Gleichung leicht in eine GauBsche Differentialgleichung iiber-
geftihrt werden kann.

VIIL

Wir wollen nun einen besonders interessanten Spezialfall hervor-
heben, der von der allgemeinen von uns behandelten Differentialgleichung
eine #hnliche Spezialisierung bildet, wie die sogenannte Legendresche
Differentialgleichung von der allgemeinen GauBschen.

Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen der GauB-
schen Differentialgleichung

) 2= T @4 p+Do— 112 4 apy =0,

die ja bekanntlich die Losung des oben angegebenen Riemannschen
Problems fiir zwei im Endlichen gelegene singuldre Stellen 0, 1 und
zwei Funktionen y,, y, enthilt, sind

bei 2=0 :0, 1—y,
bei z=1 :0, y—a—f,
bei t=0 :«, B
Fragt man sich, wie «, 8, y gewdhlt werden miissen, damit die
Woaurzeln fiir jede singulire Stelle einander gleich werden, so ergibt sich

y=1, atf=yp, =4
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d. h. also
1
y:]_, 05=ﬁ=—2"

Die Differentialgleichung (1) lautet dann
2
@) sr—1) 55+ @e—DP 1 Ly_o.

Es ist dies die sogenannte Legendresche Differentialgleichung, die von
Legendre*) zuerst aufgestellt worden ist. Diese Gleichung wird be-
friedigt durch die Periodizitdtsmoduln des elliptischen Integrals

“=j dz .

Vee—1) G —1a)’

sie spielt bekanntlich in der Theorie der Modulfunktion eine bedeut-
same Rolle.

Wir fragen uns nun ebenso, welche Form wunsere Differential-
gleichung (A) annimmt, wenn die Wurzeln der determinierenden Funda-
mentalgleichungen fiir alle wesentlich singuliren Stellen 0, 1, ¢, oo
einander gleich werden.

Damit die Wurzeln der Gleichung

rr—1)=a
einander gleich werden, muf o= — 71— sein; und ebenso folgt: b=———i——,
¢=— . Damit ferner die Wurzeln der determinierenden Fundamental-

4
gleichung fiir z = oo ((2) IV)

rr+ ) =a+btet s —u

. . 1.
einander gleich werden, muf » = - sein.

Da ferner nach Nr. V %, %, %, ko die Quadrate der Differenzen
der Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen bezw. fiir z =0,
z=1, z=1t, x = oo sind, so miissen diese GroBen hier den Wert Null
haben.

Dann geht aber zufolge (L”) die Differentialgleichung, der 1 als
Funktion von ¢ geniigt, wenn wieder

]
ai
® o=y

gesetzt wird, tiber in

du | 2—1 du 1
® a# Tig—n o tae—n*=0

¥) Legendre, Traité des fonctions elliptiques, Bd. I (1825), S. 62 ff.
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d. h. in die Legendresche Differentialgleichung, die durch die Periodizitéits-
moduln des Integrals (8) befriedigt wird.

Bezeichnet man also die durch Umkehrung von (3) entstehende
elliptische Funktion mit f(u) und ihre der Differentialgleichung (4) ge-
niigenden Perioden mit u, und w,, so ist

®) L=7f(cu + cus),
wo ¢, ¢, zwei willkiirliche Konstanten sind, so daB ¢,u, + cu; das
allgemeine Integral von (4) darstellt.

Wir erbalten also das folgende Ergebnis:

Die Differentialgleichung lautet:

(A" dy [ 11 1 1 1 1

dnt = —T?_Iﬁiﬁ”I@?N+4@~w

o f ¥ &
tetimta iy

&£ —

Dabei ist

111 £t — 1) dr A—1
"‘”1‘[’[ 1]+41(;—1)(z~z) it t—1]?

20 —1) L A
ﬁ=z&ﬁ”ﬁ3+q_amﬁmtaﬂ“T}

y = —;:[—i-i-w + ';“ + “‘L“] + i i ﬁt];_(;>—~ t) [Zi]

tE—1)  di
&= 2[1 +A-1]""2'1(;.~—1)(x—-z)?ﬁ>

A= f(eyu, + cyuy),
wenn f(u) die durch Umkehrung des Integrals

o a
,fWG~nu~w

entstehende elliptische Funktion bedeutet und u, und u, die Penoden
dieser elliptischen Funktion

AL D Uy = L
t ﬂfvr(i'fl)”“a—t)’ P2 vaG—Da—9
t [
die der Legendreschen Differentialgleichung
Pu |, 2t—1 du 1
wta—pator=p*=20
als ein Fundamentalsystem gentigen.
Nattirlich kann die Differentialgleichung (A”) leicht durch die Trans-
formation

1 1 1 1

(6) y=2" (@—1) @—8" (1) "u
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so umgewandelt werden, daB die Wurzeln der determinierenden Fundamental-
gleichungen fiir x =0, 1, { beide den Wert Null haben (fir 2 — 1 die
Werte 0 und 2), wie dies bei der Legendreschen Differentialgleichung
bei 0 und 1 der Fall ist. Fiir £ = oo werden die Wurzeln dann beide

wie bei der Legendreschen Gleichung % Ebenso kann auch die aligemeine

Gleichung (A) so umgewandelt werden, daB von den Wurzeln der deter-
minjerenden Fundamentalgleichungen fiir die im Endlichen gelegenen
singuldren Punkte, wie bei der GauBschen Differentialgleichung, eine den
‘Wert Null hat.

IX.

Die Differentialgleichung fiir 4 kann reduktibel sein und zwar kann

sie mit einer Riccatischen Differentialgleichung ein Integral gemeinsam
haben.

Ist nimlich r, eine Wurzel der determinierenden Fundamental-
gleichung fiir # =0, 7, eine solche fir # =1 wnd #; fiir z =14, so
geniigt jedes Integral von

A—1

alr Y3 A(A—
W) = —2r)h + U2 20t b n =D TR

tt—1)
der Differentialgleichung fiir 4, wenn
(2) w=r 1yt 15— 2(rry+ g+ ),
d. h, wegen (2) IV, wenmn
3
r=r+rtr—yg
eine Wurzel der determinierenden Fundamentalgleichung fiir # = oo wird.

Eine einfache Rechnung zeigt, daB in diesem Falle die Differential-
gleichung fiir y (A) lautet:

3 'y [( 7y 7y 7y B >2
®) =\ telitei— e

- 1

7 7y Ty 2

B <z“ Ta—rTo—9 (x_m)] v
Diese Gleichung ist reduktibel, sie wird befriedigt durch jedes Integral von
1
dy [13 o 7, K} ]

(%) PPl Rl s el i Sy A KL
Da aus (4)

1
y = const. xx (x— 1)= (w — )y (x—2) *

folgt, so ist, wenn ¢, ¢, willkiirliche Konstanten bedeuten,
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1

(5) Yy=can (x — 1)’1 (w — t)r, (x . 7.)—_2_

1

+gan(@—1y(@—tr(@—1) °
S =D n@—1 @ty de

das allgemeine Integral von (3).

Es muB nun zufolge der Grundlage unserer Untersuchungen ein
Fundamentalsystem von (3) so angegeben werden konnen, daf die Koeffi-
zienten der Substitutionsgruppe von ¢ unabhingig werden. Dieses
Fundamentalsystem sei 7, 7.

Setzt man nun
1

p—a(@— 1y (@—ty(@—1) °,

Ys = ylf(x" Da=in(z—1)=2 (z—28)72n
0
so gehen bei einem beliebigen Umlauf von = y,, y, bezw. tiber in
Y = oy,
Y=

oY, + wy,g/‘(x—-—},)x-z’rl (x_l)—2r,(x__t)_2r’dx)

L

wo das Integral iiber den geschlossenen Weg L zu erstrecken ist, den
bei dem Umlauf beschrieben hat, und ® eine von z und ¢ unabhingige
Konstante bedeutet.
Es sei nun
N = CyYs + Cia¥Ys)

Mg = Cg1 Yy + C32Ya)

wo ¢, von z unabhingige GréBen sind, dann gehen bei dem Umlaufe Ii,
wenn :

f(x —Na~in(x — 1) (z — )~ dx =P

gesetzt wird, %, %, tber in

1y = on, + ¢a0y, P,

7y = 01y + 6,0%, P,
oder

= on + a0 P(Cyny — C13Ms),

7y = 07y + €0 P (Cagny — €137),
da man es stets durch Multiplikation von %, 7, mit einem gemeinsamemn
Faktor so einrichten kann, daB die Determinante der ¢,, gleick 1 wird. -
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Sollen also die Koeffizienten der Substitutionen, die 7, 7, bei dem
Umlauf erfahren, von ¢ unabhiingig sein, so miissen c;,, ¢, so gewihlt
werden, dah

¢ Peyy =715 CaPey =py,
Py = V55 G Py =y,

wird, Wo 9;, ¥,, 7, 7, von t unabhingige GroBen sind. Daraus folgt
aber, daB sich ¢, und ¢, nur durch einen von ¢ unabhingigen Faktor
unterscheiden diirfen, und daraus, daB die Funktion von ¢:

P =f(x —Da (e — 1) (o — )M de
L

fiir jeden beliebigen geschlossenen Weg, abgesehen von einem konstanten
Faktor, stets denselben Wert haben muB.

Es ist also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
das Integral

S @—nan (@ — (e — b da

iiber irgend einen geschlossenen Weg der z-Ebene erstreckt, abgesehen von
einem konstanten Faktor, immer denselben Wert hat, die, daB A der Diffe-
rentialgleichung

ai 2 A—1 A(A —
bt e) ittt —Etatat) i)

geniigt. :
Wenn & + &+ &+ 2=0 ist, so ist diese Differentialgleichung linear.
Ist dies nicht der Fall so setze man:
_ o t—1) W
H+&+teg+2 u

dann erhilt man fir w die GauBsche Differentialgleichung

1t —1) G + [ + B + )t — 7] 55 + apu =0,

A + ¢,

wenn
=& + &+ &+ 2,
ﬁ=1+83’
7=2+51+53

gesetzt wird.¥)

*) Hieraus folgt z. B. die bekannte Tatsache, daB die Integrale
fxe‘ e —1)%@—1t)%dx und fxs‘ (x—1)(x—1t)2dx
z z

linearen Differentialgleichungen derselben Klasse geniigen.
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Z. B fir ¢ =& =& = — ~;~ erhilt man:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB sich die
Periodizititsmoduln des elliptischen Integrals zweiter Gattung

nur durch einen von ¢ unabhingigen Faktor unterscheiden, ist die, daB
A=2t(—1) %+,

wo u ein beliebiges Integral der Legendreschen Gleichung

tt—1) T @—1 2 Ly

ist.

X

Es soll nun noch gezeigt werden, daB durch gewisse Spezialisierung
der Konstanten die Differentialgleichung (A) in die GauBsche Differential
gleichung iibergefiihrt werden kann.

Wenn %, = 0 ist, so folgt aus der Gleichung (L") 8.310, daB A =¢
gewihlt werden kann. In der Tat werden dann beide Seiten von (L")

gleich Null, da
B f V'm‘:im— )

der Legendreschen Differentialgleichung, deren linke Seite mit der linken
Seite von (L") iibereinstimmt, geniigt. Die Ausdriicke (P), (Q), (R) der
Nr.1V, 8. 307, geben dann, daB fiir 1 =1¢

1
[u]l=t== % — —2—-}

[Blice=— %+ 5

PA—Des= 5

ist. Da nun ¢ =— ¢« — f§ — p, also der Koeffizient von (A)

3
o

a
_7+@—m+@—w+@ u+ -

ey
B B (3 —1)
+x—1“w—z‘@—@@—n’
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so ergibt sich, da, wie schon friiher gezeigt, aus k,=0 ¢ = — % folgt,

fiir 2 =¢:
L, ! 3 1
a . b 2 4 4 2
P=mt o taw—D =0T @y " @—p*

Die Differentialgleichung (A) lautet also

dty [a 1" — }

do e T ('x'" Tz x—l) y

und kann durch eine einfache Transformation in die GauBsche Differen-

tialgleichung tibergefiihrt werden.

Ebenso kann fiir k, = 0 das Integral 2 =1 gew#hlt werden, wobei

dann eine Differentialgleichung mit den wesentlich singuléren Stellen
0, t, co und nicht 1,

fiir L = 0, 4 =0 eine Differentialgleichung mit den singuliren Stellen
1, ¢, o© wund nicht O

entsteht. Endlich ergibt sich fir k.= 0 das Integral 2 = oo und daraus
eine Differentialgleichung mit den singuldren Stellen
0, 1, £ und nicht oo.
Diese Gleichung stimmt mit der-in VII, S. 313—314 bebandelten Glei-
chung meines Vaters iiberein und kann also ebenfalls leicht, wie dort
gezeigt, in eine (GauBsche Differentialgleichung tibergefithrt werden.
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Uber die Abhangigkeit der Konvergenz einer Potenzreihe von
der Konvergenz ihrer reellen oder imaginaren Komponente.

Von

Eveex KAtmAN in Gottingen.

In den folgenden Zeilen werden wir feststellen, wie aus den Kon-
vergenzverhiltnissen der einen Komponente einer Potenzreihe auf die
Konvergenz der Potenzreihe selbst geschlossen werden kann.

DaB iiberhaupt die Konvergenz einer Potenzreihe aus der Konvergenz
der einen ihrer Komponenten folgen kann, das sieht man deutlich aus
folgendem Satze:

Es sei AB ein Kurvenstiick, das nicht in seinem ganzen Verlaufe
auf einer durch den Nullpunkt geheriden geraden Linie liegt, und R der
Abstand desjenigen Punktes des Kurvenstiicks AB vom Nullpunkte,
welcher diesem am niichsten liegt. Ist nun eine der Komponenten einer
Potenzreihe auf dem Kurvenstiick AB tiberall konvergent, so konvergiert
auch die Potenzreihe selbst innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt,
dessen Radius mindestens R ist.

Der Beweis des Satzes ist sehr einfach. Ist néimlich z. B. die imaginfire
Komponente der Reihe

Zc”z" =2(aﬂ+ibn)r”(cos no-+isinng),
=0 n=0

d. h. die Reihe

B

o0

Zr”(an sin ngp +b, cos ne) = (7, )

r=0

in jedem Punkte des Kurvenstiicks AB konvergent, und sind 7, ¢ die
Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes P auf dem Kurvenstiicke, so
ist speziell auch die Reihe

{7 ) =27”(an sin np + b, cos nP)
n=0
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konvergent. Diese Reihe ist aber nichts anderes, als der Wert der
Potenzreihe f(r, p) an der Stelle »r =7, so daB also die Potenzreihe f(r, )
auch an jeder Stelle konvergiert, wo » <7 ist. D. h. geometrisch: Die

Reihe f(r, @) konvergiert in jedem Punkte der Strecke OP. Auf dieser
Strecke ist nimlich ¢ =¢, r <7 4
Der Punkt P kann aber, wie gesagt,
auf der Kurve beliebig gewihlt werden.
Verbinden wir also jeden Punkt des
Kurvenstiickes 4B durch gerade
Linien mit dem Nullpunkte, so kon-
vergiert f(r, ) in jedem Punkte des
so erhaltenen zweidimensionalen Be-
reiches (der schraffierte Flichenteil 4
in Fig. 1). Daf man tatséichlich mit —>X
. . g . . Fig. 1.
einem zweidimensionalen Bereiche zu
tun hat, dafiir biirgt die Voraussetzung, daf AB nicht in seinem ganzeu
Verlauf auf einer durch den Nullpunkt gehenden geraden Linie liegt.
Daraus folgt aber, daB auf dem Teile des Kreishogens mit dem
Radius B um den Nullpunkt, der im schraffierten Bereich liegt, zwei
Punkte ¢ und D zu finden sind, die eine endliche Entfernung voneinander
haben. Bezeichnen wir nun die Winkel der Strahlen CO und DO gegen
die positive z-Achse mit « und g, so kénnen wir also folgendes behaupten:
Fiir jeden @-Wert zwischen « und g ist

~

lim (R*a, sin ng + R"b, cos ng) =0.

n=o
Das folgt offenbar aus der Konvergenz der Reihe f(7, p) auf dem Kreise
mit dem Radius R.

Wir kénnen jetzt von einem Satze des Herrn G. Cantor Anwendung
machen, den er in Bd. 4 der Math. Annalen auf folgende Weise aus-
gesprochen hat:

HIst fiir jeden 2-Wert zwischen « und f

lim (@, sin A +b, cos nd) =0,
so ist auch
limag,=0 und limd,=0

BEs ist also in unserem Falle

lim B"a, =0 und lim R"b,=0.

n= n=w

21#
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o w
Somit konvergieren die Rejhen E'a,,z”, E b, gewiB innerhalb des

n= n=0
Kreises mit dem Radius B um den N?xllpunkt. Innerhalb dieses Kreises
konvergiert also auch die Reihe

%0 ®©
E (a,+1ib)e" = E!an",
. n=0 =0
was zu bewelsen war.

Es ist auch leicht zu sehen, daB der Radius des Konvergenzkreises
unserer Potenzreihe, wenn nur das Kurvenstiick 4B kein Kreishogen ist,
oder allgemeiner keine Figur, die aus lauter Kurvenstiicken mit den Glei-
chungen 7 == const. oder @ = comst. zusammengesetzt ist, immer gréBer
ist als R.

Iss B der Abstand desjenigen Punktes einer Kurve von der ge-
nannten Eigenschaft — von der also kein Teil eine der Gleichungen
r == const., ¢ = comst. hat — vom Nullpunkte, welcher von diesem am
weitesten liegt, so ist leicht zu sehen, daB die Potenzreihe in jedem Kreis
konvergiert, dessen Radius kleiner als R ist.

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Konvergenz der Potenzreihe nicht
schon dann bewiesen werdem kann, wenn iiber die Komponente weniger
vorausgesetzt wird, als in unserem Satze, also wenn etwa nur voraus-
gesetzt wird, daB f(r, ) in einer {iiberalldichten Punktmenge auf dem
Kurvenstiicke konvergiert; oder wenn sie auf dem Kurvenstiicke zwar
nirgends konvergiert, aber in jedem Punkte derselben die Bedingung

lim 9 (ar, sin ng + b, cos @) = 0

erfitllt ist. l

Wie wir gesehen, konvergiert die Potenzreihe innerhalb des Kreises
mit dem Radius B um den Nullpunkt, wenn ein Kurvenstiick, mag es
auch noch so klein sein, existiert, auf welchem die imaginire Komponente
iberall konvergiert. Ist aber nur bekannt, daf die imaginire Komponente
in tiberalldicht liegenden Punkten eines Kurvenstiickes konvergiert, so
braucht die Potenzreihe im Kreise mit dem Radius R nicht zu konver-
gieren. Auf diese Tatsache hat mich Herr L. Fejér aufmerksam gemacht
und zwar durch das folgende Beispiel:

Die imaginire Komponente der Potenzreihe 2.@’“, d. h. die Reihe
o n=1

r* sin #! @ konvergiert auf jedem beliebigen Kurvemstiick in den
nz=l

Punkten, fir welche n = % #x ist (4 und v ganze Zahlen), die also auf

dem Kurvenstiicke tiberalldicht liegen.
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Die Potenzreihe selbst konvergiert aber keinesfalls im Kreise mit dem
Radius R, wenn dieser Radius >1 ist, weil der Einheitskreis fiir die
Potenzreihe eine natiirliche Grenze ist.

Was nun die Voraussetzung anbelangt, daB in jedem Punkte eines
Kurvenstiickes wenn auch nicht die Konvergenz der imaginiren Komponente,
so doch die Bedingung

lim r*(a, sin nep + b, cos ng) = 0
stattfindet, so unterscheidet sich diese Voraussetzung von der, daB die
Reihe f(r, p) in jedem Punkte des Kurvenstiickes tatsichlich konvergiert,
blof formal.

Hier stehen wir nimlich einer merkwiirdigen Eigenschaft der Reihe
f(r, @) gegeniiber.

Im allgemeinen folgt aus dem Verschwinden des Grenzwertes des
allgemeinen Gliedes einer Reihe noch gar nicht die Konvergenz der
Reihe, und zwar weder in einem einzelnen Punkte noch auf einem
Kurvenstiicke.

Ist aber fiir die Reihe f(», @) in jedem Punkte eines Kurvenstiickes
der Grenzwert ihres allgemeinen Gliedes, d. h. von

r™a, sin ng + rb, cos ng
gleich Null, so folgt daraus, daB die Reihe f(r, p) auf dem Kurvenstiicke
konvergiert.
Aus der Voraussetzung, daB auf dem Kurvenstiick AB tiberall

lim »*(a, sin np + b, cos ng) =0

ist,gfolgt namlich schon die Konvergenz der Reihe f(», o) in einem Kreise,
dessen Radius ¢ sich von R beliebig wenig unterscheidet, wenn er nur
kleiner ist als R.

Wenn wir also ¢ groB genug wihlen, so liegen so viele Punkte des
Kurvenstiickes 4B im Konvergenzkreise, wie wir wollen.

Somit konvergiert f(7, ) in jedem Punkte des Kurvenstiickes, hochstens
mit Ausnahme desjenigen, der vom Nullpunkte am weitesten liegt.

¥

Keszthely in Ungarn.
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Sur les fonctions dérivées.

Par

D. PomrEru & Jassy.

Dans un Mémoire Sur la continuité des fonctions de variables complexes
[inséré dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,
t. VII (1905)] jai ét6 amené & me servir d’une fonction dérivée réelle,
dépendant d’une variable réelle, bornée et s’annulant dans tout intervalle.
J’ai admis, dans mon Mémoire, D'existence d’une pareille fonction que jai
appelée fonction de M. Képcke, car c'est M. Kopcke qui le premier
(Mathematische Annalen 29, 34 et 35) en a donné un exemple.

Dans cette Note je me propose de montrer comment on peut definir
simplement une fonction d’une variable réelle dont la dérivée soit bornée
et g'annule dans tout intervalle.

§ 1.
Définition de la fonetion G (7).
Je considere la série

M Fa)= > 4,@—a)}

dans laquelle tous les nombres sont réels et je suppose:

1° que la série 34, est convergente, les A4, étant des nombres
positifs;

2° les a, forment, dans un certain intervalle (', #”), un ensemble
dénombrable partout dense.

Il est clair que, dans ces conditions, la série (1) est uniformément
convergente, dans lintervalle (2, z”) et sa somme F(x) est, dans le méme
intervalle, une fonction continue. .

Mais F(x) est, en outre, une fonction croissante. Cela résulte de
ce que toutes les fonctions

4,(@—a)

sont croissantes.
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Posons, maintenant
t=F(z)

¢ =F(z), t"=F(").

A chaque point ¢ de Vintervalle (¢, ¢”) correspond un point z, de
Pintervalle (2',2), et un seul. On peut done considérer # comme une
fonction de #, définie dans lintervalle (¢', #): nous appellerons G(¢) cette
fonction inverse:

et

z=G(t).

§ 2
Convergence d’une série dérivée.

Considérons la série
@ fla) =+ > =

obtenue en dérivant terme a terme la série (1). Je me propose d'étudier
la convergence de cette série pour les points # de Vintervalle (', 2”) qui
ne coincident avec aucun des points «,. Les @, forment, d’apres nos
hypotheses, dans 'intervalle (', ") un ensemble dénombrable partout dense.

Nous ferons une hypothdse supplémentaire relative aux 4,, pour
pouvoir utiliser un résultat da a M. Borel. M. Borel a étudié, dans son
livre bien connu: Legons sur la théorie des fonctions (pages 62—69) la
convergence de la série

0

A

(3) ',.-:) r”=|x—a”|
les coefficients 4, étant des nmombres positifs et les a, formant dans un
certain intervalle (2, ") un ensemble dénombrable partout dense. Voiei
le résultat de M. Borel:

Si Ton suppose convergente la série DV A,, la série (3) converge pour wn
ensemble de points*) dont la longueur est égale d |4'—z’|. Ou encore:
Vensemble des valeurs de x pour lesquelles la série () w'est pas convergente
a pour longueur zéro.

Je dis maintenant que si 'on admet la convergence de la série

V4,
la série (2) converge pour un ensemble de points, pris dans l'intervalle
(', '), dont la longueur est égale & |&'—a”|.

WIAN

*) pris dans lintervalle (2’ 2”).
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En effet, soit  un point, pris dans lintervalle (2, "), pour lequel
Je vais montrer que la série (2) converge

la série (3) est convergente.

au méme point.
Décomposons la série
O 4a
2
en une somme de deux séries partielles
An

A’L ‘Ak
— ...l_ — == -
it24723

la premiére contenant tous les termes pour lesquels
7’,. < 1 ?

et la seconde tous les termes pour lesquels

=21

La série
3

1

est convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs a ceux de la

série convergente > A,, puisque, quel que soit %, on a

r%_z_l.
7

Quant 4 la série
7“%

1 i

elle est aussi convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs

aux termes de la série convergente
‘Ah

'7',[
En effet, en vertu de Yhypothese faite sur les »,, on a, quel que soit 7,
% .
rh < 7-11

4 4

T
)/ %3
! rh

d’ou l'on conclat

Ah

%

ce qui démontre la convergence de la série 2
0,‘
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A Taide de notre hypothése supplémentaire: que la série 3V A, est
convergente, nous avons donc démontré que la série

@) f@y=5 > —"-,

converge pour un ensemble de points, pris dans («, «”) dont la longueur
est |2’ —a"]|.
§ 3.
Dérivée de la fonction FP(x).

Je vais démontrer maintenant qu'en tout point on la série (2)
converge, f(z) est égal & la dérivée de F(z) en ce point.

Considérons l'expression

Pty 31y EFymed’ =@ =)
Y ¥

On peut Pécrire encore

n Pty —Fa) _ 4,
(2) 22 = ; -~ e
y 2 @+y—a)t+ @ty—a) @—at + @—apt’
en vertu d'une identité élémentaire.

Je dis que la série du second membre, od la variable est y, est
uniformément convergente dans l'intervalle

- +7
y étant un nombre positif.
En effet, posons \
-ty —a, 5
o (227)
On aura
Pty —F@ _ 1 4,

Mais le trindme 1 + «, + «2 ne s'annule jamais et son minimum est

égal & Z’ done la fraction
A
14, 4o
. . . L 4 . .
admet une limite supérieure égale & - Par suite, quel que soit %, on aura
4, 4 A,

@+y—a) + @ry—ayf @—api+@—at = °  @—ayt
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quel que soit I'indice %, ce qui prouve que la série (2") est uniformément
convergente.

Done F(x) admet f(x) comme dérivée au point 2 ou la série (2)
converge.

Considérons maintenant un point § ot la série (2) diverge. Je vais
démontrer que si l'on se donne un nombre positif M, aussi grand que
VYon voudra, on peut lui faire correspondre un entier m et un nombre
positif & tels que Yon ait

n="ne A
(m) e n >M
L try—apt+ G y—ayt G—ayt + E—apt

des que
yI<Ze
En effet, la série & termes positifs

13

étant divergente on peut frouver un entier m tel que

E— %)*

m Aﬂ
7o) 12 Et+y—ant + E+y—ayt E—at + E—ap?
étant continue au point y = 0, on peut délimiter autour de ce point un
intervalle (— &, 4 &) tel que pour toute valeur de y comprise dans cet
intervalle on ait
ey) =M

ce qui est justement l'inégalité (m).

Cela étant, puisque les termes de la série (2°) sont tous positifs, on

peut éerire

des que
: 0< Iyl Le.
Done le rapport
FE+y) —F@E
Y

augmente indéfiniment lorsque |y| tend vers zéro.
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Ce résultat est capital pour notre objet: il nous prouve, en effet, que
la courbe (C), définie par 1'équation

t=F(x)

possede une tangente méme pour les points (v, §), £ étant un point ou
la série (2) diverge: mais cette tangente est perpendiculaire & l'axe des x.
La courbe (C) possede évidemment une tangente pour les points (¢, z),
2 étant un point ol la série (2) converge.

Donc la courbe ¢ = F(z) posséde partout une tangente. Nous avons
laissé de coté le cas on 2 est égal & 'un quelconque des points a,; mais
ce cas rentre, comme on le voit facilement, dans le cas des points &:
aux points (¢,, @,) la courbe (C) admet une tangente perpendiculaire a
Laxe des .

Si I'on adopte les définitions posées par M. Baire dans ses Legons sur
les fonctions discomtinues (page 220) on peut dire, en résumant les résultats
de ce paragraphe: la fonction F(x) admet, dans Uintervalle (z', "), la
fonction f(x) comme dérivée; mais pour un certain ensemble de points la
fonction f(x) prend la valewr + oo.

§ 4.
La fonction G (t) et sa dérivée g(¢).
Considérons maintenant la fonection inverse
z=G(1).

Elle admet, d’apres ce qui précéde, une dérivée z' = g(¢) et, aux
points ¢, = F(a,) et v = F(§) cette dérivée s’annule.

Il importe d'insister sur l'existence des points t, autres que les {,.
On sait, aujourd’hui, d’aprés les travaux de M. Baire qu'une fonction
dérivée est ponctuellement discontinue; en d’autres termes: elle possede,
dans toute intervalle, des points de continuité. D’autre part, on sait que,
pour toute fonction ponctuellement discontinue, l'ensemble des points de
continuité est de seconde catégorie®): il n'est pas constitué par la réunion
d'une infinité dénombrable d’ensembles non denses; en particulier il n'est
pas dénombrable.

Si lon considére maintenant la fonction dérivée g(t), on voit facile-
ment que I'ensemble des points ¢, est partout dense et, dans ces conditions,
il est aisé de montrer que g(¢) ne peut étre continue que pour les points
ot elle annule. Or, l'ensemble des points £, est dénombrable: done il
existe des points 7, autres que les ¢, pour lesquels la fonction g(¢) s’annule.

*} Baire, Ouvrage cité (page 78).
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Et, vevenant & la série

fle) =+ 31

@—ayt

nous pouvons affirmer qu'il existe, certainement, des points (en infinité
non dénombrable) autres que les a, pour lesquels la série diverge. Mais
nous savons, grice & I'hypothése sur la convergence de la série

V4,
que la longueur de Vensemble des points, pour lesquels la série f(x)
diverge, est zéro.
Remarquons enfin, pour terminer, que la fonction positive f(x) admet
comme limite inférieure le nombre

=

5 "
le___wu "3'

L
3

Donc la fonction dérivée g(¢) est bornée.

Jassy, le 2 février 1906.
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Bericht tber den Stand der Herausgabe von GauB’ Werken.
Siebenter Bericht.¥)

Von

Feuix Krein in Gottingen.

Der nachstehende Bericht kniipft an den Umstand an, daB soeben
(Nov. 1906) der Band VII der Gesamtausgabe ausgegeben werden konnte.
Der Bearbeiter, Herr Brendel, berichtet dariiber folgendermaBen:

,Band VII enthilt auBer der Theoria motus den gesamten theoretisch-
astronomischen NachlaB; da er schon sehr viel stirker ausgefallen ist, als
die frither erschienenen Binde, so konnten die noch restierenden kleineren
Stiicke des Nachlasses iliber Gegenstinde der praktischen und stellaren
Astronomie nicht mehr darin Platz finden; sie sollen zugleich mit einigen
physikalischen Nachtrigen auf Band X verschoben werden.“

oDie Theoria motus ist bekanntlich bereits 1871 von Schering im
Verlage von F. A. Perthes in einer der Gesamtausgabe entsprechenden
Ausstattung herausgegeben und mit einigen kleineren Notizen aus dem
NachlaB versehen worden; die Gesellschaft der Wissenschaften hat aber

.immer an der Ansicht festgehalten, daB hiermit der spitern Aufnahme
der Theoria motus in die Gesamtausgabe nicht vorgegriffen sein konne.
Bei dem neuen Abdruck, der dementsprechend den Band VII einleitet,
wurde das ganze Werk einer nochmaligen genauen Durchsicht unter-
worfen, wobei eine Reihe von bisher nicht bemerkten Druckfehlern und
anderen Unrichtigkeiten aufgefunden und verbessert wurde. Die von GauB
gegebenen numerischen Beispiele zur Bahnbestimmung (Ceres, Pallas, Juno,
Vesta) sind klassisch geworden und werden hiufig in Lehrbiichern und
zur Priifung neuer Methoden herangezogen. Eine genaue Nachrechnung

# Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zn
Gottingen, Geschiiftliche Mitteilungen, 1906, Heft 2. — Vergl. den sechsten Bericht
in den Nachrichten d. K. Gesellschatt der Wissenschaften zu Gottingen, Geschéftliche
Mitteilungen, 1904, pag. 18—19. Abgedruckt in Bd. 61 der Mathematischen Annalen.
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derselben erschien schon aus diesem Grunde keine iiberfiiissige Arbeit;
hierbei fanden sich nun mehrere Rechenfehler und andere Stellen, bei denen
die Zahlen der Natur der Sache nach etwas unsicher waren. Es wird
wertvoll fiir den Leser sein, diese Stellen, da wo es anging, verbessert
und wo dies nicht méglich war, ohne die ganze folgende Rechnung zu
dndern, wenigstens genau angegeben zu finden. Fiir die Einzelheiten muBl
ich auf meine ausfiihrlichen Bemerkungen hinweisen, die dem Abdruck
im siebenten Bande (8. 281) folgen.“

yDer sweite Abschnitt des Bandes bringt kleinere ,Zusitze zur Theoria
motus und andere Nachtriige zur elliptischen Bewegung®. Die letzteren
betreffen hauptséichlich die Zodiaken der Himmelskérper; so bezeichnet
GauB den Teil der Himmelskugel, innerhalb dessen ein Himmelskérper,
von der Erde gesehen, iiberhaupt erscheinen kann. Verschiedenes dariiber
hat er bereits selbst vertffentlicht. Gaufl bezeichnet in seinem spiiteren
Alter (vgl. Bd. VII, Seite 314) diese Frage als eine nicht uninteressante
mathematische Aufgabe und scheint sich dariiber zn wundern, daff niemand
anderes sich inzwischen damit beschiftigt hat; auch bis heute scheint dies
nicht der Fall zu sein. Die abgedruckten Nachlafnotizen enthalten einige
interessante Erginzungen der GauBschen Verdffentlichungen.“

nDer drifte Abschnitt handelt von der parabolischen Bewegung. Gauf
beabsichtigte, als Supplement zur Theoria motus eine Theorie der para-
bolischen Bahnen herauszugeben; er schrieb dariiber 1815 an Olbers und
Bessel (vgl. Bd. VII, Seite 350). Die abgedruckten Stellen geben das, was
sich im NachlaB daritber vorgefunden hat. Speziell interessant sind einige
Kunstgriffe, die er anwandte, sowie die Idee, durch Herstellung von Hilfs-
tafeln die Bestimmung einer Bahn zu erleichtern (vgl. Bd. VII, Seite 331).
Ein Aufsatz iiber die Entwerfung einer der Barkerschen @hnlichen Tafel
fand sich vollkommen druckfertig im NachlaB vor, ebenso die Tafel selbst,
bei der GauB nur mnoch die Interpolation auf das halbe Intervall aus-
zufithren beabsichtigte.”

,S0dann folgen als wvierfer Abschnitt die ersten Stérungsrechnungen
von GauB; sie betreffen die Ceres und datieren von 1802 bis 1805. Gauf
schlieBt sich zunichst an Laplace an und rechnet Koordinatenstérungen,
wobei er jedoch die sikularen Stérungen in solche der Elemente um-
wandelt; auch entwirft er Tafeln zur leichteren Berechnung der Stérungen.
Die Resultate der ersten Untersuchung hat GauB selbst, ohne die Rechnung,
kurz verdffentlicht (vgl. Bd. VI). Die spéteren Untersuchungen von 1805
sind dann nach einer ginzlich neuen Methode ausgefiihrt. Auch sie be-
treffen Koordinatenstérungen; aber die Entwicklung der Stérungsfunktion
hat Gaub schon damals im AnschluB an seine Theoria interpolationis (die
sich ebenfalls druckfertig im NachlaB vorfand, und Band III, Seite 265fF,
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abgedruckt ist) auf interpolatorischem Wege ausgefiihrt, also dieselbe
Methode angewandt, die Hansen tiber 30 Jahre spiiter neu auffand. In-
dessen war das Verfahren, das GauB hier zunichst brauchte, noch etwas
umsténdlich und wurde von ihm erst zur hochsten Vollkommenheit ent-
wickelt bei Gelegenheit der Berechnung der Pallasstorungen.

»Die Vertffentlichung der GauBschen Arbeiten tiber die Stérungen
der Pallas, welche den fiinfien und wichtigsten Abschnitt des Bandes
bilden, wurden seit Jahrzehnten von den Astronomen mit Spannung
erwartet, da viele Einzelheiten dariiber, im speziellen seine Entdeckung
des rationalen Verhiltnisses der Umlaufszeiten von Pallas und Jupiter,
bereits in die Offentlichkeit gedrungen waren. Zwar sind die Aufzeichnungen
iiber diese Entdeckung im NachlaB #uBerst spirlich; indessen geht aus
ihnen doch hervor, wie GauB die Stoérungsglieder mit verschwindendem
Divisor behandelte. Nur konnte nicht festgestellt werden, wie GauB zuerst
im Jahre 1812 auf dies Resultat gefiibrt wurde. Es diirfte sich kaum in
aller Strenge aufrecht erhalten lassen, schon weil die Storungen hoherer
Ordnung nicht in Riicksicht gezogen sind. Die Ausfihrungen, welche ich
Herrn F. Klein fiir den sechsten Bericht zur Verfiigung gestellt hatte iiber
die Art und Weise, wie GauB anfangs auf die Kommensurabilitit der
mittleren Bewegungen beider Planeten geschlossen hat, habe ich spéter
als nicht zutreffend erkannt, und ich muf deswegen auf die Bemerkungen
im siebenten Bande selbst (Seite 607—608) verweisen.”

»,0aub hat seiner Rechnung eine ganz auBerordentliche Ausdehnung
gegeben und die Stérungsfunktion auf dem bereits erwihnten interpola-
torischen Wege bis zur 18-fachen Anomalie Jupiters und bis zur 21-fachen
der Pallas entwickelt. Uber diese Entwicklung hat er auch Tagebuch
gefithrt (Bd. VII, Seite G05), woraus hervorgeht, daB er zu dieser Ent-
wicklung allein in etwas tiber drei Monaten circa 340000 Ziffern gerechnet
hat. In den Ausdriicken fiir die Stérungen der Elemente hat er dann
tiber 3000 Sinus- und ebenso viele Cosinusglieder. Die Vergleichung mit
den Beobachtungen zeigte eine recht gute Ubereinstimmung (bis auf
wenige Bogensekunden) und fiihrte sogar zu einer Verbesserung der

1
1050
fand. Von der Pariser Akademie war damals ein hoher Preis ausgesetzt
auf die Berechnung der Pallasstérungen; man nahm an, daf er Gau zu-
fallen wiirde, und dieser beabsichtigte auch sich darum zu bewerben. Da
die Vollendung der GauBschen Untersuchungen sich aber immer linger -
hinzog, so wurde auch die Verteilung des Preigses mehrfach weiter hinaus-
geschoben und schlieBlich verlief die Angelegenheit im Sande, obwohl
(GauB’ Rechnungen eigentlich als vollendet angesehen werden konnten.

Jupitermasse, welche Gauf schlieBlich iiberraschend genau gleich
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Er wollte indessen, wie immer, so auch hier, etwas ganz Vollkommenes
liefern und hatte auch Nikolai veranlaBt, die Saturnstérungen zu berechnen,
sowie selbst die Berechnung der Marsstorungen iibernommen; nur diese
letzteren sind nicht ganz fertig geworden; fiir die Jupiterstérungen hat
(au sogar fertige Tafeln hergestellt. Er fand nicht mehr die Zeit, die
Arbeit zum Abschluf zu bringen und druckfertig zu machen; er sagt
1834 in einem Briefe an Gerling (Bd. VII, Seite 432): ,Es ist mir ein
schmerzlicher Gedanke, daB weine vor mehr als 20 Jahren gemachte
Arbeit iiber die Pallasstorungen ohne Fortsetzung, Entwicklung und Be-
kanntmachung bisher hat bleiben miissen, auch wahrscheinlich, wie vieles
Andere, einst mit mir untergehen wird. Sie glauben nicht, wie schwer
s mir durch so vielfache Zersplitterung der Zeit sowie unter dem Druck
so mancher Verhiltnisse wird, eine wissenschaftliche Arbeit durchzufiihren.”
Ubrigens fand sich im NachlaB ein Anfang zur Drucklegung seiner Unter-
suchungen, nimlich ein begonnenes Manuskript (abgedruckt Bd. VII,
Seite 439ff): , Exposition d’une nouvelle méthode de calculer les pertur-
bations planétaires, avee l'application au calcul numérique des perturbations
du mouvement de Pallas“. Dasselbe enthilt die Ableitung der Differential-
gleichungen fiir die Variationen der Elemente, welche bald nachher auch
von Lagrange verdffentlicht wurden; auch ein interessantes Kapitel iiber
die Entwicklung periodischer Funktionen in Reihen findet sich darin.”

poer letate Abschnitt des Bandes endlich bringt eine Theorie des
Mondes, die wegen der Behandlung der Differentialgleichungen der Mond-
bewegung Interesse verdient. Die Methode ist @hnlich der Laplaceschen,
die dieser verGffentlichte, wihrend GauB vermutlich noch mit seinen
Untersuchungen beschéftigt war; er hat sie ziemlich plotzlich abgebrochen.
Die Resultate erhalten dieselbe Form wie spéter bei Plana.”

»Da die Binde VII und IX der Gesamtausgabe bereits 1900, bezw.
1903, erschienen sind, soll nunmehr an die Bearbeitung des letzten
Bandes (X)) unmittelbar herangegangen werden; er wird die noch fehlenden
NachlaBstiicke iiber Gegenstinde der praktischen und stellaren Astronomie,
Chronologie, theoretische Physik und Optik bringen; sodann Biographisches,
Mitteilungen allgemeinen Interesses, insbesondere aus dem Briefwechsel,
¢inen Bericht iiber die Herausgabe der GauBschen Werke, einen solchen
iiber das GauB-Archiv und ein ausfiihrliches Generalregister.”
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Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen.
Von

Stix1sLaUs JoLLes in Berlin.

1. Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen fehlt bisher.
Man weiB nur, daB eine elliptische lineare Kongruenz in zwei reellen Geraden
— ihren Fokalachsen — zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft, hin-
gegen eine hyperbolische lineare Kongruenz keine reellen Fokalachsen be-
sitzt.*) Ich wurde anfangs durch diese merkwiirdige Eigenschaft der
sonst so leicht zuginglichen hyperbolischen linearen Kongruenz abge-
schreckt, nach allgemeinen Fokaleigenschaften der linearen Kongruenzen
zu suchen. Spiter jedoch fithrten mich Fragen iiber die in einer linearen
Kongruenz enthaltenen rotatorischen Regelscharen zu einigen allgemein
giiltigen Fokaleigenschaften und diese endlich zur Fokaltheorie der linearen
Kongruenzen.

Eng verkniipft mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen er-
weist sich die Theorie des Zylindroides. Synthetisch sind Grundeigen-
schaften dieser Fliche schon von Herrn Schoenflies**) und Herrn
Sturm***¥) abgeleitet worden, doch erzeugt dieser die Regelschar der
Fliche durch zwei ein-zweideutig aufeinander bezogene Punktreihen, wih-
rend jemer von kinematischen Uberlegungen ausgeht. Da die Unter-
suchungen in dieser Arbeit rein synthetisch gefiihrt werden, so war zu-
nichst eine rein synthetische Theorie des Zylindroides aufzustellen. — Ein
Zylindroid ist bekanntlich das Hauptachsenzylindroid von oo linearen Kon-
gruenzen. Ihre drei gemeinschaftlichen Symmetrieachsen sind natiirlich
Symmetrieachsen ihres Hauptachsenzylindroides und des jene oo’ linearen
Kongruenzen umfassenden quadratischen Komplexes. Mit Hilfe dieser

*) Reye, Die Geometrie der Lage. 2. Abteilung. 3. Auflage. Leipzig 1892,
8. 259, N. 15.
*) Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung.
Leipzig 1886, S. 157, N. 10.
#=#) Qturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in
synthetischer Behandlung. 1. Teil. Leipzig 1892, 8. 150.
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Symmetrieachsen lassen sich manche Siitze aus der Theorie dieser Gebilde
recht einfach und anschaulich beweisen.

Eine Ebene, welcher durch eine lineare Kongruenz C,! eine zu ihr
normale Ebene zugeordnet ist, heiBe eine Mittelebene der Kongruenz.
Die Mittelebenen von C,! umbhiillen ein gleichseitiges Paraboloid C3, das
Fokalparaboloid der linearen Kongruenz. Seine Erzeugenden sind durch
C,' paarweise einander zugeordnet. Werden die beiden Regelscharen
von C? die Fokalregelscharen und die sie bzw. paarenden Involutionen
die Fokalinvolutionen von C,! genannt, so ist C,! hyperbolisch, wenn
beide Fokalinvolutionen elliptisch sind, elliptisch, wenn die eine Fokal-
involution hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die Doppelstrahlen
der auf C? gelegenen Fokalinvolutionen sind die Fokalachsen von Ci%
Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat also zwei Paare konjugiert
imaginirer Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller und ein Paar
konjugiert imaginirer. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ist
die eine Fokalinvolution parabolisch, die andere elliptisch. Letztere
wird gebildet durch die sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen der be-
treffenden Fokalregelschar. Je zwei einander zugeordnete Geraden ¢!, €*
einer Fokalinvolution sind Leitstrahlen einer in C,' enthaltenen ortho-
gonalen Regelschar II. Ordnung, welche zu C2 und C;' in sehr merk-
wiirdigen Beziehungen steht. Zu jeder Fokalregelschar gehort ein Biischel
solcher orthogonalen Regelscharen. Die in vier Geraden zerfallende Basis-
kurve jedes solchen Biischels enthélt ein Paur Fokalachsen von C%, sie
sind zugleich die Leitgeraden einer fiir die Theorie von C;' besonders
wichtigen linearen Kongruenz, welche eine Fokalkongruenz von C' ge-
nannt wird. Zu einer linearen Kongruenz gehoren hiernach zwei Fokal-
kongruenzen. — Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen
derart involutorisch gepaart werden, daB ihrem unendlich fernen Strahle
der ihn rechtwinklig kreuzende Scheitelstrahl zugeordnet wird, ist stets
eine Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Da nun eine
elliptische Fokalinvolution sowoh] eine hyperbolische als auch eine ellip-
tische lineare Kongruenz bestimmen kann, so ist es von Wichtigkeit, die
Kriterien fiir das eine und das andere zu ermitteln, wobei sich wieder
eine Fiille von interessanten Beziehungen ergeben. Uberhaupt scheinen
die Fokalinvolutionen einer linearen Kongruenz fiir sie von derselben Wichtig-
keit zu sein, wie die Fokalinvolutionen fir das polare Feld und die Fokal-
felder fiir den polaren Baum.

Mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen eng verknipft ist die
Frage nach den rotatorischen polaren Riumen I,% die eine lineare Kon-
gruenz C,! derart in sich selbst iiberfiihren, daB die durch C,! einander
zugeordneten Punkte und Ebenen in 2 konjugiert sind; insbesondere also
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die Frage nach den reellen in C,! enthaltenen rotatorischen Regelscharen.
Bisher hat man solche polaren Riume wohl fiir die hyperbolische lineare
Kongruenz bestimmt, hingegen die betreffenden Untersuchungen fiir die
elliptische lineare Kongruenz ganz unterlassen, und gerade fiir diese
bieten sie besonders Bemerkenswertes. Die rotatorischen polaren Riume
2 haben in diesem Falle sowohl reelle wie auch imaginire Inzidenz-
flichen, wihrend sie in jenem nur reelle Inzidenzflichen haben.

Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Fokalparaboloide C? sollen
konfokal heiBen. Konfokale lineare Strahlenkongruenzen sind fiir C? auto-
polar und haben dasselbe Hauptachsenzylindroid C®. Diese Fliche ist der
Ort der Mittelpunkte aller C? umschriebenen Kegel des Hachette und
ebenfalls autopolar fiir C2% Die zwischen C? und C® bestehenden Be-
ziehungen gestatten einerseits bekannte Siitze einfacher und schérfer zu
beweisen, andererseits neue Sitze abzuleiten. Zu diesen gehdrt der Sataz,
daB die Scheitelstrahlen konfokaler hyperbolischer Paraboloide Regelstrahlen
eines Zylindroides sind; zu jenen, daB die zueinander polaren Fokal-
achsen eines gleichseitigen Paraboloids die Regelschar eines Zylindroides
bilden.*) Die Theorie des Fokalparaboloides und Hauptachsenzylindroides
konfokaler linearer Kongruenzen fithrt, beildufig bemerkt, recht anschau-
lich zu den synthetischen Bedingungen, unter denen zueinander normale
Tangentialebenen eines Kegels II. Ordnung sich in den Strahlen eines
Kegels II. Ordnung oder zweier Strahlenbiischel I. Ordnung schneiden. —
Die oo! konfokalen linearen Kongruenzen mit demselben Fokalparaboloide
sollen eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen heifien. Eine solche
Kette 14Bt sich auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen, insbesondere
bilden die einem beliebigen Raumpunkte durch die Kongruenzen einer
Kette zugeordneten Punkte eine zur Kette projektive Parabel. — Erheblich
einfacher als im allgemeinen Falle ergeben sich endlich jene oben er-
wahnten orthogonalen Regelscharen 1I. Ordnung und rotatorischen polaren
Riume .2 bei-den rotatorischen linearen Kongruenzen.

Wie schon hervorgehoben wurde, ist die Beweismethode durchgingig
rein synthetisch. Ihr stellten sich sehr hiufig Schwierigkeiten entgegen,
wollte man nicht in den leider noch immer so hiufigen Fehler verfallen,
fir reelle Gebilde Bewiesenes ohne weiteres auf imagindre zu iibertragen.
Jedes Gebilde, dessen imaginirer Charakter nicht ausdriicklich hervor-

* Schroter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Jownal fiir
die reine und angewandte Mathematik Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7b.

Schroter spricht weder diesen noch die ihm in 89, 40 und 41 auflerdem zu-
geschriebenen Satze liber das Zylindroid aus, da er nicht erkennt, daB die von ihm
gefundenen Geraden s, s; Regelstrahlen eines Zylindroides sind. Doch ergeben sie
sich ohne weiteres aus seinen Untersuchungen, sobald letzteres nachgewiesen wurde.

22%
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gehoben oder unmittelbar zu erkennen ist, ist also als reell zu be-
trachten.

Fordernde Anregung zu einigen Untersuchungen in dieser Arbeit ver-
danke ich der soeben angefiihrten Abhandlung Schréters und dem ersten
Teile der Liniengeometrie®) des Herrn Sturm. Ich fithle mich ver-
pflichtet, dies auBer durch die betreffenden Literaturangaben hier noch be-
sonders hervorzuheben.

Das Zylindroid.

2. Alle in einer linearen Kongruenz C,! sich schneidenden linearen
Komplexe bilden bekanntlich einen Btischel linearer Komplexe [C,']. Durch
die Komplexe dieses Biischels sind im allgemeinen einer unendlich fernen
Geraden 7, die Strahlen einer zum Biischel projektiven parabolischen
Regelschar II. Ordnung RM? zugeordnet. (Fiir eine hyperbolische lineare
Kongruenz, deren eine Leitgerade unendlich fern liegt, zerfillt R? stets in
zwei Strablenbiischel I. Ordnung. Dieser Ausnahmefall wird ausge-
schlossen.) — Die Strahlen von R? sind Durchmesser der ihnen ent-
sprechenden Komplexe. Werden von einem beliebigen Punkte auf diese
Durchmesser senkrechte Ebenen gefillt, so bilden sie einen zur Regel-
schar R* und zu dem Komplexbiischel [C,1] projektiven Ebenenbtischel
I. Ordnung. Die durch die Komplexe von [C,!] der Achse a dieses
Ebenenbiischels zugeordneten Geraden sind wiederum Strahlen einer zum
Komplexbiischel [C,'] und folglich auch zum Ebenenbiischel [a] projektiven
Regelschar II. Ordnung RM,% zu der a selbst gehdrt. Sie schneiden die
ihnen entsprechenden Ebenen des Biischels [a] je in dem Nullpunkte be-
ziiglich desjenigen Komplexes, durch den sie selbst @ zugeordnet werden.
Diese Nullpunkte bilden also eine zu R,% perspektive und somit zu 2
projektive Kurve II. Ordnung o’ — Jede Ebene des Biischels [a] steht auf
den Durchmessern des ihr entsprechenden Komplexes senkrecht und dieser
weist ihr einen Nullpunkt zu. Der durch diesen Nullpunkt gehende Durch-
messer des betreffenden Komplexes ist also eine Hauptachse. Da die
Hauptachsen der Komplexe des Biischels [C;'] den Kegelschnitt «* und
den unendlich fernen Strahl c. der Tréigerkongruenz (! des Komplex-
blischels in projektiven Punktreihen schneiden, so bilden sie, solange die
Ebene o von ¢ nicht durch ¢. geht — und dies werde nunmehr voraus-
gesetzt — eine Regelschar III. Ordnung €3 mit der einfachen Leitgeraden cx.
Der Triger von ©° ist eine Regelfiiche IIL. Grades C% das sogenannte
Zylindroid. Es ist zunichst als der Ort der Hauptachsen eines Biischels

*) Der lineare Komplex oder das Strahlengewinde und der tetraedale Komplex.
Leipzig 1892.
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linearer Komplexe definiert. Die Doppelpunktsgerade ¢, des Zylindroids
ist der zu den Ebenen des Biischels [¢.| senkrechte, also zu a parallele
Strahl der Trigerkongruenz C,'. Jede durch ¢, gehende Ebene enthilt
folglich einen Regelstrahl von @3 Zur Regelschar €3 gehoren beim
hyperbolischen Komplexbiischel die Leitgeraden seiner Trigerkongruenz. —
Der zur Doppelpunktsgeraden ¢, parallele Strahl a schneidet die Regel-
schar €% in dem unendlich fernen Punkte von ¢, und in einem im End-
lichen gelegenen Punkt 4. Zu der Ebene Ac, ist ein Regelstrahl von @3
normal. Er schneidet ¢, in einem Punkte, durch welchen noch derjenige
Regelstrahl s von @3 geht, der in der Ebene « des zu §* perspektiven
Kegelschnittes «? liegt. o ist im allgemeinen durch 4 und s bestimmt.
Sei nun & ein beliebiger zur Regelschar €° perspektiver Kegelschnitt,
z der in seiner Ebene gelegene und 2’ der mit x inzidente Regelstrahl
von @3, so folgt demmach: o« fillt mit £ zusammen, sobald der zu ¢,
parallele Strahl @ durch den Schnittpunkt von £ mit demjenigen Regel-
strahle von €% geht, der &’ rechtwinklig kreuzt. Der Kegelschnitt «® kann
somit als ein ganz beliebiger zur Regelschar €3 perspektiver Kegelschnitt
angesehen werden. — Die Ebenenbiischel [a] und [¢,] sind perspektiv zum
Kegelschnitt o2 also projektiv zueinander und erzeugen, da ihre Achsen
parallel laufen und entsprechende Ebenen aufeinander senkrecht stehen,
einen zu «? perspektiven Rotationszylinder. Aus den vorstehenden Be-
trachtungen ergeben sich nunmehr die folgenden bekannten Sitze:

Auf einem Zylindroide C® gelegene Kegelschnitte sind Ellipsen,
geine beiden mit seiner einfachen Leitgeraden ¢, inzidenten doppelt
berithrenden Ebenen (Kuspidalebenen) 3, »” sind also reell. Die
anf C® gelegenen Ellipsen projizieren sich auf y’, ¢ orthogonal
als Kreise, und jeder durch die Doppelpunktsgerade ¢, von C?
gehende Rotationszylinder hat mit C° eine Ellipse gemein. Werden
von einem im Endlichen gelegenen Punkte A, der nicht der Doppel-
punktsgeraden ¢, des Zylindroides C° angehdrt, auf die Regelstrahlen
der Fliche Normalen gefillt, so bilden ihre FuBipunkte eine Ellipse
o?, sie selbst also einen Strahlenkegel II. Ordnung. Dieser Kegel
zerfallt, wenn 4 auf C2® liegt, in zwel Strahlenbiischel I. Ord-
nung. Die FuBpunkte der Normalen, welche aus den Punkten einer
Parallelen zur Doppelpunktsgeraden ¢; von C? auf seine Regelstrahlen
gefillt werden, liegen auf der némlichen Ellipse. — Die beiden
parallelen Kuspidalebenen »’, »” beriihren die auf der Fliche ge-
legenen Ellipsen je in ihren Hauptscheitelpunkten. Die Neben-
achsen dieser Ellipsen liegen in der Symmetrieebene y beider Kus-
pidalebenen und ihre Exzentrizitdt ist stets gleich dem halben Ab-
stande dieser Ebenen. Sich schneidende Regelstrahlen eines Zylin-
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droides (* treffen eine auf ihm gelegene Ellipse «® je in den Punkte-

paaren einer hyperbolischen Involution, deren Zentrum der unendlich

ferne Punkt der Nebenachse von o? ist. Zu dieser Nebenachse ist
der in der Ebene von «® gelegene Regelstrahl parallel.

3. Je zwei zueinander senkrechte durch die Doppelpunktsgerade c,
eines Zylindroides C® gehende Ebenen projizieren zwei sich rechtwinklig
kreuzende Regelstrahlen der Fliche, somit werden die sich rechtwinklig
kreuzenden Regelstrahlen von C® aus ¢; durch Ebenenpaare einer zirku-
laren Ebeneninvolution projiziert, und diese schneiden folglich eine auf
C® gelegene Ellipse «? in den Punktepaaren einer Involution. Durch
die zirkulare Ebeneninvolution mit der Achse ¢, werden aber nicht nur
die Punkte von «% sondern auch die Strahlen des Rotationszylinders in-
volutorisch gepaart, der «® nach 2, aus dem unendlich fernen Punkte von
¢; projiziert, und da zugeordnete Strahlen aus ¢, durch orthogonale Ebenen
projiziert werden, so ist die Imvolutionsachse fiir die involutorische Paa-
rung der Zylinderstrahlen die Rotationsachse des Zylinders, das Involutions-
zentrum fiir die involutorische Paarung der Punkte von «® durch sich
rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von C3 also der Mittelpunkt dieser
Ellipse. Ein Punktepaar der Involution auf «® bilden die Hauptscheitel-
punkte, in ihnen beriihrt «* nach 2. die Beriihrungsstrahlen der Kuspidal-
ebenen 3, »”, d. h. die Kuspidalstrahlen ¢, ¢” von C®. Die Kuspidal-
strahlen kreuzen sich hiernach rechtwinklig, und die sie aus der Doppel-
punktsgeraden ¢, projizierenden Ebenen sind zueinander orthogonal Nun
sind die beiden ¢, ¢’ aus ¢, projizierenden Ebemen bekanntlich die
Doppelebenen der Ebeneninvolution, deren Ebenenpaare die inzidenten
Regelstrahlen der Fliche projizieren, folglich gilt:

Sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen eines Zylindroides C3
schneiden eine Ellipse der Fliche in den Punktepaaren einer In-
volution. Das zugehorige Involutionszentrum ist der Mittelpunkt
des Kegelschnittes.

Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf 2. der bekannte Satz:

Sich schneidende Regelstrablen von C3 werden aus der Doppel-
punktsgeraden ¢, durch die Ebenenpaare einer symmetrischen Ebenen-
involution projiziert, deren Doppelebenen die Kuspidalstrahlen ¢/, ¢’
von C® enthalten. Diese Doppelebenen sind Symmetrieebenen von C3.
4. Der unendlich ferne Punkt der Nebenachse einer Ellipse «? des

Zylindroides C® ist nach 2. das Involutionszentrum fiir diejenige Punkt-
involution auf «? in deren Punktepaaren sich schneidende Regelstrahlen
von C? den Kegelschnitt treffen. Der Mittelpunkt von «® hingegen ist
nach 3. das Involutionszentrum fiir diejenige Punktinvolution auf of, deren
Punktepaare auf zueinander rechtwinkligen Strahlen von C® liegen. Beide
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Punktinvolutionen haben das aus den Nebenscheitelpunkten von «f be-
stehende Punktepaar gemein, demnach erweisen sich die durch diese
Punkte gehenden Regelstrahlen c¢,, ¢; von C? als die einzigen sich recht-
winklig schneidenden Strahlen dieser Fliche. Sie liegen nach 2. in der
Symmetrieebene y der beiden Kuspidalebenen ¢’, 4" von €% — Die sich
rechtwinklig schneidenden Strahlen ¢, ¢, sind bzw. die Hauptachsen zweier
- fireinander nullinvarianten Komplexe des Komplexbiischels [C,*], folglich
sind die Nullpunkte der Ebene ¢,c; beziiglich dieser Komplexe — d. h.
der Punkt ¢;7 und der unendlich ferne Punkt von ¢; — durch die Triger-
kongruenz C;* des Biischels einander zugeordnet. ¢, ist aber nach 2. der
Hauptstrahl von C,!, somit fillt y mit der Fluchtebene von C,' zusammen.

Der Punkt ¢;p» hat in bezug auf die beiden Komplexe des Biischels
[C,Y], deren Hauptachsen ¢, ¢, sind, bzw. die Nullebenen c¢,¢,, ¢;¢;. Diese
Ebenen sind sonach durch seine Triigerkongruenz C' einander zugeordnet
und schneiden folglich die unendlich ferne Ebene bzw. in den ¢, ¢, durch
C,' bzw. zugeordneten Strahlen ¢, ¢ Bei einer hyperbolischen Triger-
kongruenz C' ist der Punkt ¢;p zugleich der Mittelpunkt des kiirzesten
Abstandes d ihrer beiden Leitgeraden u, v, ferner hilften bei ihr die nor-
malen einander zugeordneten Ebenen c¢,c,, ¢;c, die Winkel der sich selbst
zugeordneten Ebenen c,u, ¢,v. Somit ergeben sich bei einer hyperboli-
schen linearen Strahlenkongruenz die Strahlen ¢, ¢; als die Hilftgeraden
der Winkel, welche die durch die Mitte von d gehenden Parallelen zu
%, v miteinander bilden.

5. Je zwei sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von €2 schneiden
eine auf der Fliche gelegene Ellipse «? nach 3. in den Endpunkten je
eines Durchmessers dieses Kegelschnittes. Da nach 2. die Nebenachse
von of in der Symmetricebene y der Kuspidalebenen des Zylindroides
liegt, so hilftet » den Abstand je zweier sich rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahlen. — Von zwei sich schneidenden Regelstrahlen %, u, von C®
kreuzt 4, einen Regelstrahl v, und «, einen Regelstrahl », rechtwinklig;
v;, v; schneiden sich, und die Ebenen u,u;, v,v, liegen symmetrisch zu y.
— Wird unter dem Winkel ¢, zweier sich schneidenden Regelstrahlen
wy, w, von C? einer der beiden Winkel verstanden, den die durch den
Doppelstrahl ¢, und den Kuspidalstrahl ¢ gehende Ebene c¢,¢’ hilftet, und
sind u,, uy und v,, v, zwei Paar sich schneidender Regelstrahlen, deren
Ebenen symmelrisch zu y liegen, so ist:

Q,+ @, =m.

Eine Ellipse o projiziert sich nach 2. auf p orthogonal als ein Kreis,
dessen Mittelpunkt mit dem von o? zusammenfillt. Geht die Ebene von
«* — was nunmehr vorausgesetzt werden soll — durch einen der beiden
sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen von €%, und schlieBt sie mit
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y einen Winkel von 45° ein, so ist der Halbmesser jenes Kreises gleich
dem Abstande der Kuspidalstrahlen des Zylindroides von der Ebene y. —
Den Abstinden aller Punkte des Raumes von p mdge ein positiver oder
negativer Wert zuerteilt werden, je nachdem sie mit dem Kuspidalstrahle
¢ von C® auf derselben Seite von y liegen oder nicht. Ist dann a, der
Abstand des Kuspidalstrahles ¢’ und a, der zweier sich schneidenden
Regelstrahlen u,, u, von y, so folgt, da sich nunmehr leicht in p ein
gleichschenkliges Dreieck nachweisen 1iBt, dessen Winkel an der Spitze
gleich 2¢,, dessen von ihr ausgehende Hohe gleich @, und dessen gleiche
Seiten gleich a, sind:
Gy COS P, = 0.

Der Winkel @, zweier sich schneidenden Regelstrahlen u,, u,, deren
Ebene bzw. einen positiven oder negativen Abstand von »p hat, ist -

< baw. > 7. Im folgenden wird unter dem Winkel zweier sich schnei-
9 g

denden Regelstrahlen eines Zylindroides C3 stets einer der beiden Winkel
verstanden, die von der Ebene c,¢’ gehdlftet werden.

6. Schneidet der zur Doppelpunktsgeraden c, eines Zylindroides C?*
parallele Strahl a einen Regelstrahl s von C® in einem Punkte 4, so geht
die Ebene des durch ihn bestimmten Kegelschnittes «® der Fliche nach 2.
durch 4 und den Strahl 5" von C3% der den s rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahl schneidet. Die Ebene von o geht durch s selbst, wenn s
einer der beiden sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen ¢, ¢, von
C® ist. ¢, und ¢, fallen hierbei bzw. mit der Nebenachse von «® zu-
sammen und ergeben sich somit als Symmetrieachsen von C%. Eine dritte
Symmetrieachse von C® ist bekanntlich seine Doppelpunktsgerade c¢,..
Diese moge als Hauptsymmetrieachse, jene als Nebensymmetrie-
achsen des Zylindroides bezeichnet werden. Wihrend die Haupt-
symmetrieachse des Zylindroides lingst bekannt ist, hat die Nebensym-
metrieachsen wohl zuerst Herr Reye bemerkt.

Alle Strahlen einer linearen Strahlenkongruenz C,*, die einen Strahl z
ihres Hauptachsenzylindroides C® schneiden, bilden eine gleichseitige para-
bolische Regelschar. Der zu ihr gehorige Scheitelstrahl ist die Haupt-
symmetrieachse ¢, von (% der zu ihren Strahlen normale Scheitelstrahl
der Strahl z selbst und ihre Hauptachse ist die Normale im Punkte zc,
auf der Ebene z¢,. Fillt x bzw. mit einer der beiden Nebensymmetrie-
achsen ¢, ¢; von C® zusammen, so ist hiernach ¢, bzw. ¢; die Hauptachse
der gleichseitigen parabolischen Regelschar B,* bzw. B, Durch Spiege-
lung an ¢, gehen daher die Regelscharen PB,? und B,® in sich selbst tiber.
Die in ;' enthaltenen Regelscharen ;% P, bestimmen nun ! eindeutig,
folglich geht auch diese lineare Kongruenz durch Spiegelung an ¢, in sich
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selbst iiber, oder ¢, ist eine Symmetrieachse von C;*. Das gleiche gilt
von ¢,. Bekanntlich ist auch die Hauptsymmetrieachse ¢, von C® eine
Symmetrieachse von C,'. Sie heifle mit Riicksicht hierauf die Haupt-
symmetrieachse der linearen Kongruenz und ebenso jede der Neben-
symmetrieachsen ¢,, ¢, des Zylindroides eine Nebensymmetrieachse der
Kongruenz. Beim Hauptachsenzylindroid einer hyperbolischen Strahlenkon-
gruenz C,' werden die mit den Leitgeraden von C;' zusammenfallenden
Regelstrahlen von C® an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen inein-
ander gespiegelt.

7. Eine Nebensymmetrieachse ¢, von (! ist ein Scheitelstrahl der
gleichseitigen parabolischen Regelschar P .% die von allen mit ihr in-
zidenten Kongruenzstrahlen gebildet wird. Ist nun C;' hyperbolisch, so
ist die durch C;' in der Leitschar von B2 hervorgerufene Involution
ebenfalls hyperbolisch und ihre Doppelstrahlen sind die Leitgeraden u, v
von C;'. Die Leitgeraden u, v gehen durch Spiegelung von C;* an ¢, in-
einander tiber, ¢, ist also die Rotationsachse einer in C,' enthaltenen rota-
torischen Regelschar. In bezug auf diese Regelschar sind die durch C*
einander zugeordneten Punkte und Ebenen einander konjugiert und die
Strahlen von C,' paarweise reziproke Polaven. Insbesondere sind polar
zueinander je zwel sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von 9.2
Diese parabolische Regelschar ist somit fiir jene rotatorische autopolar.

Ist C elliptisch, so ist die durch C;! in der Leitschar von P,? her-
vorgerufene Involution ebenfalls elliptisch, und ihre Potenzstrahlen A, A’
gehen durch Spiegelung an ¢, ineinander iiber. Durch ¢, als Rotations-
achse und h, &’ als reziproke Polaren ist ein rotatorischer polarer Raum
I’ mit imagindrer Inzidenzfliche bestimmt. Seine Rotationsachse ¢, und
ihre Polare sowie % und A" sind durch C,' einander zugeordnet, ferner
sind zwei sich rechtwinklig kreuzende Strahlen der in C,' enthaltenen
parabolischen Regelschar B,? in I'? reziprok polar. Durch C;! wird hier-
nach I? in sich selbst iibergefithrt und umgekehrt sind die Strahlen von
C also paarweise in I, zueinander polar. — In den Strahlen von B2
rufen IN? und C;' identische Punkt- und Ebeneninvolutionen hervor. Sind
nun ¢, «" ein Paar sich in einem Strahle # von 8,? schneidende durch C*
einander zugeordnete und somit auch in I',?> konjugierte Ebenen, so schneiden
sie den z rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl 2z, von B,? wechselweise in
ihren Polen 4, A’, und diese Punkte sind durch C,' einander zugeordnet.
Finem mit 4, ¢’ inzidenten Strahle ¢ ist durch C;! ein mit 4’ ¢ in-
zidenter Strahl g zugeordnet. g, ¢ treffen den Strahl # bzw. in den durch
C;* einander zugeordneten und in I? konjugierten Punkten G, G', deren
Polarebenen y, " durch z, und bzw. G, G gehen und folglich ¢’ bzw. ¢
enthalten. In ¢'schneiden sich somit die Polarebenen ¢, y der mit g inzidenten
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Punkte A4', ¢, und die durch C,' einander zugeordneten Geraden g, g sind
also in I 2 zueinander polar. Die Strahlen von C,! treffen nun o, o in Punkten,
die durch C,' einander zugeordnet sind. Ein mit ¢ inzidenter Strahl x
von C' ist demnach inzident mit der g durch C,!' zugeordneten Geraden
¢, und da die Geraden ¢, ¢’ in 2 polar zueinander sind, so sind die
Treffpunkte von z mit e, « durch ;' einander zugeordnet und in rz
konjugiert. Was von o, o gilt, gilt fir je zwei andere durch (' ein-
ander zugeordnete Ebenen des Kongruenzstrahles 2. Durch €' einander
zugeordnete Punkte sind folglich in I? konjugiert und ebenso auch je
zwei durch C,' einander zugeordnete Ebenen. — Jede der beiden Neben-
symmetrieachsen ¢, einer linearen Kongruenz C,' ist hiernach die Rota-
tionsachse eines rotatorischen polaren Raumes 2, der (! in sich selbst
derart iiberfilhrt, daB durch C,! einander zugeordnete Punkte und Ebenen
in 2 konjugiert sind. Diese rotatorischen polaren Riume haben bei
einer hyperbolischen linearen Kongruenz reelle, bei einer elliptischen ima-
gindire Inzidenzfliichen.

8. Zwei Zylindroide (3, D® welche eine Nebensymmetrieachse und
einen mit keiner Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl u,
gemein haben, haben nach 6. auch das Spiegelbild », von #; an
Jjener Symmetrieachse gemein. C% D® haben ferner dieselbe Hauptsym-
metrieachse und folglich auch dieselbe zweite Nebensymmetrieachse. Die
sich schneidenden Regelstrahlen zweier Zylindroide mit der nimlichen
Hauptsymmetrieachse ¢, und den nimlichen Nebensymmetrieachsen ¢, ¢,
werden aber aus ¢, durch die Ebenenpaare der nimlichen symmetrischen
Ebeneninvolution projiziert, somit liegen auf C% D® noch die u, bzw. v,
schneidenden Regelstrahlen u,, v;. Beide Zylindroide gehen also durch
dieselbe Hauptsymmetrieachse c,, dieselben Nebensymmetrieachsen ¢, ¢,
und dieselben vier Regelstrahlen w, 4y, vy, v,. Sie schneiden hiernach
die Ebenen des Ebenenbiischels [«,] im allgemeinen in je zwei Ellipsen,
welche fiinf Punkte gemein haben und folglich identisch sind. Ein Zylin-
droid ist somit durch eine Nebensymmetrieachse und einen mit keiner
Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl « bestimmt oder
auch im allgemeinen durch die Hauptsymmetrieachse, eine Nebensym-
metrieachse und einen beliebigen Punkt eines solchen Regelstrahles.

9. Ist r ein Regelstrahl eines Zylindroides (% der nicht mit einer
Nebensymmetrieachse der Fliche zusammenfillt, und » eine zur Haupt-
symmetrieachse ¢, von C° windschiefe Normale zu 7, so ist jede der
beiden Nebensymmetrieachsen von C® die Hauptachse eines durch #» gehenden
linearen Komplexes. Das Hauptachsenzylindroid D® der Schnittkongruenz
D! beider Komplexe hat dieselben Nebensymmetrieachsen ¢, ¢; und die-
selbe Hauptsymmetrieachse ¢, wie €% Ferner liegt auf ihm der Strahl #
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als Triger des kiirzesten Abstandes der Strahlen ¢,, » von D!, folglich
sind nach 8, beide Zylindroide C3, D? identisch.

Schneidet nunmehr die Normale » zum Regelstrahle » die Haupt-
symmetrieachse ¢, von C? so ist wiederum jede Nebensymmetrieachse
¢, ¢; der Fliche die Hauptachse je eines durch # gehenden linearen
Komplexes und ¢, ist die Hauptsymmetrieachse und ¢, ¢, sind die Neben-
symmetrieachsen des Hauptachsenzylindroides 1)® der Schnittkongruenz Sie
ist, da die zu ihr gehorigen Strahlen ¢, und » inzident sind, hyperbolisch.
Ihre Leitgeraden liegen also auf D?® und gehen bzw. durch den Punkt
<,n und sein Spiegelbild P an der mit ¢;, ¢, inzidenten Ebene y. Die P -
enthaltende Leitgerade liegt in der Ebene c,» und ist folglich der mit dieser
Ebene inzidente in P zu ¢, orthogonale Strahl. Nun steht die Ebene ¢;n
auf dem Regelstrahle » des gegebenen Zylindroides C® senkrecht, sonach
enthilt sie auch den r rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl von C® Er
geht nach 6. ebenfalls durch das Spiegelbild des Punktes ¢,n an y und
fallt folglich mit dem in der Ebene ¢,n gelegenen Strahle von 7)® zusammen.
Da aber beide Zylindroide aufer diesem Regelstrahle noch die Haupt-
symmetrieachse und die Nebensymmetrieachsen gemein haben, so sind sie
identisch.

Fillt ferner + mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen — etwa
mit ¢, — zusammen, ist also # eine Normale von ¢, die zu ¢, wind-
schief ist, so wird ¢, und ein nicht mit ¢, zusammenfallender Regelstrahl
& von C® zur Hauptachse je eines durch n gehenden linearen Komplexes
gewahlt. Die beiden Komplexe und das zu ihrer Schnittkongruenz D,!
gehorige Hauptachsenzylindroid D? sind hierdurch eindeutig bestimmt. Auf
dem Zylindroide D® liegen ebenfalls die Regelstrahlen ¢,, z, folglich hat
es mit C® die Hauptsymmetrieachse ¢, und, da ¢, der Triger des kiirzesten
Abstandes der Strahlen ¢;, %2 von D,* ist, auch den Regelstrahl ¢, gemein.
Als aufeinander senkrecht stehende Regelstrahlen sind ¢, ¢, sowohl die
Nebensymmetrieachsen von €3 wie von D% Die beiden Flichen haben
demnach aufier dem Regelstrahle « auch ihre Nebensymmetrieachsen ge-
mein, und somit fallen die Zylindroide C3 D? wiederum zusammen.

Ist endlich » eine zur Hauptsymmetrieachse ¢, parallele Gerade, so
hat » sowie jeder zu n parallele Strahl mit dem Zylindroide zwei un-
endlich ferne zusammenfallende Punkte gemein, und jeder dieser Strahlen
steht in dem im Endlichen gelegenen dritten Schnittpunkte mit C® auf
dem durch ihn gehenden Regelstrahle der Fliche senkrecht. Alle zu ¢,
parallelen Geraden bilden zusammen mit den Strahlen der unendlich fernen
Ebene eine ausgeartete lineare Kongruenz. Die sich in ihr schneidenden
linearen Komplexe sind also ebenfalls speziell. Ihre Inzidenzachsen bilden
einen in der unendlich fernen Ebene gelegenen Strahlenbiischel, dessen
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Mittelpunkt der unendlich ferne Punkt von ¢, ist. Jeder dieser Kom-
plexe hat o0® Hauptachsen, zu ihnen gehoren jedesmal die Geraden der
unendlich fernen Ebene und je ein Biindel paralleler Strahlen, dessen
Mittelpunkt der Pol der Inzidenzachse des betreffenden speziellen Kom-
plexes beziiglich des unendlich fernen imaginiren Kugelkreises ist. Er
liegt also auf der umendlich fernen einfachen Leitgeraden ¢, von C® und
wird aus ihr durch denjenigen Regelstrahl von C® ausgeschnitten, der jene
Inzidenzachse rechtwinklig kreuzt. Ein Regelstrahl von C? gehort dem-
nach je zu den Hauptachsen jedes dieser Komplexe, und C® kann somit
" auch als ein Hauptachsenzylindroid der Schnittkongruenz dieses singuléren
Komplexbiischels angesehen werden.

Mit Riicksicht auf alle in dieser Nummer durchgefiihrien Unter-
suchungen gilt folglich:

Gehort zur Schnittkongruenz zweier linearen Komplexe, deren
Hauptachsen zwei Regelstrahlen eines Zylindroides C® sind, eine nicht
mit seiner Hauptsymmetrieachse ¢, zusammenfallende Normale eines
Regelstrahles der Fliche, so ist C® auch das Hauptachsenzylindroid
dieser Schnittkongruenz.

Jede Normale in einem Punkte P eines Regelstrahles von C*
bestimmt mit diesem Zylindroide, wenn P nicht unendlich fern liegt,
eine lineare Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C° Somit
gibt es co! lineare Kongruenzen mit dem Hauptachsenzylindroide C3.
10. Je nachdem der auf einem Regelstrahle des Zylindroides C® senk-

rechte Strabl » die Fliche noch in zwei reellen Punkten U, V schneidet
oder nicht, ist nach 2. die durch C? und # bestimmte lineare Kongruenz
hyperbolisch oder elliptisch, und zwar sind im ersteren Falle die durch
U, V gehenden Regelstrahlen u, v die Leitgeraden der hyperbolischen Kon-
gruenz. u, v sind Spiegelbilder voneinander an den Nebensymmetrie-
achsen ¢,, ¢;, und U, ¥V haben also gleichen Abstand von der Ebene
¢,6, = p. Uberhaupt sind je zwei Regelstrahlen w,, v, von (% die an
einer und folglich an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen der Fliche
ineinander gespiegelt werden, Leitgeraden einer hyperbolischen linearem
Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C3. Zwei solche Regelstrahlen
sind die Kuspidalstrahlen ¢, ¢” von C% Unter den zu C® gehdrigen
hyperbolischen Kongruenzen gibt es also eine mit zueinander orthogonalen
Leitgeraden.

Sind w,, v, die Leitgeraden einer zu C*® gehorigen hyperbolischen
linearen Strahlenkongruenz, so sind es auch die bzw. mit «,, v, je in
einer Ebene gelegenen Regelstrahlen u,, v,. Der Regelstrahl u, kreuzt
nach B, v, rechtwinklig, und ebenso u,, v,. Die sich orthogonal kreuzenden
Regelstrahlen rufen nach 3. auf einer Ellipse «® von C® eine Involution
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hervor, deren Involutionszentrum der Mittelpunkt von «® ist, und ferner
liegt nach 2. die Nebenachse von o in y. Somit rufen auch die Leit-
geraden u,, v, der zu C® gehdrigen hyperbolischen Kongruenzen auf e
eine Involution hervor. Ihr Involutionszentrum ist der unendlich ferne
Punkt der Hauptachse von «”. Sie ist hyperbolisch und ihre Doppel-
punkte liegen auf der Nebenachse von «®. Da die Regelschar von C*
zu o® perspektiv ist, so gilt also:

Die Leitgeraden der zu einem Zylindroide C® gehorigen hyper-
bolischen Kongruenzen sind Strahlenpaare einer hyperbolischen In-
volution. Ihre Doppelstrahlen sind die Nebensymmetrieachsen ¢, r,
von C% %)

Eine durch eine Nebensymmetrieachse — etwa ¢, — des Zylindroides ('®
gehende Ebene & schneidet im allgemeinen C? nach 2. in einer Ellipse &,
deren Nebenscheitelpunkte F, E’ auf ¢, liegen, und zwar ist der eine
dieser Pnnkte — etwa I’ — zugleich ein Punkt der Doppelpunktsgeraden
¢; von C3  Die Tangente von & in I ist die Haupttangente von C® im
Punkte . Da sie ¢, in I rechtwinklig schneidet, so bestimmt sie nach
obigem eine lineare Strahlenkongruenz mit dem Hauptachsenzylindroid C*
und zwar eine parabolische. Zu ihr gehGren auch alle iibrigen ¢,
schneidenden Haupttangenten von ('%. In jeder Ebene & von ¢, ruft
diese parabolische Strahlenkongruenz also einen Strahlenbiischel 1. Ord-
nung hervor, dessen Mittelpunkt der Beriithrungspunkt von & mit C? ist.
Unter den linearen Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsen-
zylindroid C? sind demnach zwei parabolische, ihre Leitgeraden sind bzw.
die Nebensymmetrieachsen ¢, ¢, von C%

11. Eine zu einem Zylindroide C® als Hauptachsenzylindroid gehorige
lineare Kongruenz N,' ist nach 9. bestimmt durch C® und einen auf
einem Regelstrahle » von C® senkrechten im Endlichen gelegenen Strahl s,
der nicht mit der Hauptsymmetrieachse ¢; der Fliche identisch ist.
Beschreibt # in der auf » senkrechten Ebene » um seinen Schnittpunkt N
mit # den Strahlenbiischel [N], so fillt N,' nacheinander mit allen zum
Hauptachsenzylindroid C® gehérigen linearen Kongruenzen zusammen. # als
Komplexstrahl und zwei von » verschiedene Regelstrahlen s, ¢ von C°
als Hauptachsen bestimmen im allgemeinen zwei sich in N,' schneidende’
lineare Komplexe I, [*. Sie weisen, wenn d,, d, bzw. die mit N inzi-
denten Normalen der Hauptachsen s und ¢ sind, dem Punkte N bzw. die
Nullebenen nd,, nd, zu. Die linearen Komplexe mit den Hauptachsen s, ¢
bilden die beiden Komplexbiischel [C,(s)], [C,'(#)]. Durchlduft » den

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in
synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, 8. 169, N, 122. )
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Strahlenbiischel [N, so beschreiben %, I die Biischel [C,!(s)] bzw. [C*(£) 1~
und die durch I'* und ? bzw. dem Punkte N zugewiesenen Nullebenexr
nd,, nd; beschreiben bzw. um d,, d, zwei zum Strahlenbiischel [ N perspektive,-
also zueinander projektive Ebenenbiischel [d,], [d;]. Die beiden Komplex—
biischel [C,X(s)], [C.1(¢)] sind folglich projektiv aufeinander bezogen, wenx®
je zwei Komplexe einander entsprechen, die je durch denselben Strahl #» des
Strahlenbiischels [N] gehen. Zwei homologe Komplexe %, ' beider pro-
jektiven Komplexbiischel schneiden sich in je einer zum Hauptachsenzylindroid
C? gehorigen linearen Kongruenz N, und durch jede der zu C° gehdrigen
linearen Kongruenzen geht ein Paar homologer Komplexe. Diese linearexx
Kongruenzen bilden also als Schnitt homologer Komplexe zweier pro-
jektiven Biischel linearer Komplexe einen quadratischen Komplex M?*),
und da an die Stelle der Regelstrahlen s, £ von O° irgend zwei andere
Regelstrahlen der Fliiche treten kinnen, so sind oo? projektive Komplex—
biischel nachgewiesen, welche '* erzeugen. I? besteht auch aus aller»
hyperbolischen linearen Kongruenzen, deren eine Leitgerade je ein Regel-
strahl von C® und deren andere Leitgerade der ihn rechtwinklig kreuzende
Strahl in der unendlich fernen Ebene ist. Die Hauptsymmetrieachse ¢z
und die einfache Leitgerade c., von (% sind Doppelstrahlen von % Die
singulire Fliche des Komplexes besteht nach 9. aus C% der unendlich
fernen Ebene und dem Strahlenbiindel, dessen Mittelpunkt der unendlich
ferne Punkt der Hauptsymmetrieachse ist. — Ist P ein im Endlichen
auBerhalb des Zylindroides C® gelegener Punkt, so ist der von ihm aus—
strahlende Komplexkegel von [? der Ort aller Normalen, die von ihma
aus auf die Regelstrahlen von C° gefillt werden. Dafl diese Normalen
die Strahlen eines Kegels II. Ordnung sind, ging schon aus der projelk—
tiven Erzeugung des Zylindroides in 2. hervor. Liegt P im Endlichen
auf C% so steht die Ebene des einen von ihm ausgehenden Komplex—
strahlenbiischels 1. Ordnung zu dem durch P gehenden Regelstrahle 2~
von C® sepkrecht, wihrend die Ebene des andern nach 10. mit dem-—
jenigen Regelstrahle von C® inzident ist, in den 7 an den Nebensymmetrie—
achsen der Fliche gespiegelt wird. Gehort der Punkt P der unendlich
fernen Ebene an, ist er aber nicht mit ¢; inzident, so ist er der Mittel~
punkt eines unendlich fernen und eines Parallelstrahlenbiischels von T2
Die Ebene dieses Biischels enthélt denjenigen Regelstrahl von C% welchex-
auf der Ebene Pc; senkrecht steht. — Alle linearen Kongruenzen mit
dem Hauptachsenzylindroide O° haben dieselben Symmetrieachsen, folglich
sind nach 6. die Geraden c;, ¢, ¢, anch Symmetrieachsen von . Die
Symmetrieachse ¢, heife die Hauptsymmetrieachse, jede der beiden

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie im
synthetischer Behandlung. 1 Teil, Leipzig 1892, S. 171, N. 123,
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anderen Symmetrieachsen eine Nebensymmetrieachse dieses quadra-
tischen Komplexes.

12. Die Regelstrahlen des Hauptachsenzylindroides C® eines Biischels
linearer Komplexe und nur diese schneiden bekanntlich die Hauptsymmetrie-
achse ¢; und die bzw. mit ihnen inzidenten Strahlen der Trigerkongruenz C;*
jenes Biischels rechtwinklig. Nun ist eine hyperbolische lineare Strahlen-
kongruenz durch zwei ihrer sich schneidenden Strahlen ¢, b und durch
die nicht mit dem Punkte ab inzidente Hauptsymmetrieachse ¢; bestimmt,
somit bilden — vorausgesetzt, daB c; nur einen Strahl des Biischels [ab]
und zwar im Endlichen trifft — alle einen Strahl ¢; und je einen Strahl
eines Strahlenbiischels [ab] rechtwinklig schneidenden Strahlen die Regel-
schar eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse c¢,.*)

Die Punkte einer Ellipse &? eines Rotationszylinders R® werden aus
den auf einer Durchmesserebene der Fliche gelegenen Erzeugenden d, e
durch je zwei zueinander normale Ebenen projiziert. Eine d rechtwinklig
schneidende Unisekante von &* steht folglich in ihrem Treffpunkte 7' mit
¢® auf der Ebene e7' senkrecht, sie schneidet also den Strabl TE, der T
mit dem Schnittpunkte £ von ¢ und &* verbindet, rechtwinklig. Fillt
nun 7 nacheinander mit allen Punkten von ¢? zusammen, so ergeben
sich demnach die von diesen Punkten auf d gefillten Normalen auch als.
Normalen zu den Strahlen des in der Ebene von &* gelegenen Strahlen-
biischels I. Ordnung [ E], und somit nach obigem Satze als Regelstrahlen
eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse d. Kurz:

Die von den Punkten einer Ellipse &* eines Rotationszylinders
auf eine Erzeugende d von ihm geféllten Normalen bilden die Regel-
schar eines Zylindroides mit der Doppelpunktsgeraden d und jede
derart erzeugte Fliche kann als Hauptachsenfliche eines Biischels.
linearer Komplexe angesehen werden.

Bekanntlich bestimmen vier windschiefe Strahlen, die nicht einer
Regelschar Il Ordnung angehtren, im allgemeinen eine einzige sie ent-
haltende lineare Strahlenkongruenz C'. Eine solche ist also auch gegeben,.
wenn eine in ihr enthaltene parabolische Regelschar II. Ordnung P2 be-
kannt ist und ein zu den Ebenen des unendlichen fernen Strahles von P
normaler Kongruenzstrahl c;, der mit keinem Leitstrahle dieser Regel-
schar zusammenfdllt. ¢; ist die Hauptsymmetrieachse von C;'. Da nun
der kiirzeste Abstand eines zu ¢; windschiefen Kongruenzstrahles von ¢; auf’
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C® von C,* liegt, so bilden
alle ¢; und je einen Strahl von P? rechtwinklig schneidenden Geradem
Regelstrahlen eines Zylindroides.

¥) Sir R. S. Ball, A treatise on the theory of screws. Cambridge 1900, S. 150.
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Die Fokaleigenschaften der linearen Strahlenkongruenzen.

13. Durch eine lineare Kongruenz C;' ist einer Ebene & im all-
gemeinen eine andere Ebene & des Raumes zugeordnet. Soll & auf &”
senkrecht stehen, so muf die Ebene ¢ im allgemeinen den zu ihr normalen
Kongruenzstrahl ¢ in dem Mittelpunkte der Punktinvolution schneiden, die
O} aof ¢ hervorruft. Eine auf der ihr zugeordneten Ebene senkrechte
Ebene heiBe eine Mittelebene der linearen Kongruenz. Inshesondere
heife die Hauptmittelebene der linearen Kongruenz die auf ihrer
Hauptsymmetrieachse ¢; senkrechte Mittelebene, sie ist identisch mit dex
Fluchtebene y von (. Durch einen Strahl von C' gehen im allgemeinex
zwei einander zugeordnete Mittelebenen. Die durch den unendlich fernem
Kongruenzstrahl gehenden Mittelebenen sind die Hauptmittelebene y und
die unendlich ferne Ebene.

Alle mit einer Nebensymmetrieachse ¢, von C! inzidenten Kongruenz-
strablen bilden eine gleichseitige parabolische Regelschar B2, derem
Scheitelstrahlen ¢, und ¢; sind. Aus jedem solchen Kongruenzstrahle
wird also der unendlich ferne Punkt von ¢; und der ihm durch C zu-
geordnete Punkt ¢;p durch zwei durch C;' zugeordnete zueinander normale
Ebenen projiziert. Die zu einer Nebensymmetrieachse ¢, von C,! normalenn
und die mit ihr inzidenten Ebenen sind folglich Mittelebenen von C.

14, Werden zu den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' durch
einen beliebigen Punkt P parallele Ebenen gelegt, so gehéren sie zu
einem zum Punktfelde [y] der Hauptmittelebene y korrelativeu Ebenexrn-
biindel [P], wenn jeder Ebene » von [P] der Schnittpunkt B des zua
ihr normalen Kongruenzstrahles mit p zugewiesen wird. Die Ebenen ox
schneiden die unendlich ferne Ebene in einem zum Ebenenbiindel [2]
perspektiven, also zum Punktfelde [p] korrelativen Strahlenfelde. Ent-
sprechende Elemente beider Felder werden durch die Mittelebenen von
C* verbunden, und diese bilden somit einen parabolischen Ebenenbiindel
II. Ordnung. Zu ihm gehéren nach 13. die beiden Ebenenbiischel [e,7],
" [e;], deren Achsen ¢, ¢, die Nebensymmetrieachsen von C' sind, wad
ferner die beiden Biischel paralleler Ebenen, die von den zu ¢, baw. cy
normalen Ebenen gebildet werden. Da ¢, ¢, sich rechtwinklig schnelden
80 ergibt sich:

Die von den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' umhiillte
Regelfiiche II. Grades ist ein gleichseitiges Paraboloid C% Seine
Hauptachse fillt mit der Hauptsymmetrieachse ¢; und seine Scheite]_
strahlen mit den Nebensymmetrieachsen ¢, ¢; von O,' zusammen. *)

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie jy,
synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, 8. 167, N, 121.
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15. Durch eine beliebige Gerade gehen zwei reelle oder konjugiert
imagindre Mittelebenen von C.', hingegen ist jede durch eine Erzeugende
von C? gehende Ebene eine Mittelebene. Einer Erzeugenden e' von (?
ist somit durch C,' wiederum eine Erzeugende ¢* von C? zugeordnet, die
mit ihr zur selben Regelschar gehort. Durch ¢! und ¢* gehende einander
zugeordnete Ebenen stehen aufeinander senkrecht. Das gleichseitige
Paraboloid C? wird also durch C' in sich selbst iibergefiihrt. Hierbei
ruft die Kongruenz /' in jeder seiner beiden Regelscharen eine Involution
hervor. Sind die Strahlen beider Regelscharen von C? elliptisch invo-
lutorisch gepaart, so ist C,' eine hyperbolische lineare Kongruenz, hin-
gegen ist 0! eine elliptische lineare Kongruenz, wenn die Strahlen der
einen Regelschar hyperbolisch involutorisch, die der andern elliptisch
involutorisch gepaart sind.*) Bei einer elliptischen linearen Kongruenz
C* sind die Doppelstrahlen der hyperbolisch involutorischen Regelschar
zwei Kongruenzstrahlen, in denen ;' zirkulare Ebeneninvolutionen hervor-
ruft. Sie fallen also mit den Fokalachsen der elliptischen linearen
Kongruenz zusammen. Werden iiberhaupt die Doppelstrahlen der in den
beiden Regelscharen von (? durch eine lineare Kongruenz C,! hervor-
gerufenen Involutionen die Fokalachsen von (' genannt, so hat eine
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz zwei Paar konjugiert imaginérer
Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller f’, f” und ein Paar kon-
jugiert imaginirer. Das von den Mittelebenen von ;' umhiillte gleichseitige
Paraboloid C? heife das Fokalparaboloid, jede seiner Regelscharen
€ @, eine Fokalregelschar, endlich die Involution, die C* in jeder
der beiden Fokalregelscharen hervorruft, eipe Fokalinvolution von C'.
Durch C;' einander zugeordnete normale Ebenen schneiden jede seiner
beiden Fokalregelscharen in zwei Strahlen, die durch die betreffenden
Fokalinvolutionen einander zugeordnet sind, gleichwie einander zugeordnete
normale Strahlen eines polaren Feldes jede seiner Achsen in Punkte-
paaren schneiden, die zu den anf diesen Achsen gelegenen Brennpunkts-
involutionen gehdren. Die Fokalinvolutionen von C,' sind voneinander
abhingig. Zwei zueinander normale Ebenen, die bzw. durch zwei zu-
geordnete Strahlen der einen Fokalregelschar gehen, gehen auch durch
zwei zugeordnete Strahlen der andern. -

Da die Nebensymmetrieachsen ¢;, ¢, einer linearen Kongruenz Ci!
mit den Scheitelstrahlen des Fokalparaboloides C? zusammenfallen, so ist
dieses bei einer elliptischen linearen Kongruenz bekannt, sobald auBer ¢, ¢,
noch eine reelle Fokalachse — etwa f' — von C,' gegeben ist. Bei

*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Ntirnberg 1856,
S. 64, N. 102.
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einer hyperbolischen linearen Kongruenz gentigt es mit Hilfe der beidex
Leitgeraden w, v aufler ¢;, ¢; noch eine beliebige Mittelebene aufzusuchen.
Die in ihr gelegenen Normalen zu ¢, ¢, sind niimlich zwei weitere Er-
zeugende von C? Jede von ihnen bestimmt mit der zu ihr windschieferx
Nebensymmetrieachse und der zu dieser normalen unendlich fernen Geraden
eine Regelschar von C? und folglich diese Fliche selbst.

16. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz #C! ist jede durch
ihre Leitgerade ! gehende Ebene £ eine Mittelebene. Die einer solchem
Mittelebene & zugeordneten Mittelebenen bilden einen Ebenenbiischel
I. Ordnung, dessen Achse z auf der Ebene £ im Mittelpunkte des in ibx
gelegenen Biischels von Kongruenzstrahlen senkrecht steht. Beschreibt &
den Ebenenbiischel [I], so erzeugt die zu & mnormale Achse z die eine
Regelschar €, des Fokalparaboloides C? von ?#C'. Da | alle Strablen
von @,? rechtwinklig schneidet, so ist [ ein Scheitelstrahl von C2. —
Der z durch »C,' zugeordnete Regelstrahl von @,? liegt in & und kreuzt
folglich # rechtwinklig. Durch #C;' wird also die Fokalregelschar §,2
derartig elliptisch involutorisch gepaart, daBl zugeordnete Strahlen zu-
einander normal sind. Die Strahlen der andern Fokalregelschar €,? sind
alle dem zu ihr gehdrigen Leitstrahle ! von ?C' zugeordnet, die sie
paarende Fokalinvolution ist folglich parabolisch. — Die Leitgerade 7
der parabolischen linearen Kongruenz #C.' liegt in ihrer Hauptmittel-
ebene y und ist eine Nebensymmetrieachse von #C,', die andere ist der
ebenfalls in p gelegene zweite Scheitelstrahl von C° Endlich ist der
zu p senkrechte Kongruenzstrahl die Hauptsymmetrieachse von ?C,%.
Mit 7 fallen die beiden Fokalachsen der parabolischen linearen Kongruenz
zusammen.

17, Einander zugeordnete Strahlen jeder Fokalregelschar einer all-
gemeinen linearen Kongruenz C.' sind die Achsen zweier projektiven
Ebenenbiischel [e'], [¢?], wenn einander zugeordnete Mittelebenen beider
Biischel als entsprechend einander zugewiesen werden. Homologe Ebenen
beider projektiven Biischel sind also zueinander senkrecht, und somit ist
ihr Erzeugnis eine in C;' enthaltene orthogonale Regelschar II. Ordnung
R2, deren Kreisschnitte bzw. normal zu ¢! und €® sind. ¢', ¢* schneiden
die zu ihnen normale Nebensymmetrieachse von (' in Punkten, durch
welche wechselweise zu ihnen parallele Kongruenzstrahlen gehen. Diese
Nebensymmetrieachse ist ferner die Schmittgerade zweier Kreisschnitt-
ebenen von R? und da sie R? in zwei Punkten schneidet, deren Tangential- .
ebenen zu ihr normal sind, so fillt sie mit einer Hauptachse von R=2
zusammen. Die sich in ihr schneidenden Kreisschnittebenen von R? ent-
halten also kongruente Kreise, deren Mittelpunkte mit dem von R? zu-
sammenfallen. Aus der orthogonalen Regelschar R? wird eine gleichseitige
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parabolische, sowie ¢! mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen c,, ¢,
von C,' zusammenfillt, und ¢* folglich mit dem ¢, bzw. ¢, rechtwinklig
kreuzenden unendlich fernen Strahle. —

In einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz degeneriert ®? zwei-
mal in einen Strahl, nimlich in je eine der reellen Fokalachsen [, f”;
sie liegen auf allen orthogonalen Regelscharen R? von C, zu deren Leit-
strahlen zwei einander zugeordnete Strahlen der elliptisch involutorischen
Fokalregelschar gehoren. Die in einer elliptischen linearen Kongruenz
enthaltenen durch /7, /" gehenden Regelscharen II. Ordnung sind demnach
orthogonal.

In einer parabolischen linearen Kongruenz ?C' berithren sich die
orthogonalen Regelscharen R lings der Leitgeraden !, sobald die durch
?0! einander zugeordneten Geraden e, ¢* der parabolisch involutorischen
Fokalregelschar angehdren, also eine von beiden mit ! zusammenfillt.
Sind hingegen die beiden Strahlen zugeordnete Elemente der -elliptisch
involutorischen Fokalregelschar, so zerfallen die orthogonalen Regel-
scharen R? in je zwei in den zueinander orthogonalen Ebenen des Ebenen-
biischels [{] gelegene Strahlenbiischel 1. Ordnung.

18. Eine in einer linearen Kongruenz C,' enthaltene orthogonale
Regelschar 1I. Ordnung, zu deren Leitschar zwei durch C' einander zu-
geordnete Geraden einer Fokalregelschar gehéren und jede Fliche auf
welcher eine solche Regelschar liegt, heie mit dieser Fokalregelschar
der linearen Kongruenz verbunden.

Zwei orthogonale Regelscharen von C,%, von denen die eine mit der
einen, die andere mit der andern Fokalregelschar verbunden ist, haben
zweil reelle Kongruenzstrahlen gemein und schneiden sich auBerdem noch,
je nachdem C.' hyperbolisch oder elliptisch ist, in den beiden reellen oder
konjugiert imagindren Leitgeraden von C,*.

19. Durch einen Strahl s der linearen Kongruenz C, gehen die bzw.
mit ihren Fokalregelscharen €,% €, verbundenen orthogonalen Regel-
scharen 9%,% R,%. Sind die Strahlen ¢, ¢, von €% und ¢}, ¢, von €,* bzw.
Leitstrahlen von %,? und R,% so trifft s von diesen vier auf dem Fokal-
paraboloide C? gelegenen Geraden zwei in seinem einen und zwei in
seinem andern Schnittpunkte mit C* Liegen auf s die Punkte ¢,'¢,), ¢ %¢,?
von (7 so liegen auf dem zweiten Kongruenzstrahle ¢, den die Regel-
scharen &% R,? auBer s noch gemein haben, die Punkte ¢'¢,? ¢%e,! der
Flache, und folglich sind die Kongruenzstrahlen s, ¢ fiir C? zueinander polar.
Als Kongruenzstrahl s kann jeder Strahl von R,? oder %,? angesehen
werden, demnach wird jede von beiden Regelscharen durch den polaren
Raum des Fokalparaboloides C? in sich selbst iibergefihrt. Das gleiche
gilt von jeder mit einer Fokalregelschar von (! verbundenen orthogonalen

28*
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Regelschar II. Ordnung. — Die Leitstrablen einer mit einer Fokalregel—-
schar verbundenen orthogonalen Regelschar — etwa von %2 — sind
durch C,' paarweise einander zugeordnet und ein Paar e, ¢ dieser zu-
geordneten Strahlen gehort jener Fokalregelschar an. Der polare Raum
des Fokalparaboloides C? ruft demnach in der Leitschar von %,? eine
hyperbolische Involution mit den Doppelstrahlen ¢,*, ¢, hervor und somit
ist bewiesen:

Jede mit einer Fokalregelschar einer linearen Kongruenz C,*
verbundene orthogonale Regelschar wird durch den polaren Raum
des Fokalparaboloides C? von C,' in sich selbst tibergefiihrt. Hierbei
gehen je zwel durch C;' einander zugeordnete Leitstrahlen einex
solchen orthogonalen Regelschar wiederum in je zwei einander durch
C,* zugeordnete Leitstrahlen derselben Regelschar iiber.

Die Regelscharen R % R,? liegen bzw. auf den orthogonalen Hyper-
boloiden R,% R,*. Als Diagonalen des auf R,® gelegenen einfachen Vier-
seits mit den Gegenseiten s, ¢ und ¢, ¢,* sind ¢, ¢,2 reziproke Polarem
fiir dieses orthogonale Hyperboloid, ebenso sind ¢}, ;% reziproke Polaren
fir R,% Die zugeordneten Geraden einer Fokalregelschar einer linearem
Kongruenz sind folglich reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokal-
regelschar verbundenen orthogonalen Regelflichen. Zwei zugeordnete
Strahlen der einen Fokalregelschar sind Leitstrahlen von R,% zwei der
andern Leitstrahlen von %,%. Sonach gilt:

Der polare Raum jeder mit einer Fokalregelschar einer linearem
Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfliche fithrt auch um-
gekehrt das Fokalparaboloid C? der linearen Kongruenz in sich selbst
iiber. Hierbei gehen zugeordnete Strahlen der mit ihr verbundenemn
Fokalregelschar wieder in zugeordnete Strahlen dieser Fokalregel-
schar iiber, wihrend zugeordnete Strahlen der nicht mit ihr vex-
bundenen Fokalregelschar in bezug auf die orthogonale Regelfliche
zueinander polar sind.

Auf die Modifikationen, welche diese und die folgenden Sitze und
Beweise bei der parabolischen linearen Kongruenz erleiden, kann hier nicht
néher eingegangen werden.

20. Sind wiederum %R,% R,* zwei bzw. mit den Fokalregelscharen
€,% €,? einer linearen Kongruenz C,* verbundene orthogonale Regelscharem,
e', ¢, und ¢, ¢,® bzw. die Leitstrahlen, die den betreffenden Fokalregel-
scharen angehren, so sind ¢ ¢ nach 19. zueinander polar in bezug
auf die $M,® enthaltende Fliche R?% Sie rufen folglich, wenn sie =zu
Involutionsachsen dieser Regelschar erwihlt werden, eine involutorische
Paarung ihrer Strahlen hervor, und zwar ist jedes Paar zugeordneter Regel-
strahlen , y durch ¢, ¢,* harmonisch getrennt. Einem Strahle £ vom
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®,? ist nun durch die R,* enthaltende Regelfiiche R,* wiederum ein Strahl
von (! als Polare zugeordnet®); es ist derjenige Strahl, welcher von z
durch irgend zwei durch C,' einander zugeordnete Leitgeraden von %,
harmonisch getrennt ist. Solche zwei einander zugeordneten Leitgeraden
sind aber e,} ¢ folglich fallt die gesuchte Polare von z in bezug auf
R,? mit dem Strahle y von R,* zusammen. Die Regelschar %,* wird also
durch den polaren Raum von R,? in sich selbst ibergefiihrt und, wie
auf gleiche Weise folgt, filhrt auch der polare Raum von R,® die Regel-
schar $M,? in sich selbst iiber. Zwei von ¢ ¢,® verschiedeve durch C,!
einander zugeordnete Leitgeraden g,, g, von %,* sind nun durch je zwei
in bezug auf R, polare Regelstrahlen von %,* harmonisch getreunt, und
sonach reziproke Polaren in bezug auf B2 Kurz, es ist bewiesen:

Der polare Raum jeder mit der einen Fokalregelschar einer
linearen Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfiiiche transformiert
jede mit der andern Fokalregelschar verbundene in sich selbst. Die
durch die lineare Kongruenz einander zugeordneten Leitstrahlen einer
mit einer Fokalregelschar verbundenen orthogonalen Regelschar sind
reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokalregelschar verbundenen
orthogonalen Regelflichen.

21. Alle Flichen II. Ordnung, die oo? gemeinsame reziproke Polaren
haben, bilden einen speziellen F? Biischel.**) Nun sind nach 20. die co?
durch C,' einander zugeordneten Leitstrahlen der orthogonalen Regel-
scharen, die mit der einen Fokalregelschar von C,' verbunden sind, reziproke
Polaren fiir die mit der andern Fokalregelschar verbundenen orthogonalen
Regelflichen, folglich liegen die mit einer bestimmten Fokalregelschar
von C;! verbundenen orthogonalen Regelscharen auf je einer Fliche eines
F? Biischels.

Durch die reellen Fokalachsen f7, f” einer elliptischen linearen

*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856,
8. 71, N. 109.

#*) Diese w? reziproken Polaren bilden bekanntlich eine lineare Kongruenz. Daf
alle Flichen IL Ordnung, deren gemeinsame reziproke Polaren eine lineare Strahlen-
kongruenz bilden, die Elemente eines speziellen F'* Biischels sind, scheint nicht be-
kannt zu sein. Man begniigt sich vielmehr im allgemeinen, diesen speziellen Fi?
Biischel als einen F? Biischel zu definieren, dessen Flichen in zwei gemeinsamen
{reellen) reziproken Polaren dieselben Punkt- und Ebenerinvolutionen hervorrufen.
Letztere Definition ist aber zu eng; sie umfaBt nur diejenigen F'? Biischel, bei
denen beide Paar Gegenseiten des allen F'? gemeinsamen einfachen Vierseits reell
oder konjugiert imagindr sind, nicht aber den F'® Biischel, bei dem das eine Paar
Gegenseiten reell, das andere konjugiert imaginiir ist. Obige Definition hingegen
umfaBt alle Einzelfille. Weitere Beziehungen zwischen diesem F? Biischel und der
linearen Kongruenz gedenke ich dempichst zu verdffentlichen.
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Kongruenz gehen nach 17. alle orthogonalen Regelscharen, die mit ihrer
elliptisch involutorischen Fokalregelschar verbunden sind, durch jedem
andern Strahl einer linearen Kongruenz sendet hingegen jede Fokalregel-
schar nur eine mit ihr verbundene orthogonale Regelschar. Somit besteht
der reelle Teil der Grundkurven der beiden F? Biischel, welche zu den
Fokalregelscharen einer hyperbolischen linearen Kongruenz C,' gehiren,
aus den beiden Leitgeraden von O, Der reelle Teil der Grundkurve des
F? Biischels, welcher zu der elliptisch involutorischen Fokalregelschar
einer elliptischen linearen Kongruenz C,! gehort, seizt sich aus den beiden
Fokalachsen f*, /" zusammen, wihrend die Grundkurve des mit der hyper-
bolisch involutorischen Fokalregelschar verkniipften F? Biischels keinen
reellen Punkt enthalt.

Der zur hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar einer elliptischen.
linearen Kongruenz gehdrige 72 Biischel enthilt auBer den co! orthogonalen
Regelflichen oo' polare Réume mit imaginiren Inzidenzflichen.
In ihnen sind ebenfalls die durch C,! einander zugeordneten Leitstrahlen
der orthogonalen Regelscharen, welche mit der elliptisch involutorischen
Fokalregelschar verbunden sind, reziprok polar, und die durch C,' einander
zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert. Aus diesem Grunde mégen
auch sie mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbunder:
heiBen. Uberhaupt heiBe von nun an jede reelle oder imaginire
Regelfliche, auf welcher eine mit einer Fokalregelschar von C,*
verbundene orthogonale Regelschar liegt, und ebenso der F'2
Biischel,dem sie angeh6rt, mit dieser Fokalregelschar verbunden.

22. Die Leitstrahlen aller mit der einen Fokalregelschar € einer
linearen Kongruenz C,' verbundenen orthogonalen Regelscharen R,%2 ge-
héren nach 21, einer linearen Kongruenz 'F' an. Da die mit €2 ver-
bundenen Regelfiichen selbst einen F? Biischel bilden, so geht durch
einen Punkt, der nicht auf einem gemeinsamen Strahle der Regelscharen
R,? liegt, eine Gerade, die zu den Leitstrahlen dieser Regelscharen gehdrt.
Jeder Strahl der linearen Kongruenz 'F,! ist somit ein Leitstrahl einex
mit der Fokalregelschar €,* verbundenen Regelschar, !I7' enthilt die
Fokalregelschar €,2. —Ebenso bilden die Leitstrahlen der mit der andern
Fokalregelschar ©;2 verbundenen Regelscharen R,® eine zweite lineare
Kongruenz %F,% die durch €,? geht. Die lineare Kongruenz FLt
heiBe mit der Fokalregelschar G’ die lineare Kongruenz 2F*
mit der Fokalregelschar &, der linearen Kongruenz (! ver-
bunden.

Ist C,' hyperbolisch, so enthalten die je mit ihren beiden Fokal-
regelscharen €, €, verbundenen orthogonalen Regelscharen keine reellen
gemeinsamen Regelstrahlen, und die mit €2 €,? bzw. verbundenen linearen
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Kongruenzen 'F,, 2F! sind elliptisch. Ist C;! elliptisch, so ist die mit
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbundene Kongruenz
elliptisch, hingegen die mit ihrer elliptisch involutorischen Fokalregelschar
verbundene Kongruenz hyperbolisch. Die Leitgeraden der letzteren linearen
Kongruenz sind die reellen Fokalachsen f', f” von C'.
23. Die mit der einen Fokalregelschar €,® einer linearen Kongruenz
C,* verbundene lineare Kongruenz 'F,' geht nach 22. durch diese Regel-
schar, sie paart folglich die Strahlen der anderen Fokalregelschar €4® in-
volutorisch. 'F,' enthdlt nun die Leitschar jeder mit €, verbundenen
Regelschar R, % folglich wird durch den polaren Raum jeder mit der Fokal-
regelschar €,% verbundenen Regelfliche R,? die Kongruenz 'F|* und die
Fokalregelschar §,? derart in sich selbst {ibergefiihrt, daf irgend zwei durch
1F\! einander zugeordnete Strahlen von €,® wieder in zugeordnete Strahlen
dieser Regelschar tibergehen. Nach 19, sind die fiir R,2 paarweise zueinander
polaren Strahlen von @€, auch durch C;' einander zugeordnet. Demnach
verwandelt die durch (' in der Regelschar §,® hervorgerufene Involution
die durch 'F,! hervorgerufene in sich selbst. — Bei einer hyperbolischen
linearen Kongruenz C,' sind nach 22. die Fokalregelscharen elliptisch
involutorisch und die bzw. mit ihnen verbundenen Kongruenzen !F}%, 2F}!
elliptisch. Die elliptische lineare Kongruenz 'F' paart die Regelschar
€,2, deren Leitschar @€,® ihr angehért, ebenfalls elliptisch involutorisch.
Von diesen beiden durch C;' und 1F;' in @,? hervorgerufenen elliptischen
Strahleninvolutionen fithrt jede die andere nur dann in sich selbst tber,
wenn beide Involutionen identisch sind. Bei einer hyperbolischen linearen
Kongruenz bedingen also 'F,! in €,® und *F,' in €,? dieselbe elliptische
Involution, wie C,*. — Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,' ist
nach 15. die eine Fokalregelschar — etwa €, — hyperbolisch, die andere
§,* elliptisch involutorisch. Die mit §,* verbundene lineare Kongruenz *F\*
ist nach 22. wiederum elliptisch, dagegen die mit €,® verbundene 2F*
hyperbolisch. DaB die elliptische lineare Kongruenz 'F)' in G,? dieselbe
elliptische Involution, wie C,, festlegt, ergibt sich auf gleiche Weise, wie
bei der hyperbolischen linearen Kongruenz, und daB C,' und die hyper-
bolische lineare Kongruenz *F,* in §,2 auch dieselbe hyperbolische Involution
bestimmen, ist ohne weiteres zu erkennen. Die Doppelstrahlen der durch
€t in €2 hervorgerufenen hyperbolischen Involution sind ja die reellen
Fokalachsen f', f der elliptischen Kongruenz C,%, und folglich nach 22.
die Leitgeraden der hyperbolischen Kongruenz *F,'. Werden die linearen
Kongruenzen 'F% *F,! die Fokalkongruenzen der linearen Kongruenz
C,' gepannt, so ist somit nach 15. dargetan:
Die Leitgeraden der Fokalkongruenzen 'F*, *F' einer linearen
Kongruenz €, sind die Fokalachsen dieser Kongruenz. Durch die
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m §,* bzw. €,? gehorigen Fokalinvolutionen sind die Leitgeraden vox

F\! bzw. *F,! bestimmt.

Der geschart involutorische Raum I, dessen Doppelstrahlen die lineare
Kongruenz €)' bilden, und folglich diese selbst, sind eindeutig gegeben,
sobald aufler einer in (' enthaltenen Regelschar 1I. Ordnung die Involu-
tion bekannt ist, die ' in ihrer Leitschar hervorruft. Eine Regelschar
des Fokalparaboloides einer linearen Kongruenz bestimmt also zusammen
mit der ihrer Leitschar zugehdrigen Fokalinvolution die mit jener Regel-
schar verbundene Fokalkongruenz.

24. Kiner reellen Fokalachse f” einer elliptischen linearen Strahlen-
kongruenz C,' ist durch jede orthogonale Regelschar R?, welche mit
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar ©,* verbunden ist, ein
Strahl s von C! als Polare beziiglich der R? enthaltenden Fliche II. Grades
R? zugewiesen. Nun ist /* von s durch je zwei durch O,! einander zu-
geordnete Leitstrablen von $i? harmonisch getrennt, also auch durch die
beiden einander zugeordneten Strahlen ¢, ¢,, die die Leitschar von R%? mit
€, gemein hat. Diese aber trennen auch harmonisch f* von f”, folglich
ist /" mit s identisch. Die reellen Fokalachsen f”, ' sind somit reziproke
Polaren fiir alle mit €,? verbundenen orthogonalen Regelflichen II. Ord-
nung. Zwei reziproke Polaren fiir zwei Flichen eines F? Biischels sind
es fiir alle seine Flichen, gleichgiiltig ob diese alle reell sind oder nicht.
f's f” erweisen sich hiernach auch als reziproke Polaren in den polaren
Raumen mit imaginiren Inzidenzflichen, die nach 21, in dem mit €2 ver-
bundenen F Biischel vorkommen. Da nun sowohl C;* wie auch alle Flichen
IL. Grades, auf denen in C,* enthaltene Regelscharen Il. Orduung liegen, in £~
und f” zirkulare Ebeneninvolutionen hervorrufen, so gilt letzteres auch von
allen polaren Réumen dieses ' Biischels, und es kann somit der Satz
ausgesprochen werden:

Die reellen Fokalachsen f’,f” einer elliptischen linearen Kongruenz

C,' sind zueinander polare Fokalachsen in allen polaren Riumen,

welche zu dem mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar

von C;' verbundenen Biischel orthogonaler Regelfiichen gehoren.

25. Eine Involution unter den Strahlen einer gleichseitigen para-
bolischen Regelschar 9B, ist unter anderm bestimmt, sobald dem unendlich
fernen Regelstrahle ¢, der ihn rechtwinklig kreuzende ¢,' zugeordnet
wird, und sich zwei beliebige Regelstrahlen z,%, . entsprechen. Sind —
was nunmehr vorausgesetzt werden soll — die zugeordneten Strahlen x,%, z,2
die Achsen zweier projektiven Ebenenbiischel |2,!], [2,2], bei denen ent-
sprechende Ebenen zueinander senkrecht stehen, so projizieren je zwei
homologe Ebenen dieser projektiven Biischel zwei zugeordnete Strahlen
einer Involution unter den Strahlen der Leitschar %,? von 9,2 Bei ihr
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entspricht wiederum dem unendlich fernen Leitstrahle ¢,' der ihn recht-
winklig kreuzende ¢,>. — Beide auf dem gleichseitigen Paraboloide PZ
gelegene Regelscharen P,% PB,? sind somit jetzt involutorisch gepaart. Sie
bestimmen folglich eine lineare Strahlenkongruenz P, fiir welche je zwel
zugeordnete Strahlen dieser involutorischen Regelscharen einander zugeordnet
sind. Da je zwei aufeinander senkrechte durch zwei zugeordnete Strahlen
von P? gehende Ebenen zugeordnete Mittelebenen von P,!sind, so ist P?
das Fokalparaboloid der linearen Kongruenz P;'. Seine Scheitelebene ¢,® ¢,®
ist die Hauptmittelebene, seine Hauptachse die Hauptsymmetrieachse und
seine Scheitelstrahlen ¢? ¢,® die Nebensymmetrieachsen von Pl Kurz:
Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen derart
involutorisch gepaart werden, daB ihrem unendlich fernen Strahle der

ihn rechtwinklig kreuzende Regelstrahl zugeordnet wird, ist stets eine

Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Eine elliptische

lineare Kongruenz ist durch ihre Hauptsymmetrieachse und ihre beiden

reellen Fokalachsen bestimmt.

Eine parabolische Involution der Strahlen einer gleichseitigen para-
bolischen Regelschar P, bei der alle Strahlen demjenigen Strahle zu-
geordnet sind, der den unendlich fernen Strahl von P? rechtwinklig
kreuzt, ist die eine Fokalinvolution einer parabolischen linearen Kongruenz
7Pt Die andere Fokalinvolution dieser linearen Kongruenz paart die
Leitschar P,® von P2 derart, daB zueinander normale Strahlen von 9,?
einander zugeordnet werden.

26. Die Strahleninvolutionen [z} 22— -- -], [&,} 2, — - - -], welche
eine lineare Kongruenz C,! bzw. in ihren Fokalregelscharen €% §,? hervor-
ruft, rufen auf jedem Kegelschnitte des Fokalparaboloides C* von C;! und
somit auch auf einer Hauptparabel =? der Fliche zwei Punktinvolutionen
hervor. In jeder der beiden involutorischen Fokalregelscharen ist nun
dem zugehorigen Scheitelstrahle von C? der ihn rechtwinklig kreuzende
unendlich ferne Strahl zugeordnet, demnach liegen die Involutionszentren
Jy, J; der Punktinvolutionen [X!, X *— -], [X,, X;®— -], in denen
bzw. die beiden involutorischen Fokalregelscharen [z, 2 —- -], [#}, 22—}
die Hauptparabel z? schneiden, auf der mit der Hauptsymmetrieachse ¢
von C,!zusammenfallenden Achse von #%. Zwei zueinander normale Ebenen
£,, &, welche bzw. zwei zugeordnete Strahlen 2%, 2, der involutorischen
Fokalregelschar [#,%, 2,2 — -] projizieren, projizieren nach 15. bzw. zugleich
zwei zugeordnete Strahlen y,', y,% der andern involutorischen Fokalregelschar.
Nun sind durch C,* die Ebenen x,'y,!, z,%y,® einander zugeordnet, ebenso
die Ebenen z,'y,% z,%y,’; sie gehen bzw. durch die Gegenseiten X,'Y,!,
X,2Y,® und X,'Y,2 X 2¥,! des vollstindigen Vierecks X,'X,?Y,' ¥,* und
somit schneiden zwei Paar Gegenseiten dieses Vierecks und folglich auch
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das dritte Paar X 'X /% Y,'Y,? den Kongruenzstrahl ¢; in Punktepaaren
der durch C)' auf ihm hervorgerufenen Involution. Die Schuittpunkie
von X'X,* und Y,'Y,? mit ¢; sind aber die Involutionszentren J,J, ,
diese sind also durch (! einander zugeordnet.

Geht insbesondere £ durch die Tangente z, von =® im Punkte X,*,
80 schneidet &, die Ebene = von =® in der durch den Punkt X,? gehen-
den Normalen #% zu 2,. Dem Punkte X,! entspricht also als Punkt U,*
der Involution [X,% X;®—...] der Punkt U, in dem die aus X? auf
die Tangente x; gefillte Senkrechte n* die Parabel noch einmal schueidet.
Ebenso entspricht dem Punkte X® als Punkt ¥,' dieser Involution der
Schnittpunkt 7,2 von 2’ mit demjenigen Strahle »Z von X% der zur
Tangente #, von #® im Punkte X,® normal ist. Nun liegt der Schnitb-
punkt J, der Gegenseiten X' [,° X, 2V,% und der Schnittpunkt der Gegen-
seiten X2U,., X'V, des =n? -eingeschriebenen -einfachen Vierecks
X, 02X 2V,® mit dem Schnittpunkte X der Tangenten z;, x, in seinexa
Gegenpunkten X,! X,? auf einer Geraden. Sie ist, da X 2U}7 X,*V,2?
bzw. mit den Hohenstrahlen n%, #n des Dreiecks J; X, X' zusammen-
fallen, identisch mit dem dritten zur Seite X,'X,? senkrechten Hohen-
strahle n2 dieses Dreiecks. X ist aber der Pol dieser Seite beziiglich =%,
folglich sind X*X,? und #»{ konjugierte zueinander normale Strahlen
beztiglich dieser Parabel und die bzw. auf ihnen gelegenen Involutions-
zentren J,, J; zugeordnete Punkte der Brennpunktsinvolution von n%. Kurz:

Die involutorischen Fokalregelscharen einer linearen Kongruenz

O,* rufen auf einer Hauptparabel n? ihres Fokalparaboloides C? zu

ihnen perspektive Punktinvolutionen hervor, deren Involutionszentrem

durch C;* einander zugeordnet sind und ein Punktepaar der Fokal-
involution jener Hauptparabel bilden.

Der Brennpunkt der Hauptparabel x? hilftet den Abstand zweier zu-
geordneten Punkte ibrer Fokalinvolution, folglich auch die Strecke J,J,-.
Bezeichnet d den Abstand dieses Brennpunktes vom Scheitelpunkte von w2,
so liegen bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz die beiden durch ihre
Fokalinvolutionen bestimmten Involutionszentren oJ;, JJ;, innerhalb z® auf
der Achse dieser Parabel symmetrisch zum Brennpunkte und ihr Abstand
JJy ist < 2d. Ist der Abstand J,J;, = 24, so ist die vorliegende lineare
Kongruenz parabolisch, ist er > 2d, elliptisch. ‘

2%7. Eine elliptisch involutorische Fokalregelschar [} 22— .- -]
einer linearen Kongruenz C;' schneidet eine Hauptparabel #* und dem
nicht zur Fokalregelschar gehorigen Scheitelstrahl ¢, ihres Fokalpara.-
boloides C? bzw. in den zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolutionex
Xt X?—-.] ud (X X*— -] Das durck die Punktinvolution

®

X5 X,?— . ] bestimmte Involutionszentrum J, liegt nach 26. auf dex
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Achse ¢, der Parabel #* im Inneren dieser Kurve, und die in J, auf der
Achse errichtete Normale schneidet #® in zwei zugeordneten Punkten
P2, P2 der Involution [ X}, X ?—...], welche durch die beiden bzw. durch
sie hindurchgehenden zugeordneten Strahlen p ! p.? der Fokalinvolution
[z} x,2— -] orthogonal in die Potenzpunkte P} B,* der elliptischen
Punktinvolution [X,}, X, — - -] auf ¢, projiziert werden. Die Sehne P'P?
von #? hat, wenn der Brennpunkt dieser Parabel und das Involutions-
zentrum J, vom Scheitelpunkte von x? bzw. um d und ¢, abstehen,
die Lange 2V4di,, folglich hat die Potenz der elliptischen Punkt-
involation [X}, X,2 —---] den Wert — 2d4,. Bei einer hyperbolischen
linearen Kongruenz ist nun 7, nach 26. stets < 2d und auch die zweite
Fokalinvolution [z,!, #,* — - - -] elliptisch, sie schneidet den Scheitelstrahl
¢, von C? in einer zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolution
[X} %,2 — - -], deren Potenz den Wert — 2d(2d —4,) hat. — Alle
elliptischen Fokalinvolutionen [#,', ,*—...], deren Potenzstrahlen auf dem
Scheitelstrahle ¢, eine Strecke <C 4d begrenzen, bestimmen hyperbolische
lineare Kongruenzen mit dem Fokalparaboloide C® Eine elliptische Fokal-
involution [z}, z,* — - - -], deren Potenzstrahlen auf ¢, eine Strecke = 4d
begrenzen, legt eine parabolische lineare Kongruenz mit diesem Fokal-
paraboloide fest, endlich eine elliptische Fokalinvolution, deren Potenz-
strahlen auf ¢, eine Strecke > 4d ausschneiden, eine zum gleichen Fokal-
paraboloide gehorige elliptische lineare Kongruenz. Die elliptische Fokal-
involution [}, 2,2 —---] einer parabolischen linearen Kongruenz wird nach
16. von den zueinander normalen Strahlen der Regelschar €2 des Fokal-
paraboloides C? gebildet. Diese schneiden also den Scheitelstrahl ¢, von
C® — wie ja auch sonst bekannt ist — in den Punktepaaren einer ellip-
tischen Punktinvolution von der Potenz — (24)% Schneidet die elliptische
Fokalinvolution einer elliptischen linearen Kongruenz C,' auf dem Scheitel-
strahle ¢, des zugehorigen Fokalparaboloides C? eine zu ihr perspektive
elliptische Punktinvolution mit der Potenz — 2di, aus, so schneidet ihre
hyperbolische Fokalinvolution den anderen Scheitelstrahl ¢, von C? in
einer zu thr perspektiven hyperbolischen Punktinvolution mit der Potenz
2d(i, — 2d).

28, Ist [X', X,2— -] die durch die Fokalinvolution [z} 22— --.]
von C,! auf dem Scheitelstrahle ¢, von O? ausgeschnittene Punktinvolution,
so gehen nach 17. durch die zugeordneten Punkte X}, X2 die bzw. zu
x,2 ' parallelen Kongruenzstrahlen z,, #,. Sie beschreiben die gleich-
seitige parabolische Regelschar $B,%, welche alle mit ¢, inzidenten Kon-
gruenzstrahlen bilden, wenn 2.}, z,® die Fokalinvolution in der Fokalregel-
schar € durchlaufen. In $B,> kreuzt 2, einen Regelstrahl n, recht-
winklig. %, wird gefunden, indem man zunichst in der Regelschar €}



364 St. Jorves.

von C? den z,? rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl #, aufsucht und
seinen Schnittpunkt N,' mit ¢, bestimmt, #, ist dann inzident mit dem
N! durch die Punktinvolution [%,}, ¥, — - -] zugeordneten Punkt 7
Die Potenz der elliptischen Involution, die alle sich rechtwinklig kreuzen-
den Regelstrahlen von €, auf ¢, ausschneiden, ist nach 27. —(2d)?,
ferner sei + d,? oder — d,? die Potenz der Punktinvolution [X,',X2—-- ],
je nachdem die zu ihr perspektive Fokalinvolution [z}, 2,2 — - - -] hyper-
bolisch oder elliptisch ist, endlich sei —d,? die gesuchte Potenz der
Punktinvolution, in der alle sich rechtwinklig kreuzenden Regelstrahlen
von PB,? den Scheitelstrahl ¢, treffen. Dann gelten, wenn C wiederum
der Scheitelpunkt des Fokalparaboloides C? ist, gem4f der soeben durch-
gefilhrten Konstruktion des x, rechtwinklig kreuzenden Strahles », die
Beziehungen:
CXz2 CRN}=— (2d),
CR-ON2=+4d},
CX! - ONj2=—dSr
Geht insbesondere z, durch einen Doppelpunkt bzw. einen Potenz-
punkt der Punktinvolution [X, X2 —---] — etwa durch den, der von
C den Abstand + d, hat, so ist OX,'=d, und OX,*=+ d,, und es folgt:
+d, OR}' = —(2d),
ON}-ON2=+d?,
d,- O%; = dx27

a2
- (2/21') =—d;

oder:

2

d
—ﬁ’f ist aber gleich dem absoluten Werte des Abstandes des Involu—

tionszentrums o, vom Scheitelpunkte ¢ von (?. Wird dieser absolute

Wert durch [J,C] bezeichnet und ferner der absolute Wert des Abstandes

der Potenzpunkte der elliptischen Punktinvolution, welche die sich recht-

winklig kreuzenden Strahlen von B, auf der Nebensymmetrieachse ¢, be-

stimmen, durch [2d,], so ergibt sich die merkwiirdige Beziehung: ‘
17,01 =1d.]

Die Strecke [J,C] auf ¢, von C aus nach beiden Seiten abgetragerr;
liefert also die Potenzpunkte der Involution, in der die mit ¢, inzidentex
sich rechtwinklig kreuzenden Kongruenzstrahlen diese Nebensymmetrie=
achse von C! treffen. .

29. Die Absténde der in 26. bestimmten Involutionszentren J,, J,
vom Scheitelpunkte C der Hauptparabel a* sollen positiven Wert haben,
wenn das betreffende Involutionszentrum innerhalb %, negativen, wenn es

<
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auBerhalb =? liegt. Somit wird die Potenz der von einer linearen Kon-
gruenz C;' auf ihrer Hauptsymmetrieachse ¢, hervorgerufenen Involution,
da J,, J, nach 26. durch C,' einander zugeordnet sind, dargestellt durch
das Produkt CJ, - CJ,. Die Involutionszentren J,, J, sind aber, wie
ebenfalls daselbst bewiesen wurde, auch symmetrisch zum Brennpunkte von
x2. Ist demnach J, das zu einer elliptischen Fokalinvolution einer linearen
Kongruenz gehorige Involutionszentrum, 2d, die Strecke, die ihre Potenz-
strahlen auf dem Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C? begrenzen,
und d wiederum der Abstand des Brennpunktes vom Scheitelpunkte C
von =% so laBt sich jenes Produkt auch in der Form:

Giad—d, ")
4d*
oder nach 28. in der Form:
d*—d? baw. d?— CJ?
darstellen.

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,! ist 21/d,® — d.? gleich
dem Abstande der beiden zur Hauptmittelebene p parallelen und durch
C,* einander zugeordneten Ebenen, in denen die Potenzpunkte der durch
die lineare Kongruenz auf ihren Strahlen hervorgerufenen elliptischen
Punktinvolutionen liegen.

Die in einer linearen Strahlenkongruenz enthaltenen
rotatorischen Regelscharen

30. Nach 14. ist das in der Hauptmittelebene y einer linearen Kon-
gruenz C,* gelegene Punktfeld korrelativ zu dem unendlich fernen Strablen-
felde, wenn der Spur X jedes Kongruenzstrahles £ mit p die Schnittgerade .,
der zu ihm senkrechten Mittelebene £ mit der unendlich fernen Ebene zu-
gewiesen wird. Alle durch eine Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides C*
von C;' gehenden Ebenen sind nun Mittelebenen von C,*. Dem Strahlen-
biischel, in dem die unendlich ferne Ebene den Ebenenbiischel I. Ordnung
[€] schneidet, entspricht in y eine zum Ebenenbiischel [e] perspektive
Punktreihe I. Ordnung [e]. Die durch die Punkte dieser Punktreihe gehen-
den Strahlen von C,' sind normal zu den durch diese Punkte gehenden
Ebenen des Biischels [¢], sie bilden folglich eine parabolische Regelschar &*
II. Ordnung, deren unendlich ferme Leitgerade der e durch (' zuge-
ordnete Strahl e, ist. e, kreuzt e rechtwinklig. Zur Regelschar € ge-
hort der mit der unendlich fernen Geraden von y zusammenfallende Kon-
gruenzstrahl c., ferner, wenn ¢, der e schneidende Scheitelstrahl von C?
ist, der zur Ebene ec, normale Kongruenzstrahl #»,, somit ist ¢ die in der
Ebene ¢ gelegene im Punkte ¢,n, auf ¢, errichtete Senkrechte. Die Ebene
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n,c, enthilt den unendlich fernen Leitstrahl, die Ebene y den unendlich
fernen Regelstrahl ¢, der Regelschar &% Die Geraden e, #, sind also, da
sie auf der Schnittgeraden ¢, dieser beiden Ebenen normal sind, die
Scheitelstrahlen und ¢, die Hauptachse des Paraboloides E?, auf dem &2
liegt. — Die Regelschar €% ist projektiv zum Ebenenbiischel [e], wenn
jedem ihrer Strahlen a,, b,, c,, #,, - - - die zu ihm senkrechte Ebene dieses
Biischels zugewiesen wird, folglich ist € auch projektiv zu der zum
Ebenenbiischel [e] perspektiven orthogonalen Regelschar R.2 welche alle
mit ¢ inzidenten Kongruenzstrahlen a,,b,,¢,, - - - bilden, sobald — was
nunmehr vorausgesetzt wird — ¢ mit keiner Fokalachse von (' zusam-
menfillt. Entsprechende Strahlen a,,a,—b,, b, —¢, ¢, — - der beiden
projektiven Regelscharen kreuzen sich rechtwinklig.

Aus ihrem unendlich fernen Leitstrahle e, wird die Regelschar €%
durch einen zu ihr perspektiven Ebenenbiischel [e,] projiziert, dessen
Ebenen auf ¢ senkrecht stehen. Dieser Ebenenbiischel ist durch die
Regelschar €2 projektiv auf die Regelschar ®,2 bezogen und schneidet
folglich e in einer zu R,? projektiveu Punktreihe. Es entspricht dabei
der durch den Regelstrahl », von &% also auch zugleich durch ¢, gehen-
den Ebene der zu ¢ parallele Kongruenzstrahl, und der unendlich fernen
Ebene der im Punkte ec, auf ¢, normale, somit schneiden entsprechende
Elemente der beiden projektiven Gebilde [e.] und R, die Erzeugende e
in einer Punktinvolution. Sind also die Kongruenzstrahlen a,, d,,¢c,, - - -
mit einer Erzeugenden e¢ des Fokalparaboloides C” inzident, und sind
a, b, c, -~ die bzw. zu den Ebenen a,¢, b.¢, ¢.e, --- normalen Kongruenz-
strahlen, so schneiden a, und die durch a, gehende Normalebene & von ¢,
b, und die durch b, gehende Normalebene § von ¢ usf. die Gerade ¢ je in
den Punktepaaren 4, 4, — B, B; —C, C, —--- einer Involution. Thr
Mittelpunkt ist der Schnittpunkt E der Erzeugenden e mit dem Scheitel-
strahle ¢, von (% — Die Regelscharen €* und R’ fallen zusammen, sobald
die Erzeugende ¢ von C? zu einem Scheitelstrahle dieser Fliche wird.
Die bzw. auf den Ebenen a.e, b,¢, ¢, - - - normalen Kongruenzstrahlen
a, b, ¢, --- sind nimlich dann die a,, b,, ¢,, - - - bzw. rechtwinklig kreu-
zenden Strahlen der gleichseitigen parabolischen Regelschar, welche alle
mit jenem Scheitelstrahle inzidenten Kongruenzstrahlen bilden.

81. Unter der Voraussetzung, daB e weder mit einem Scheitelstrahle
noch mit einer unendlich fernen Erzeugenden von C? zusammenfillt, ist
die orthogonale Projektion der Regelschar &® des Paraboloides E? auf die
durch ¢; gehende Normalebene » von ¢ ein parabolischer Strahlenbiischel
&2 In v liegt der zur Ebene ec, senkrechte Scheitelstrahl », von €% und
die Scheitelebene n,e von E? ist zu ¢, normal, somit fillt ¢, mit der
Achse und #, mit dem Scheitelstrahle des parabolischen Biischels &* zu-
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sammen. Sein Brennpunkt ist, da seine Strahlen bzw. auf den Ebenen
des Biischels [¢] senkrecht stehen, der Punkt ¢c, = E. — Sind auf » die
Geraden 2%, 2, die Orthogonalprojektionen der sich rechtwinklig kreu-
zenden Regelstrahlen z,, z, von R,? und €% so geht z,* durch den Brenn-
punkt E von &* und steht in seinem Schnittpunkte Z, mit dem Scheitel-
strahle n, von &* auf 2, senkrecht. 2, durchbohrt nun » in einem Punkte
Z/! der Schnittkurve von R, und ». Da diese nach 17. ein Kreis ist,
dessen Mittelpunkt auf der Achse des parabolischen Biischels &* liegt, so.

besteht zwischen den Strecken Z'FE und Z, E die Beziechung:
Z'E - Z,Ii = Const.

Der DurchstoBungspunkt Z' eines Strahles 2z, von R2 mit der
Ebene v und die Orthogonalprojektion des 2, rechtwinklig kreuzenden
Strahles 2, von €% auf » sind folglich Pol und Polare in einem zirkular
polaren Felde ,?> ‘mit dem Mittelpunkte E. Nun schneiden aber nach

30. die Strablen a,, b, -, 2,,--- von N2 und die durch die Strahlen
a,, b,y -+, 2, - von €® gehenden zu e normalen Ebenen o, g8, 3, -+, ¢ -
die Gerade ¢ je in den Punktepaaren 4,4, — B, By—---—Z,Z —---

einer Involution mit dem Mittelpunkte E, demmach folgt:
Die bzw. sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen

CLT’“C_br7b8—"-—z1'7ze_-'.

der in der linearen Kongruenz enthaltenen Regelscharen R 2 €2 sind
reziproke Polaren in einem rotatorischen polaren Raume 2% Seine
Rotationsachse ist e, seine zu e senkrechte Symmetrieebene ist ».
Dieser polare Raum ruft in v das zirkular polare Feld »,? und
auf ¢ die Punktinvolution 4, 4, — B, B, — -+ — Z, Z, — - - - hervor,

und er fiihrt, da die in ihm enthaltenen reziproken Polaren
a’ﬁae_br)be'—' T Ry By

nicht einer und derselben Regelschar von C' angehoren, die lineare

Kongruenz O;* in sich selbst iiber.

32. Dem unendlich fernen Punkte Z> eines Regelstrahles 2, von
R,? ist durch C,' der Treffpunkt Z,' mit der Hauptmittelebene » der Kon-
gruenz zugeordnet, ferner im rotatorischen polaren Raum ? die mit
dem Mittelpunkte £ von I',’ und der Polare 2, von #, inzidente Durch-
messerebene 2,E. Nun durchbohrt 2, als der zur Mittelebene 2.¢ von C;*
normale Kongruenzstrahl die Hauptmittelebene y in einem Punkte der
Schnittgeraden Z'E dieser beiden Ebenen, folglich enthélt die Durch-
messerebene 2, E die Gerade Z,'F selbst, und Z ist also auch dem un-
endlich fernen Punkte Z* von 2, im rotatorischen polaren Raume I*
konjugiert.

Dem unendlich fernen Punkte Z* eines Regelstrahles 2, von €2 ist
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ferner durch C,' der Schmittpunkt Z,” von z, mit der zu ihm normalen
Ebene ¢z, zugeordnet. Die Punkte Z/, Z> sind konjugiert fiir jede Regel-
fliche II. Grades, auf welcher eine in C,' enthaltene Regelschar II. Ord-
nung liegt, insbesondere also auch fiir die durch die orthogonale Regel-
schar $,? gehende Fliche R und den Kreis 2% den die mit 2, inzidente
zu ¢ normale Ebene ¢ mit R? gemein hat. Der Mittelpunkt von 22 liegt
auf der mit ¢ inzidenten in Z, auf 2z, errichteten Normalen, sie schneidet
die beiden Leitstrablen ¢, ¢’ von $.,% aus denen die Strahlen dieser Regel-
schar durch je zwei zueinander normale Kbenen projiziert werden, bzw.
in den Punkten Z., Z'. Da die Ebene ¢Z’ somit den 2z, rechtwinklig
kreuzenden Strahl z, von R ? enthilt, so geht ¢, durch Z’. Dieser Punkt
liegt aber auf ¢, und ¢, ¢ sind nach 17. durch C;' einander zugeordnet,
folglich schneidet #, diese Strahlen in den durch C,! einander zugeordneten
Punkten Z = z.¢ und Z'. Ersterer Punkt ist nach 31. der Pol der Ebene §
im rotatorischen polaren Raume % folglich sind Z, Z' nicht nur durch
C,! einander zugeordnet, sondern auch in I',* einander konjugiert.

Die auf 2, durch C;* und I,? hervorgerufenen Punktinvolutionen haben
also die beiden Punktepaare Z/ Z> und Z, Z' gemein und sind folglich
identisch. Nur wenn 2z, zu dem zu e¢ bzw. ¢ parallelen Regelstrahle 7,
bzw. n} von R,? wird, gilt dieser SchluB nicht. Die Strahlen n,, 2
nehmen jedoch keine Ausnahmestellung ein, wie die folgende Unter-
suchung zeigt.

Auf einem weder mit », noch »,' zusammenfallenden Strahle 2z, von
N2 sei dem Punkte s,¢6=2Z durch C;' der Punkt Z’' zugeordnet. Beide
Punkte sind in T2 konjugiert. Die Punkte Z, Z’ liegen mit dem mn,
rechtwinklig kreuzenden Regelstrable »n, von €*in zwei durch C,! einander
zugeordneten Ebenen #,Z=¢,, n,Z'=¢,". Nach 31. ist nun Z in [?2
der Pol der durch 7, und Z' gehenden Normalebene { von ¢, und 7,
die Polare von n,, folglich f&llt der Pol von §, in den Punkt ».f Die
Ebenen ¢, ¢, schneiden sich nun in der durch Z’ laufenden Parallelen
zu n, Sie fillt, da Z’ ein Punkt der e durch C,' zugeordneten Geraden ¢’
ist, in die ¢ enthaltende Normalebene von ¢;,. In ihr liegt ., folglich
ist der Pol % ¢ von ¢, ein Punkt von ¢, und demnach sind die durch
C,* einander zugeordneten Ebenen §,, {,’ im rotatorischen polaren Raume
T2 konjugiert. Jede trifft », im Pole der anderen. Die beiden durch C,!
und I2 einander zugeordneten Ebenen §,, §,” schneiden also den Kongruenz-
strahl % in zwei durch C,' einander zugeordneten und in I,? konjugierten
Punkten. Aufer dem Mittelpunkte N, haben hiernach die beiden auf #,
durch C;' und T? hervorgerufenen Involutionen noch ein Punktepaar ge-
mein, sie sind folglich identisch.

n! ist der zu ¢ parallele Strahl von R folglich ist die Ebene e !
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normal zu ¢;, also auch zur Hauptmittelebene p. In p liegt der unend-
lich ferne Kongruenzstrahl c., er ist der »,' rechtwinklig kreuzende Strahl
von @2 Die von ¢, nach den Punkten Z, Z' gesandten Ebenen ¢,
sind wiederum durch ()’ einander zugeordnmet, und »! trifft als Polare
von ¢, in [,? die Polarebene { von Z in dem ¢, durch I} zugewiesenen
Pole. Nun gehen die Hauptmittelebene p und die zu ¢ normale Sym-
metricebene » von I} durch ¢,. Zu p bzw. v ist die Ebene £’ bazw. §
parallel, sonach schuneiden sich £ und ¢ in einer zu ¢, parallelen Geraden.
Sie enthilt den auf ¢ gelegenen Punkt Z’, und da die parallelen Geraden
n,' und ¢ mit ¢, inzident sind, so ist sie selbst mit #! inzident. Als
Pol »¢ von ¢, ergibt sich also ein Punkt von ¢/. Die durch O ein-
ander zugeordneten Ebenen §,, { sind demnach zugleich in I';? konjugiert.
Jede schneidet »,! im Pole der anderen, und diese Pole sind durch C;!
einander zmgeordnet. Die beiden durch C;! und 2 auf %, hervorge-
rufenen Involutionen haben denselben Mittelpunkt E und, wie soeben ge-
zeigt wurde, noch ein Punktepaar gemein, folglich fallen auch auf »,* alle
ihre Punktepaare zusammen. Das Ergebnis der Untersuchungen in dieser
Nummer ist also: :

In allen Strahlen der orthogonalen Regelschar R,? rufen C,;' und

2 die namlichen Punktinvolutionen, in allen Strahlen der zu R in

I, polaren parabolischen Regelschar €® die nimlichen Ebeneninvolu-

tionen hervor.

33. Nach 32. sind zwei mit einem Strahle z, der Regelschar &* in-
zidente durch C,' einander zugeordnete Ebenen «, & auch in I, konjugiert
und schneiden die Regelschar ®,? bzw. in den Kegelschnitten «?, o’ deren
Punkte ebenfalls paarweise durch C,' einander zugeordnet und in I kon-
jugiert sind. Ein solches Punktepaar bilden die Pole 9, A’ der Ebenen
«, ¢, sie werden aus « bzw. ¢ nach 31. durch den 2 rechtwinklig
kreuzenden Regelstrahl 2z, von N2 ausgeschnitten. Die Polare einer mit
A und o inzidenten Geraden g  sei in 2 die mit Y und « inzidente Ge-
rade g. Auf ¢ liegt auBer ¥ noch ein Punkt & von «'% auf g auBer U’
der @' in I* konjugierte und folglich auch durch C,! zugeordnete Punkt &
von ¢ Die reziproken Polaren g, o' in I,? sind demnach durch O ein-
ander zugeordnet. — Die Strahlen von C* treffen die durch C,' einander
zugeordneten Ebenen «, «’ in einander zugeordneten Punkten. Ein von ¢,
verschiedener Kongruenzstrahl z trifft also die Ebenen «, «” bzw. in den
einander zugeordneten Punkten X, X’ der bzw. durch 2, A gehenden ein-
ander zugeordneten Geraden t, y". Diese sind aber auch reziproke Polaren
in T2 folglich sind. die Treffpunkte von 2z mit «, & durch C,' einander
zugeordnet und in I? konjugiert. Was von «, & gilt, gilt fiir jedes andere
Paar der sich in z, schneidenden, durch C,' einander zugeordneten und
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folglich auch in [,? konjugierten Ebenen, somit rufen I? und C' in
jedem Strahle von C;' identische Punktinvolutionen, und da C* nach 31.
durch [2? in sich selbst iibergefilhrt wird, auch identische Ebenen-
involutionen hervor. e kann nach 31. jede im Endlichen gelegene XEir-
zeugende des Fokalparaboloides C? mit Ausnahme seiner beiden Scheitel-
strahlen sein. Jeder von diesen ist aber schon nach Y. die Rotations-
achse eines rotatorischen polaren Raumes, der C;! derart in sich selbst
iberfiihrt, daB die durch C,' einander zugeordneten Punkte und Ebemen
in ihm konjugiert sind. Sonach ist bewiesen:

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides
C? ist die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes I? der
C in sich selbst iiberfiibrt, und in dem die durch C,' einander zu-
geordneten Punkte und Ebenen konjugiert sind.

Dieser rotatorische polare Raum artet aus, wenn die Komgruenz C;?
elliptisch ist, und ¢ mit einer der beiden reellen Fokalachsen f”, [ zu-
sammenfillt. Seine Inzidenzfliche ist dann die betreffende Fokalachse
selbst, diese ist in ihm zu jedem anderen Strahle von C;' polar.

34. Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat keine, eine elliptische
zwei reelle Strahlen — die beiden Fokalachsen [/, f” —, in demen sie
zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft. Diese enthdlt also zwei, jene
keine Strahlen, die nach 33. die Rotationsachsen rotatorischer polarer
Riume [,2 sind.

Ist eine nicht zu einer linearen Kongruenz C;' gehorige Gerade ¢ die
Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes % der C' derart in
sich tiberfiihrt, daB die durch C;' einander zugeordneten Punkte wund
Ebenen in ihm konjugiert sind, so ist in [,? die Polare eines mit ¢ in-
zidenten Kongruenzstrahles z, ein Kongruenzstrahl z,, der normal zur
Ebene z,¢ steht. Dem Schnittpunkte von z, mit der Ebene z,.e ist in
2 der unendlich ferne Punkt von z, konjugiert und durch C* derselbe
Punkt zugeordnet, die Ebene z,e ist folglich nach 13. die auf z, senk-
rechte Mittelebene von C,%. Jede durch e gehende Ebene enthélt eimemn
mit e inzidenten Kongruenzstrahl, demnach ist jede solche Ebene eine
Mittelebene von (', und folglich ¢ eine Erzeugende des gle1chselt1gen
Fokalparaboloides 02 von C'. Kurz:

AuBer den im Endhchen gelegenen Erzeugenden des Fokal-
paraboloides C? einer linearen Kongruenz C,' gibt es keine weiteren
Geraden, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume I"? sind,
die C,' derart in sich iiberfiihren, daf die durch C,' einander zu-
geordneten Punkte in den polaren Riumen konjugiert sind.

85. Der durch die Erzeugende e von C? nach 33. bestimmte rota-
torische polare Raum I? ruft auf dem zu e senkrechten Scheitelstrahle ¢,
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von O? eine Punktinvolution hervor, deren Mittelpunkt mit dem Mittel-
punkte ec, = E von I'? zusammenfillt. Nun sind der zu e parallele Kon-
gruenzstrahl #, und der ihn rechtwinklig kreuzende zur Regelschar €*
gehorige Kongruenzstrahl #, nach 31. reziproke Polaren in I}, folglich
schneiden %,, n, auf ¢, ein Punktepaar N,, N, dieser Involution aus. Fiir
die Abstinde der Punkte N,, N, vom Scheitelpunkte C von C? gilt nach
28. die Beziehung:

. d 2\2
(@) N, oN = — (%)

Durch N, geht nach 17. der e durch (' zugeordnete Strahl ¢'. Je
nachdem die Regelschar € 2 von C% zu der ¢, ¢ gehoren, durch C! ellip-
tisch oder hyperbolisch involutorisch gepaart wird, besteht zwischen den
Abstinden der Punkte N, und E vom Scheitelpunkte C wiederum nach
28. die G(leichung:

By) CN,.-CE=—4d}
bzw.
(By) CN,.-CE=+d}

Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz sind nach 15. beide
Fokalinvolutionen elliptisch, folglich gelten fiir sie die Gleichungen («)
und (B;). Die Punkte N, und E sind also auf ¢, durch C vom Punkte
N, getrennt. Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist ferner fiir
beide Fokalinvolutionen nach 27.:

d, < 2d.

Demnach folgt aus dem sich aus («) und (B,) ergebenden Ausdrucke:

CN, /a2
» CE ~ (m) ’
daB bei ibhr N, die Punkte C und FE trennt, und C also innerhalb der
endlichen Strecke N, N, liegt. Die in I, konjugierten Punkte N,, NV, und
der Mittelpunkt E dieses polaren Raumes bestimmen somit auf ¢; eine
hyperbolische Punktinvolution, d. h. I'? hat eine reelle Inzidenzflsche.
Fiir den Fall, daB e mit einer Nebensymmetrieachse der hyperbolischen
linearen Kongruenz zusammenfillt, ist der Beweis hierfiir schon in 7. er-
bracht worden. Kurz es gilt:

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides
einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist die Rotationsachse eines
rotatorischen polaren Raumes ;> mit reeller Inzidenzfliche.

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz ist mach 15. nur die eine
Fokalinvolution — etwa die, welche die Fokalregelschar €, paart —
24 *
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elliptisch. Gehort demnach e zu dieser Regelschar, so trennt nach (&)
und (B,) der Scheitelpunkt C von C? wiederum N, von N, und E. Fiir
die elliptische Fokalinvolution der vorliegenden elliptischen Kongruenz ist
aber nach 27.:

dy > 2d.

Somit liegt nach (y) der Punkt E innerhalb der endlichen Strecke
N.C und also auch innerhalb der endlichen Strecke N,N,. Der zu ¢ ge-
horige rotatorische polare Raum [,2 hat demnach hier eine imaginére In-
zidenzfliche. Eine solche gehdrt nach 7. ebenfalls zu dem in €, ent-
haltenen Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C% Folglich ist dargetan:

Die im Endlichen gelegenen Strahlen der elliptisch involutori-
schen Fokalregelschar einer elliptischen linearen Kongruenz sind die

Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume I* mit imagindren In-

zidenzflichen.

Da die Fokalregelschar €% der vorliegenden elliptischen linearen Kon-
gruenz durch letztere elliptisch involutorisch gepaart wird, so muf die
involutorische Paarung der zweiten Fokalregelschar €,* hyperbolisch sein.
Jene elliptische Fokalinvolution kann derart bestimmt werden, daB diese
hyperbolische auf dem Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C?® eine
hyperbolische Punktinvolution ausschneidet, deren Potenz + d,* irgend
einen vorgeschriebenen positiven Wert annimmt. Fir die Beziehungen
zwischen den drei Punkten N,, N, und E sind daher nur die Gleichungen
(¢) und (B,) zu beriicksichtigen. Nach ihnen liegt £ innerhalb oder
auBerhalb der endlichen Strecke N, N,, je nachdem FE auf ¢, innerhalb oder
auBerhalb der Strecke liegt, die den Abstand der reellen Fokalachsen f, £
der elliptischen linearen Kongruenz mifft. Mit Riicksicht auf 7. ist hier-
nach bewiesen:

Paart eine elliptische lineare Kongruenz die Regelschar €, ihres

Fokalparaboloides C'* hyperbolisch, so zerfallen die Strahlen ¢ von €,2

in solche, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume 2

mit imaginiren, und in solche, welche Rotationsachsen rotatorischer

polarer Rédume I',2 mit reellen Inzidenzflichen sind. Ein Strahl e von
€,? ist die Rotationsachse eines polaren Raumes [? mit imaginirer

Inzidenzfliche, sobald er in den von den Fokalachsen begrenzten Teil

von E,? fillt, der den Scheitelstrahl ¢, enthdlt. Ist ¢ auBerhalb dieses -

Teiles gelegen, so hat der zugehdrige polare Raum [? eine reelle

Inzidenzfliche. Ist ¢ eine der beiden Fokalachsen, so artet die Tn-

zidenzfliche nach 33. in diese Fokalachse selbst aus.

Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz 1iBt sich der Nachweis,
daB jede im Endlichen gelegene Erzeugende e ihres Fokalparaboloides (2
die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes [, mit reeller
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Inzidenzfliche ist, auch auf folgende einfache und anschauliche Weise
fiihren:

Die Punkte der beiden Leitgeraden u, v einer hyperbolischen linearen
Kongruenz C! sind durch diese sich selbst zugeordnet. Hat also ein
polarer Raum die Eigenschaft, da er C,* in sich selbst tiberfithrt, und dabei
die durch C,' einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind, so
muB dieser Raum eine reelle Inzidenzfliche haben, auf der w, v liegen.
Diese Inzidenzfliche ist somit eine Regelfliche II. Grades, deren eine
Regelschar aus Strahlen von C)' besteht. Jede im Endlichen gelegene
Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides C* einer hyperbolischen linearen Kon-
gruenz ist nun nach 33. die Rotatiomsachse eines rotatorischen polaren
Raumes [% der C,' derart in sich selbst tiberfiihrt, daf die durch C,!
einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind. Folglich ist die
Inzidenzfliche dieses rotatorischen polaren Raumes reell und zwar ein
Rotationshyperboloid, dessen eine Regelschar in C;! enthalten ist. Sie
wird von den Leitgeraden u, v von C;' beschrieben, sobald diese um e
rotieren. Das Fokalparaboloid einer hyperbolischen linearen Kongruenz
ist somit der Ort aller Punkte, die von ihren Leitgeraden u, v gleichen
Abstand haben. *)

Konfokale lineare Strahlenkongruenzen.

36. Eine gleichseitige parabolische Regelschar laBt sich auf co! Weise
derart involutorisch paaren, daB ihr unendlich ferner Strahl und der ihn
rechtwinklig kreuzende einander zugeordnet bleiben. Nach 25. kann dem-
nach ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid C? als der Triger der
Fokalinvolutionen von oo! linearen Strahlenkongruenzen angesehen werden,
unter denen zwei parabolische sind. Diese oo! linearen Strahlenkon-
gruenzen sollen konfokal heiBen. Die Mittelebenen konfokaler linearer
Kongruenzen fallen zusammen, sie sind die Tangentialebenen ihres ge-
meinsamen Fokalparaboloides C2.

Eine im Endlichen gelegene Tangentialebene r von C% die keinen
Scheitelstrahl der Fliche enthidlt, schneidet die zu ihr normalen Tan-
gentialebenen in den Strahlen eines parabolischen Strahlenbiischels 2.
Nun trifft ein Strahl s von t? der nicht auf C?® liegt, auBer dem in v
gelegenen Regelstrahle 7, und Leitstrahle [, noch einen Regelstrahl »,” und
einen Leitstrahl 7,” von C®. Demnach bilden die zur Regel- bzw. Leitschar
von C? gehofigen Scheitelstrahlen ¢, ¢, und die sie bzw. rechtwinklig
kreuzenden Geraden ¢,'*, ¢, mit den Regelstrahlen 7,, 7, und den Leit-

#) Schréter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 30, N, 3.



374 St. JonLEs.

gtrahlen [, I, zwei Strahlenpaare 7, r,"—¢;, ¢,/ der einen und zwei
Strahlenpaare Iy, I’ — ¢;, ¢, der andern Fokalinvolution einer linearen
Strahlenkongruenz. Sie wird parabolisch, wenn s einen der Scheitel-
strahlen schneidet. Durchliuft s den parabolischen Strahlenbiischel 7%, so
durchliuft die durch s gehende lineare Kongruenz alle konfokalen Strahlen-
kongruenzen, deren Fokalparaboloid C? ist.

3%7. Zwei lineare Strahlenkongruenzen G,', H,' mit demselben Fokal-
paraboloide C2? haben zur Hauptsymmetrieachse seine Hauptachse ¢;.
Sie ist zugleich die Hauptsymmetrieachse der Hauptachsenzylindroide
G3, H3 von G, H,', folglich laufen die in einer beliebigen Ebene ¢ des
Ebenenbiischels [c;] gelegenen Regelstrahlen ¢, ¢, beider Zylindroide
parallel. Die ¢, ¢, bzw. schneidenden Strahlen von G, H,' bilden je
eine gleichseitige parabolische Regelschar. In jeder dieser beiden Regel-
scharen gibt es zu einer ¢, und somit auch e, rechtwinklig kreuzenden
Geraden z einen zu « parallelen Regelstrahl z, baw. z,. Die auf z, 2,
bzw. senkrechten, also zueinander parallelen Mittelebenen & , &, der Kon-
gruenzen G,), H,' gehoren nach der Voraussetzung zu den Tangential-
ebenen von C2 Zwei eigentliche Tangentialebenen eines Paraboloides
konnen aber mnicht parallel laufen, folglich miissen £, und £ identisch
sein. Die Schnittgerade von £, mit der gemeinsamen Hauptmittelebene y
der Kongruenzen G,', H;* lauft nun parallel zu ¢, und alle in ihren
Punkten auf &, errichteten Normalen liegen in einer durch e, gehenden
Ebene. In dieser Ebene liegt aber auch der Strahle,, und da er zusam-
men mit ¢, in ¢ liegt, ist er mit e, identisch. Zueinander parallele Regel-
strahlen ¢, ¢, der Zylindroide G°, H® fallen also zusammen, folglich auch
diese selbst. D. h.:

Konfokale lineare Strahlenkongruenzen haben dasselbe Haupt-
achsenzylindroid C3. Jede Schnittgerade zweier zueinander senk-
rechten Tangentialebenen des gemeinsamen Fokalparaboloides C? ge-
hort zu einer der konfokalen linearen Kongruenzen. Werden auf
den Tangentialebenen eines gleichseitigen Paraboloides C? in ihren
Schnittgeraden mit seiner Scheitelebene Normalebenen errichtet, so
umbhiillen diese Ebenen ein Zylindroid C® Die Scheitelstrahlen von
C? sind die Nebensymmetrieachsen von C® und die Hauptachse jener
Flsiche ist die Hauptsymmetrieachse dieser. Das Zylindroid C® heife
mit dem gleichseitigen Paraboloide C? orthogonal verkniipft.

38. Sind umgekehrt M}, N,! zwei lineare Kongruenzen mit demselben
Hauptachsenzylindroide C3, so wird nach 9. ein beliebiger Regelstrahl «
seiner Regelschar in jedem seiner Punkte nur von je einem Strahle beider
Kongruenzen geschnitten. Die mit o inzidenten Strahlen von M N,
sind normal zu a und bilden je eine gleichseitige parabolische Regelschar,

\
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folglich enthilt jede dieser Regelscharen einen Strahl I, bzw. I,, der zu
einem a senkrecht kreuzenden Strahle [ parallel liuft. Da die Ebene [,1,a
die gemeinsame Hauptmittelebene beider Kongruenzen in einer zu a
parallelen, also zu [,, und ?, orthogonalen Geraden trifft, so fallen die zu
1, bzw. I, senkrechten Mittelebenen Z,, 4, zusammen. Die von den Mittel-
ebenen beider Kongruenzen umbhiillten gleichseitigen Paraboloide haben
nun die Hauptsymmetrieachse ¢, des Zylindroides C* zur Hauptachse und
seine Nebensymmetrieachsen ¢, ¢, zu Scheitelstrahlen, ferner liegen auf
ihnen auch die beiden in 1, enthaltenen auf ¢, bzw. ¢, senkrecht stehenden
Strablen. Somit sind die beiden Paraboloide identisch, und es gilt:
Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsenzylin-
droide C®sind konfokal. Jeder Strahl einer linearen Strahlenkongruenz
mit dem Hauptachsenzylindroide C® ist auch eine Schnittgerade
zweier zueinander normalen Tangentialebenen des gemeinsamen
Fokalparaboloides C® Werden auf den Tangentialebenen eines
Zylindroides C? in ihren Schnittgeraden mit der Ebene seiner Neben- .
symmetrieachsen Normalebenen errichtet, so umhiillen sie ein gleich-
seitiges Paraboloid C2. Die Nebensymmetrieachsen des Zylindroides
sind die Scheitelstrahlen, seine Hauptsymmetrieachse die Hauptachse
des Paraboloides. Das gleichseitige Paraboloid C? heifle mit dem
Zylindroide C® orthogonal verkntipft.
Mit Riicksicht auf 37. folgt:
Das gleichseitige Paraboloid (? und das Zylindroid C?® sind
jedes mit dem andern orthogonal verkniipft.

Ist H,! eine zum Hauptachsenzylindroid C® gehGrige hyperbolische
lineare Strahlenkongruenz, so sind nach 10. ihre beiden Leitgeraden zwei
Regelstrahlen u, v von (% die an den Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, dieser
Fliche ineinander gespiegelt werden. Die durch H,' hervorgerufenen
Fokalinvolutionen sind nun aber nach 15. elliptisch, somit schneiden
u, v das zugehorige Fokalparaboloid in zwei Paaren konjugiert imagi-
nirer Punkte.

Abgesehen von den beiden Flichen C? und C® gemeinsamen
Regelstrahlen ¢,, ¢, trifft also kein Regelstrahl des Zylindroides C®
das mit ithm orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C? in
reellen Punkten.

39. Konfokale lineare Kongruenzen haben nach 37. dasselbe Haupt-
achsenzylindroid C® und bilden also nach 11. einen quadratischen Kom-
plex M. Dieser Komplex ist, wie aus 37. hervorgeht, auch der Ort
der Schnittgeraden zueinander rechtwinkliger Tangentialebenen des ge-
meinsamen Fokalparaboloides €2 Nach 15. fithrt aber jede lineare
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Kongruenz ihr Fokalparaboloid in sich selbst iiber, somit gilt auch um-
gekehrt*):
Konfokale lineare Kongruenzen, und also auch der von ihnen
gebildete quadratische Komplex % sind autopolar fiir ihr gemein-
sames Fokalparaboloid C2

Die Leitgeraden der fiir C* autopolaren hyperbolischen linearen Kon-
gruenzen sind nun fiir diese Fliche zueinander polar, folglich auch die
Leitgeraden der hyperbolischen linearen Kongruenzen mit dem Fokal-
paraboloide C® Diese Leitgeraden fallen aber nach 10. mit je zwei
Regelstrahlen von C° zusammen, die bzw. an den Nebensymmetrieachsen
von O3 ineinander gespiegelt werden, somit sind solche Regelstrahlen
paarweise reziproke Polaren tir C‘ Kurz:

Das Hauptachsenzylindroid C® konfokaler linearer Kongruenzen
wird durch den polaren Raum ihres Fokalparaboloides C? derart in
sich selbst iibergefiihrt, daf je zwei seiner Regelstrahlen, die an
seinen Nebensymmetrieachsen ineinander gespiegelt werden, fiir C?
zueinander polar sind.*¥) Reziproke Polaren fiir C? sind auch die
Hauptsymmetrieachse ¢, und die einfache Leitgerade ¢, von C3.

Die in bezug auf C? zueinander polaren Regelstrahlen von (%
schneiden ¢, in den Punktepaaren derjenigen Involution, die O? auf
dieser Geraden hervorruft, somit wird die Regelschar von C32 selbst
durch jene Strahlenpaare involutorisch gepaart. Diese hyperbolische In-
volution der Regelstrahlen von C° ist schon in 10. niher besprochen
worden.

Zu den fiir C? zueinander polaren Regelstrahlen von C® gehtren die
beiden Kuspidalstrahlen ¢, ¢’ von C®%. Jeder von ihnen ist inzident mit einer
Symmetrieebene von O und nach 11, mit den zu dieser Ebene normalen
Strahlen von 2 In den zu einer Symmetrieebene von C? normalen
Strahlen von I? schneiden sich aber je zwei zueinander normale Tan-
gentialebenen von O% deren Bertihrungspunkte in dieser Symmetrieebene
liegen, folglich ist der mit dieser Symmetrieebene inzidente Kuspidalstrahl
die Leitgerade der in ihr enthaltenen Hauptparabel von C% Die Leit-
gerade der einen Hauptparabel eines gleichseitigen Paraboloides ist aber
mit dem Brennpunkte der andern inzident, demnach ist gezeigt:

Die Normalen, welche auf den Symmetrieebenen eines gleich-
seitigen Paraboloides C? in den Brennpunkten ihrer Hauptparabeln

* v, Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856,
8. 71, N. 109. '

*¥) Schréter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Axt, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 856 (1877), S. 32, N. 4.
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errichtet werden, fallen mit den Kuspidalstrahlen des mit C? ortho-

gonal verkniipften Zylindroides C® zusammen.¥)

40, Ist 0 eine die Hauptachse des gleichseitigen Paraboloides (%
enthaltende Ebene, die durch keinen Scheitelstrahl der Fliche geht, so
bilden die zu 0 normalen Tangentialebenen von C? einen parabolischen
Ebenenzylinder A% Die Schnittgeraden zueinander normaler Ebenen von
A? liegen auf seiner Leitebene 4, und da sie zu dem durch C? hestimmten
quadratischen Komplexe I gehbren, so sind sie nach 11. mit dem in ¢
gelegenen Regelstrahle «, des mit C? orthogonal verkniipften Zylindroides
C? inzident. wu, ergibt sich folglich als die Schnittgerade 4. Nun haben
A? und C* dieselbe Scheitelebene, somit sendet A? seine Symmetrieebene
und seine Fokalachse f durch die Hauptachse ¢; von €% Die Fokalachse f
steht als Parallele zu 4 senkrecht zu ¢;. Der Scheitelpunkt von C? hilftet
aber den Abstand des Strahles f von der Ebene 1, also auch den Abstand
der Strahlen w,, f. Der Strahl f schneidet hiernach die Hauptsymmetrie-
achse ¢, von C® in einem Punkte, durch den nach 5. der u, rechtwinklig
kreuzende Regelstrahl v, von C® geht. Mit diesem Regelstrahle fallt
aber f zusammen, da f zu § senkrecht ist und folglich den mit ¢ inzi-
denten Regelstrahl «, von C?® rechtwinklig kreuzt. Somit gilt der Satz:

Die Fokalachsen eines gleichseitigen Paraboloides C2, die mit
seiner Hauptachse inzident sind, bilden die Regelschar des mit C*
orthogonal verkniipften Zylindroides C3.%)

Hieraus folgt mit Riicksicht auf 39.:

Die Leitgeraden aller konfokalen hyperbolischen linearen Kon-
gruenzen sind zueinander polare Fokalachsen ihres Fokalparaboloides.
Zwel zueinander normale Ibenen £, 5 eines Regelstrahles 4 von C®

schneiden demnach den ihm durch C? als Polare zugewiesenen Regelstrahl «
von C® wechselweise in ihren Polen X, Y beziiglich C®. Die in § ge-
legenen Strahlen des quadratischen Komplexes " bilden nun einen Strahlen-
biischel mit dem Mittelpunkte ¥ und einen Biischel paralleler zu «# normaler
Strahlen. Beide Strahlenbiischel werden, da I nach 39. fiir C? autopolar
ist, durch den polaren Raum von C? in die beiden in '? enthaltenen
Strahlenbiischel I. Ordnung mit dem Mittelpunkte X iibergefiihrt. Der
eine liegt in #, der andere in der in X auf v normalen Ebene.

41. Werden die Regelstrahlen uy, v, von C® an den Nebensymmetrie-
achsen der Fliche ineinander gespiegelt, so wird nach 40. in v, durch
C? eine zirkulare Ebeneninvolution hervorgerufen. In ihr gibt es ein
Ebenenpaar £, 7, dessen Winkel &% durch die Ebene u,c; d. h. durch

¥} Schrioter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7h.
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die Verbindungsebene des Regelstrahles #, mit der Hauptsymmetrieachse c,
von O3 gehilftet wird. £, % begrenzen auf dem v, rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahle «, von C? eine Strecke, die .viermal so groB ist wie der
Abstand a, des Punktes u, ¢, vom Schnittpunkte der Nebensymmetrieachsen

von C® Auf dem mit «, inzidenten Regelstrahle u, schneiden demmach
da

&%

&, n eine Strecke von der GroBe -——-“— aus. Nun ist aber nach 5.

a, cos (uyuy) = a,, folglich hat diese Strecke den konstanten Wert 4a,,

D. h.:

1724

Avuf allen Regelstrahlen eines Zylindroides C? ruft das mit ihm
orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C* kongruente elliptische
Punktinvolutionen hervor. Ihre Potenz ist gleich — (2a,)% also gleich
dem negativen Quadrate des Abstandes der Brennpunkte der beiden
Hauptparabeln von CZ2%)

42. Zueinander normale Tangentialebenen der Strahlenkegel, welche
C? aus einem beliebigen auBerhalb der Fliche gelegenen Punkt X um-
schrieben werden konnen, schneiden sich in den Strahlen des von X
ausgehenden Komplexkegels von 2. Der von X ausstrahlende Komplex-
kegel ist also der Leitkegel des C? vom Punkte X aus umschriebenen
Kegels. Er zerfallt, wenn X ein unendlich ferner Punkt auBierhalb C2
ist, nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen
Parallelstrahlenbiischel in der Leitebene des parabolischen Strahlenzylinders,
der aus dem betreffenden unendlich fernen Punkte C? umschrieben werden
kann. Der Leitkegel zerfillt ferner in zwei Leitstrahlenbiischel I. Ord-
" nung fiir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des mit C? orthogonal
verkniipften Zylindroides. In anderen Worten:

Die Mittelpunkte aller einem gleichseitigen Paraboloide C? um-
schriebenen Kegel des Hachette liegen auf dem mit C*? orthogonal
verkniipften Zylindroide.

Alle C? umschriebenen Kegel des Hachette, deren Mittelpunkte auf
einem Regelstrahle «, von C® liegen, senden je eine Leitebene durch
den Regelstrahl v, von €3 in den u, durch die Nebensymmetrieachsen von
C? gespiegelt wird. u,, v, sind aber nach 40. zueinander polare Fokal-
achsen von C?, folglich liegen die Pole dieser durch v»; gehenden
Leitehenen auf w,. Der Regelstrahl u, von C® ist also eine gemein-
same Fokalachse aller dem Paraboloide C? aus den Punkten vonr u, um-
schriebenen Kegel und zugleich fiir diese Kegel der Polstrahl ihrer mit o,
inzidenten Leitebenen. Die zweiten Fokalachsen dieser Kegel bilden nach

* Schrdter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 36, N. 6.
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einem bekannten Satze aus der Theorie der Fokalachsen einer Fliche
II. Grades eine Regelschar des durch u, gehenden mit C? konfokalen
Paraboloides; thre je auf der Ebene der beiden Fokalachsen senkrechten
Hauptachsen also eine gleichseitige parabolische Regelschar, die in dem
Achsenkomplexe von C? enthalten ist. w, ist der zur Leitschar dieser
Regelschar gehorige Scheitelstrahl. %, und der mit ihm inzidente
Regelstrahl v, von C® sind ferner die Scheitelstrahlen eines mit C? kon-
fokalen Paraboloides. FEine Schar konfokaler Paraboloide enthilt nun
stets ein gleichseitiges Paraboloid, sein Scheitelpunkt hilftet den Abstand
der Brennpunkte der Fokalparabeln. Somit gilt nach 40.:

In einer Schar konfokaler Paraboloide bilden die Scheitelstrahlen
der hyperbolischen Paraboloide die Regelschar eines Zylindroides.
Durch Spiegelung an jedem seiner Scheitelstrahlen geht ein gleich-

seitiges Paraboloid in sich selbst {iber und jede Fokalparabel in die
andere. Kurz:

Die Paraboloide einer Schar konfokaler Paraboloide werden an
den Scheitelstrahlen des in der Schar enthaltenen gleichseitigen Para-
boloides C? paarweise ineinander gespiegelt. Je zwei ineinander
gespiegelte hyperbolische Paraboloide haben zu Scheitelstrahlen zwei
Paare inzidenter Regelstrahlen des mit C? orthogonal verkniipften
Zylindroides. IThre Scheitelebenen liegen zur Scheitelebene von C'*
symmetrisch.

43. Der aus einem beliebigen Punkte L einem gleichseitigen Para-
boloide C? umschriebene Ebenenkegel II. Ordnung A? hat nach 39, stets
reelle zueinander orthogonale Ebenen. Ihre Schnittgeraden sind die
Strahlen eines zum quadratischen Komplexe I? gehdrigen Kegels. Er zer-
fallt, sobald L auf dem mit C? orthogonal verkniipften Zylindroide C®
liegt, in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung.

Sind nun «, 8 zwei Ebenen eines Ebenenkegels II. Ordnung K* und
ist @ eine mit «, aber nicht mit dem Mittelpunkte K von K? inzidente
Gerade, so schneiden die Ebenen von K? die Gerade o und die Ebene f§
bzw. in einer Punktreihe und einem zu ihr projektiven Strahlenbiischel
I. Ordnung, wemn je zwei mit einer Ebene von K? inzidente Elemente
beider Gebilde einander entsprechen. Die durch die Punkte der Punkt-
reihe parallel zu den homologen Elementen des zu ihr projektiven Strahlen-
biischels gezogenen Strahlen bilden eine zu K? perspektive parabolische
Regelschar. Sie geht in eine gleichseitige itber, sobald « und @ normal
zu f§ sind. Sonach ist auf eine einfache Art synthetisch bewiesen:

Einem Kegel II. Grades mit reellen zueinander normalen Tangen-
tialebenen kann stets ein gleichseitiges Paraboloid C* eingeschrieben
werden. Die Schnittgeraden aller seiner zueinander normalen Tan-
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gentialebenen bilden einen Strahlenkegel II. Ordnung oder zwei

Strahlenbtischel I. Ordnung, je nachdem der Mittelpunkt des Kegels

auBerhalb des mit C® orthogonal verkniipften Zylindroides C® oder

auf ihm liegt.

Die auf den Tangentialebenen eines Kegels II. Grades ¥ in seinem
Mittelpunkte G errichteten Normalen bilden bekanntlich einen Kegel
II. Ordnung GZ. Beide Kegel haben dieselben Symmetrieebenen. Einer
von ihnen schlieBt entweder den andern im allgemeinen ein oder hat
mit thm vier reelle Erzeugende gemein. UmschlieBt G? den Kegel GZ,
so hat G? keine reellen zueinander orthogonalen Tangentialebenen; umn-
schlieBt hingegen G2 den Kegel G oder haben die beiden Kegel vier
reelle Erzeugende gemein, so bilden die Schnittgeraden der reellen zu-
einander orthogonalen Tangentialebenen von G? einen Kegel II. Ordnung
mit gleichen Symmetrieebenen wie G® Er umschlieBt: den Kegel G2 im
ersteren Falle, er schlieBt ihn vollig aus im letzteren. Seine von ihm
eingeschlossene Hauptachse fillt mit derjenigen von G* ausgeschlossenen
Hauptachse dieses Kegels zusammen, die einen Winkel zwischen den
Fokalachsen von G* hilftet.

Projektive Eigenschaften einer Kette konfokaler linearer
Strahlenkongruenzen.

44. Jeder Strahl des Kegels II. Ordnung X2, den der Komplex I?
durch einen beliebigen Punkt X des Raumes sendet, bestimmt nach 9,
zusammen mit dem Hauptachsenzylindroide C* der zugehdrigen konfokalen
Kongruenzen eine von ihnen. Sind 4% B, C,%, D,* vier dieser konfokalen
Kongruenzen, welche den Kegel X® bzw. in den vier harmonischen Strahlen
@, b, ¢, d schneiden, und ist s ein zu ihnen windschiefer Regelstrahl von
C? so ist s nach 11. die Hauptachse von vier bzw. durch 4,% B/ C,%, D!
gehenden linearen Komplexen I, T, I, T, eines Komplexbiischels. Die
von X auf s geféllte Normale 1, ist ein Strahl der Trigerkongruenz dieses
Biischels und zugleich ein Strahl von X2 folglich bilden die dem Punkte X
bzw. durch die vier Komplexe zugewiesenen Nullebenen n,a, »,b, % c, n.d
vier harmonische Ebenen des Ebenenbiischels [#,] und die Komplexe
selbst also vier harmonische Komplexe des Komplexbiischels. Die vier
Kongruenzen A4,%, B,', C!, D,' schneiden somit nicht nur den Komplex-
kegel X? sondern auch jeden andern Komplexkegel von I in vier har-
monischen Strahlen. Vier konfokale lineare Kongruenzen sollen nunmehr
vier harmonische konfokale lineare Kongruenzen heilen, wenn
sie mit einem und demnach mit jedem Kegel des quadratischen Kom-
plexes ?, dem sie angehdren, vier harmonische Strahlen gemein haben,
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ferner sollen die oo! konfokalen linearen Kongruenzen, welche zu dem-
selben Fokalparaboloid gehoren, eine Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen genannt werden. Kine Kette konfokaler linearer Kongruenzen
148t sich hiernach auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen. HeiBt
endlich der von den Kongruenzen einer solchen Kette gebildete quadratische
Komplex der die Kette umfassende Komplex, so gilt insbesondere:

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem Kegel
des sie umfassenden quadratischen Komplexes '* projektiv, wenn
jedér Komplex der Kette dem Strahle des Kegels entspricht, den er
mit ihm gemein hat.

45, Der Komplexkegel X® von ? zerfillt nach 11. im allgemeinen
in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung, sobald sein Mittelpunkt X dem Haupt-
achsenzylindroide C® der Kette konfokaler linearer Kongruenzen oder der
unendlich fernen Ebene angehért. Im ersteren Falle steht die Ebene des
einen Strahlenbiischels in X auf dem mit diesem Punkte inzidenten Regel-
strahle » von C® senkrecht, und je vier harmonische Kongruenzen der
Kette schneiden diesen Strahlenbiischel nach 11. in je vier harmonischen
Strahlen. Im letzteren Falle bilden die durch X gehenden Strahlen von
I? einen unendlich fernen Strahlenbiischel und einen Parallelstrahlen-
biischel, dessen Ebene denjenigen Regelstrahl » von C?® enthilt, der auf
der Verbindungsebene von X mit der Hauptsymmetrieachse ¢; von C°*
senkrecht steht. Wird ein von r verschiedener Regelstrahl s von C?® zur
Hauptachse und je ein Strahl z des Parallelstrahlenbiischels zu einem
Strahle eines linearen Komplexes I, gewidhlt, so ist hierdurch im all-
gemeinen je ein linearer Komplex I, eines Biischels bestimmt. [, weist
dem unendlich fernen Mittelpunkte des Parallelstrahlenbiischels eine mit
2 und dem unendlich fernen Punkte von s inzidente Nullebene zu. Durch
vier harmonische Strahlen des Parallelstrahlenbiischels sind somit vier
harmonische Komplexe dieses Biischels bestimmt. Durch vier harmonische
Strahlen 2 des Parallelstrahlenbiischels gehen also wiederum vier harmo-
nische Kongruenzen der Kette. Kurz:

Wird jeder Kongruenz einer Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen der Strahl zugeordnet, in dem sie einen im Endlichen ge-
legenen Strahlenbtischel I. Ordnung des die Kette umfassenden
quadratischen Komplexes ™ schneidet, so ist die Kette zu diesem
Strahlenbiischel I. Ordnung projektiv.

46. Die Kongruenzen X' einer Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen ordnen einer beliebigen Ebene « der Hauptsymmetrieachse ¢; je
eine Ebene o, dieser Achse zu, ferner senden sie nach 45, durch einen
Punkt P ihres Hauptachsenzylindroides im allgemeinen die Strahlen z eines
-zur Kette projektiven Strahlenbiischels I. Ordnung [P]. Ist die Ebene
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dieses Strahlenbiischels zu « parallel, so projiziert jedesmal «, aus ¢; die’
Spur von # mit der Fluchtebene » der konfokalen Kongruenzen. D. h,:

Einer Ebene « der Hauptsymmetrieachse ¢; von ? ordnen die
Komplexe der zugehdrigen Kette konfokaler linearer Kongruenzen die
Ebenen eines zur Kette projektiven Ebenenbiischels I. Ordnung [¢,],
zu. Den Ebenen «, f, .- von ¢; sind somit projektive Ebenen-
biischel [cq],, [cals, - - zugewiesen, welche die ¢; mit den Neben-
symmetrieachsen von I verbindenden Ebenen entsprechend gemein
haben. ¢
47. Der Komplexstrahlenkegel X% den der Komplex I durch einen

beliebigen Punkt X des Raumes sendet, ist nach 44. projektiv zur Kette
konfokaler Kongruenzen, wenn jedem Komplexe der Kette sein Schnittstrahl
mit dem Kegel zugewiesen wird. Ferner ordnen die Kongruenzen der
Kette der Ebene X¢;=E& nach 46. die Ebenen eines zur Kette projektiven
Ebenenbiischels I. Ordnung [cs]; zu. Die Kette konfokaler Kongruenzen
bezieht also den Ebenenbiischel {cq]; projektiv auf den Komplexstrahlen-
kegel X2 Nun ist aber der in £ gelegene Regelstrahl z, des Hauptachsen-
zylindroides C? der konfokalen Kongruenzen zugleich eine von den beiden
Leitgeraden einer Kongruenz X' der Kette. £ ist also durch X ' sich
selbst zugeordnet und enthilt den Schnittstrahl x von X,* mit dem Komplex-
strahlenkegel X* Die Ebene £ des Ebenenbiischels [¢,]; geht somit durch
den homologen Strahl z des zu [¢,]; projektiven Strahlenkegels X und jener
Ebenenbiischel erzeugt folglich mit dem zu ihm projektiven Strahlenkegel
einen Kegelschnitt £2. Dieser Kegelschnitt ist durch den Komplexstrahlen-
kegel X2 projektiv auf die Kette konfokaler linearer Kongruenzen bezogen,
und jeder seiner Punkte liegt auf einem Strahle, den die ihm ent-
sprechende Kongruenz mit X? gemein hat; er ist durch sie dem Mittel-
punkte X von X? zugeordmet. — Der zu x, mormale Strahl von X?2
insbesondere Yehort nach 9. zur ausgearteten Kongruenz der Kette. Sie
ordnet X den unendlich fernen Punkt dieses zu x, normalen Strahles zu.
Er ist — solange X nicht in die Fluchtebene » der konfokalen Kon-
gruenzen fillt — der einzige unendlich ferne Punkt des Kegelschuittes £%;
in dem ausgeschlossenen Falle liegen alle Punkte von £* in der unendlich
fernen Ebene. Hiernach ergibt sich:

Dem Mittelpunkte X eines Kegels X? des quadratischen Kom-
plexes ™ sind durch die zugehérige Kette konfokaler linearer Kon~
gruenzen die Punkte eines zu ihr projektiven und zu X* perspektiven
Kegelschnittes £ zugeordnet. &* ist eine Parabel, die jede der beiden
Nebensymmetrieachsen ¢;, ¢, von [? schneidet, und deren Achse
parallel zur Hauptsymmetrieachse von * liuft. Nur wenn der Mittel-
punkt X von X*® der Fluchtebene y der konfokalen Kongruenzen
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angehért, ist £ ein unendlich ferner Kegelschnitt und enthélt die

drei unendlich fernen Punkte aller drei Symmetrieachsen von I

48, Zerfallt fir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des Raumes
der von ihm ausstrahlende Komplexstrahlenkegel X2, so ist X nach 11. mit
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C® der konfokalen linearen
Kongruenzen inzident. Einem auf einer Nebensymmetrieachse von C3®
gelegenen Punkte X sind in diesem Falle die Punkte einer zur Kette
projektiven Punktreihe I Ordnung zugeordnet, ihr Triger liegt in der
unendlich fernen Ebene und kreuzt die betreffende Nebensymmetrieachse
rechtwinklig. Punkten X auf den iibrigen Regelstrahlen von C® entsprechen
im allgemeinen, wie sich leicht mit Hilfe von 40. erweisen laBt, eben-
falls zur Kette konfokaler Kongruenzen projektive Parabeln £% Sie gehen
durch die betreffenden Punkte, und ihre Ebenen sind in ihnen normal
zu dem je mit diesen Punkten inzidenten Regelstrahlen von €% Wiederum
schneiden sie die Nebensymmetrieachsen der Fliche, und wiederum lauft
ihre Achse je zur Hauptsymmetrieachse von €3 parallel. — Komplex-
strahlenkegel X2 von I'® mit einem unendlich fernen Mittelpunkte X zerfallen
nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen Parallel-
strahlenbiischel derjenigen Tangentialebene von C? die den zur Ebene X, -
normalen Regelstrahl der Fliche enthdlt. Die einem Punkte X* durch
die konfokalen linearen Kongruenzen einer Kette zugeordneten Punkte
bilden also eine mit der Fluchtebene y der Kongruenzen inzidente zur
Kette projektive Punktreihe I. Ordnung.

49, Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet nach 47.
dem Schnittpunkte einer beliebigen Geraden z mit der Fluchtebene yp die
Punkte eines unendlich fernen zur Kette projektiven Kegelschnittes zu
und dem unendlich fernen Punkte von z eine zu ihr projektive Punkt-
reihe I Ordoung von y. Beide zur Kette projektiven Gebilde sind zu-
einander projektiv und zum Ebenenbiischel [c;] perspektiv und erzeugen
eine zur Kette projektive Regelschar IIL. Ordnung X* mit der Doppel-
punktsgeraden ¢;. Sonach folgt:

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet einer be-
liebigen Geraden z die Strahlen einer zur Kette projektiven Regel-
schar IIL. Ordnung X® zu. Diese geht durch die Nebensymmetrie-
achsen ¢, ¢, des die Kette umfassenden Komplexes %, und ihre
Doppelpunktsgerade ist seine Hauptsymmetrieachse c;.

Schneidet # eine Nebensymmetrieachse ¢, der konfokalen Kongruenzen,
so sind dem Schnittpunkte von # mit ¢, durch die Kongruenzen der
Kette nach 48. die Punkte einer zur Kette projektiven unendlich fernen
Geraden zugeordnet. Die z durch die Kongruenzen der Kette zugeord-
neten Strahlen bilden also in diesem Falle eine durch die zweite Neben-
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symmetrieachse ¢, gehende parabolische Regelschar X% Sie wird gleich-
seitig, sobald z die Nebensymmetrieachse ¢, rechtwinklig schneidet, und
¢, selbst wird dann ein Leitstrahl dieser Regelschar. X? geht insbesondere
in eine Fokalregelschar der konfokalen Kongruenzen iiber, wenn 2z ein
Strahl der betreffenden Fokalregelschar ist. — Einer Geraden der Flucht-
ebene y sind im allgemeinen die Strahlen eines zur Kette projektiven
unendlich fernen Strahlenbiischels I. Ordnung zugeordnet, usw.

50. Jede Kongruenz einer Kette konfokaler Kongruenzen wird durch
den polaren Raum des gemeinsamen Fokalparaboloides nach 39. in sich
selbst iibergefiihrt, somit gilt nach 44.:

Vier harmonische Kongruenzen einer Kette schneiden den in
einer beliebigen Ebene gelegenen parabolischen Strahlenbiischel des
die Kette umfassenden Komplexes [? in vier harmonischen Strahlen.
Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem para-
bolischen *Strahlenbtischel & des sie umfassenden quadratischen
Komplexes '? projektiv, wenn jedem Komplexe der Kette der Strahl
von & zugeordnet wird, den er mit diesem parabolischen Strahlen-
biischel gemein hat.

Analog ergibt sich aus 47.:

Der Ebene § eines parabolischen Strahlenbiischels £ des Kom-
plexes I sind durch die Kongruenzen der Kette die Ebenen eines
zu ihr projektiven und zu £? perspektiven parabolischen Ebenen-
zylinders 1I. Ordnung =? zugeordnet. Usw.

Die rotatorische lineare Strahlenkongruenz.

51. In 2. sind auf dem Kegelschnitte «? und dem unendlich fernen
Kongruenzstrahle ¢, der Schnittkongruenz eines Komplexbiischels; zwei
projektive Punktreihen ermittelt worden, deren homologe Punkte durch
die Hauptachsen der Komplexe des Biischels verbunden werden. Wird
nunmehr angenommen — was dort ausgeschlossen wurde —, daB ¢, mit
der unendlich fernen Geraden der Ebene « des Kegelschnities «? zusammen-
fallt, so liegen in « alle Hauptachsen der Komplexe des Biischels, und «
ist somit die Fluchtebene der zugehorigen Schnittkongruenz -C.'. Diese
Hauptachsen bilden, da sie mit der Hauptsymmetrieachse ¢; von -C,*
inzident sind, einen Strahlenbiischel I Ordnung. .Je zwei zueinander
orthogonale Strahlen dieses Biischels sind die Hauptachsen je zweier fiir-
einander nullinvarianten Komplexe, sie schneiden ¢, in Punkten, die
sowohl durch ~C,', wie durch den unendlich fernen imginiren Kugelkreis
einander zugeordnet sind. Die lineare Kongruenz »C,* ist also elliptisch,
ihre beiden Fokalachsen fallen mit der Hauptsymmetrieachse ¢, zusammen,
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und die mit ¢, inzidenten Ebenen schneiden die in »C,* enthaltenen hyper-
bolischen Regelscharen in Kreisen.

Jeder Strahl des von den Hauptachsen gebildeten Strahlenbiischels
I. Orduung ist nach 6. eine Nebensymmetrieachse von »C,>. An jedem
spiegelt sich also ein von ¢; und ¢, verschiedener Kongruenzstrahl z in
einen Kongruenzstrahl, der mit # zu einer in rC;' enthaltenen rota-
torischen Regelschar mit der Rotationsachse ¢, und der zu ihr senk-
rechten Symmetricebene o gehdrt. ¢, ¢. sind reziproke Polaren in den
polaren Riumen der Triger dieser rotatorischen Regelscharen, und in
ihnen sind die durch -C,* einander zugeordneten Punkte von ¢, und ¢,
Xonjugiert. Die Triiger aller dieser in »C,* enthaltenen Regelscharen bilden
also einen Biischel rotatorischer Regelflichen mit der gemeinsamen Rotations-
achse ¢, und der gemeinsamen Symmetrieebene . Die zu den Flichen
dieses Biischels gehdrigen polaren Réume erweisen sich als die einzigen
rotatorischen, die O derart in sich selbst tberfiihren, daB die durch
~C,* einander zugeordneten Punkte in ihnen konjugiert sind.

Mit einer Nebensymmetrieachse ¢, inzidente Strahlen von ~C' bilden
eine gleichseitige parabolische Regelschar P, mit den Scheitelstrahlen
¢,, ¢;. Die lineare Kongruenz »C* wird somit von den Strahlen einer
gleichseitigen parabolischen Regelschar P8,? beschrieben, sobald P,? eine
volle Umdrehung um ¢, vollfihrt. Dieser Eigenschaft halber heifit
bekanntlich die vorliegende lineare Kongruenz ~C,! eine rotatorische
lineare Kongruenz.

52, Der von den Mittelebenen einer allgemeinen linearen Kongruenz
nach 14. gebildete gleichseitige parabolische Biindel zerfillt fiir die rota-
torische lineare Kongruenz in zwei Ebenenbiindel I. Ordnung. Der eine
hat zum Mittelpunkt den Punkt ¢ o = C, der andere den unendlich
fernen Punkt C; von ¢,. Die beiden zentrischen Biindel [C] und [Cx]
" sind kollinear und haben den Strahl ¢, entsprechend gemein, wenn Ebenen
und Strahlen beider Biindel als homologe angesehen werden, die durch rC,*
einander zugeordnet sind. Homologe Ebenen schneiden sich also recht-
winklig. Ein Ebenenbiischel [¢] von [C], dessen Achse weder mit ¢,
noch mit einer Nebensymmetrieachse von rC;' zusammenfillt, erzeugt
mit dem homologen Ebenenbiischel [¢'] von [Cs] eine durch ¢, gehende
in »(C,' enthaltene orthogonale Regelschar R, Die Kreisschnittebenen
von R,? sind normal zu den homologen Geraden ¢, ¢ der kollinearen
zentrischen Biindel, d. h. auch zu dem zu e parallelen Kongruenzstrahle
und zu ¢,, Durch jeden von ¢; und ¢, verschiedenen Strahl s von
7C;* geht also eine orthogonale Regelschar %2 deren eine Schar von
Kreisschnitten in Normalebenen zu s liegen. Sobald die Achse e des
Ebenenbiischels [¢] mit einer Nebensymmetrieachse ¢, von »C,' zusammen-
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fallt, geht die orthogonale Regelschar R,? in die gleichseitige parabolische
Regelschar B,? iiber. Die durch ¢, gehenden in rC,' enthaltenen Regel-
scharen II. Ordnung sind hiernach teils orthogonal, teils gleichseitig
parabolisch.

Rotatorische Kongruenzen, deren Hauptachsen den némlichen Strahlen-
biischel 1. Ordnung bilden, bilden selbst einen quadratischen Komplex.
Seine Komplexstrahlenkegel sind orthogonal, seine Komplexstrahlenbiischel
parabolisch. Die singuléire Fliche des Komplexes besteht aus der Ebene -
des Hauptachsenbiischels, der unendlich fernen Ebene und zwei Strahlen-
biindeln, deren Mittelpunkt bzw. der unendlich ferne Punkt der Haupt-
symmetrieachse ¢, jener Kongruenzen und der Mittelpunkt ihres Haupt-
achsenbiischels sind. Durch Spiegelung an ¢, oder einer Hauptachse geht
der Komplex in sich selbst iiber.

Berlin, den 14. Dezember 1905.
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Uber das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten
unter dem Einflusse von inneren Kraften.

Von

P. WoroneTz in Kiew.

In der dreiundzwanzigsten seiner Vorlesungen iiber Dynamik hat
Jacobi die partielle Differentialgleichung, die seinen und Hamiltons
Namen fithrt, fiir diejenigen Probleme aufgestellt, in welchen die Sitze
von der FErhaltung der Bewegung des Schwerpunktes gelten. Gelten
auBerdem die Sitze von der Erhaltung der Flichenriume, so konnen der
erwihnten Differentialgleichung noch drei andere beigefiigt werden. Be-
trachtet man nun das so entstandene System partieller Differential-
gleichungen von dem Standpunkte der bekannten Lieschen Integrations-
methode, so ist sofort ersichtlich, daB das Problem der Bewegung
eines materiellen Punktsystems von # Freibeitsgraden fiir den Fall, daB
die Sitze von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes und der
Flichenriume in Kraft sind, auf die Integration von nur 2(» —6) ge-
wohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung und auf Quadraturen
reduziert werden kann.

Dem Gesagten zufolge muf das Problem, das den Gegenstand vor-
liegender Untersuchungen bildet, d. h. das Problem der Bewegung von
vier Massenpunkten unter dem FEinflusse von inneren Kriften sich auf
die Integration von zwolf Differentialgleichungen erster Ordnung und auf
Quadraturen zuriickfithren lassen. Und in der Tat hat auch H. A. Seydler¥),
indem er die beriilhmte, von Lagrange**) auf das Dreikérperproblem an-
gewandte Methode etwas verallgemeinert, Differentialgleichungen solcher
Art und von solcher Anzahl fiir das in Rede stehende Problem her-
geleitet.

*) Seydler, Ausdehnung der Lagrangeschen Behandlung des Dreikdrperproblems
auf das Vierkérperproblem. Abhandlungen der math.-naturw. Klasse der k. bshmischen
Gesellschaft der Wissensch. VII. Folge. Bd.I. 1886.

**) Lagrange, Essai sur le probléme des trois corps. Oeuvres t. VL
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Sieht man von dem wohlbekannten Falle ab, wenn die Kraft, die
zwischen zweien der Massenpunkte wirkt, dem Produkte aus den Massen
der Punkte in ihre Entfernung direkt proportional ist, so ist es bis heute
nicht gelungen, eine allgemeine L&sung des erwibnten Problems selbst
bei spezieller Form der Kriftefunktion aufzufinden.

Was nun die partikuldren Losungen des Problems anbelangt, so sind
hier die von H. Sludski und Hoppe*) gegebenen zwei Fille, die eine
Ausdehnung der bekannten Laplaceschen**) Losungen des Dreikdrper-
problems bilden, anzufiihren. Eine weitere Verallgemeinerung der Laplace-
schen Losung fiir das Vierkdrperproblem ist von H. Lehmann-Filhés *#%¥)
erzielt worden.

Alle diese speziellen Fille werden in der vorliegenden Abhandlung
als bekannt angesehen, und im Texte soll ihrer nicht weiter Erwihnung
getan werden.

Die vorliegende Arbeit zerfallt in drei Teile. In Kap. I werden die
zwolf Gleichungen aufgestellt, nach deren Integration die in Rede stehende
Avufgabe durch Quadraturen geldst wird. Eine Anwendung der allgemeinen
Formeln wird auf den Fall gemacht, wenn die Massen dreler der Punkte
M,, M,, M,, M, einander gleich sind:

My = My = M.

Es wird nachgewiesen, daf dann das Punktsystem so in Bewegung
gebracht werden kann, daf die Punkte mit gleichen Massen in jedem
Momente der Bewegung in den Scheiteln eines gleichseitigen Dreiecks
liegen. Der vierte Punkt bewegt sich lings der Senkrechten zur Dreiecks-
ebene, die durch den Schwerpunkt des Dreiecks hindurchgeht. Die Dreiecks-
ebene bleibt der invariabelen Kbene parallel, und das Dreieck dreht sich
in seiner Ebene um seinen Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit,
die dem Quadrate der augenblicklichen Entfernung des Scheitels des
Dreiecks vom Rotationszentrum umgekehrt proportional ist.

Ist die Kraft, die zwischen je zweien der Massenpunkte wirkt, dem
Kubus der Entfernung der Punkte umgekehrt proportional, so lst das
Problem durch Quadraturen auflsbar.

Es moége hier noch erwihnt werden, obgleich im folgenden nicht
weiter darauf eingegangen wird, daf der eben angefiihrte spezielle Fall

*) Sludski, Zur Aunfgabe iiber die Bewegung eines Systems freier materieller
Punkte. Zeitschr. der Moskauer Math. Gesellschaft. IX. 1878; Hoppe, Erweiteruug
der bekannten Spezialldsung des Dreikdrperproblems. Grunerts Archiv der Math. und -
Phys. 64. 1879.

*#) Laplace, Mécanique céleste, 1. X, ch. VL

#+%) Lehmann-Filhés, Uber zwei Fille des Vielkorperproblems. Astron. Nachr.
127. 1891.
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leicht auf das 7-K&rperproblem ausgedebnt werden kann. Die drei Punkte
mit gleichen Massen liegen wieder in den Scheiteln eines gleichseitigen
Dreiecks, und die iibrigen Punkte des Systems bewegen sich auf der
Senkrechten zur Dreiecksebene durch den Schwerpunkt des Dreiecks.
Ist # =5 und auferdem
my = My,

o konnen die Punkte M, und M, stets symmetrisch zur Dreiecksebene
s liegen kommen. Bei #» = G und wieder m, = m, ist eine solche Be-
wegung des Punktsystems moglich, bei welcher die Punkte M, und M
symmetrisch zur Dreiecksebene bleiben, wihrend der Punkt M; mit dem
Schwerpunkte des Dreiecks zusammenfillt. In allen diesen Fillen reduziert
gsich das Problem auf Quadraturen, wenn die Krifte dem Kubus der Ent-
fernung umgekebrt proportional sind.

Die hier angefiihrten partikuliren Losungen des Vielkdrperproblems
konnen zur Illustration des berithmten Jacobischen Satzes iiber den letzten
Multiplikator dienen.

In Kap. IT wird der Fall diskutiert, wenn die drei Konstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind. Das allgemeine Problem zerfillt dann
in zwei selbstindige, nacheinander zu ldsende Probleme. Zuerst wird die
Deformation der Pyramide M, M, M,M,, in deren Scheiteln die Massen-
punkte liegen, gesucht. Zur Losung dieser Aufgabe miissen fiinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, die fiinf Kantenlingen der Pyramide durch
die sechste bestimmen, integriert werden. Darnach wird die Bewegung
dieser Pyramide im Raume gesucht. Diese Aufgabe fiihrt zu einer
Riccatischen Differentialgleichung:

Y _ o fi (@) + 9£,(@) + o).

Die Formeln dieses Kapitels werden auf den Fall angewandt, wenn die
Massen der Punkte einander gleich sind. Das Punktsystem kann dann so in
Bewegung gebracht werden, daB je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, M, M, einander gleich bleiben. Sind auBerdem die Dreiecke,
die die Seiten der Pyramide bilden, gleichschenklig, so ist das Problem fiir
Krifte von der oben angefiihrten speziellen Art durch Quadraturen lésbar.

Endlich in Kap. III wird der Fall untersucht, wenn die vier Massen-
punkte in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen. Die
Aufgabe hingt von der Integration eines Systems von fiinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung ab. Sind die Massen zweier Punkte ein-
ander gleich, so kann das Punktsystem so in Bewegung gebracht werden,
daB die Entfernung der Punkte mit gleichen Massen von der Geraden,
die die beiden anderen Punkte verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene der Punkte dreht sich um die erwihnte Gerade mit
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einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung der
Punkte mit gleichen Massen umgekehrt proportional ist. Sind die Massen
der beiden anderen Punkte auch einander gleich, so 1i8t sich auch hier
eine partikulire Losung des Problems fiir Kriifte, die dem Kubus der
Entfernung umgekehrt proportional sind, aufstellen.

Dieser spezielle Fall kann auch auf das n-Kérperproblem ausgedehnt
werden. Sind die Massen von 2p Punkten des materiellen Systems ein-
ander gleich, so kann das System sich so bewegen, daB die Punkte mit
gleichen Massen in jedem Momente der Bewegung in den Scheiteln eines
regelmiBigen 2p-Kcks liegen. Die tibrigen Punkte des Systems bewegen
gich lings der Senkrechten zar Ebene des 2p-Ecks, die durch seinen
Schwerpunkt hindurchgeht. Hier sind #hnliche Fille, wie oben in bezug
auf das gleichseitige Dreieck, zu unterscheiden.

Zum SchluB mdge noch bemerkt werden, daB im folgenden das Ver-
hiltnis der Massen der Punkte zueinander stets endlich angenommen
wird. Es werden also die Fille, die in der Literatur zu so manchen
interessanten Untersuchungen gefiihrt haben, wenn die Massen einiger
der Punkte als unendlich grof oder unendlich klein im Verhdltnis zu den
Massen der iibrigen angenommen werden, hier nicht in Betracht gezogen.

In der vorliegenden, zumeist recht kurz gefaBiten, Arbeit wird bei
der Diskussion der partikuldren Lésungen nur nachgewiesen, wie die
betreffende Aufgabe auf Quadraturen zurtickgefiihrt werden kann. Awus-
fiihrlicher werden diese speziellen Félle in einer groBeren Arbeit behandelt
werden, die wohl noch im Laufe des nichsten Jahres in russischer Sprache
in den Kiewer Universitits-Nachrichten erscheinen wird.

I

1. Es mdgen m,, my, my, m, die Massen von vier materiellen
Punkten M,, M,, M,, M, sein, die nur inneren Kriiften unterworfen
sind, und U die Kriftefunktion bedeuten. Wir bezeichnen mit z, y,, 2,
(i=1,2,3) die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte M,, M, M,
in bezug auf ein Koordinatensystem, das zum Ursprung den Punkt M,
hat und dessen Achsen im Raume invariabele Richtungen haben. U ist
eine Funktion der Veréinderlichen z, y, 2.

Wenn der Schwerpunkt O des Punktsystems M,, M,, M,, M, im
Anfangsmoment in Ruhe war®), so ist, den Integralen von der Erhaltung

*) Sind die Anfangsbedingungen anders gegeben, so bleiben die weiter unten
folgenden Betrachtungen in Kraft, beziehen sich aber nicht auf den Raum, sondern
auf ein Koordinatensystem O&n{, das zum Ursprung den Schwerpunkt O bhat und
dessen Achsen im Raume unveréinderliche Richtungen haben. Der Punkt O bewegt
sich, wie bekannt, geradlinig und gleichférmig.
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der Bewegung des Schwerpunktes gemiB, die Geschwindigkeit des
Punkies M, der relativen Geschwindigkeit des Schwerpunktes O in bezug
saf das System M,zyz gleich und entgegengesetzt. Bezeichnen wir also
mit M die Masse des Punktsystems:

1 M= m; + my + my + my,

80 sind die Projektionen der Geschwindigkett des Punktes M, auf die
Koordinatenachsen

i=$8 i=3 i=$

1 . 1 ‘ 1 '

@ 7 2, LT S T4 2 ™Y 5 "“71‘[2 M2, .
i=1 i=1 i=1

Die Geschwindigkeit des Punktes M, setzt sich aus der relativen Ge-
schwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das Koordinatensystem M,zyz
und der Geschwindigkeit des Koordinatenursprunges zusammen, so daf
die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes I, gleich

i=3 i=3 i=3

’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ 1 ’

3) %=y 2, M5 Yv T 2 MY & T Z, m;#;
i=1 i=1 i=1

sind. Die Projektionen der Geschwindigkeiten der Punkte M, und M
findet man aus den Ausdriicken (3) durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3
ineinander.

Mit Hilfe von (2) und (3) ldBt sich leicht die lebendige Kraft 7
des Punktsystems berechnen:

& 2T=m (1 - 1}}‘) @+ 9% +8"%) + m, (1 - %}) @2+ 97+ 2,7)
+ my (1 - '”j:i‘) (s + 457 + 47

My M, ’ r o o Mg M. o ror v, r
-2 hs(xgxs'}‘%?/s +5233)"2"§7ﬂ'l(x8x1+3/3?/1+5521)

m. st o o
—2 ﬂ% (/' + o' 9’ + 2, %)
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktsystems haben, wie
bekannt, die Form:
48T\ 8U. 4 [T\ U, d(dT\ U .

® @)~ alm) -~ wl)—m (-1
Hat man aus diesen Gleichungen die Koordinaten z, y, 2 als Funktionen
der Zeit ¢ gefunden, so bestimmt man die Bewegung des Koordinaten-
systems M,zyz im Raume mit Hilfe der Integrale, die die Erhaltung
der Bewegung des Schwerpunktes ausdriicken, wie bekannt, ohne jegliche
Integration.
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Vier Integrale der Gleichungen (5), das Integral der lebendigen Kraft
und drei Flichenintegrale, lassen sich sofort hinschreiben.
Das Integral der lebendigen Kraft gibt

(6) T=1U+h,

wo I eine Konstante bedeutet.
Um die Flichenintegrale zu erhalten, bemerken wir, daf die Aus-
driicke (3) mit Hilfe von (4) sich so darstellen lassen:

) 1 9T 1 8T 1 9T
m, 0w, my 0y, m, 0%

Das Moment in bezug auf die x-Achse des Vektors der Bewegungs-
groBe des Punktes M, ist also gleich
oT 31
YWor Ty

so daB die Flichenintegrale liefern:

i=8 ) i=3
(8 2(?/4%;?”"31%?)=A§ 2(%%“@%)235
i=1 i=1

i=3

Z(xig%—-yi%)——-c,

i=1
wo 4, B, C Konstante sind.

Da das gegebene Punktsystem nur inneren Kriften unterworfen 1st
go hingt U nur von den sechs Entfernungen der Punkte vonemander
ab, Diese Entfernungen sollen wmit o, ¢;, 05, 7y, 7, 753 bezeichnet
werden, wobei ¢;, 0;, ¢; die Entfernungen der Punkte M,, M, M, von
M, und 7, r,, ry die Entfernungen der Punkte M, und M,;, M, und M,,
M, und M, bedeuten:

® el=a’+y’+a wsw. rf= (2 — %)+ (1 —s)"+ (5 £,)* usw.
Zumeist werden wir voraussetzen, daB die Kraft, die zwischen je zweien
der gegebenen Punkte wirkt, dem Produkte der Massen der betreffenden
Punkte in irgend eine Potenz ibrer Entfernung proportional ist. Dann ist
(100 U= E‘j_‘{ [y (my 0 *+* + mye*+t + my 0t +Y) + mgmg b+

+ mgmyrgt T+ mymy 1],

wo % eine positive oder negative Zahl und & ein von den Massen der
Punkie unabhingiger konstanter Faktor sind.
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In den Bewegungsgleichungen (5) ist natiirlich

oU U x | 0Um—wm | OU o —x,
(11) oz, 0o, o ory T, + or, 1,

oU _oUmx | 0Um—a 3Uw,—w,

oz,  0Ogy 0, + ory 1y + ' usw.

zu setzen.

2. In die Bewegungsgleichungen (5) wollen wir statt der neunm
Koordinaten 2, y, # neue Variabele einfithren. Zu diesen wahlen wir die
sechs GroBen ¢ und r (9) und drei Verinderliche ¢,, ¢, @, die mit

]

den Koordinaten z, y, # durch die Differentialgleichungen
(12) @) = B+ Yoy + 4% — By — YpYy — 252 usw.
verbunden sein mogen. *)
Durch Differentiation nach der Zeit ¢ erhélt man aus (9):
(13) 0.0, = &% + Yy, + 22 usw.
71y = (=) (% —3") + (Yo%) W' —%s") + (&—25) (2’ —25)) usw.

Stellt man nun mit Hilfe von (12) und (13) drei Systeme von je drei
Gleichungen, wie z. B.

) 010 = @@+ 4y + #2;

3 (010" + 0205 — 7575 — 95) = w8, + Yo, + %3

1 ’ ’ ’ r 14 ’ 4
3‘(9593 +010, — a1y + @5) = Xy, + YY) + 252,
zusammen, so bestimmt man leicht die Derivierten 2, ¥, ¢

A2 = (yo2,— % Ys) 010, + (Ys2,— 2341) vy’ + (Y123— 2,9) 4y’ usW.
(14) B2y = (Yo25— 23Ys) U5’ + (Ys21— 23 91) 0205 + (Y123 —#,Y5) v,/ USW.

A -z = (y25— 239s) Ve + (Ys21— #91) Uy + (Y1%— #19s) 0505” uSW.
Hier bezeichnet A das sechsfache Volumen der Pyramide, deren Scheitel
in den Punkten M, M,, M,, M, liegen.**) AuBerdem sind der Kiirze
wegen folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
(15) 0205 + 0505 — 717y + ) = 20 usw.

0205 + 0305 — 717 — /= 2v," usw.

*) Die Aunfgabe, in die dynamischen Gleichungen neue Variabele einzufiihren,
die mit den urspriinglichen durch Differentialgleichungen verbunden sind, ist in
letzter Zeit schon recht hiufig behandelt worden. Ausfiihrlicheres iiber diese Auf-
gabe, wie auch tber die betreffende Literatur findet man in meinem Vortrage
nUber eine Transformation der Gleichungen der Dynamik“ (Protokolle der Kiewer
physiko-mathematischen Gesellschaft aus dem Jahre 1900) oder auch in der neueren
Abhandlung von G. Hamel, Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik
(Math. Apnalen Bd. 59. 1904).

*¥) Wir setzen A von Null verschieden voraus, Der Fall A = 0 soll weiter
unten selbstindig behandelt werden.



3% P. Woronerz.

Setzt man aus den Formeln (14) in den Ausdruck (4) fiir die lebendige
Kraft des Punktsystems ein, so wird 7' zu einer homogenen Funktion
zweiten Grades © der Grofen o, ¥, ¢

Bezeichnen wir ferner:

(16) Ak = (85— 4 Ys)? + (2a 23— %323)" + (%Y — Ys%5)* usw.
A7) A% k= (y32,— % 1) (12— 2,9) + (52, — @3 2) (2325 —2,25)
+ (@3th— Y3 2,) (1Y~ Y1 ) USW.,
80. erhalten wir aus (14):
2 +y 2=l 20,2+ kv, + kyu” + 2Ry 05 uy "4 2hguy o; 0,
+ 2hy0,0,/v5 usw.
awy 4y ys + o2y ey =y Us 03" + k3 0005wy + k30, 0505
+ Iy (0505 0305 + 1/ %y") + Py (v vy + g 0305") + hog (45", + 05 0y'v;') usw.,
so daB (4) ergibt:
(18) 20 = &y (m, 0,70, + maus ™ + myvy* — MQ®)
+ Fy (1 05205+ mguty 2+ my vy — MQ?)
+ kg (my 05205 2+ myuy®+ myv,*— MQ?)
+ 2k (my g vy + Mm30504' v, + My 05 05'u — MQ,Qy)
+ 2 hy(myuy'v," + m30505' vy + My 04 04y — MQ; Q)
+ 2 g (mg s 05" + 1,0, 0, V5" + My @y 0y uy — MQQy),
wo zeitweilig
19) - m, 0,0, + Moug + mgvy’ = MQ usw.
gesetzt ist.

Die Koeffizienten % und %, die in (18) eingehen, lassen sich leicht
durch die GroBen ¢ und 7 (9) ausdrucken Nach (16), (17) und (9) ist:

Ak = 922932— e (07 o' —1,")? usw.
(20)
A by = _((’s + o~ 7% (024 0,7 — 13 ?) — 912(9224' 05’—r,%) usw.,

wobei nach einer bekamnten Formel fiir das Volumen einer Pyramide,
\l
deren Kapten die Lingen o, 0y, 0s, 7y, 73, 75 haben,

1
(21) A'=efeles’+ T (052 + 05— 11%) (05 + 01— 13") (0 + 04" —75%)
1 1
-7 o (0’ + os*— ) — o 0s° (05> + 0" —17")"

1
vy 057 (0,°+ 0’ — %)’
ist.
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Die Gleichung (18) gibt also nach (15) und (19):
(22) T =0(g; 7, 051, ®;)-

Um die Differentialgleichungen, die die Variabelen ¢, », @ als
Funktionen von ¢ bestimmen, aufzustellen, filhren wir die Varlatlonen
der GroBen ¢ (12) ein:

(238) 9, =200+ Y50y + 2,02, — 2300, — 4, 0y, — 2,04, usw.
und bestimmen*) die Differenzen
, d
0 — 709
Aus (12) und (28) findet man:

;4 . ,
0y — 55 0y = 2(25 0my— 2y 0y + - - ).
Setzt man in diese Gleichung aus (14) und aus den entsprechenden
Formeln:

A-J:CI = (yzzs"‘ 52?/3) @1691 + (%91 - 53!/1) 3/03 + (ylzg—' 213/2) au'g U.SW.,
wo nach (15)
(24 0:00: + 0300, — 7 07 + 0oy = 20u, usw.
0:00; + 0005 — 7,07, — 0, =200,  usw.
ist, ein, so erhdlt man:

, @4
(25) 09,/ — ai

0, = 2k, (v ¢ uy— uy" 0vg) + 2k5(u, 050 03— 0405 d4y)
+ 2k3(0; 05 00—, gg dos)
+ 271 (0505 030 02— 0305050 05+ ;" 00 — v, duy)
+ 2hy (vy 00— vy 00, + 05 05" Fetg— u5" 050 03)
+ 2y (uy Oug— g’ duy 4 vy 0,0 03— 0,05 00y).
Durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 bekommt man hieraus die
Gleichungen zur Bestimmung der Differenzen
, a , 4
O, —‘jgd%i d g —7: 995
Nun wenden wir die bekannte Formel

ty

Jot+emat=0
4 .

*) Vergl. unseren oben erwihnten Vortrag oder auch die Abhandlung von
K.Heun, Die Bedeutung des D’Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und
Gelenkmechanismen (Archiv fiir Math. und Phys. II. 2. 1902. § 17).
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an. Durch partielle Integration li8t sich die Funktion unter dem Integral-
zeichen so echreiben:

i=3

ST 0 L) i) oms S b0 S5

2 i 0]

Mit Hilfe von (25) und (24) wird dieser Ausdruck zu einer linearen
Funktion der Variationen dg, dr, . Setzt man nun die Koeffizienten
dieser Variationen gleich Null, so erhilt man folgende neun Gleichungen:

d (00 sO+ U 20 69
d—t(agli) — ( a-:; = gl(ﬁl_—?ll) a—(’;' - 91(2ﬁ1+ 7’2+“3 “1)
00
+ 0,2y + B+ 0‘2_0‘1)?;—; usw.
(26) d (80 30+0) 20 20 20

dt W) — "% " {“2—“8) 5;7“7‘1»32‘5—9;—' Vs ggr USW.
d (00 20
EZ(B 'y ) (“2+ 053) + B; aq) -+ Vs a(p usw.,,

wo die «, B, y lineare Funktionen der GrioBen ¢, v, ¢, deren Koeffi-
zienten von @ und r abhingen, bezeichnen:

1 9191' + h2“2, + A 1)3' usw.; ﬂl = kj.”z, + h29393,+ ks “1’ usw.;

217
( ) = kyus' + hyv, + hgos0, usw.

Aus diesen Formeln sind die Variabelen " und ¢ mit Hilfe von (15) za
eliminieren.

Die Gleichungen (26) bestimmen die Verinderlichen @, », ¢  als
PFunktionen der Zeit. Diese Gleichungen sind in bezug auf die GroBen ¢
und r von der zweiten, in bezug auf die Variabelen ¢’ von der ersten
Ordnung.

Zwei Integrale des Systems (26) lassen sich sofort angeben. Das
Integral der lebendigen Kraft gibt:

(28) 0O=U-+h,

wo h eine Konstante bezeichnet.
Um das andere Integral zu erhalten, benutzen wir die Flichen-
integrale (8). Den Formeln (12) und (13) gem#B ist:

0T _ 002 , 9O x, 89 ¥ —x | 30 30
(29) aa’_ 391 o ar" Ty + a‘ps' xs 6973' $s usw’,

so daB
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T oT 1 900
P N T T (9125 — #1Y5) — 7.3 3,. (%Zg 2Ys)

00
+ PP (25— 2195) — 5;3" (%129 — #,95)
wird. Setzt man hieraus in die Flichenintegrale (8) ein, so erhilt man:
00 1
(30) (ys22— Zs?/e) + (hes—2 ys) aq,  + (a2~ %) "a%js“' =54 uww,

oder, indem man diese Gleichungen quadriert und sodann addiert, nach
(16) und (17):

00 ¢06 00 00

(81) K ( )—I—]v2( )+k ( )+2h ' T97 Too ,+2h2_~a(p,_~a%;
: {0 90 A Bri(e

2h3"aqal 09, AT

Wenn man zwei der Gleichungen (26) durch die Integrale (28) und
(31) ersetzt und aus dem neuen System von Differentialgleichungen d¢
und, z. B, @5 eliminiert, so bekommt man sieben Differentialgleichungen,
die sieben der Variabelen ¢, 7, ¢’ durch die achte bestimmen. Nur fiinf
von diesen G(leichungen werden zweiter Ordnung sein. Wir kinnen also
sagen, dafp das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten, die nur
inneren Kréiften unterworfen sind, auf die Integration von zwilf simultanen
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert ist.

Wenn die Kriftefunktion U, wie z. B. in (10), eine homogene Funk-
tion (k+1)* Grades von den Variabelen ¢ und # ist, so kann es oft vor-
teilhaft sein, eine der Gleichungen (26) durch folgende von Jacobi¥) ge-
'gebene Gleichung zu ersetzen:

(32) dt’ ["’4(’”1 01" + My 03® + My 05%) + mymyry® + mgmyrs + mymy ¥
= 2M[(3 + ) U + 2%].

Sind aus (26) die Variabelen g, 7, ¢’ als Funktionen der Zeit be-
stimmt, so findet man die Koordinaten z, y, 2 der Punkte M, M,;, M,
ohne Schwierigkeit.

Durch geeignete Wahl der Richtung der Koordinatenachse M,z kann

man es stets erreichen, daB zwei der Konstanten 4, B, C der Flichen-
integrale gleich Null werden. Es mégen

A=B=0

sein. C wollen wir von Null verschieden voraussetzen.*¥)

¥) Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, Vorl. IV.
*) Der Fall A = B = C = 0 wird weiter unten fiir sich behandelt.
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Multipliziert man (30) mit z;, y;, 2;, wo i 1, 2 oder 3 bedeutet, und
addiert, so wird

(33) a2 _1

sy~ 7 U7

Diese Formeln bestimmen die Koordinaten 2 der Punkte M,, M,, M,.
Wir fiihren nun Polarkoordinaten ein:
. x; = R,co8®;; y,= R;sind,.
Die GroBen R, und die Differenzen &; — &, findet man ohne Integra-
tion aus den Formeln:
(34) R’=o0"—27; 2R,Bycos (9, —8y)=0," + 05" —1°— 242 uswW

Man hat also nur noch irgend eine von den Variabelen &, zu be-
stimmen. Fiihrt man in die Gleichung (12) und (13)

2@y + %y + %%) =004 + 0505 — 117 + o
Polarkoordinaten ein, so wird
2[Ry Ry cos (8, — &5) + Ry Rysin (8, — 85)85" + 2,257]
= 0:0) + 0505 — 717y + @y

(i=1,2,3).

so daB

_ fes0 Fese —nin' 49 —222 — 2R, By cos(§, —Dy)
‘(85) Py = f 2R, R, sin (9, — 95) dt+ const.

wird.

Die Integration des Systems (26) fihrt 15 Konstanten ein. Uber
zwei Konstanten, 4 und B, haben wir durch die Wahl der Richtung der
#-Achse bestimmte Verfiigungen getroffen. Die Quadratur (35) gibt moch
eine Konstante. Es werden also, wie auch zu erwarten war, die Funk-
tionen, die die Koordinaten z, y, # der Punkte M,, M,, M, durch die
Zeit bestimmen, 18 willkiirliche Konstanten enthalten.

2. Wir wollen nun den speziellen Fall, wenn drei der Punkte M,,
M,, My, M, gleiche Massen haben, ins Auge fassen. Es sei

(36) My =mg=1mg=1; my=m; M=3+ m.

Es fallt nicht schwer nachzuweisen, daf dann die Bewegungsglel-
chungen (26) das System partikuliirer Integrale
BN a=a=a=0 n=n=n=r @¢'=¢'=9'=9q,
wo @, 7, 9 noch zu bestimmende Funktionen der Zeit bezeichnen, zy-
lassen.

Aus (20) und (21) findet man:

) _ ]
P Y R 14¢*—1* . 1 2% — 41
A= (8" 1Y) hi=hy=hy= F3—p; 1—k2=7@s=—,73—§*r~;,-
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Die Formeln (27) geben nach (15):

rige 4+ (22— rHre’ r’eg' —o¥rr’ ¢
7.2(392_,.2) ’ ﬂ =ﬂ2 ﬁs‘m““”"

a1=a2-=a3=

Vi=re=Vs= LST(;,Q::Q%% +
Bezeichnet man mit ©; das Resultat der Einsetzung aus (37) und (36)
in die Formel (18) fiir ©, so ist augenscheinlich:
50 _ 126, 90 _ 150,
de/ 3 9¢ ' do 8 Je
Von der Kriftefunktion U wollen wir auch voraussetzen, daf
2U _ 100, 39U _ 120,
J0, 8 Do ar, 8 or’
wo U, in bezug auf U dieselbe Bedeutung hat, wie ©, in bezug auf O.
Setzt man aus den gefundenen Formeln in die Bewegungsglei-
chungen (26) ein, so erhdlt man nur drei voneinander verschiedene Glei-
chungen:

d (90, _ 2(6, + U,). 20,y _ 90, +T) , 2 20,

38) d_(ag'l) e ) dt(@r) T oy ¥
( d 80)__3 00, .,
(8(;) r Wr’

die die drei Variabelen ¢, 7, ¢° als Funktionen der Zeit bestimmen.
Die letzte der Gleichungen (38) gibt nach Integration das Integral
(81) fiir den in Rede stehenden speziellen Fall:

VMAL+BL+0ﬂ

397
Nun ist aber die Funktion O,, die aus (18) leicht zu berechnen ist,
gleich:

20,= 2 Bt it S

so daB dem aufgefundenen Integrale gemiB:
q)' =-l/_4_2_—_}—__3;:_j-.._oj == const. = wo’_

Bezeichnen wir jetzt

3«» S %’
179 TRE e '—62) U1 "—O“—U‘u

so konnen die Diﬁ'erentmlglemhungen, die ¢ und » bestimmen, so ge-
schrieben werden:

&-1 &

N

| D

N

N—
l

20+ 1), 4 (06,) 20, + Ty,
o¢ ’odt \or’ T or
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Statt der Variabelen ¢ fithren wir eine neue § ein:
-V avie=n
20, =¢34 "3
und die Differentialgleichungen transformieren sich in solche:
R
wo U, durch » und § auszudriicken ist.

Diese Formeln fallen mit den Gleichungen der Bewegung eines mate-
riellen Punktes in einer Ebene zusammen, wenn die Massesdes Punktes
gleich Eins ist, seine rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten mit { und
7 bezeichnet sind und U, die Kréftefunktion bedeutet.

Ist die Kraft, die zwischen den Punkten M, und M; wirkt, dem
Kubus der Entfernung M, M, umgekehrt proportional, d. h. ist in (10)

k=—3,
so ist unser Problem leicht in Quadraturen auflésbar.

Die Jacobische Gleichung (32) gibt dann das Integral:
M(E+ 7% = 2Mht* + 2at + b,
wo a und & willkiirliche Konstanten sind, und das Integral der lebendigen
Kraft nimmt die Form -

’ 2 1 q),z
§2+”=‘38(m+;?)‘37°»‘+2’*

an. Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen eine der Variabelen, so
erhilt man eine Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung der -
anderen Variabelen. Diese Gleichung muB der Jacobischen Theorie des
letzten Multiplikators zufolge zu Quadraturen fiithren.

Sehr rasch kommt man ans Ziel durch Einfilhrung neuer Verinder-
lichen:

Dann wird

§=gq-cosyp; r=gq- s8iny.
Dann hat man:
My?=2Mht® + 2at + b;

’ ’ 3m? 1 @, *
2yt = =3¢ (Mcos’ap -+ msin®y + sin’qp) -3 sin®y + 2hy?
= F(’/’) + 2;‘%2)

woraus nach Elimination von y die Quadratur

dvy dat
/ 2_’_L_lr_T'___“____/2;_2.__5.&___5-f-consd;.
. G E T EF®) . Pttty

erhalten wird.
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Sind die GroBen ¢ und 7 als Funktionen der Zeit bekannt, so macht die
Bestimmung der Bewegung der Pyramide M, M, M; M, in bezug auf das
Koordinatensystem M,zyz keine Schwierigkeit.

‘Wir wahlen wieder die zy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A4=B=0.
Aus den Formeln (33), (34) und (35) bekommen wir dann:

zl—z—z—-l/é’ "—’7'2 B, =R, = Rs-i/f ﬂs““‘)s=”§"‘§

Py — Ty = f goof———}—const

Die Ebene des Dreiecks M, M, M, bleibt also der invariabelen Ebene
stets parallel, und die Pyramide M, M, M;M, dreht sich um ihre H&he
mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der augenblicklichen
Entfernung der Punkte M, M, oder M; von der Rotationsachse um-
gekehrt proportional ist.

IL

1. Wir gehen jetzt zu dem Falle tiber, daf alle drei Konstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind:
(39) A=B=(0=0.

Hierbei wollen wir an der Voraussetzung, daf das Pyramidenvolumen
A von Null verschieden ist, festhalten. Die Integrale (30) konnen unter
diesen Bedingungen durch folgende ersetzt werden:

(40) =0 (@ = 1’ 2} 3)7

6%
die natiirlich auch direkt aus den Bewegungsgleichungen (26) sich her-
leiten. lassen.

Wenn wir voraussetzen, dafl aus (40) die @, bestimmt und in die
Funktion © eingesetzt sind, d. h. wenn

0 = T (05 75 045 7)),
o, __ 90 . 2T, _ 20
39{ 69{ ! 905 - 5?; usw.

Setzen wir hieraus und aus (40) in die Bewegungsgleichungen (26)
ein, 8o erhalten wir:

@ (BT T +U) d 2T\ &I, +U) .
(41) Ei(%f>““—““lae,-—’ “t(ar;)“ a;t‘) (i=1,28).

Hat man aus diesen Differentialgleichungen die Variabelen ¢ und r als
Funktionen der Zeit gefunden, so ist damit die Deformation der Pyramide

Mathematische Annalen. LXIIL 26

80 ist nach (40):
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M, M, M, M, bestimmt. Es bleibt also noch iibrig, die Bewegung der
Pyramide in bezug auf das Koordinatensystem M,zyz aufzufinden. Zu
diesem Zwecke hat man die Koordinaten 2, y, 2 der Punkte M,, M,, M,
aus den Formeln (9) und (12) oder aus folgenden, ihnen gleichbedeu-
tenden:

2+ Yyl + 2t =0t uswy 2(@y 0+ Yy + %24) = 05" + 05" — 7, usw.;
2@y + YoUs + 2325) = 0,00 + 0505 — 77y + @, usw.

zu berechnen, wo die ¢’ aus (40) zu bestimmen sind.

Wir wollen nachweisen, daB diese Aufgabe auf die Integration einer
Riccatischen Gleichung zuriickgefiibrt werden kann.

Zu diesem Zwecke fihren wir statt der neun GroBen z, y, # 15
neue Variabelen a,, b,, ¢;, 4;,, u; (1 =1,2,3) ein, von denen wir verlangen-

wollen, daB sie folgenden sechs Bedingungen

(42)

(43) al+b+ct=1 usw; agay + bybg + c3c; =0 usw. »_
enligen. Die Beziehungen zwischen den Verinderlichen z, y, # und

genug g Y,

a, b, ¢, 4, u wihlen wir go:

(44) Zy = 01 (41ay + p105) USW; Ty = 05(Ay a5 + My0y) uUSW

g = 03150y + wy0l;) uswW.

Setzt man diese Werte fiir die z, y, # in die ersten sechs Gleichungen
(42) ein und beachtet die Bedingungen (43), so erhdlt man:

o't e’ —n’

(45) A2 4t = 1 uswy Agpe = 20, 05

usw.

Diese leicht zu losenden Gleichungen bestimmen die Gréfien 4 und u.
Indem man (44) nach der Zeit differentiiert, bekommt man z. B.:
Ty = Qg (Asy + psy) + @5 (A0, + 15’ as) + 03 (A50y + psay),
so daBl die letzten drei Gleichungen (42) nach (43) ergeben:

(46) 203230005 + 2050511525" + 20,05 (— Agtig + Ay g0, + !‘2@‘3“’3)
=005 + 0305 — 117y + @, usw,
wo nach (43)
(47) agag + bybs + e’ = — (a4, + gy’ + ¢56)) = w, usw.
gesetzt ist.
Die Determinante
—Aalty  Agdy gy i
Mgty — Agtty Ash i
My wpy — Ay, |
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ist nach (45) und (21), wie man sich leicht tiberzeugen kann,

AS
e"ee,t
also unserer Voraussetzung gemiB von Null verschieden. Darum lassen
sich die o aus (46) bestimmen.

Nachdem man die Differentialgleichungen (41) integriert und die
Gleichungen (45) gelost hat, werden also die @ bekannte Funktionen der
Zeit sein. Nun ist es aber wohl bekannt*), daf die Aufgabe der Be-
stimmung der GroBen a, b, ¢ aus den Bedingungen (43) und (47) auf
die Integration einer Riccatischen Gleichung zurtickgefithrt werden kann.

Wir sehen also, daB das Problem der Bewegung von vier Massen-
punkten unter der Wirkung von inneren Kriften fiir den Fall, daB die
Konstanten der Flichenintegrale gleick Null sind, in zwei selbstindige,
nacheinander zu losende Probleme zerfillt.

Zuerst wird die Deformation der Pyramide, deren Scheitel in den ge-
gebenen Massenpunkten liegen, gesucht. Dieses Problem 15st man durch
Integration von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die
Kantenliingen der Pyramide als Funktionen der Zeit bestimmen. Danach
stellb man sich die Aufgabe, die Bewegung der veréinderlichen Pyramide
im Raume aufzufinden. Die Losung dieser Aufgabe héngt von der In-
tegration einer Riccatischen Gleichung ab.

Aus den Gleichungen (41) 148t sich noch mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft die Zeit eliminieren. Das neue System von fiinf Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt fiinf der Kantenlingen der
Pyramide M, M, My M, durch die sechste.

2. Die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung (41) wollen
wir nun durch zwolf Gleichungen erster Ordnung in der kanonischen
Form ersetzen.

Wir bezeichnen nach (40)

01 00 0T, 00 .
(48) ‘ ‘a“‘;f=a*9?=7‘i; 9‘;3’”5;;7=P¢ (=12 3);

dann geniigen die GroBen =, p, o, r, wie bekannt, den Gleichungen:

dm;  O0H_ de; 0H,
i = e dt —om)
(49) dp. _ _0H dr; _0H,
dt — ~ or; ' dt  dp;’
(i=1, 21 3)’

*) Vergl. z. B. Darboux, Théorie des surfaces, t. I. ch. IL
26"
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wWo

i=3
H=Z; (w0, +pr) =L, —U=T-U

ist, so daB T die lebendige Kraft des gegebenen Punktsystems bedeutet,
die mit Hilfe von (40) und (48) als homogene Funkfion zweiten Grades
von den GréBen = und p dargestellt ist.

Diese Funktion T wollen wir jetzt berechnen.

Aus den Formeln (29) findet man nach (4), (40) und (48):

i=3
, 1 ’ . 2. P, .
a7 = M (xl ~—ﬂ—12 m,,x,.) - é— %, + i (%, — ) + ;f (%, — x,) usw.
i=1
und hieraus nach (1)-

i=3

"2 Ty
Z, + 2
2 92 2T g T

I 1 1 1 1
x1=(~*+——)91 R o R R - Ry

1 10
+ = e r“ (x, — xz) usw.

oTr oT oT
d iz By 77 in die

i=8
2T = ; (g% z + g%yil+ gg?z’i)

ein, so erhilt man nach kurzer Rechnung mit Hilfe von (9):

Setzt man nun diese Werte fir «’, %/, & un
evidente Formel:

2T=(&1f+£:) azf—i—(;,t—; + m%) ﬂ22+<7718-+”%) ”32—"(5:_,“'"%)1012
e
o, [(92 +o? =) Tt (00 08 — ) ot (0 + 0’ — 7yt B2
(50) +;,Tl(7'2 +rf— 2)10”0”-1- - (r? 41y —rz)p”p‘+ St — T B2
+;%[912+r22—932)1}j +(91 + 75t —9?2)%];;
b [ e B e B

1 2 2_ Py (o0 2 __ Py
+%;[(93 +1 92},11 + (05" + 1" — 0,%) ,.::! g:

3. Um die in den letzten zwei Paragraphen aufgestellten Formeln auf
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einen speziellen Fall anzuwenden, wollen wir voraussetzen, daB die Massen
der Punkte M,, M,, M,, M, einander gleich sind:

(51) my=my=mg=m,=1; M=4,

und daB die Kriftefunktion U in der Form (10) gegeben ist. Die Funk-
tion H (50) &ndert sich dann nicht, wenn man die Variabelen ¢ und =
duarch die Variabelen r und p mit den entsprechenden Indizes ersetat,
und umgekehrt. Daraus ziehen wir den SchluB, daB die Bewegungsglei-
chungen (49) das System partikulirer Integrale

(52) =15 m=p (=12,3)

zulassen.

Es ist also eine solche Bewegung des gegebenen Punktsystems M,
M,, M,, M, mdglich, bei welcher je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, M, M, gleiche Lénge haben.

Die Variabelen » und p geniigen im Falle (1) und (52) den Glei-
chungen:

dn 0H,  dp; _ _ 9H, .
910, dz;‘ = 8r: (1=1,2,3),
wo (50)
— 2 —
H=~—H =p, 24 p,? -I-p . 2+:sr -t py+ 2T a+”1 "s % pep,
(53) rt 4t )

P e )
ist. Diese Gleichungen haben nun die partikuliren Integrale
(54) =1y} Ps= Dy,
und die Variabelen r,, 7y, p,, pg sind aus den Formeln:

d a
d—?=2p1+2%p25 7};‘"— 21’2 (p1“‘_‘102)+”17
(55) ar,

2 '
o ‘“M + <4 - %E) D5 %% = _Pz (pi -Pz) + &yt
zu bestimmen.

Die erhaltenen Gleichungen konnen in dem Falle, daf die wirkenden
Krifte dem Kubus der Entfernung umgekehrt proportional sind, leicht in-
tegriert werden. Doch wollen wir erst nachweisen, wie unter der Vor-
aussetzung, daf die Gleichungen (55) geldst sind, die Bewegung der
Pyramide M, M, M; M, in bezug auf das Koordma.tensystem M,xyz be-
stimmt werden kann. Das in § 1 auseinandergesetzte Verfahren gestaltet
sich im Falle (1), (52), (54) besonders einfach.

Wir beginnen mit der Bestimmung der GroBen ¢’ aus den Inte-
gralen (40) oder, was nach (15) dasselbe ist, aus den Formeln:

ou,’  ov’ )



406 P. WoroNETZ.

Dem Ausdrucke (18) fiir © gem#8 bekommt man hieraus nach (19):
mg[kywy” + Byvy + hy@305" — (ke Qy + hsQ + 7y Q)]
= my[kyv, + hyQa@s" + hotts” — (ks Qs + 7y Qp + Do Qy)] usw.,

oder, wenn man wieder die Bezeichnungen (27) einfiihrt:

My [72 - 711’] (my ety 4 my B+ ms?’z)] = My [ﬂs - i (myeg + my By + my 7’3)]
usw.

Nun ist aber in unserem Falle (51), (52) und (54) nach (16), (17)
und (15)
by =Ty =ky = —hy — 2hy; by = hy;
2u =2ryry — i + @5 2w =i+ gy 2u =rr + gy
20 =2nyry — i — @5 20 =rr' — @)y 2u) =nr — gyl
Bestimmt man mit Hilfe dieser Formeln aus (27) die GroBen «, 8,

und setzt dann in die gefundenen Integrale ein, so iiberzeugt man sich
leicht, daB nach (51)
. . ¢ =@ =@’ =0
sein miissen.
Ferner findet man aus (45)
66) h—m—im h=m=D hew= ] 1-4
und dann aus (46)
0, = 0y =03 =0,
so daB die neun GroBen a, b, ¢ alle Konstante sind, von denen nach (43)
drei willkiirlich angenommen werden kdnnen.
Der Punkt M, bewegt sich zufolge (44) lings einer Geraden und die
Punkte M, und M, beschreiben ebene Kurven, die in den Ebenen

Zyag + Yoby + 250, = 05 2ga5 + Y3 by + 256, =0
liegen.
) Bezeichnet man
TaOy + Yobs + 205 = &3 20y + Y3y + 230, = 1y,
g0 ist nach (44) und (56)

g = V— =@(t); My=-= l’ 27 —r =9 (@).

Nach Elimination von ¢ aus dlesen Formeln erhilt man die Gleichung
der Kurve des Punktes 1Z,.
Auf #hnliche Weise kann auch die Kurve des Punktes M, bestimmt

werden.
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Ist die Kraft, die an den Punkten M; und M angreift, dem Kubus
der Entfernung J/;M; umgekehrt proportional, d. h. ist in (55)
k=—3,
so lassen die Gleichungen (55) auBer dem Integrale der lebendigen Kraft
e (=) pr 2 ppy L G+ -5
noch die beiden folgenden:
7+ 21 = 4(ht* 4 2at + b); ryp, + 209p, = hi+ a
zu. Hier bezeichnen a und b willkiirliche Konstanten.
Das vierte und letzte Integral muB der Jacobischen Theorie des

letzten Multiplikators zufolge durch Quadraturen sich bestimmen lassen.
Aus den Formeln (55) leiten wir die Gleichung

ar, dry _nt—ent 7,
g g = o p1“gpz

her und fiilhren in den Integralen und in dieser Gleichung die Substitution

= Rcos ; p1=wcos<p——%sinqy;

1 . 1 .
7 =7§Rsm¢p; Py =ﬁ (msm(p + %cosq))

aus. Wir erhalten dann:
p* 1t £ 1 4\ b, _ .
2 (m?. +E£) " sin®g R® + 2 R? (Ebs_’g:) + sin’q;) R R2”4(ht2+2at+b))
d
Bo=ht+ a; R? 729{) =29 (1 — ctg?g).

Indem man hieraus die Variabelen ¢, @ und R eliminiert, kommt
man in der Tat zur Quadratur

at ‘)
J Vi .J TerEf2ai+H - cons

F(p) = (1 — ctg’g) [2 (bh —a%) ~ (”‘1_ + “‘4“)]

coslyp ' sin?g

wo

gesetzt ist.
IIL.

1. Die meisten der in Kap.I und II benutzten Formeln sind unter
der Voraussetzung, daB das Pyramidenvolumen A von Null verschieden
ist, hergeleitet worden. Darum muB der Fall, daB die Punkte M, I,
My, M, in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen, ge-
trennt behandelt werden. :
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Wir fiihren wieder ein Koordinatensystem M,zyz ein, das zum Ur-
sprung den Punkt M, hat und dessen Achsen im Raume feste Rich-
tongen haben.

Indem wir einer Idee von Sylvester*), welche Radau**) mit
vielem Erfolg fir das Dreikdrperproblem verwertet hat, folgen, betrachten
wir neben dem Systeme. M,zyz ein zweites Koordinatensystem M, E%n¢,
das denselben Ursprung hat und dessen £v-Ebene mit der Ebene der
Punkte M,, M,, M,, M, zusammenfillt. Die Schnittlinie der £%- und
zy-Ebenen wihlen wir zur n-Achse und bezeichnen mit ¢ und ¢ die
Winkel zwischen den Ebenen 2y und £% und den Ebenen 2z und gE.

Dann hat die Winkelgeschwindigkeit des Systems M §n¢ in bezug
auf das System M,zys, wie bekannt, die Projektionen

—¢'sing, ¢, ¥ cosg.

Wir bezeichnen ferner mit £, 5, die Koordinaten des Punktes M in
der En-Ebene und mit u,;, v, w, die Projektionen auf die § 7, {-Achsen
der Geschwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das System M,zyz.
Es ist dann: |
BT w=& —nycosp; v=n +Eycosg; w,=—ny'sing—§o.

Die lebendige Kraft des Punktsystems laft sich nach (4) leicht
durch die GréBen u, v, w ausdriicken:

27 =m, (1 - %‘—) (u® + v, + w®) + m, (1 —-—%}1) (ug® + 2,% + 20,%)
+ mg (1 —32) (ug? + 02 + w,?)
- (-5 :

—2 m};;ns (ug g + 035 + 203005) — —‘“ (’“3“1 + vy + wsw1)

-2 ml];;'ng’ (wgty + 0,03 + wy05).

Setzt man hier aus (57) ein, so wird

T=0(@,n, & n, ¥, 9, ¢).
Die Kriftefunktion U hingt nur von den Variabelen £ und 4, ab,
so daB die Bewegungsgleichungen so geschrieben werden kénnen:

dt(aag) a(eaij”), (9'9) a(o+m (i=1,23);
i ) = 0 %@3)%%

¥) Sylvester, On the Motion of 2 Rigid Body acted on by no external Forces.
Philosoph. Transact. of the Royal Society of London, vol. 156, 1866, p. 778.

*) Radau, Sur une propriété des systémes qui ont un plan invariable. Liou-
ville Journ. de Mathém. 5. 2. §. XIV, 1869.
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Wendet man die Flichensitze auf die xy- und ¢¢-Ebenen an und
bemerkt, daf

cos (2, ) = — sing;  cos (4, n) = cosP; cos (2, ) =
ist, so bekommt man zwei Flichenintegrale der Form
00 00 .
v = C; dg =~ Asinyp + Beosy,

wo 4, B, C dieselbe Bedeutung haben, wie in (8).
Die letzte der Bewegungsgleichungen gibt das dritte Integral

; 00 .
(59) dp = (Acosy + Bsiny)y'.
Nun ist aber nach (57)

=8 i=3 i=8
20 _ o 9T _ or . 20 aT
91!"—2 (g"av,- ﬂia“i)cosw Zgggimsmq’; g_/=—-2 %:«E‘;

t= t= i=1

=38 i=3

20 oT  oTy\ ., . oT
79 = (Eia—,,i~n¢5;i)¢Sln¢—2mwcow

i= i=

und nach (58) und (H7)
T i=3 j=3
m; .
dw, Wi g 2 MWy = (“ mm; + % 2 mj’?}) ¥'sing
j=1

j=1
j=3
+ (- mg+ 3 D mjgf) 9’
i=1

folglich erhélt man aus den Integralen:
i=8

oT orT ’ s .
D (855, — M5 cos9 — R sin’p — Qg'sing = C;
i=1
(69) Q' sin ¢ + Py’ = A sin ¢ — B cos ¢;
i=3
oT oIy ., . rg
2(&.% — 1, a—ul)zp sinp + Ry'?sin g cos ¢ + Qv cos @
v =1 = (A cosy + Bsinp)v,
" i=3 : i=3 j=8 i=§
P Sme) - Smets 0= Sun St~ St
(61) i i=1 i=1 Jj=1 i=1
1 i=3
g (Smn) Swar
i=1

éesetzt ist.
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Jetzt unterscheiden wir drei Fille.
Den aufgestellten drei Gleichungen geniigt man, erstens wenn man

voraussetzt, dab
s

, ’ oT oT
v=0; ¢ =0; 4=DB=0; Z(&i-%—mm)=const.
i=1
ist. Die Ebene der Punkte M,, M,, M;, M, hat eine im Raume feste
Richtung und in dieser Ebene gilt der Satz von der Erhaltung der
Flachenriume.
Zweitens moge

-,

v =0
und ¢’ von Null verschieden sein. Man hat dann
i=8
oT 0T r s ’
{62) 2(5.-%;—1%5;5)00590— Qy'sing =C; Pg'=—B.
i=1
Die Ebene der Punkte M,, M,, M,, M, rotiert um die y-Achse mit
einer Winkelgeschwindigkeit, die der GroBe P (61) umgekehrt pro-
portional ist.
Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen mit Hilfe des zweiten
Integrals (62) die Derivierte ¢, so sind die neuen Bewegungsgleichungen
d (30, 20,+T). @20, 80,+0) .
@) ) =" awla) =" (=128),
wo nach Routh¥)
2
0,=0—By=0+2

ist. Da nach (59)
20, _ 00 _

T
ist, so #ndern diese Gleichungen ihre Form nicht, wenn man aus ihnen
nmit Hilfe des ersten Integrals (62) den Winkel ¢ eliminiert. AuBerdem
kann noch aus den erwihnten Gleichungen mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft
6, =U+h— By’

die Zeit eliminiert werden. Das Problem reduziert sich also in diesem
Falle auf die Integration von fiinf Differentialgleichungen zweiter Ordnung,

Sind, drittens, die ¢’ und 3" beide von Null verschieden, so wihlen
wir die xy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A=B=0.

*) Routh, A treatise on the stability of a given state of motion, ch. IV, art. 2Q
London 1877. .
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Aus den Formeln (60) finden wir:
Qv sin @ + Ptp’= 0; Ry'sin g 4+ Q¢'=— Csin p;

Z (5; B0, g—;:) = ( cos ¢,

=1

(¢—PRY = CP; (PR—@g'=C¢sing

g0 daB

wird.
Auch in diesem Falle lassen sich die GrdBen v/, @', ¢ aus den Be-
wegungsgleichungen eliminieren. Bezeichnet man

, c:p
eg = @ - C'd«' = 6 Qs _P.R —Funkt (gu )215 gi’ ’7.))

so sind die neuen Bewegungsgleichungen

d (00, 20, +U). 90,\  50,4U) .
ﬁ(ﬁl) 0&; s dt(anj> an; (7"‘:1’2}3)'

Indem man aus diesen Formeln mit Hilfe des Integrals der lebendigen
Kraft 62=U+k——0’¢"
die Zeit eliminiert, bekommt man auch hier fiinf Differentialgleichungen
gweiter Ordnung.

2. Um eine Anwendung der Formeln des vorhergehenden Paragraphen
au erhalten, wollen wir etwas ausfiihrlicher auf den zweiten Fall eingehen.

Die Formeln (57) geben in diesem Falle :

w,=& v,=n/; w,=—§9,
so daB nach (58) und (62)
20, = 20 — 2B’ = m, (1— T2} (&, 2+m,"2) + my (1— 22) (£/2 4 n,’?
Y ¥ 1 )5 T 2 o (& +m'?)

+ g ( —32) &y — 2 TE (B )

s My 12 N B
— 2@—]&(23 ) — 2m 7 && +n'n) + P
wird, wo nach (61)

= '317 (my &y +my &y +myEg)® — (m, & +mg &+ my &%)

ist.
Die Kriftefunktion nehmen wir in der Form (10) an.
Nun machen wir die Voraussetzung, daB die Massen zweier der
Punkte M,, M,, M, M, einander gleich sind:
Mg = My .
Man iiberzeugt sich leicht, daB unter dieser Bedingung die Bewegungs-
gleichungen (63) das System partikulirer Integrale

§1+§3—'Oa Mg = M3 52—0
zulassen.
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Die Integrale (62) geben nach (61)
C=0; 2mtie =

Wir sehen also, daB fiir das gegebene Punktsystem eine solche Be-
wegung moglich ist, bei welcher die Entfernung zwischen den Punkten
M, und M; mit gleichen Massen von der Geraden, die die beiden anderen
Massenpunkte M, und M, verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene, in der die Massenpunkte liegen, rotiert um die Gerade
M, M, mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung
M, M, umgekehrt proportional ist. Die Rotationsachse hat eine im Raume
feste Richtung (senkrecht zur invariabelen Ebene).

Sind die Massen der Punkte M, und M, auch einander gleich:

my =m, =1,
so lassen die Bewegungsgleichungen (63) das partikulire Integral
7y = 20y
zu, so daB die Punkte M; und M, in jedem Momente der Bewegung
symmetrisch zur Geraden M, M, liegen.

Wenn die Kraft, die an die Punkte M; und M; angreift, dem Kubus
der Entfernung M;M; umgekehrt proportional ist, so kann unser Problem
durch Quadraturen geldst werden.

Das Integral der lebendigen Kraft und die Jacobische Formel (32)
geben dann:

Mt = (i )
mEE + o =Nt2 4+ 2at + b,
wo a, b, b willkiirliche Konstanten sind. Substituieren wir nun
Vm & = Rcos @; 7 = Rsin o,

€

s0 wird
R?=ht®+ 2at + b;

2 g _ B? £ 4w, !
.R R’B + .R4 % hRS 40032 - _2 ((3,()32139---'--7:1,l sin? + 45intw + 40052 )
= hR?— F(0).

Nach Elimination von R erhilt man die Quadratur

de _ dt "
fvg;;;—af:p@ *fhm- at 5 T 0oms

. Kiew, November 1905.
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Uber meine Modifikationen des Ostwaldschen Prinzips und tber
den zweiten Hauptsatz der mechanischen Wiarmetheorie.

Von

Morrtz RETHY in Budapest.

1. Das Ostwaldsche Prinzip wird in der Mechanik von zwei Stand-
punkten aus betrachtet. Bei dem einen handelt es sich darum, welche
Konsequenzen aus ihm flieBen, wenn man es dem Wortlaute nach auf-
faBt. Bei dem anderen geht man davon aus, daf das Prinzip bei wort-
getreuer Auffassung schon in sehr einfachen Fillen — z B. beim hori-
zontalen Wurf eines schweren freien materiellen Punktes im leeren
Raum — den Tatsachen widerspricht, und stellt Modifikationen fest, durch
welche der Widerspruch wegfillt.

Herr Fejér vertritt in einer in diesen Annalen, Bd. 61, p. 422—436,
erschienenen schonen Arbeit den ersten, ich in einem Bd. 59, p. 554572
erschienenen Aufsatz den zweiten Standpunkt.

Im ersten Teil seiner Arbeit beschreibt Herr Fejér die Bewegung eines
materiellen Punktes in der Ebene, wenn fiir sie das Ostwaldsche Prinzip,
laut welchem ,von allen méglichen Energieumwandlungen diejenige er-
folgt, welche in gegebener Zeit den groBtmoglichen Umsatz ergibt®, fiir
eine fest gegebene Zeit bestehen soll. Er zeigt, daB eine solche Be-
wegung bei beliebig gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten und fester Zeit
nicht moglich ist, und daB die Bewegung, die bei passend gegebenen
Daten in Ubereinstimmung mit dem Prinzip erfolgt, eine brachistochronale,
also nur ausnahmsweise die natiirliche ist (pag. 430).

Im zweiten Teil beantwortet Herr Fejér die speziellere Frage nach den
Bedingungen, die erforderlich sind und auch geniigen, wenn die Ost-
waldsche Maximumseigenschaft der Potentialdifferenz in der Bahn eines in
der Ebene bewegten materiellen Punktes 2u jeder Zeit erfiillt sein soll:
Die durch die Anfangslage gehende Kraftlinie muf eine Gerade wnd die
Anfangsgeschwindigkeit gleich Null sein oder in die Gerade fallen. Die



414 M. Rgray.

Bewegung erfolgt eben dieser Kraftlinie entlang und befriedigt die Glei-
chungen der Mechanik (p. 433).

Im ersten Teil meiner oben zitierten Arbeit zeige ich, daf das in Rede
stehende Prinzip dadurch, daB man an Stelle der Energieen ihre mittleren
Werte in fest gegebener Zeit setzt, in ein dem Hamiltonschen #qui-
valentes Prinzip iibergeht.

Im zweiten Teil hingegen wird eine Modifikation des Ostwaldschen
Prinzips gegeben, bei welcher die Energieen selbst, nicht ihre mittleren
Werte, eine Rolle spielen, bei welcher aber an Stelle der Maximums-
eigenschaft nur das Verschwinden der Variation der Potentialdifferenz in
einem engeren Variationsgebiet, wie es das Ostwaldsche ist, gefordert
wird. Diese Modifikation fiihrt zu einer Verallgemeinerung der Mechanik.

Von diesem zweiten Teile meiner Arbeit, und hauptsichlich auch
vom zweiten Teil der von Fejér, soll hier die Rede sein; ich stecke mir
namlich die folgenden Ziele:

1. Der Ubergang zur eben genannten Modifikation des Variations-
gebietes ist in meiner Arbeit (p. 562, letztes AL), wie mich mehrere Fach-
genossen, in erster Linie Herr Fejér, aufmerksam zu machen die Giite
hatten, eben nur analytisch angedeutet. Die ihm zugrunde liegende Vor-
aussetzung soll in § 1 an der Hand einer nach meiner Methode gefiihrten
Ableitung der Fejérschen speziellen Sitze klargestellt, und der Ubergang
genau beschrieben werden.

Im AnschluB daran stelle ich ein diesem modifizierten Ostwaldschen
dquivalentes Prinzip auf, das eine Verallgemeinerung des Hamilton-
schen ist.

2. Ich will in § 2 zeigen, daB der so verallgemeinerten Mechanik
neue Analogien zum zweiten Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie

entspringen. ¥)

§.1.

II. Das Ostwaldsche Maximum-Problem fiir einen freien
Punkt, wenn die Maximumseigenschaft in jedem Punkte der
Bahn erfiillt sein soll

Die Koordinaten eines freien materiellen Punktes von der Masse 1
selen mit z, y, 2, kiirzer mit ¢; (=1, 2, 3) bezeichnet, die lebendige
Kraft sei 7, die potentielle Energie — U, und die Gesamtenergie F, dem-
nach

*) Dieser Aufsatz unterscheidet sich in § 2 wenig von meiner in Mathematikai
Ertesits 1906 erschienenen Abhandlung; § 1 hingegen ist anders geordnet, ausfiihr-
licher und infolge der Darstellung meiner Bewegungsgleichungen mittels einer Ver-
allgemeinerung des Hamiltonschen Prinzips wesentlich vereinfachs.

f
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) T= 22% =5 @+ g+,

1) E=T-—T.

Ich stelle mir die Aufgabe, die p. 431 und p. 435 gestellten Fragen
der Fejérschen Arbeit nach den in meinem Aufsatze angewandten Methoden
fiir einen in der Ebene oder im Raume frei beweglichen Punkt zu be-
handeln. Das Ostwaldsche Prinzip lautet bei diesen Fragen wie folgt:

Von allen méglichen Energienmwandlungen wird diejenige eintreten,
die in gegebener Zeit vom Beginn der Bewegung an fortwihrend den
groftmoglichen Umsatz ergibt.

Das Ostwaldsche Problem ist daher wie folgt zu formulieren:

Der materielle Punkt M, dessen Lage M, und Geschwindigkeit v,
gur Zeit ¢t = 0 gegeben ist, bewege sich unter Einhaltung der Gleichung
der lebendigen Kraft

@) T—T,=U-T,

und beschreibe die Bahn P; man vergleiche seine Bewegung mit der
eines anderen zu derselben Zeit von derselben Anfangslage und mit der-
selben Anfangsgeschwindigkeit (wenn v, = O sein sollte, in derselben Rich-
tung) ausgehenden Punktes M, der ebenfalls an die Binhaltung der Glei-
chung (2) gebunden “4st. Die Werte des Potentials U seien zur beliebig
gewihlten Zeit #, im Falle der Bewegung von M

Uzy. 91, 1),
im Falle der Bewegung von M
U(fl’ gl’ gl)'
Wie mufl die Bewegung des Punkfes M beschaffen sein, wenn die
Ungleichung
U@y, vy, 2) > U#y, ¥y 71)

bei willkiirlich gewédhlter Zeit {, stattfinden soll?

Ich denke mir die Bahn P des Punktes I/ bestimmt, und vergleiche
sie, von ¢{=0 angefangen, immer zu einer und derselben Zeit ¢ mit einer
und derselben (im iibrigen beliebig herausgegriffenen) zuléissigen Bahn P
des Punktes M; dann muB, da # bei einer und derselben Bahn P von
-willktirlicher Grofe sein soll, die Ungleichung

Uz, 9, 2) > U, ¥, 7)
von ¢ =0 an immerfort stattfinden, wenn 2, y, z die Koordinaten von M
und Z, ¥, # die von M zur Zeit ¢ sind.
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Die Forderungen des Problems ziehen also notwendigerweise die Giil-
tigkeit der Variationsgleichungen
(8) 3t=0, (T—U)=0, dU=0
nach sich, die wihrend der Bewegung zu jeder Zeit ¢ einzuhalten sind.
Ich schreibe an Stelle der Gleichungen (3) das mit ihnen #quivalente
Gleichungssystem

3" 0t=0, 6T=0, oU=0.
a) Im Fall des ebenen Problems gentige ich der Gleichung
oU oU
aUsﬁax—{—W&yEX(m-{— Yoy=0
mittels des Ansatzes
@) bo=108s, dy——1%ds, R=X14 7T

Daraus ergibt sich

dootyoy="E5 %05 s0styay=tIZYE g

und daher

d r ’ 7’ 24
0T =4, (2" 0z + ' 0y) — 2" 6z —y" dy)

<3,) d (m Y—yX 68) _ ' Y—y'X

=% 7 B ds.

Da 07 =0 sein muB fiir alle Bahnen, die von der gegebenen An-
fangslage auf verlangte Weise ausgehen und der gesuchten wirklichen
Bahn unendlich nahe gelegen sind, also auch fiir eine Bahn, bei der ds
in einem beliebigen Intervall konstant ist, so muf vor allem

d2Y—-yX 2'Y—y'X

dt B R 0,
daher fiir beliebige Bahnen
‘Y —y Xdos 0
B dt
erfillt sein. Mithin muB zu jeder Zeit £ >0 die Doppelgleichung
Y-y X d'Y—y'X
®) A==t t =0
stattfinden.

Wenn also das Problem iiberhaupt eine Losung hat, so kann die
Bahn nur eine geradlinige sein und die Richtung der Kraft muB kon-
tinuierlich mit der dieser geraden Bahn zusammenfallen. Da den Vor-
aussetzungen gem#dB den Kriften ein Potential zukommt, und die Bewe-
gung dem Prinzip (2) der lebendigen Kraft unterworfen ist, so befriedigt
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diese der geraden Kraftlinie entlang erfolgende Bewegung die Gesetze der
Mechanik.

Daf aber diese Bewegung, falls die Anfangsgeschwindigkeit — 0 ist
oder im allgemeineren Fall der Richtung nach mit der geraden Kraft-
linie zusammenfillt, dem gestellten Maximumproblem auch entspricht,
das folgt daraus, daB sie bei dauernd wachsendem Potential eine Bra-
chistochrone ist.

Ist die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit von der der Kraftlinie
verschieden, so hat das Problem keine Lé&sung.

Die fiir diese Spezialfille gefundenen Sitze von Fejér sind hiermit
auch auf diesem Wege abgeleitet.

b) Im Falle eines im Raume frei beweglichen materiellen Punktes
geschieht der Gleichung 0 U = 0 durch einen jeden der beiden Ansitze

dw =285, dy=0, 6z=~%1~63, Ri=X'+ 22,
(4//) 1
0z =0, 61/:7?53, 6z=——-j§—d‘s, Rl=Y?+ 72

Gentige; im Sinne des Gleichungssystems (3") hat daher (bei d¢=0) 87T
zu verschwinden, sobald man an Stelle von dz, dy, 02 das eine oder das
andere System substituiert. Daher gelten die in a) bewiesenen Gesetze
auch fir einen im Raume frei beweglichen Punkt.

III. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines
im Raume frei beweglichen Punktes.

Da das Ostwaldsche Maximumproblem zu Resultaten fiihrt, die mit
der Erfahrung nur in ganz speziellen Fillen iibereinstimmen, so kann man
aus ithm ein den Erfahrungen nicht widersprechendes Problem nur mittels
Einschrinkung des Variationsgebietes gewinnen. Ich will den Versuch
machen, das Problem derart umzuformen, daf ich die Forderung, daB die
Variationsgleichungen

8t=0, 6T=0, dU=0

von ¢ =0 an fortwihrend gelten sollen, nur in gewissem sogleich niher
zu beschreibendem Sinne aufrecht erhalte,
Substituiert man (bei Z=0) die Losung von dU =0 nach 85,
nimlich
02 =— —)Z{ dx ~ g— 0y
in 7 =0, so hat man wegen

(6) 20s4ydyt+sde="C Z

Low+ Y222 5y =P 32+ g0y,

(6") «"0x+y"dy+ 2" 0z = w"Z

=Lib.5 RN Z“Z‘z Y sy=P,00+Q,0y

Mathematische Annalen. LXIII 27
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die Variationsgleichung
d Y
M 7; (Pioz + @ 0y) — Pydz — @0y = 0.

Fordert man, wie beim Maximumproblem, daB diese Gleichung so-
wohl bei &y — O als auch bei 6z = O erfiillt sei, so ist sie bei beliebigen
dz, 0y erfiillt, und man kommt auf die in II. beschriebenen Bahnen und
sonstigen einschrinkenden Bedingungen.

Fordert man, daB diese Gleichung zwischen dz und dy ohne weiteres
bestehe, so zeichnet man damit gar keine Bewegung vor einer anderen
aus, sondern definiert nur zu einer jeden beliebigen Bewegung zugehérige
Scharen von variierten Bewegungen.

Man hat daher nur einen Weg: dieser ist, zu fordern, daB die Glei-
chung (7) nur dann erfiillt sei, wenn zwischen dz und dy irgend eine,
am einfachsten lineare Gleichung
() adx 4+ oy =0
von t=10 an fortwihrend besteht, wo « und p durch Lage und Ge-
schwindigkeit bestimmte, einstweilen unbekannte Koeffizienten sind. Die’
Forderung, daB 0 U =0 sei, bleibt dabei natiirlich aufrecht, steht aber
der Forderung des Maximums fiir U fern.

Es sei dieser Weg gewihlt. Dann folgt hier ebenso wie in Ila, daB
zu jeder Zeit die Gleichungen gelten miissen

” Pp—Qe Pp— Qs
17 af—wmf_ o 2Pz wr o
T (e* 4 B9} (® + g9}
d. i
® -5 -8

Da P, und @, durch Lage und Geschwindigkeit ausgedriickt sind,
so ist hiermit das Verhdltnis der Koeffizienten « und 8 bestimmt, anderer-

seits sagt die Gleichung
Py : Q= P;: 0,

daB die Bewegung der Differentialgleichung
x/l yl’ ZII
(8”) x' yr ZI _ O
| X Y Z
gemiB vor sich geht. Diese Gleichung spricht aus, daB die Kraft zu jeder
Zeit in der Oszillationsebene der Bahn wirkt.

Man erhdlt dasselbe Resultat auf symmetrischem Wege, wenn man
bedenkt, daB infolge der Gleichungen (7"), (7”) sowohl P,dz -+ @Q,dy
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als auch Py0z + @,0y verschwinden, mithin den Gleichungen (6"), (6”)

gemiB

(9" ®0x + y oy + 2z =0,
9" 20y ' dy+2'02=0
stattfinden. Nimmt man noch hinzu, da8

(9") 0U=X6x+ YOy + Zoz=0

gefordert wird, so folgt aus diesen Gleichungen einerseits das Bestehen
jener Determinantengleichung, andererseits das Verhiltnis der Variationen
0z:0y:02. Man hat so den Satz, daB durch die aufgestellten Forde-
rungen die Richtung der Verschiebungen dz, dy, 07 in jedem Punkte im
allgemeinen eindeutig bestimmt ist, daf sie némlich mit der Binormale
der Bahn zusammenfillt.

IV. Fortsetzung. Aus dem Satze, daB die Bewegung eines freien
materiellen Punktes so vor sich geht, daB die Kraft immer in der Osku-
lationsebene der Bahn liegt, folgt, daB, sobald nur die Verschiebungen
0z, 0y, 0z in allen Punkten der Bahn in die Binormale fallen, fiir eine
jede der betrachteten variierten Bewegungen die Gleichungen

0T=0, dU=0 (bei 0¢=0)
bestehen. Dieser Satz ldBt sich in der folgenden Form umkehren:

Wenn fiir alle betrachteten variierten Bewegungen die G(leichungen
0T =0, 0U=0 (bei 0¢t=0) bestehen sollen, sobald nur die Ver-
schiebungen 0s auf den Erzeugenden einer Regelfliche liegen, deren Leit-
linie die wirkliche Bahn des materiellen Punktes ist, so liegt die Kraft in
der Oskulationsebene der Bahn, und die Erzeugenden der Regelfliche sind
die Binormalen der Bahn.

Man bezeichne nimlich die Winkel zwischen der Verschiebung ds
und der Geschwindigkeit v resp. der Beschleunigung » mit ¢ resp. ¥, so
daBl man hat

3 38
(10) 2 g;/0q, = vcos@0ls, 2 ¢ 0q, =pcosyds.
. i=1 =1

Die Gleichung 07 = 0 schreibt sich dann in der Form
(107 g‘t (veos pds) —peospds =0
diese soll von ¢=0 an fortwihrend gelten, wenn nur die variierte Be-

wegung die wirkliche zur Zeit ¢ = 0 beriibrt usw., hingegen 495 ine bes

at

liebige kontinuierliche Funktion der Zeit ist. Nimmt man daher eine

solche variierte Bahn an, in der ds auf einer beliebigen gewihlten Strecke

konstant ist, so folgt aus der Gleichung (10"), da8 hier ’
27%
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g—t(?)cosqa)-—pcoszp=0

ist; daher fillt aus der Gleichung (10") das mit ds multxphzxelte Glied
ganz allgemein fort, und wir folgern aus ihr, daB

veosp =90
sein muB. Da mithin infolge der voranstehenden Gleichung auch p cosp =0
ist, so zieht man aus (10) den SchluB, daB die beiden Gleichungen

3 3
2%‘/6% =0, Zqiﬂaqu =0
i=1 i=1

immer erfiillt sein miissen.
Da auBerdem auch

E) Uzj' @09, =0
i=1

gefordert wird; so ist die Umkehrbarkeit des Satzes bewiesen.

Die Gleichungen (9), (9”), die die Grundlage meiner Formulierung
des Ostwaldschen Problems (1 c. p. 563) bilden, sind hiermit fiir den
Fall eines im Raume frei beweglichen Punktes auf zwei Wegen™ verifiziert;
und ich bemerke hier, daB in meiner (1. c¢. p. 562) gegebenen weniger
genauen Ableitung dieselbe Auffassung beziiglich der Verschiebungen zu-
grunde liegt wie hier in IV, und daB bei der Folgerung, da8 die Glei-
chungen (14), (14”) stattfinden miiBten, die Gleichungen (13") und (13")

%%6, gg, g—sz) betrachtet wurden.
V. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines
freien Punktsystems. Die Ausdehnung des Beweises IIla) auf ein

freies Punktsystem liegt auf der Hand. Ich l6se die Gleichung

als linear heterogen (in

(117 U= %gaq,.zz Q,09,=0
i=1 i=1
nach dg;, auf und substituiere in 67'=0. Da
8n— lq Q g Q 3n—1
r” i ¥3n—~1" 43n—1
117 2% dg, = 2 0, -—ZQ ag;,

Sn—~1 3n—1

wy Saron- 50t S,

ist, so hat man, wenn 7' die lebendige Kraft des materiellen Systems ist,
die (leichung
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37: 1 Sn—1
(12) 0T = 35 D) Quog,— D) 89g, =0
1=1 i=1

zu erfiilllen, vorausgesetzt, daB zwischen den dg¢,, 0¢y, -, 0¢s,_, die
lineare Gleichung
(12) 0, 0q; + o30gy + -+ 01 0G5, 1 =0
besteht, wo die Koeffizienten «,, ay, -, a3, _; aus der Forderung zu
bestimmen sind, daB die Gleichung 07 = O eben mittels dieser linearen
Gleichung (fiir alle zuldssigen variierten Kurven) in demselben Sinne wie
in IITa) zu einer identischen wird.

Mittels Elimination von dgy,_, hat man

3n—1 Sn—2 -

@ 33 Lt S,

3n—1 3n
7 Y 'i'n 1 QSn 1% "i
(13") 2, Q.09 — i;. “aan .; R,q,
und aus der Forderung, daf

3n—2 3n-—2

OT = -%2 R,0q; — ZRaq,_o

sein soll, folgert man, wie frither,
R=R=0 (i=1,2,..,,3n—2).

Mittels der Gleichungen (117), (11), (18"), (13”) erhilt man nun, daB
die Gleichungen '

3n

(117) >4/ 0g,=0,
i=1
3n

(11w) Dla/'dg,=0

i=1

erfilllt sein miissen, wenn gleichzeitig
3n
8U= > Q:dg,=0
i=1
ist; und zwar haben diese drei Gleichungen zu bestehen, wenn man, be-

licbige drei ausgenommen, alle iibrigen d¢; = O setzt. Auf diese Weise
ergeben sich 8% — 2 voneinander unabhingige Bewegungsgleichungen
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174 r r

/CI/ R P
(14) % @ ¢ |=0 (i=3,4,---, 3n)
Q @& @

und die Verhaltnisse 0q,:0g,:0¢ (1=38,4,---,3n). Zu den Bewegungs-
gleichungen gesellt sich noch die vorgeschriebene Gleichung

T—T,=0U—T,

VI. Hamiltonsche Form des modifizierten Ostwaldschen
Prinzips. Man kommt zu denselben Gleichungen sowohl in diesem Kall
wie auch in den allgemeinsten Fillen, jedoch weit einfacher, wenn man
das auf dieser Grundlage beruhende, in meiner Arbeit ausfihrlich dar-
gestellte modifizierte Ostwaldsche Prinzip nach dem Hamiltonschen Vor-
bilde formuliert. Fiir den Fall eines nur holonomen Bedingungsgleichungen
unterworfenen materiellen Systems lautet es wie folgt:

Es seien gy, gy, -  *» ¢, die unabhingigen Koordinaten des materiellen
Systems, und 7, v Funktionen (von ¢, 7, ---), die wir einstweilen als
irgendwie gegeben betrachten. Man driicke die lebendige Kraft T' in den
g;, g/ und das Potential U in den ¢; aus.

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems werden durch die
Forderung geliefert, daf3 bei einer beliebigen Uberfiihrung aus der Awfangs-
lage in die Endlage die symbolische Gleichung

3
(15) f@oT+vaUyar=0 (3¢ =0)
o .
erfullt sein soll.
Man hat némlich bei der iiblichen Bezeichnung

oT
Pi= 5477
die identische Gleichung

’t()\TEZm'[(‘F-g—;I—; d(“ﬂ)) 0q + t(’v.p¢6Q1):|
i=1

daher folgt aus der symbolischen Gleichung (15) auf bekanntem Wege,
daB die Bewegungsgleichungen des Systems die folgenden sind:

8T d(ng U_
d i

U d
(16) W +0) (-2 + up,

Fr
(=12, Y Ny,
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wo gesetzt ist

(16) L4i=3, w=y G
Ist v =v =1, so ist die symbolische Gleichung die Hamiltonsche und
die Bewegung die zum Potential U gehorige natiirliche.

Ist t=—v= -117, so ist die symbolische Gleichung die zum Poten-

tial U gehorige brachistochronale; sie driickt demnach in diesem Falle
den wesentlichen Teil der im Ostwaldschen Prinzip (bei fest gegebener
Zeit) enthaltenen Forderung aus, — das von ihr nicht ausgedriickte be-
zieht sich niimlich bloB auf die Konstantenbestimmung.

Sind die Krifte und Bedingungsgleichungen explizit unabhingig

von ¢, und
@ A oar

T T T gt

so ist in der Bewegung das Prinzip (2) der lebendigen Kraft erfiillt. Ist
A =0, so ist die Bewegung die natiirliche; ist 1 = — 2, so ist die Be-
wegung die brachistochronale. Ist 4 beliebig, so hat man

oU  dp; oT
Fa = ai ~aq, T A4y
wo
_dp__ p AT _oT
=Tt TeT A dq

Ist daher die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Systems = 0,
so verschwindet 4; beim Beginn der Bewegung, und die Beschleunigungen
sind in diesem Zeitpunkt, falls 1 endlich bleibt, dieselben wie bei der
natiirlichen Bewegung.*) Da néimlich 7 eine homogene quadratische Funk-

tion von den g, ist, so verschwinden alle Z%; man hat ferner zu Beginn
der Bewegung von unendlich Kleinen hoherer Ordnung abgesehen
p;=p; &t 9/ =q;" At,
daher
» ar _ 22T

VII. Verallgemeinerte Hamiltonsche Form des Prinzips fiir
den Fall von Ungleichungen. Im Hinblick auf die im § 2 folgende
Anwendung mogen hier die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punkt-
systems abgeleitet werden, zwischen dessen Koordinaten g;, gy, -+ ¢, durch
(leichungen oder Ungleichungen

a7 Fj@u%,"';%nt,\’?—o (j=1;2)""7’)

*) Vergl. meine Arbeit p. 564, die Fejérsche Arbeit p. 434.
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ausgedriickte Beziehungen stattfinden. An Stelle der symbolischen Glei-
chung (15) hat man dann

h
(15" [(w8 U+v30)at =0 (v>0,8t=0)
i

zu setzen, wo zwischen den d¢, lineare (Hleichungen bestehen, vorgeschrieben
durch diejenigen Beziehungen F,, die eben zur gegebenen Zeit erfiillt
sein miissen.

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems sind daher zur
Zeit ¢

N 2T ' _ OF,
(18) et (5 o) Hencr 20
J=
(i=1; 2, 3:' ) ”1): ~

wo i und u dieselbe Bedeutung haben wie in IV., 4;, 13, - - -, 4, hingegen
Lagrangesche Multiplikatoren sind.
Das Prinzip der lebendigen Kraft soll nicht vorausgesetzt werden.

§ 2 _
Analogien zum zweiten Hauptsatz der -mechanischen Wirmetheorie.

VIII. Ich werde in den folgenden Betrachtungen ein materielles
Punktsystem von der in VII. beschriebenen Art voraussetzen, jedoch einen
Punkt von der Masse m; = m,; , —m, , durch Cartesische Koordinaten
%y %iy1y Qe festlegen, die mit z; bezeichnet werden sollen. Die Be-
wegungsgleichungen des Systems sind dann im Sinne von (18")

(18) X;= (1+)ymz + wma/ +2}v 996;
(1i=1,2,3,.., 3%).

Ich will mir die Bewegung fiirs erste so vorstellen, daB das materielle
Punktsystem sich in einem Mittel bewegt, das an seiner Bewegung auf
folgende Weise teilnimmi: ein Teil des Mittels von der verinderlichen
Masse Am; um den Punkt m, herum bewegt sich mit derselben Geschwindig-
keit v, wie m, selbst; der tibrige Teil des Mittels ruht and iibt auf m,
eine Reibungskraft im entgegengesetzten Sinne der Geschwindigkeit v, aus,
deren GroBe = umv; ist, wo u nicht negativ sei. Die beiden GréBen
4 und p sollen fiir togt__g 4, eindeutig gegebene Funktionen von ¢ sein,
und der Anfangswert von A sei gleich seinem Wert zur Zeit ¢,.
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Bezeichnet man die lebendige Kraft des materiellen Punktsystems
mit 7, so ist bei Zugrundelegung dieser Vorstellung die lebendige Kraft
des mitbewegten Mittels = 17, wihrend

— Zymixi’xi’dt =—2uTdt

‘die” Arbeit der Reibungskrifte im Zeitelement d¢ darstellt.

Die Verbindungen zwischen den materiellen Punkten seien zweierlei:
von der Zeit explizit unabhingige und solche, die von der Zeit abhiéngen.
Im Falle der Verbindungen erster Art ist

<y O F,
?—-’X/T x = O

i=1

im Falle der Verbindungen zweiter Art ist

o F, L

bm, T T
i=1
Nun setze ich voraus, daf die Verbindungen dieser Art davon her-
rithren, daB das Punktsystem mit &uBeren, nach gegebenem Gesetz sich
bewegenden Massen zusammenhingt oder durch solche in der Bewegung
beschrinkt wird, so daB

oF; o, . 0F; .. y
TS 8a’+ab +3c

ist, wo die a;, b;, ¢; die Koordinaten eines Punktes 4; bezeichnen, durch
dessen Bewegung die jener #uBern Masse M; bestimmt wird, die die
Verbindung F; beeinfluBt. Dann stellen aber die Ausdriicke

- 0F; 0 F; ~ OF;
_’1}3 }VJ 35 » —lj"gc—j

die auf die duBlere Masse ll[j infolge der Verbindung F; ausgeiibte Kraft
dar, und daher ist

o7, oF, _aF,
—’1( J+ab5+ac °’>dt“‘ Iy =7 dt

die infolge von F; Wahrend der Zeit dt auf die Bewegung der &uBern
Masse durch unser materielles System geleistete Arbeit. Daher ist

v 8n
— gijgg—g z/dit

die wihrend des Zeitelementes d¢ unserem Punktsystem von auBen zu-
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gefiihrte Arbeit. Hs gibt selbstversténdlich viel allgemeinere Arten von

Verbindungen, bei denen dasselbe zutrifft.
Setzen wir noch voraus, daB den Kriften X ein von der Zeit explizite

unabhiingiges Potential U zukommt, so ist die Summe

19) A[(1+4) T— U]—i—Zl 2——9& dt=d

d. i der Zuwachs an totaler Energie (des durch das Mittel erginaten
materiellen Systems) minus der von auBen dem System zugeftihrten Arbeit,
wie aus dem Gleichungssystem (18) folgt,
(19) = Tdi—2uTdt.

Die Bewegung des durch das Mittel erginzten materiellen Punkt-

systems befolgt demnach ein dem zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie
formal analoges Gesetz, und es ist von Interesse, daB im Falle eines

reibungslosen Systems
dQ = Tda,

also fiir einen KreisprozeB im Verlauf der Zeit {, <t < ¢, da 1 zu Ende
desselben zu seinem Anfangswert zuriickkehrt,

Jies

sich ergibt, hingegen im Falle des Vorhandenseins einer Reibung an
Stelle dieser Gleichung die Beziehung

d ‘
f—j?-=—zfudt<o

giiltig ist. Selbstverstéindlich gilt fiir einen vollen Kreisproze8 ebenso

auch der Ausspruch
e
Ty <

wenn nur f(A) eine reelle positive Funktion von i bezeichnet.
IX. Eine zweite Interpretation der Gleichungen (18) ist die folgende:
Es sei speziell

R

*
t?

|

=

ST

80 daB die Gleichungen (18) zu schreiben sind

. d N S- OF; .
(18) X, = (A +Hma)) + E’zjﬁf, (i=1,2,---3n).
i=1 *
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Aus diesen folgt im Falle von Kriften, denen ein von der Zeit explizite
unabhingiges Potential zukommt, die Gleichung:

v 3n
- oF;
(19) AA+HT~0) + D' 75, @ dt = — Tdi.
j=1 i=1
~ Bei derselben Vorstellung von der Bewegung des Mittels, die wir in
Nr. VIII. beschrieben, mit dem Unterschiede, daB jetzt Reibung aus-

geschlossen ist, wird durch diese Gleichung ausgesprochen, daB die dem
erginzten Punktsystem zugefiithrte Energie

(197) aQ=—Tda

ist.

In den beiden Spezialfillen filhrt demnach die Vorstellung von dem
Mitbewegtsein der umgebenden Materie zu ganz verschiedenen Resultaten;
denn im ersten Fall war eine zugefiihrte positive Energie mit einer Zu-
pnahme, in diesem zweiten Fall hingegen mit einer Abnahme der mit-
bewegten Materie verbunden. Der Unterschied zwischen beiden wird durch
das folgende mechanische Modell im weitern Sinn klargemacht: Man ver-
binde einmal zwei mit gleicher Geschwindigkeit v bewegte, keiner #uBern
Wirkung unterworfene Massen M und MdA starr miteinander, ein andres
Mal die mit der Geschwindigkeit v bewegte Masse M mit der ruhenden
Masse von der GroBe MdAi; im ersten Fall ist die lebendige Kraft von

M+ Mdl um —1‘—[;—2 di groBer, im zweiten Fall (von unendlich Kleinen
hoherer Ordnung abgesehen) um ~1-l-[2—v—2 d2 kleiner als die von M. Die

Zunahme an Masse ist also im ersten Fall mit einer Zunahme, im zweiten
Fall mit einer Abnahme der lebendigen Kraft verbunden. Wird um-
gekehrt die Masse M di von der festen Verbindung mit M befreit und
auf die Weise weggefiihrt, daB dabei kein StoB erfolgt, so wird die
Mv?
2
Massen war. Es ist jedoch unmoglich, die Masse M d4 auf eine Weise
zu entfernen, daB dabei die lebendige Kraft der zuriickgebliebenen Masse M
sich vergroBere. Bei Voraussetzung negativer Massen DM di, bei deren
fester Verkniipfung mit M der Satz von der Erhaltung der Bewegungs-
groBe giiltig bleiben soll, wird die Schwierigkeit gehoben. Im Fall von
negativen Massen ist das Modell ein mechanisches im weitern Sinn.
Denkt man sich demgemiB allgemeiner die Massen m,d4 mit den Anfangs-
geschwindigkeiten v, resp. 0 den Systempunkten m, kontinuierlich (von %
bis zur Zeit ¢,) zugefithrt und mit denselben starr verkniipft, und sind
die m, dabei den freien Kriiften X, den Widerstandskriften wmx, und

lebendige Kraft von M um di kleiner sein, als die der vereinten
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den Verbindungen F kontinuierlich unterworfen, so bestehen fiir die Be-
wegung die Gleichungssysteme (18) resp. (18"), also auch die Analogien

(197, (197). o ‘
X. Ich vereinige die in VIII. und IX. beschriebenen Spezialfﬁlle’

indem ich setze

J -

(187) X, = iymz + % (A4 2y myz) + rmga; +Zz} Ba
j=1 ¢
(7;= 1: 21 Tt 3");

dabei bestehen zwischen den fritheren 4, u und diesen 1, 45,7, (wo >0
vorausgesetzt sei) die Gleichungen

At Ag =4,

oF
ox

(18" r+ %’- = .
Bei der soeben beschriebenen Vorstellung von der mitbewegten Materie
des Mittels und bei denselben Annahmen beziiglich der Krifte und der
Verbindungen wie frither, folgt jetzt, daB die dem erginzten materiellen
System im Zeitelement zugefiihrte Energie
(19%) dQ = Td(A,—4y) — 2rTdt
ist, wo d @ auch hier die linke Seite der Gleichung (19”) zum Ausdruck hat.
Ist keine Reibung vorhanden, so hat man
(19 dQ=Td(d,—4).
Werden die Massen m;dA in den Zeitelementen df dem System kontinuier-
lich zugefiihrt, so eignet sich das, am Ende von Nr. X., beschriebene Modell
selbstredend auch zur Darstellung der durch (18”) bestimmten Bewegung.
XI. Man kann an Stelle der in VIIL und IX. gegebenen Inter-
pretationen auch die folgende setzen: Ich stelle mir die GroBen — 4, m,z,”
und — Aym,z;” als von dem Mittel herriihrende Krifte vor; die diesen
Kriiften zukommende potentielle Energie ist bei konstanten Werten von
A, und 1, gewi
(A +25) T
derselbe Ausdruck soll fiir den allgemeineren Fall verinderlicher 4, und 2,
zur Definition der potentiellen Energie der Krifte dienen. Fiir die im Zeit-
element dem materiellen System zugefithrte Energie d¢) ergibt sich dann
derselbe Ausdruck wie frither. .
Die Vorstellung der mitbewegten Materie des Mittels ist gewiB an-
schaulicher; dafiir ist die Vorstellung von Kriften, die das Mittel auf das
in ihm bewegte materielle System ausiibt, allgemeinerer Natur. )
XII. Bei einem Versuche, das beschriebene mechanische Modell auf
die Wirmebewegungen anzuwenden, ist vor allem die Frage zu beantworten,
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welche Beziehungen zwischen der absoluten Temperatur & und der Entropie S
einerseits, und den GroBen ,, 4, und 7 andererseits dann bestehen miissen?
Eine Qleichung zwischen diesen GroBen wird am einfachsten durch die
Betrachtung idealer Gtase erhalten. Die innere Fnergie eines idealen
@Gases von der Masse m ist namlich

=mC 9,

wo O, die spezifische Warme des Gases bei konstantem Volumen in
dynamischem MaB bezeichnet und als vollstindig konstant zu betrachten
ist, da doch hier nur von einem idealen Zustande die Rede ist. Da die
Anziehungskrifte zwischen den Molekiilen eines idealen Giases zu vernach-
lissigen sind, so ist die innere Energie der Bewegung bei Zugrundelegung
unserer Darstellung
=1 +24+21,)T;

daraus ergibt sich die Beziehung
(20" mC,& = (144 +1,)T.

Diese Gleichung soll im Falle eines beliebigen Korpers die absolute
Temperatur definieren, wenn C, eine dem Korper eigentiimliche Konstante ist.

Es ist andererseits bei reversiblen Kreisprozessen ganz allgemein

4Q = m9ds;

da die Reibung bei umkehrbaren Vorgingen = O zu setzen ist, so haben
wir bei Zugrundelegung unserer Darstellung im Sinne der Gleichung (19V)

dQ = Td(i,—1,)

zu setzen. Wir haben also die weitere Beziehung

(20M) mdS = Td(A — 4y).
Aus den Gleichungen (20") und (20”) folgt daher
(20 (14 A+ 29)dS = C,d(dy—Ay).

AuBer dieser ergibt sich keine weitere Beziehung zwischen 1, i, und S;
ich kann daher zwischen diesen Grofen eine weitere Beziehung beliebig
annehmen, wodurch ich eine unendliche Mannigfaltigkeit der mbdglichen
Darstellungen erreiche.

Diese weitere Beziehung sei
(217 Ay — Ay =[(8),
wo f(S) eine eindeutige, endliche, differentiierbare Funktion von § be-
deutet; dann folgt aus (20)

(217) 142+ 4, =C,f(85),
wo f’(S) die Derivierte von f(S) nach S bedeutet und im Sinne von (20"
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mi
T
gemidB, so ist dadurch die Darstellung festgelegt, und einer jeden kon-
tinuierlichen in sich zuriickkehrenden Wertreihe des realen Parameters S
entspricht ein geschlossener KreisprozeB.

Die einfachsten Annahmen fiir f(S) ergeben sich wie folgt:
Annahme a):

, also gewiBl nicht negativ ist. Wahlt man f(S) diesen Bestimmungen

Ay =05

dann hat man (wenn C eine positive Konstante bezeichnet)

S
f(8) = CeCv—1=4,.
Annahme B): .

dann hat man
s

f8)=—Ce¢ G+ 1=—1,
Annahme p):
A+ 4y =0;

dann hat man (wenn S, eine Konstante bezeichnet)

£(8) =25 =21, = — 24,

Bei dieser Annahme hat man ferner im Sinne der Beziehung (20')
T=mC,9.

Diese Gleichung spricht im wesentlichen das bekannte Clausiussche

Gesetz aus.¥)
Annahme 0):

Iy + dy = 4 cos 2= (4]<1),

wo A und ¢ Konstanten bedeuten. Die frithere Annahme ergibt sich
hieraus fir lim 4 = 0.

Annahme ¢): i
S

A 4+ Ay = Ajec + dge ©,
wo A,, A, und ¢ Konstanten bedeuten. Ich erwihne diese Annahme als
allgemeineres Beispiel fiir eine reelle Darstellung unseres Modells, da
man bei gehoriger Wahl der genannten Konstanten erreichen kann, daB
sowohl A, + 4, als auch 1, fiir beliebige Werte des reellen Parameters S
nicht negativ sind.

*) Pogg. Ann. 100, S, 870, 1857.
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Fir die zugehdrigen Werte von z und v im verallgemeinerten
Hamiltonschen Integral (in VIL, (15)) findet man mittels (16"), (18),
(21%), (21") leicht

-5 L
r=e 'V (CF®)°,

N 1
2

v=e % (CF ) *,

also im einfachsten Fall y)
S
T=vV=2¢ 20”;

Zur Festlegung der Bewegungsgleichungen muf nur noch S als
Funktion von T, U, -- - gegeben sein.

Ich erlaube mir zum Schiuf das dieser Annahme p) entsprechende
Modell nsher zu beschreiben: die Ahnlichkeit mit dem altbekannten, zur
Versinnlichung der elektrodynamischen Erscheinungen diemenden Modell
verleiht ihm, wie ich glaube, besonderes Interesse.

Ich gehe von der Annahme aus, daB die Korper ein Aggregat von
in lebhafter Bewegung begriffenen Molektilen sind; ein jedes Molekiil
bestehe aus einem ponderablen, von Atomen gebildeten Kern und einer
imponderablen Hiille, deren Stoff auch den Kern durchdringt und in ge-
trennte Massen von gleicher Grofe und von entgegengesetztem Vorzeichen
zerlegt ist; die Summe aus den absoluten Werten dieser getrennten Massen
verhalte sich zur Masse des Kerns wie die Entropie zu der mit C, be-
zeichneten eigentiimlichen Konstanten des Korpers. Der intermolekulare
Raum sei durch zweierlei Imponderabilien, deren Teile wir ,Elektronen®
nennen wollen, erfiillt: die Elektronen von der Art I seien in Bewegung
begriffen mit Geschwindigkeiten, die in die der benachbarten Molekiile stetig
iibergehen, — die von der Art [I ruhen; und beiderlei Arten befinden sich
in polarisiertem Zustand, indem ein jedes Elektron in zwei gleiche ,Jonen“
von entgegengesetztem Vorzeichen zerfillt, In ein jedes Molekiil des
Kérpers dringen im Fall einer Wirmeaufnahme Ionen von beiderlei
Arten in gleichen Massen ein, und zwar -+ Ionen von der Art I in die
positiven, und —Ionen von der Art II in die negativen Teile der
Hiille, wo alle die Geschwindigkeiten des Molekiils annehmen. Im Falle
einer Wiarmeabgabe hingegen treten —Ionen der Art I in die positiven,
und + Jonen der Art IT in die negativen Teile der Hiille.

Ist die Temperatur eines Korpers 4 kleiner als die eines angrenzenden.
Kérpers B und der Unterschied junendlich klein, so stromen + Ionen
von der Art I in die positiven, —Ionen von der Art II in die negativen
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Teile der Hiillen der A Molekiile, und zu gleicher Zeit stromen — Ionen
von der Art I in die positiven und + Jonen von der Art II in die
negativen Massenteile der B Molekiilhiillen in gleicher Menge ein, wo
alle Jonen die Geschwindigkeiten der betreffenden Molekiile annehmen.
Infolge der Gleichheit der entgegengesetzten Stréme und der unendlich
kleinen Temperaturdifferenz von A4 und B ist die Wiarmeabgabe von B
gleich der Wirmeaufnahme von 4.

Budapest, Februar 1906.

=



Veriag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG.

Elektrizitits - Durchgang in Gasen.

Von Jl Jl Thom'on’
D. Sc. Lld. Ph. D. Er. 8. Fellow etc.

Deutsche autorisierte Ausgabe unter Mitwirkung des Autors besorgt und ergénzt

von Dr. Erich Mar,

Privatdozent an der Universitit Leipzig

Mit 187 Figuren im Text. [VII u. 587 S.] gr. 8. 1906. geh. n. 4 18—,
in Leinwand geb. n. ./ 19.—

Mit der Entdeckung und dem Studium der Kathodenstrahlen, der Réntgen-
~strahlen, der photoelektrischen Erscheinungen und der Radioaktivitit hat eine neue
Epoche in der Physik begonnen. Das neu erforschte Gebiet, das je linger je mehr
.in die Interessensphiiren der gesamten Naturwissenschaft eingreift, hat durch
3. J. Thomsons, des bahnbrechenden Erforschers, Hand seine Darstellung gefunden.
. Die 19 Kapitel des Werkes bilden in sich abgerundete Monographien der Spezial-
gebiete der Gasentladung, der Radioaktivitit und der Rontgenstrahlung. In der
" deutschen Ausgabe ist den Fortschritten, die die Wissenschaft seit Erscheinen des
- englischen Werkes zu verzeichnen hat, Rechnung getragen. Die schnelle Aufkldrung
"des Gebietes ist ein glinzender Beweis der Fruchtbarkeit gaskinetischer Vorstellungen:
‘.die stets auf den Mechanismus des physikalischen Vorgangs gerichtete Fragestellung
semgte im Cavendish Laboratorium die ersten Messungen der Wanderungsgeschwindig-
keiten der Ionen im Gase, filhrte J. J. Thomson zuerst zu der fruchtbaren, die Er-
-scheinungen der Funkenentladung voll beherrschenden Idee, der lonisation durch
~JonenstoB, hat in der Kathodenstrahlung die Elektronen erkennen gelehrt und hat
‘neuerdings zu einer die Erscheinungen der Radioaktivitit umfassenden, fir die Vor-
‘stellang vom Aufbau der Materie tiefbedeutenden Hypothese gefithrt. Die vom Bilde
ausgehende, vor Einsetzen der mathematischen Analyse die dem Vorgange zugrunde
.liegende Mechanik der Erscheinungen klar explizierende Darstellung wird es auch
dem der analytischen Methode ferner Stehenden erméglichen, einen Einblick in das
.neue Gebiet zu gewinnen. Um hier dem Leser das Studium zu erleichtern, ist die
- deutsche Ausgabe mit Marginalien versehen, die den Inhalt der einzelnen Abschmtbe
lofort beim Durchblittern erkenntlich machen.

Griinbaum’s

Lehrbuch der Differential-Rechnung

. fir technische Lehranstalten, sowie zum Selbststudium
ﬁndet die beste Aufnahme in w1ssenscha.fthchen Kreisen.

Boeben ist 2. Auflage wesentlich verbossert herausgegeben worden.
Preis goheftet Mk. 2. - . gebunden Mk. 2.25.

v ' bez:ehen durch alle Buchhandlungen oder dxrekt von J., Prank’s Verlagsbuechhandlung,
: Ludwig Lazarus in Wirsburg.
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Serret-Scheffers Lehrbuch der
Differential- und Integralrechnung.

Nach Axel Harnacks Ubersetzung. In 3 Binden. 3. Auflage,
neu bearbeitet von

Dr. Georg Scheffers,

Professor an der Technischen Hochschule zu Darmstadt

I. Band. Differentiairechnung. Mit 70 Figuren im Text. [XVIu. 624 S.] gr. 8.
1906. geh. n. J 12.—, in Leinwand geb. n. # 13.—

Diese neue Auflage ist durchaus neu bearbeitet. Vor allem war es notig, die an manchen
Stellen bisher wenig scharfen Beweisfilhrungen exakter zu gestalten. Deshaib wurde auch am
Anfange eine knappe Darstellung der Entwicklung des Zahlbegriffes gegeben. Von den sonstigen
inneren Anderungen im Gefiige des Werkes seien hier nur folgende erwahnt: Die Betrachtungen,
die sich auf implizite gegebene Funktionen beziehen, wurden fiir sich in einem gesonderten Kapitel
zusammengefaBt, da sie ja auf viel weiter gehenden Voraussetzungen beruhen als die tiber ent-
wigkelte Funktionen. Der Begriff der Unabhiangigkeit von Funktionen und Gleichungen und die
Funktionaldeterminante wurden dabei ausfuhrlich erdrtert. Die Theorie der Maxima und Minima
erfohr eine schirfere Beleuchtung. Bei den Anwendungen der Differentialrechnung auf Kurven
und Flachen lief die bisherige Bearbeitung fast durchaus die unumganglich ndtige exakte Be-
stimmung der Vorzeichen der aufiretenden Quadratwurzeln vermisgen. Hierin wurde grtindlich
Wandel geschafft.

Kawm etwas bezeugt die hohen Vorzige des Serretschen Werkes so deutlich wie der Umstand,
daB man bisher anstandlos die vielen sprachlichen Unbeholfenheiten des Buches hingenommen
hat; das ganze Buch mufte in stilistischer Beziehung griindlich durchkorrigiert werden. Ferner
wurden die Lehrsiitze besonders formuliert. Das Figurenmaterial wurde vollstandig neu hergestellt.

Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG.

Lehrbuch der analytischen Geometrie.

. Von

Dr. L. Heffter, and Dr. C. Koehler,.

Professor an der Universitat Kiel Professor an der Universitit Heidelberg.

I Band. Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 136 Figuren
im Text. [XVI u. 526 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. 4 14.—

Obwohl dieses Lehrbuch vollig elementar einsetzt und iiber quadratische
Gleichungen nicht hinausgeht, hofft es den Leser dennoch in kurzer Zeit auf einen
hoheren wissenschaftlichen Standpunkt zu heben. Hiersu erwies es sich als zweck-
mifig, wit der projektiven Geometrie zu beginnen, diese durch Auszeichnung der
uneigentlichen Ebene zunichst nur zur ,,affinen* Geometrie und diese erst durch
Auszeichnung des imaginiiren Kugelkreises innerhalb der uneigentlichen Ebene zur
1 aquiformen* Geometrie, d. h. zu dem Gesamtbereich der ge metrischen Eigenschaften
zu, erweitern. — Auch die 4uBere Einteilung: Geometrie in den Gebilden I. Stufe
(Punkireihe, Strahlbtischel, Ebenenbiischel), II. Stufe (Ebene, Biindel), IIL. Stufe (Raum)
rechtfertigt aich pidagogisch, indem sie jede Frage schon in dem Gebilde moglichst
niederer Stufe zu erledigen gestattet und so zu einer naturgemifBen Entlastung der
Geometrie in den Gebilden hoherer Stufe beitriigh — (eeignete Aufgaben wollen zur
Anwendung und Erghnzung der Theorie anregen. — Ein besonderer Anhang am
SchluB des vorliegenden Bandes gibt das Notwendigste aus der Determinantentheorie. —
Band I ist der Geometrie in den Gebilden I. Stufe und in der (eigentlichen) Ebene
gewidmet; Band Il wird die Geometrie im Bilindel und im Raum behandeln.
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Lehrbuch der Elastizitit.

Von Al E- “l Love,

M. A, D. Sc., F. R. 8, Professor an der Universitat Oxford,

Autorisierte deutsche Ausgabe. Unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von

Dr. Aloys Timpe,

Assistont an der Technischen Hochschule zu Danzig
Mit 76 Abbildungen im Text. [XVIu. 664 3.] gr.8. 1907. In Leinwand geb. n. A 16, —

Der Love’sche ,,Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity* hat sich der
priizisen und klaren Darstellungsweise und des exschipfenden Inhalts wegen auch in
deutschen Matbematiker-, Physiker- und Ingenieurkreisen wobl eingebiirgert. Eine
deutsche Ubersetzung der eben jetzt erscheinenden zweiten Auflage des englischen
Werkes diirfte daher von vornherein auf die Sympathien vieler rechnen, um so mehr
als wir, von den inzwidchen veralteten klassischien Darstellungen der Elastizititstheorie
abgeseben, bisher kein umfassendes Lehrbuch der Elastizitiit in Deutschland besitzen.
Der Charakter des Buches ist derselbe geblieben, wie ihn der Vertusser in dem Vor-
wort zur 1. Auflage gekennzeichnet hat: ein vollstindiger AbriB des gegenwiirtigen
Standes der Elastizitidtstheorie, der in gleicher Weise auf die Behandlung der auf-
tretenden mathematischen Probleme wie auf die unmittelbar fiir die praktischen An-
wendungen fruchtbaren Untersuchungen eingeht. Dabei sind weitschweifige analytische
ntwicklungen und Ausfiihrungen von ausschlieBlich abstrakt-mathematischem Inter-
esse, in denen sich die Elastiker der italicnischen Schule zaweilen verlieren, ebensosehr
vermieden wie technische Einzelheiten. Was die Anlage des Buches anbetrifft, so
sind durch den im letzten Dezennium gewaltig angeschwollenen Stoff einschneidende
Anderungen %fgenﬁber der ersten Auflage nitig geworden. Uberall sind,( soweit
irgend mdglich, noch die neuesten einschliigigen Arbeiten mit beriicksichtigt, wie
auch aus der Fille von Literaturnachweisen hervorgeht. — Die deutsche Ausgabe
erstrebt in der Ausdrucksweise und speziell in der Terminologie eine muoglichst ge-
treue Wiedergabe der Kigenart des Originals.

Wahrscheinlichkeitsrechnung

u. ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung; Statistik u. Lebensversicherung.
Von Dr. Emanuel Czubenr,

Professor an der Technischen Hochschule zu Wien.

[XV u. 594 8.] gr. 8. 1903. In Leinwand geb.n. 4 24 —
(Auch in 2 Hilften geh. je n. # 12.—)

Der Verfasser bietet in dem vorliegenden Buche eine Darstellung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und ihrer hauptsichlichsten Anwendungsgebiete: Fehler-
ausgleichung, mathematische Statistik und Lebensversicherungsrechnung.

In dem grundlegenden ersten Teile wird auf die fundamentalen Fragen der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung ' eingegangen; eine 'groBe Auswahl von Problemen,
darunter selbstverstindlich die klassischen, ist dazu bestimmt, in den Geist der -
‘Wahrscheinlichkeitssiitze und ihrén .richtigen Gebrauch einzufiihren.

Der zweite ‘Weil begriindet die Fe%lertheorie und die aus ihr entspringende
Methode der kleinsten Quadrate; Beis%iele aus verschiedenen Wisscnszweigen geben
eine zureichende Vorstellung von der Verwendung dieses wichtigen Instruments zur.
Bearbeitung" von Beobachtungsergebnissen. \

Im dritten Teile werden die moderngn Hilfsmittel der wissenschaftlichen
Beurteilung und Ausniitzung von Erfahrungstatsachen auf statistischem Gebiete erdrtert;
die Probleme der Sterblichkeits- und Invalidititsmessung stehen im Vordergrunde
der Betrachtung. )

Der vierte Teil erklért das Wesen und behandelt alle belangreichen Probleme
der Lebensversicherungsrechnung; um auch einen Einblick in die Auswertung der
hier maBgebenden Formeln und die auftretenden Zahlwerte zu gewihren, sind
Tabellen und Rechnungsbeispiele in gréBerer Zahl eingefiigt.
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