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8922 Bueex Kinmin.

Uber die Abhangigkeit der Konvergenz einer Potenzreihe von
der Konvergenz ihrer reellen oder imaginaren Komponente.

Von

Eveex KAtmAN in Gottingen.

In den folgenden Zeilen werden wir feststellen, wie aus den Kon-
vergenzverhiltnissen der einen Komponente einer Potenzreihe auf die
Konvergenz der Potenzreihe selbst geschlossen werden kann.

DaB iiberhaupt die Konvergenz einer Potenzreihe aus der Konvergenz
der einen ihrer Komponenten folgen kann, das sieht man deutlich aus
folgendem Satze:

Es sei AB ein Kurvenstiick, das nicht in seinem ganzen Verlaufe
auf einer durch den Nullpunkt geheriden geraden Linie liegt, und R der
Abstand desjenigen Punktes des Kurvenstiicks AB vom Nullpunkte,
welcher diesem am niichsten liegt. Ist nun eine der Komponenten einer
Potenzreihe auf dem Kurvenstiick AB tiberall konvergent, so konvergiert
auch die Potenzreihe selbst innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt,
dessen Radius mindestens R ist.

Der Beweis des Satzes ist sehr einfach. Ist néimlich z. B. die imaginfire
Komponente der Reihe

Zc”z" =2(aﬂ+ibn)r”(cos no-+isinng),
=0 n=0

d. h. die Reihe

B

o0

Zr”(an sin ngp +b, cos ne) = (7, )

r=0

in jedem Punkte des Kurvenstiicks AB konvergent, und sind 7, ¢ die
Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes P auf dem Kurvenstiicke, so
ist speziell auch die Reihe

{7 ) =27”(an sin np + b, cos nP)
n=0
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konvergent. Diese Reihe ist aber nichts anderes, als der Wert der
Potenzreihe f(r, p) an der Stelle »r =7, so daB also die Potenzreihe f(r, )
auch an jeder Stelle konvergiert, wo » <7 ist. D. h. geometrisch: Die

Reihe f(r, @) konvergiert in jedem Punkte der Strecke OP. Auf dieser
Strecke ist nimlich ¢ =¢, r <7 4
Der Punkt P kann aber, wie gesagt,
auf der Kurve beliebig gewihlt werden.
Verbinden wir also jeden Punkt des
Kurvenstiickes 4B durch gerade
Linien mit dem Nullpunkte, so kon-
vergiert f(r, ) in jedem Punkte des
so erhaltenen zweidimensionalen Be-
reiches (der schraffierte Flichenteil 4
in Fig. 1). Daf man tatséichlich mit —>X
. . g . . Fig. 1.
einem zweidimensionalen Bereiche zu
tun hat, dafiir biirgt die Voraussetzung, daf AB nicht in seinem ganzeu
Verlauf auf einer durch den Nullpunkt gehenden geraden Linie liegt.
Daraus folgt aber, daB auf dem Teile des Kreishogens mit dem
Radius B um den Nullpunkt, der im schraffierten Bereich liegt, zwei
Punkte ¢ und D zu finden sind, die eine endliche Entfernung voneinander
haben. Bezeichnen wir nun die Winkel der Strahlen CO und DO gegen
die positive z-Achse mit « und g, so kénnen wir also folgendes behaupten:
Fiir jeden @-Wert zwischen « und g ist

~

lim (R*a, sin ng + R"b, cos ng) =0.

n=o
Das folgt offenbar aus der Konvergenz der Reihe f(7, p) auf dem Kreise
mit dem Radius R.

Wir kénnen jetzt von einem Satze des Herrn G. Cantor Anwendung
machen, den er in Bd. 4 der Math. Annalen auf folgende Weise aus-
gesprochen hat:

HIst fiir jeden 2-Wert zwischen « und f

lim (@, sin A +b, cos nd) =0,
so ist auch
limag,=0 und limd,=0

BEs ist also in unserem Falle

lim B"a, =0 und lim R"b,=0.

n= n=w

21#
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Somit konvergieren die Rejhen E'a,,z”, E b, gewiB innerhalb des

n= n=0
Kreises mit dem Radius B um den N?xllpunkt. Innerhalb dieses Kreises
konvergiert also auch die Reihe

%0 ®©
E (a,+1ib)e" = E!an",
. n=0 =0
was zu bewelsen war.

Es ist auch leicht zu sehen, daB der Radius des Konvergenzkreises
unserer Potenzreihe, wenn nur das Kurvenstiick 4B kein Kreishogen ist,
oder allgemeiner keine Figur, die aus lauter Kurvenstiicken mit den Glei-
chungen 7 == const. oder @ = comst. zusammengesetzt ist, immer gréBer
ist als R.

Iss B der Abstand desjenigen Punktes einer Kurve von der ge-
nannten Eigenschaft — von der also kein Teil eine der Gleichungen
r == const., ¢ = comst. hat — vom Nullpunkte, welcher von diesem am
weitesten liegt, so ist leicht zu sehen, daB die Potenzreihe in jedem Kreis
konvergiert, dessen Radius kleiner als R ist.

Es liegt nun die Frage nahe, ob die Konvergenz der Potenzreihe nicht
schon dann bewiesen werdem kann, wenn iiber die Komponente weniger
vorausgesetzt wird, als in unserem Satze, also wenn etwa nur voraus-
gesetzt wird, daB f(r, ) in einer {iiberalldichten Punktmenge auf dem
Kurvenstiicke konvergiert; oder wenn sie auf dem Kurvenstiicke zwar
nirgends konvergiert, aber in jedem Punkte derselben die Bedingung

lim 9 (ar, sin ng + b, cos @) = 0

erfitllt ist. l

Wie wir gesehen, konvergiert die Potenzreihe innerhalb des Kreises
mit dem Radius B um den Nullpunkt, wenn ein Kurvenstiick, mag es
auch noch so klein sein, existiert, auf welchem die imaginire Komponente
iberall konvergiert. Ist aber nur bekannt, daf die imaginire Komponente
in tiberalldicht liegenden Punkten eines Kurvenstiickes konvergiert, so
braucht die Potenzreihe im Kreise mit dem Radius R nicht zu konver-
gieren. Auf diese Tatsache hat mich Herr L. Fejér aufmerksam gemacht
und zwar durch das folgende Beispiel:

Die imaginire Komponente der Potenzreihe 2.@’“, d. h. die Reihe
o n=1

r* sin #! @ konvergiert auf jedem beliebigen Kurvemstiick in den
nz=l

Punkten, fir welche n = % #x ist (4 und v ganze Zahlen), die also auf

dem Kurvenstiicke tiberalldicht liegen.



Konvergenz einer Potenareihe. 325

Die Potenzreihe selbst konvergiert aber keinesfalls im Kreise mit dem
Radius R, wenn dieser Radius >1 ist, weil der Einheitskreis fiir die
Potenzreihe eine natiirliche Grenze ist.

Was nun die Voraussetzung anbelangt, daB in jedem Punkte eines
Kurvenstiickes wenn auch nicht die Konvergenz der imaginiren Komponente,
so doch die Bedingung

lim r*(a, sin nep + b, cos ng) = 0
stattfindet, so unterscheidet sich diese Voraussetzung von der, daB die
Reihe f(r, p) in jedem Punkte des Kurvenstiickes tatsichlich konvergiert,
blof formal.

Hier stehen wir nimlich einer merkwiirdigen Eigenschaft der Reihe
f(r, @) gegeniiber.

Im allgemeinen folgt aus dem Verschwinden des Grenzwertes des
allgemeinen Gliedes einer Reihe noch gar nicht die Konvergenz der
Reihe, und zwar weder in einem einzelnen Punkte noch auf einem
Kurvenstiicke.

Ist aber fiir die Reihe f(», @) in jedem Punkte eines Kurvenstiickes
der Grenzwert ihres allgemeinen Gliedes, d. h. von

r™a, sin ng + rb, cos ng
gleich Null, so folgt daraus, daB die Reihe f(r, p) auf dem Kurvenstiicke
konvergiert.
Aus der Voraussetzung, daB auf dem Kurvenstiick AB tiberall

lim »*(a, sin np + b, cos ng) =0

ist,gfolgt namlich schon die Konvergenz der Reihe f(», o) in einem Kreise,
dessen Radius ¢ sich von R beliebig wenig unterscheidet, wenn er nur
kleiner ist als R.

Wenn wir also ¢ groB genug wihlen, so liegen so viele Punkte des
Kurvenstiickes 4B im Konvergenzkreise, wie wir wollen.

Somit konvergiert f(7, ) in jedem Punkte des Kurvenstiickes, hochstens
mit Ausnahme desjenigen, der vom Nullpunkte am weitesten liegt.

¥

Keszthely in Ungarn.



