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Sur les fonctions dérivées.

Par

D. PomrEru & Jassy.

Dans un Mémoire Sur la continuité des fonctions de variables complexes
[inséré dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,
t. VII (1905)] jai ét6 amené & me servir d’une fonction dérivée réelle,
dépendant d’une variable réelle, bornée et s’annulant dans tout intervalle.
J’ai admis, dans mon Mémoire, D'existence d’une pareille fonction que jai
appelée fonction de M. Képcke, car c'est M. Kopcke qui le premier
(Mathematische Annalen 29, 34 et 35) en a donné un exemple.

Dans cette Note je me propose de montrer comment on peut definir
simplement une fonction d’une variable réelle dont la dérivée soit bornée
et g'annule dans tout intervalle.

§ 1.
Définition de la fonetion G (7).
Je considere la série

M Fa)= > 4,@—a)}

dans laquelle tous les nombres sont réels et je suppose:

1° que la série 34, est convergente, les A4, étant des nombres
positifs;

2° les a, forment, dans un certain intervalle (', #”), un ensemble
dénombrable partout dense.

Il est clair que, dans ces conditions, la série (1) est uniformément
convergente, dans lintervalle (2, z”) et sa somme F(x) est, dans le méme
intervalle, une fonction continue. .

Mais F(x) est, en outre, une fonction croissante. Cela résulte de
ce que toutes les fonctions

4,(@—a)

sont croissantes.
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Posons, maintenant
t=F(z)

¢ =F(z), t"=F(").

A chaque point ¢ de Vintervalle (¢, ¢”) correspond un point z, de
Pintervalle (2',2), et un seul. On peut done considérer # comme une
fonction de #, définie dans lintervalle (¢', #): nous appellerons G(¢) cette
fonction inverse:

et

z=G(t).

§ 2
Convergence d’une série dérivée.

Considérons la série
@ fla) =+ > =

obtenue en dérivant terme a terme la série (1). Je me propose d'étudier
la convergence de cette série pour les points # de Vintervalle (', 2”) qui
ne coincident avec aucun des points «,. Les @, forment, d’apres nos
hypotheses, dans 'intervalle (', ") un ensemble dénombrable partout dense.

Nous ferons une hypothdse supplémentaire relative aux 4,, pour
pouvoir utiliser un résultat da a M. Borel. M. Borel a étudié, dans son
livre bien connu: Legons sur la théorie des fonctions (pages 62—69) la
convergence de la série

0

A

(3) ',.-:) r”=|x—a”|
les coefficients 4, étant des nmombres positifs et les a, formant dans un
certain intervalle (2, ") un ensemble dénombrable partout dense. Voiei
le résultat de M. Borel:

Si Ton suppose convergente la série DV A,, la série (3) converge pour wn
ensemble de points*) dont la longueur est égale d |4'—z’|. Ou encore:
Vensemble des valeurs de x pour lesquelles la série () w'est pas convergente
a pour longueur zéro.

Je dis maintenant que si 'on admet la convergence de la série

V4,
la série (2) converge pour un ensemble de points, pris dans l'intervalle
(', '), dont la longueur est égale & |&'—a”|.

WIAN

*) pris dans lintervalle (2’ 2”).
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En effet, soit  un point, pris dans lintervalle (2, "), pour lequel
Je vais montrer que la série (2) converge

la série (3) est convergente.

au méme point.
Décomposons la série
O 4a
2
en une somme de deux séries partielles
An

A’L ‘Ak
— ...l_ — == -
it24723

la premiére contenant tous les termes pour lesquels
7’,. < 1 ?

et la seconde tous les termes pour lesquels

=21

La série
3

1

est convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs a ceux de la

série convergente > A,, puisque, quel que soit %, on a

r%_z_l.
7

Quant 4 la série
7“%

1 i

elle est aussi convergente, car ses termes sont respectivement inférieurs

aux termes de la série convergente
‘Ah

'7',[
En effet, en vertu de Yhypothese faite sur les »,, on a, quel que soit 7,
% .
rh < 7-11

4 4

T
)/ %3
! rh

d’ou l'on conclat

Ah

%

ce qui démontre la convergence de la série 2
0,‘
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A Taide de notre hypothése supplémentaire: que la série 3V A, est
convergente, nous avons donc démontré que la série

@) f@y=5 > —"-,

converge pour un ensemble de points, pris dans («, «”) dont la longueur
est |2’ —a"]|.
§ 3.
Dérivée de la fonction FP(x).

Je vais démontrer maintenant qu'en tout point on la série (2)
converge, f(z) est égal & la dérivée de F(z) en ce point.

Considérons l'expression

Pty 31y EFymed’ =@ =)
Y ¥

On peut Pécrire encore

n Pty —Fa) _ 4,
(2) 22 = ; -~ e
y 2 @+y—a)t+ @ty—a) @—at + @—apt’
en vertu d'une identité élémentaire.

Je dis que la série du second membre, od la variable est y, est
uniformément convergente dans l'intervalle

- +7
y étant un nombre positif.
En effet, posons \
-ty —a, 5
o (227)
On aura
Pty —F@ _ 1 4,

Mais le trindme 1 + «, + «2 ne s'annule jamais et son minimum est

égal & Z’ done la fraction
A
14, 4o
. . . L 4 . .
admet une limite supérieure égale & - Par suite, quel que soit %, on aura
4, 4 A,

@+y—a) + @ry—ayf @—api+@—at = °  @—ayt
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quel que soit I'indice %, ce qui prouve que la série (2") est uniformément
convergente.

Done F(x) admet f(x) comme dérivée au point 2 ou la série (2)
converge.

Considérons maintenant un point § ot la série (2) diverge. Je vais
démontrer que si l'on se donne un nombre positif M, aussi grand que
VYon voudra, on peut lui faire correspondre un entier m et un nombre
positif & tels que Yon ait

n="ne A
(m) e n >M
L try—apt+ G y—ayt G—ayt + E—apt

des que
yI<Ze
En effet, la série & termes positifs

13

étant divergente on peut frouver un entier m tel que

E— %)*

m Aﬂ
7o) 12 Et+y—ant + E+y—ayt E—at + E—ap?
étant continue au point y = 0, on peut délimiter autour de ce point un
intervalle (— &, 4 &) tel que pour toute valeur de y comprise dans cet
intervalle on ait
ey) =M

ce qui est justement l'inégalité (m).

Cela étant, puisque les termes de la série (2°) sont tous positifs, on

peut éerire

des que
: 0< Iyl Le.
Done le rapport
FE+y) —F@E
Y

augmente indéfiniment lorsque |y| tend vers zéro.
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Ce résultat est capital pour notre objet: il nous prouve, en effet, que
la courbe (C), définie par 1'équation

t=F(x)

possede une tangente méme pour les points (v, §), £ étant un point ou
la série (2) diverge: mais cette tangente est perpendiculaire & l'axe des x.
La courbe (C) possede évidemment une tangente pour les points (¢, z),
2 étant un point ol la série (2) converge.

Donc la courbe ¢ = F(z) posséde partout une tangente. Nous avons
laissé de coté le cas on 2 est égal & 'un quelconque des points a,; mais
ce cas rentre, comme on le voit facilement, dans le cas des points &:
aux points (¢,, @,) la courbe (C) admet une tangente perpendiculaire a
Laxe des .

Si I'on adopte les définitions posées par M. Baire dans ses Legons sur
les fonctions discomtinues (page 220) on peut dire, en résumant les résultats
de ce paragraphe: la fonction F(x) admet, dans Uintervalle (z', "), la
fonction f(x) comme dérivée; mais pour un certain ensemble de points la
fonction f(x) prend la valewr + oo.

§ 4.
La fonction G (t) et sa dérivée g(¢).
Considérons maintenant la fonection inverse
z=G(1).

Elle admet, d’apres ce qui précéde, une dérivée z' = g(¢) et, aux
points ¢, = F(a,) et v = F(§) cette dérivée s’annule.

Il importe d'insister sur l'existence des points t, autres que les {,.
On sait, aujourd’hui, d’aprés les travaux de M. Baire qu'une fonction
dérivée est ponctuellement discontinue; en d’autres termes: elle possede,
dans toute intervalle, des points de continuité. D’autre part, on sait que,
pour toute fonction ponctuellement discontinue, l'ensemble des points de
continuité est de seconde catégorie®): il n'est pas constitué par la réunion
d'une infinité dénombrable d’ensembles non denses; en particulier il n'est
pas dénombrable.

Si lon considére maintenant la fonction dérivée g(t), on voit facile-
ment que I'ensemble des points ¢, est partout dense et, dans ces conditions,
il est aisé de montrer que g(¢) ne peut étre continue que pour les points
ot elle annule. Or, l'ensemble des points £, est dénombrable: done il
existe des points 7, autres que les ¢, pour lesquels la fonction g(¢) s’annule.

*} Baire, Ouvrage cité (page 78).
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Et, vevenant & la série

fle) =+ 31

@—ayt

nous pouvons affirmer qu'il existe, certainement, des points (en infinité
non dénombrable) autres que les a, pour lesquels la série diverge. Mais
nous savons, grice & I'hypothése sur la convergence de la série

V4,
que la longueur de Vensemble des points, pour lesquels la série f(x)
diverge, est zéro.
Remarquons enfin, pour terminer, que la fonction positive f(x) admet
comme limite inférieure le nombre

=

5 "
le___wu "3'

L
3

Donc la fonction dérivée g(¢) est bornée.

Jassy, le 2 février 1906.



