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Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen.
Von

Stix1sLaUs JoLLes in Berlin.

1. Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen fehlt bisher.
Man weiB nur, daB eine elliptische lineare Kongruenz in zwei reellen Geraden
— ihren Fokalachsen — zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft, hin-
gegen eine hyperbolische lineare Kongruenz keine reellen Fokalachsen be-
sitzt.*) Ich wurde anfangs durch diese merkwiirdige Eigenschaft der
sonst so leicht zuginglichen hyperbolischen linearen Kongruenz abge-
schreckt, nach allgemeinen Fokaleigenschaften der linearen Kongruenzen
zu suchen. Spiter jedoch fithrten mich Fragen iiber die in einer linearen
Kongruenz enthaltenen rotatorischen Regelscharen zu einigen allgemein
giiltigen Fokaleigenschaften und diese endlich zur Fokaltheorie der linearen
Kongruenzen.

Eng verkniipft mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen er-
weist sich die Theorie des Zylindroides. Synthetisch sind Grundeigen-
schaften dieser Fliche schon von Herrn Schoenflies**) und Herrn
Sturm***¥) abgeleitet worden, doch erzeugt dieser die Regelschar der
Fliche durch zwei ein-zweideutig aufeinander bezogene Punktreihen, wih-
rend jemer von kinematischen Uberlegungen ausgeht. Da die Unter-
suchungen in dieser Arbeit rein synthetisch gefiihrt werden, so war zu-
nichst eine rein synthetische Theorie des Zylindroides aufzustellen. — Ein
Zylindroid ist bekanntlich das Hauptachsenzylindroid von oo linearen Kon-
gruenzen. Ihre drei gemeinschaftlichen Symmetrieachsen sind natiirlich
Symmetrieachsen ihres Hauptachsenzylindroides und des jene oo’ linearen
Kongruenzen umfassenden quadratischen Komplexes. Mit Hilfe dieser

*) Reye, Die Geometrie der Lage. 2. Abteilung. 3. Auflage. Leipzig 1892,
8. 259, N. 15.
*) Schoenflies, Geometrie der Bewegung in synthetischer Darstellung.
Leipzig 1886, S. 157, N. 10.
#=#) Qturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in
synthetischer Behandlung. 1. Teil. Leipzig 1892, 8. 150.
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Symmetrieachsen lassen sich manche Siitze aus der Theorie dieser Gebilde
recht einfach und anschaulich beweisen.

Eine Ebene, welcher durch eine lineare Kongruenz C,! eine zu ihr
normale Ebene zugeordnet ist, heiBe eine Mittelebene der Kongruenz.
Die Mittelebenen von C,! umbhiillen ein gleichseitiges Paraboloid C3, das
Fokalparaboloid der linearen Kongruenz. Seine Erzeugenden sind durch
C,' paarweise einander zugeordnet. Werden die beiden Regelscharen
von C? die Fokalregelscharen und die sie bzw. paarenden Involutionen
die Fokalinvolutionen von C,! genannt, so ist C,! hyperbolisch, wenn
beide Fokalinvolutionen elliptisch sind, elliptisch, wenn die eine Fokal-
involution hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die Doppelstrahlen
der auf C? gelegenen Fokalinvolutionen sind die Fokalachsen von Ci%
Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat also zwei Paare konjugiert
imaginirer Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller und ein Paar
konjugiert imaginirer. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ist
die eine Fokalinvolution parabolisch, die andere elliptisch. Letztere
wird gebildet durch die sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen der be-
treffenden Fokalregelschar. Je zwei einander zugeordnete Geraden ¢!, €*
einer Fokalinvolution sind Leitstrahlen einer in C,' enthaltenen ortho-
gonalen Regelschar II. Ordnung, welche zu C2 und C;' in sehr merk-
wiirdigen Beziehungen steht. Zu jeder Fokalregelschar gehort ein Biischel
solcher orthogonalen Regelscharen. Die in vier Geraden zerfallende Basis-
kurve jedes solchen Biischels enthélt ein Paur Fokalachsen von C%, sie
sind zugleich die Leitgeraden einer fiir die Theorie von C;' besonders
wichtigen linearen Kongruenz, welche eine Fokalkongruenz von C' ge-
nannt wird. Zu einer linearen Kongruenz gehoren hiernach zwei Fokal-
kongruenzen. — Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen
derart involutorisch gepaart werden, daB ihrem unendlich fernen Strahle
der ihn rechtwinklig kreuzende Scheitelstrahl zugeordnet wird, ist stets
eine Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Da nun eine
elliptische Fokalinvolution sowoh] eine hyperbolische als auch eine ellip-
tische lineare Kongruenz bestimmen kann, so ist es von Wichtigkeit, die
Kriterien fiir das eine und das andere zu ermitteln, wobei sich wieder
eine Fiille von interessanten Beziehungen ergeben. Uberhaupt scheinen
die Fokalinvolutionen einer linearen Kongruenz fiir sie von derselben Wichtig-
keit zu sein, wie die Fokalinvolutionen fir das polare Feld und die Fokal-
felder fiir den polaren Baum.

Mit der Fokaltheorie der linearen Kongruenzen eng verknipft ist die
Frage nach den rotatorischen polaren Riumen I,% die eine lineare Kon-
gruenz C,! derart in sich selbst iiberfiihren, daB die durch C,! einander
zugeordneten Punkte und Ebenen in 2 konjugiert sind; insbesondere also
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die Frage nach den reellen in C,! enthaltenen rotatorischen Regelscharen.
Bisher hat man solche polaren Riume wohl fiir die hyperbolische lineare
Kongruenz bestimmt, hingegen die betreffenden Untersuchungen fiir die
elliptische lineare Kongruenz ganz unterlassen, und gerade fiir diese
bieten sie besonders Bemerkenswertes. Die rotatorischen polaren Riume
2 haben in diesem Falle sowohl reelle wie auch imaginire Inzidenz-
flichen, wihrend sie in jenem nur reelle Inzidenzflichen haben.

Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Fokalparaboloide C? sollen
konfokal heiBen. Konfokale lineare Strahlenkongruenzen sind fiir C? auto-
polar und haben dasselbe Hauptachsenzylindroid C®. Diese Fliche ist der
Ort der Mittelpunkte aller C? umschriebenen Kegel des Hachette und
ebenfalls autopolar fiir C2% Die zwischen C? und C® bestehenden Be-
ziehungen gestatten einerseits bekannte Siitze einfacher und schérfer zu
beweisen, andererseits neue Sitze abzuleiten. Zu diesen gehdrt der Sataz,
daB die Scheitelstrahlen konfokaler hyperbolischer Paraboloide Regelstrahlen
eines Zylindroides sind; zu jenen, daB die zueinander polaren Fokal-
achsen eines gleichseitigen Paraboloids die Regelschar eines Zylindroides
bilden.*) Die Theorie des Fokalparaboloides und Hauptachsenzylindroides
konfokaler linearer Kongruenzen fithrt, beildufig bemerkt, recht anschau-
lich zu den synthetischen Bedingungen, unter denen zueinander normale
Tangentialebenen eines Kegels II. Ordnung sich in den Strahlen eines
Kegels II. Ordnung oder zweier Strahlenbiischel I. Ordnung schneiden. —
Die oo! konfokalen linearen Kongruenzen mit demselben Fokalparaboloide
sollen eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen heifien. Eine solche
Kette 14Bt sich auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen, insbesondere
bilden die einem beliebigen Raumpunkte durch die Kongruenzen einer
Kette zugeordneten Punkte eine zur Kette projektive Parabel. — Erheblich
einfacher als im allgemeinen Falle ergeben sich endlich jene oben er-
wahnten orthogonalen Regelscharen 1I. Ordnung und rotatorischen polaren
Riume .2 bei-den rotatorischen linearen Kongruenzen.

Wie schon hervorgehoben wurde, ist die Beweismethode durchgingig
rein synthetisch. Ihr stellten sich sehr hiufig Schwierigkeiten entgegen,
wollte man nicht in den leider noch immer so hiufigen Fehler verfallen,
fir reelle Gebilde Bewiesenes ohne weiteres auf imagindre zu iibertragen.
Jedes Gebilde, dessen imaginirer Charakter nicht ausdriicklich hervor-

* Schroter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Jownal fiir
die reine und angewandte Mathematik Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7b.

Schroter spricht weder diesen noch die ihm in 89, 40 und 41 auflerdem zu-
geschriebenen Satze liber das Zylindroid aus, da er nicht erkennt, daB die von ihm
gefundenen Geraden s, s; Regelstrahlen eines Zylindroides sind. Doch ergeben sie
sich ohne weiteres aus seinen Untersuchungen, sobald letzteres nachgewiesen wurde.

22%
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gehoben oder unmittelbar zu erkennen ist, ist also als reell zu be-
trachten.

Fordernde Anregung zu einigen Untersuchungen in dieser Arbeit ver-
danke ich der soeben angefiihrten Abhandlung Schréters und dem ersten
Teile der Liniengeometrie®) des Herrn Sturm. Ich fithle mich ver-
pflichtet, dies auBer durch die betreffenden Literaturangaben hier noch be-
sonders hervorzuheben.

Das Zylindroid.

2. Alle in einer linearen Kongruenz C,! sich schneidenden linearen
Komplexe bilden bekanntlich einen Btischel linearer Komplexe [C,']. Durch
die Komplexe dieses Biischels sind im allgemeinen einer unendlich fernen
Geraden 7, die Strahlen einer zum Biischel projektiven parabolischen
Regelschar II. Ordnung RM? zugeordnet. (Fiir eine hyperbolische lineare
Kongruenz, deren eine Leitgerade unendlich fern liegt, zerfillt R? stets in
zwei Strablenbiischel I. Ordnung. Dieser Ausnahmefall wird ausge-
schlossen.) — Die Strahlen von R? sind Durchmesser der ihnen ent-
sprechenden Komplexe. Werden von einem beliebigen Punkte auf diese
Durchmesser senkrechte Ebenen gefillt, so bilden sie einen zur Regel-
schar R* und zu dem Komplexbiischel [C,1] projektiven Ebenenbtischel
I. Ordnung. Die durch die Komplexe von [C,!] der Achse a dieses
Ebenenbiischels zugeordneten Geraden sind wiederum Strahlen einer zum
Komplexbiischel [C,'] und folglich auch zum Ebenenbiischel [a] projektiven
Regelschar II. Ordnung RM,% zu der a selbst gehdrt. Sie schneiden die
ihnen entsprechenden Ebenen des Biischels [a] je in dem Nullpunkte be-
ziiglich desjenigen Komplexes, durch den sie selbst @ zugeordnet werden.
Diese Nullpunkte bilden also eine zu R,% perspektive und somit zu 2
projektive Kurve II. Ordnung o’ — Jede Ebene des Biischels [a] steht auf
den Durchmessern des ihr entsprechenden Komplexes senkrecht und dieser
weist ihr einen Nullpunkt zu. Der durch diesen Nullpunkt gehende Durch-
messer des betreffenden Komplexes ist also eine Hauptachse. Da die
Hauptachsen der Komplexe des Biischels [C;'] den Kegelschnitt «* und
den unendlich fernen Strahl c. der Tréigerkongruenz (! des Komplex-
blischels in projektiven Punktreihen schneiden, so bilden sie, solange die
Ebene o von ¢ nicht durch ¢. geht — und dies werde nunmehr voraus-
gesetzt — eine Regelschar III. Ordnung €3 mit der einfachen Leitgeraden cx.
Der Triger von ©° ist eine Regelfiiche IIL. Grades C% das sogenannte
Zylindroid. Es ist zunichst als der Ort der Hauptachsen eines Biischels

*) Der lineare Komplex oder das Strahlengewinde und der tetraedale Komplex.
Leipzig 1892.
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linearer Komplexe definiert. Die Doppelpunktsgerade ¢, des Zylindroids
ist der zu den Ebenen des Biischels [¢.| senkrechte, also zu a parallele
Strahl der Trigerkongruenz C,'. Jede durch ¢, gehende Ebene enthilt
folglich einen Regelstrahl von @3 Zur Regelschar €3 gehoren beim
hyperbolischen Komplexbiischel die Leitgeraden seiner Trigerkongruenz. —
Der zur Doppelpunktsgeraden ¢, parallele Strahl a schneidet die Regel-
schar €% in dem unendlich fernen Punkte von ¢, und in einem im End-
lichen gelegenen Punkt 4. Zu der Ebene Ac, ist ein Regelstrahl von @3
normal. Er schneidet ¢, in einem Punkte, durch welchen noch derjenige
Regelstrahl s von @3 geht, der in der Ebene « des zu §* perspektiven
Kegelschnittes «? liegt. o ist im allgemeinen durch 4 und s bestimmt.
Sei nun & ein beliebiger zur Regelschar €° perspektiver Kegelschnitt,
z der in seiner Ebene gelegene und 2’ der mit x inzidente Regelstrahl
von @3, so folgt demmach: o« fillt mit £ zusammen, sobald der zu ¢,
parallele Strahl @ durch den Schnittpunkt von £ mit demjenigen Regel-
strahle von €% geht, der &’ rechtwinklig kreuzt. Der Kegelschnitt «® kann
somit als ein ganz beliebiger zur Regelschar €3 perspektiver Kegelschnitt
angesehen werden. — Die Ebenenbiischel [a] und [¢,] sind perspektiv zum
Kegelschnitt o2 also projektiv zueinander und erzeugen, da ihre Achsen
parallel laufen und entsprechende Ebenen aufeinander senkrecht stehen,
einen zu «? perspektiven Rotationszylinder. Aus den vorstehenden Be-
trachtungen ergeben sich nunmehr die folgenden bekannten Sitze:

Auf einem Zylindroide C® gelegene Kegelschnitte sind Ellipsen,
geine beiden mit seiner einfachen Leitgeraden ¢, inzidenten doppelt
berithrenden Ebenen (Kuspidalebenen) 3, »” sind also reell. Die
anf C® gelegenen Ellipsen projizieren sich auf y’, ¢ orthogonal
als Kreise, und jeder durch die Doppelpunktsgerade ¢, von C?
gehende Rotationszylinder hat mit C° eine Ellipse gemein. Werden
von einem im Endlichen gelegenen Punkte A, der nicht der Doppel-
punktsgeraden ¢, des Zylindroides C° angehdrt, auf die Regelstrahlen
der Fliche Normalen gefillt, so bilden ihre FuBipunkte eine Ellipse
o?, sie selbst also einen Strahlenkegel II. Ordnung. Dieser Kegel
zerfallt, wenn 4 auf C2® liegt, in zwel Strahlenbiischel I. Ord-
nung. Die FuBpunkte der Normalen, welche aus den Punkten einer
Parallelen zur Doppelpunktsgeraden ¢; von C? auf seine Regelstrahlen
gefillt werden, liegen auf der némlichen Ellipse. — Die beiden
parallelen Kuspidalebenen »’, »” beriihren die auf der Fliche ge-
legenen Ellipsen je in ihren Hauptscheitelpunkten. Die Neben-
achsen dieser Ellipsen liegen in der Symmetrieebene y beider Kus-
pidalebenen und ihre Exzentrizitdt ist stets gleich dem halben Ab-
stande dieser Ebenen. Sich schneidende Regelstrahlen eines Zylin-
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droides (* treffen eine auf ihm gelegene Ellipse «® je in den Punkte-

paaren einer hyperbolischen Involution, deren Zentrum der unendlich

ferne Punkt der Nebenachse von o? ist. Zu dieser Nebenachse ist
der in der Ebene von «® gelegene Regelstrahl parallel.

3. Je zwei zueinander senkrechte durch die Doppelpunktsgerade c,
eines Zylindroides C® gehende Ebenen projizieren zwei sich rechtwinklig
kreuzende Regelstrahlen der Fliche, somit werden die sich rechtwinklig
kreuzenden Regelstrahlen von C® aus ¢; durch Ebenenpaare einer zirku-
laren Ebeneninvolution projiziert, und diese schneiden folglich eine auf
C® gelegene Ellipse «? in den Punktepaaren einer Involution. Durch
die zirkulare Ebeneninvolution mit der Achse ¢, werden aber nicht nur
die Punkte von «% sondern auch die Strahlen des Rotationszylinders in-
volutorisch gepaart, der «® nach 2, aus dem unendlich fernen Punkte von
¢; projiziert, und da zugeordnete Strahlen aus ¢, durch orthogonale Ebenen
projiziert werden, so ist die Imvolutionsachse fiir die involutorische Paa-
rung der Zylinderstrahlen die Rotationsachse des Zylinders, das Involutions-
zentrum fiir die involutorische Paarung der Punkte von «® durch sich
rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von C3 also der Mittelpunkt dieser
Ellipse. Ein Punktepaar der Involution auf «® bilden die Hauptscheitel-
punkte, in ihnen beriihrt «* nach 2. die Beriihrungsstrahlen der Kuspidal-
ebenen 3, »”, d. h. die Kuspidalstrahlen ¢, ¢” von C®. Die Kuspidal-
strahlen kreuzen sich hiernach rechtwinklig, und die sie aus der Doppel-
punktsgeraden ¢, projizierenden Ebenen sind zueinander orthogonal Nun
sind die beiden ¢, ¢’ aus ¢, projizierenden Ebemen bekanntlich die
Doppelebenen der Ebeneninvolution, deren Ebenenpaare die inzidenten
Regelstrahlen der Fliche projizieren, folglich gilt:

Sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen eines Zylindroides C3
schneiden eine Ellipse der Fliche in den Punktepaaren einer In-
volution. Das zugehorige Involutionszentrum ist der Mittelpunkt
des Kegelschnittes.

Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf 2. der bekannte Satz:

Sich schneidende Regelstrablen von C3 werden aus der Doppel-
punktsgeraden ¢, durch die Ebenenpaare einer symmetrischen Ebenen-
involution projiziert, deren Doppelebenen die Kuspidalstrahlen ¢/, ¢’
von C® enthalten. Diese Doppelebenen sind Symmetrieebenen von C3.
4. Der unendlich ferne Punkt der Nebenachse einer Ellipse «? des

Zylindroides C® ist nach 2. das Involutionszentrum fiir diejenige Punkt-
involution auf «? in deren Punktepaaren sich schneidende Regelstrahlen
von C? den Kegelschnitt treffen. Der Mittelpunkt von «® hingegen ist
nach 3. das Involutionszentrum fiir diejenige Punktinvolution auf of, deren
Punktepaare auf zueinander rechtwinkligen Strahlen von C® liegen. Beide
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Punktinvolutionen haben das aus den Nebenscheitelpunkten von «f be-
stehende Punktepaar gemein, demnach erweisen sich die durch diese
Punkte gehenden Regelstrahlen c¢,, ¢; von C? als die einzigen sich recht-
winklig schneidenden Strahlen dieser Fliche. Sie liegen nach 2. in der
Symmetrieebene y der beiden Kuspidalebenen ¢’, 4" von €% — Die sich
rechtwinklig schneidenden Strahlen ¢, ¢, sind bzw. die Hauptachsen zweier
- fireinander nullinvarianten Komplexe des Komplexbiischels [C,*], folglich
sind die Nullpunkte der Ebene ¢,c; beziiglich dieser Komplexe — d. h.
der Punkt ¢;7 und der unendlich ferne Punkt von ¢; — durch die Triger-
kongruenz C;* des Biischels einander zugeordnet. ¢, ist aber nach 2. der
Hauptstrahl von C,!, somit fillt y mit der Fluchtebene von C,' zusammen.

Der Punkt ¢;p» hat in bezug auf die beiden Komplexe des Biischels
[C,Y], deren Hauptachsen ¢, ¢, sind, bzw. die Nullebenen c¢,¢,, ¢;¢;. Diese
Ebenen sind sonach durch seine Triigerkongruenz C' einander zugeordnet
und schneiden folglich die unendlich ferne Ebene bzw. in den ¢, ¢, durch
C,' bzw. zugeordneten Strahlen ¢, ¢ Bei einer hyperbolischen Triger-
kongruenz C' ist der Punkt ¢;p zugleich der Mittelpunkt des kiirzesten
Abstandes d ihrer beiden Leitgeraden u, v, ferner hilften bei ihr die nor-
malen einander zugeordneten Ebenen c¢,c,, ¢;c, die Winkel der sich selbst
zugeordneten Ebenen c,u, ¢,v. Somit ergeben sich bei einer hyperboli-
schen linearen Strahlenkongruenz die Strahlen ¢, ¢; als die Hilftgeraden
der Winkel, welche die durch die Mitte von d gehenden Parallelen zu
%, v miteinander bilden.

5. Je zwei sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von €2 schneiden
eine auf der Fliche gelegene Ellipse «? nach 3. in den Endpunkten je
eines Durchmessers dieses Kegelschnittes. Da nach 2. die Nebenachse
von of in der Symmetricebene y der Kuspidalebenen des Zylindroides
liegt, so hilftet » den Abstand je zweier sich rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahlen. — Von zwei sich schneidenden Regelstrahlen %, u, von C®
kreuzt 4, einen Regelstrahl v, und «, einen Regelstrahl », rechtwinklig;
v;, v; schneiden sich, und die Ebenen u,u;, v,v, liegen symmetrisch zu y.
— Wird unter dem Winkel ¢, zweier sich schneidenden Regelstrahlen
wy, w, von C? einer der beiden Winkel verstanden, den die durch den
Doppelstrahl ¢, und den Kuspidalstrahl ¢ gehende Ebene c¢,¢’ hilftet, und
sind u,, uy und v,, v, zwei Paar sich schneidender Regelstrahlen, deren
Ebenen symmelrisch zu y liegen, so ist:

Q,+ @, =m.

Eine Ellipse o projiziert sich nach 2. auf p orthogonal als ein Kreis,
dessen Mittelpunkt mit dem von o? zusammenfillt. Geht die Ebene von
«* — was nunmehr vorausgesetzt werden soll — durch einen der beiden
sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen von €%, und schlieBt sie mit
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y einen Winkel von 45° ein, so ist der Halbmesser jenes Kreises gleich
dem Abstande der Kuspidalstrahlen des Zylindroides von der Ebene y. —
Den Abstinden aller Punkte des Raumes von p mdge ein positiver oder
negativer Wert zuerteilt werden, je nachdem sie mit dem Kuspidalstrahle
¢ von C® auf derselben Seite von y liegen oder nicht. Ist dann a, der
Abstand des Kuspidalstrahles ¢’ und a, der zweier sich schneidenden
Regelstrahlen u,, u, von y, so folgt, da sich nunmehr leicht in p ein
gleichschenkliges Dreieck nachweisen 1iBt, dessen Winkel an der Spitze
gleich 2¢,, dessen von ihr ausgehende Hohe gleich @, und dessen gleiche
Seiten gleich a, sind:
Gy COS P, = 0.

Der Winkel @, zweier sich schneidenden Regelstrahlen u,, u,, deren
Ebene bzw. einen positiven oder negativen Abstand von »p hat, ist -

< baw. > 7. Im folgenden wird unter dem Winkel zweier sich schnei-
9 g

denden Regelstrahlen eines Zylindroides C3 stets einer der beiden Winkel
verstanden, die von der Ebene c,¢’ gehdlftet werden.

6. Schneidet der zur Doppelpunktsgeraden c, eines Zylindroides C?*
parallele Strahl a einen Regelstrahl s von C® in einem Punkte 4, so geht
die Ebene des durch ihn bestimmten Kegelschnittes «® der Fliche nach 2.
durch 4 und den Strahl 5" von C3% der den s rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahl schneidet. Die Ebene von o geht durch s selbst, wenn s
einer der beiden sich rechtwinklig schneidenden Regelstrahlen ¢, ¢, von
C® ist. ¢, und ¢, fallen hierbei bzw. mit der Nebenachse von «® zu-
sammen und ergeben sich somit als Symmetrieachsen von C%. Eine dritte
Symmetrieachse von C® ist bekanntlich seine Doppelpunktsgerade c¢,..
Diese moge als Hauptsymmetrieachse, jene als Nebensymmetrie-
achsen des Zylindroides bezeichnet werden. Wihrend die Haupt-
symmetrieachse des Zylindroides lingst bekannt ist, hat die Nebensym-
metrieachsen wohl zuerst Herr Reye bemerkt.

Alle Strahlen einer linearen Strahlenkongruenz C,*, die einen Strahl z
ihres Hauptachsenzylindroides C® schneiden, bilden eine gleichseitige para-
bolische Regelschar. Der zu ihr gehorige Scheitelstrahl ist die Haupt-
symmetrieachse ¢, von (% der zu ihren Strahlen normale Scheitelstrahl
der Strahl z selbst und ihre Hauptachse ist die Normale im Punkte zc,
auf der Ebene z¢,. Fillt x bzw. mit einer der beiden Nebensymmetrie-
achsen ¢, ¢; von C® zusammen, so ist hiernach ¢, bzw. ¢; die Hauptachse
der gleichseitigen parabolischen Regelschar B,* bzw. B, Durch Spiege-
lung an ¢, gehen daher die Regelscharen PB,? und B,® in sich selbst tiber.
Die in ;' enthaltenen Regelscharen ;% P, bestimmen nun ! eindeutig,
folglich geht auch diese lineare Kongruenz durch Spiegelung an ¢, in sich
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selbst iiber, oder ¢, ist eine Symmetrieachse von C;*. Das gleiche gilt
von ¢,. Bekanntlich ist auch die Hauptsymmetrieachse ¢, von C® eine
Symmetrieachse von C,'. Sie heifle mit Riicksicht hierauf die Haupt-
symmetrieachse der linearen Kongruenz und ebenso jede der Neben-
symmetrieachsen ¢,, ¢, des Zylindroides eine Nebensymmetrieachse der
Kongruenz. Beim Hauptachsenzylindroid einer hyperbolischen Strahlenkon-
gruenz C,' werden die mit den Leitgeraden von C;' zusammenfallenden
Regelstrahlen von C® an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen inein-
ander gespiegelt.

7. Eine Nebensymmetrieachse ¢, von (! ist ein Scheitelstrahl der
gleichseitigen parabolischen Regelschar P .% die von allen mit ihr in-
zidenten Kongruenzstrahlen gebildet wird. Ist nun C;' hyperbolisch, so
ist die durch C;' in der Leitschar von B2 hervorgerufene Involution
ebenfalls hyperbolisch und ihre Doppelstrahlen sind die Leitgeraden u, v
von C;'. Die Leitgeraden u, v gehen durch Spiegelung von C;* an ¢, in-
einander tiber, ¢, ist also die Rotationsachse einer in C,' enthaltenen rota-
torischen Regelschar. In bezug auf diese Regelschar sind die durch C*
einander zugeordneten Punkte und Ebenen einander konjugiert und die
Strahlen von C,' paarweise reziproke Polaven. Insbesondere sind polar
zueinander je zwel sich rechtwinklig kreuzende Regelstrahlen von 9.2
Diese parabolische Regelschar ist somit fiir jene rotatorische autopolar.

Ist C elliptisch, so ist die durch C;! in der Leitschar von P,? her-
vorgerufene Involution ebenfalls elliptisch, und ihre Potenzstrahlen A, A’
gehen durch Spiegelung an ¢, ineinander iiber. Durch ¢, als Rotations-
achse und h, &’ als reziproke Polaren ist ein rotatorischer polarer Raum
I’ mit imagindrer Inzidenzfliche bestimmt. Seine Rotationsachse ¢, und
ihre Polare sowie % und A" sind durch C,' einander zugeordnet, ferner
sind zwei sich rechtwinklig kreuzende Strahlen der in C,' enthaltenen
parabolischen Regelschar B,? in I'? reziprok polar. Durch C;! wird hier-
nach I? in sich selbst iibergefithrt und umgekehrt sind die Strahlen von
C also paarweise in I, zueinander polar. — In den Strahlen von B2
rufen IN? und C;' identische Punkt- und Ebeneninvolutionen hervor. Sind
nun ¢, «" ein Paar sich in einem Strahle # von 8,? schneidende durch C*
einander zugeordnete und somit auch in I',?> konjugierte Ebenen, so schneiden
sie den z rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl 2z, von B,? wechselweise in
ihren Polen 4, A’, und diese Punkte sind durch C,' einander zugeordnet.
Finem mit 4, ¢’ inzidenten Strahle ¢ ist durch C;! ein mit 4’ ¢ in-
zidenter Strahl g zugeordnet. g, ¢ treffen den Strahl # bzw. in den durch
C;* einander zugeordneten und in I? konjugierten Punkten G, G', deren
Polarebenen y, " durch z, und bzw. G, G gehen und folglich ¢’ bzw. ¢
enthalten. In ¢'schneiden sich somit die Polarebenen ¢, y der mit g inzidenten
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Punkte A4', ¢, und die durch C,' einander zugeordneten Geraden g, g sind
also in I 2 zueinander polar. Die Strahlen von C,! treffen nun o, o in Punkten,
die durch C,' einander zugeordnet sind. Ein mit ¢ inzidenter Strahl x
von C' ist demnach inzident mit der g durch C,!' zugeordneten Geraden
¢, und da die Geraden ¢, ¢’ in 2 polar zueinander sind, so sind die
Treffpunkte von z mit e, « durch ;' einander zugeordnet und in rz
konjugiert. Was von o, o gilt, gilt fir je zwei andere durch (' ein-
ander zugeordnete Ebenen des Kongruenzstrahles 2. Durch €' einander
zugeordnete Punkte sind folglich in I? konjugiert und ebenso auch je
zwei durch C,' einander zugeordnete Ebenen. — Jede der beiden Neben-
symmetrieachsen ¢, einer linearen Kongruenz C,' ist hiernach die Rota-
tionsachse eines rotatorischen polaren Raumes 2, der (! in sich selbst
derart iiberfilhrt, daB durch C,! einander zugeordnete Punkte und Ebenen
in 2 konjugiert sind. Diese rotatorischen polaren Riume haben bei
einer hyperbolischen linearen Kongruenz reelle, bei einer elliptischen ima-
gindire Inzidenzfliichen.

8. Zwei Zylindroide (3, D® welche eine Nebensymmetrieachse und
einen mit keiner Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl u,
gemein haben, haben nach 6. auch das Spiegelbild », von #; an
Jjener Symmetrieachse gemein. C% D® haben ferner dieselbe Hauptsym-
metrieachse und folglich auch dieselbe zweite Nebensymmetrieachse. Die
sich schneidenden Regelstrahlen zweier Zylindroide mit der nimlichen
Hauptsymmetrieachse ¢, und den nimlichen Nebensymmetrieachsen ¢, ¢,
werden aber aus ¢, durch die Ebenenpaare der nimlichen symmetrischen
Ebeneninvolution projiziert, somit liegen auf C% D® noch die u, bzw. v,
schneidenden Regelstrahlen u,, v;. Beide Zylindroide gehen also durch
dieselbe Hauptsymmetrieachse c,, dieselben Nebensymmetrieachsen ¢, ¢,
und dieselben vier Regelstrahlen w, 4y, vy, v,. Sie schneiden hiernach
die Ebenen des Ebenenbiischels [«,] im allgemeinen in je zwei Ellipsen,
welche fiinf Punkte gemein haben und folglich identisch sind. Ein Zylin-
droid ist somit durch eine Nebensymmetrieachse und einen mit keiner
Nebensymmetrieachse zusammenfallenden Regelstrahl « bestimmt oder
auch im allgemeinen durch die Hauptsymmetrieachse, eine Nebensym-
metrieachse und einen beliebigen Punkt eines solchen Regelstrahles.

9. Ist r ein Regelstrahl eines Zylindroides (% der nicht mit einer
Nebensymmetrieachse der Fliche zusammenfillt, und » eine zur Haupt-
symmetrieachse ¢, von C° windschiefe Normale zu 7, so ist jede der
beiden Nebensymmetrieachsen von C® die Hauptachse eines durch #» gehenden
linearen Komplexes. Das Hauptachsenzylindroid D® der Schnittkongruenz
D! beider Komplexe hat dieselben Nebensymmetrieachsen ¢, ¢; und die-
selbe Hauptsymmetrieachse ¢, wie €% Ferner liegt auf ihm der Strahl #
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als Triger des kiirzesten Abstandes der Strahlen ¢,, » von D!, folglich
sind nach 8, beide Zylindroide C3, D? identisch.

Schneidet nunmehr die Normale » zum Regelstrahle » die Haupt-
symmetrieachse ¢, von C? so ist wiederum jede Nebensymmetrieachse
¢, ¢; der Fliche die Hauptachse je eines durch # gehenden linearen
Komplexes und ¢, ist die Hauptsymmetrieachse und ¢, ¢, sind die Neben-
symmetrieachsen des Hauptachsenzylindroides 1)® der Schnittkongruenz Sie
ist, da die zu ihr gehorigen Strahlen ¢, und » inzident sind, hyperbolisch.
Ihre Leitgeraden liegen also auf D?® und gehen bzw. durch den Punkt
<,n und sein Spiegelbild P an der mit ¢;, ¢, inzidenten Ebene y. Die P -
enthaltende Leitgerade liegt in der Ebene c,» und ist folglich der mit dieser
Ebene inzidente in P zu ¢, orthogonale Strahl. Nun steht die Ebene ¢;n
auf dem Regelstrahle » des gegebenen Zylindroides C® senkrecht, sonach
enthilt sie auch den r rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl von C® Er
geht nach 6. ebenfalls durch das Spiegelbild des Punktes ¢,n an y und
fallt folglich mit dem in der Ebene ¢,n gelegenen Strahle von 7)® zusammen.
Da aber beide Zylindroide aufer diesem Regelstrahle noch die Haupt-
symmetrieachse und die Nebensymmetrieachsen gemein haben, so sind sie
identisch.

Fillt ferner + mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen — etwa
mit ¢, — zusammen, ist also # eine Normale von ¢, die zu ¢, wind-
schief ist, so wird ¢, und ein nicht mit ¢, zusammenfallender Regelstrahl
& von C® zur Hauptachse je eines durch n gehenden linearen Komplexes
gewahlt. Die beiden Komplexe und das zu ihrer Schnittkongruenz D,!
gehorige Hauptachsenzylindroid D? sind hierdurch eindeutig bestimmt. Auf
dem Zylindroide D® liegen ebenfalls die Regelstrahlen ¢,, z, folglich hat
es mit C® die Hauptsymmetrieachse ¢, und, da ¢, der Triger des kiirzesten
Abstandes der Strahlen ¢;, %2 von D,* ist, auch den Regelstrahl ¢, gemein.
Als aufeinander senkrecht stehende Regelstrahlen sind ¢, ¢, sowohl die
Nebensymmetrieachsen von €3 wie von D% Die beiden Flichen haben
demnach aufier dem Regelstrahle « auch ihre Nebensymmetrieachsen ge-
mein, und somit fallen die Zylindroide C3 D? wiederum zusammen.

Ist endlich » eine zur Hauptsymmetrieachse ¢, parallele Gerade, so
hat » sowie jeder zu n parallele Strahl mit dem Zylindroide zwei un-
endlich ferne zusammenfallende Punkte gemein, und jeder dieser Strahlen
steht in dem im Endlichen gelegenen dritten Schnittpunkte mit C® auf
dem durch ihn gehenden Regelstrahle der Fliche senkrecht. Alle zu ¢,
parallelen Geraden bilden zusammen mit den Strahlen der unendlich fernen
Ebene eine ausgeartete lineare Kongruenz. Die sich in ihr schneidenden
linearen Komplexe sind also ebenfalls speziell. Ihre Inzidenzachsen bilden
einen in der unendlich fernen Ebene gelegenen Strahlenbiischel, dessen
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Mittelpunkt der unendlich ferne Punkt von ¢, ist. Jeder dieser Kom-
plexe hat o0® Hauptachsen, zu ihnen gehoren jedesmal die Geraden der
unendlich fernen Ebene und je ein Biindel paralleler Strahlen, dessen
Mittelpunkt der Pol der Inzidenzachse des betreffenden speziellen Kom-
plexes beziiglich des unendlich fernen imaginiren Kugelkreises ist. Er
liegt also auf der umendlich fernen einfachen Leitgeraden ¢, von C® und
wird aus ihr durch denjenigen Regelstrahl von C® ausgeschnitten, der jene
Inzidenzachse rechtwinklig kreuzt. Ein Regelstrahl von C? gehort dem-
nach je zu den Hauptachsen jedes dieser Komplexe, und C® kann somit
" auch als ein Hauptachsenzylindroid der Schnittkongruenz dieses singuléren
Komplexbiischels angesehen werden.

Mit Riicksicht auf alle in dieser Nummer durchgefiihrien Unter-
suchungen gilt folglich:

Gehort zur Schnittkongruenz zweier linearen Komplexe, deren
Hauptachsen zwei Regelstrahlen eines Zylindroides C® sind, eine nicht
mit seiner Hauptsymmetrieachse ¢, zusammenfallende Normale eines
Regelstrahles der Fliche, so ist C® auch das Hauptachsenzylindroid
dieser Schnittkongruenz.

Jede Normale in einem Punkte P eines Regelstrahles von C*
bestimmt mit diesem Zylindroide, wenn P nicht unendlich fern liegt,
eine lineare Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C° Somit
gibt es co! lineare Kongruenzen mit dem Hauptachsenzylindroide C3.
10. Je nachdem der auf einem Regelstrahle des Zylindroides C® senk-

rechte Strabl » die Fliche noch in zwei reellen Punkten U, V schneidet
oder nicht, ist nach 2. die durch C? und # bestimmte lineare Kongruenz
hyperbolisch oder elliptisch, und zwar sind im ersteren Falle die durch
U, V gehenden Regelstrahlen u, v die Leitgeraden der hyperbolischen Kon-
gruenz. u, v sind Spiegelbilder voneinander an den Nebensymmetrie-
achsen ¢,, ¢;, und U, ¥V haben also gleichen Abstand von der Ebene
¢,6, = p. Uberhaupt sind je zwei Regelstrahlen w,, v, von (% die an
einer und folglich an jeder der beiden Nebensymmetrieachsen der Fliche
ineinander gespiegelt werden, Leitgeraden einer hyperbolischen linearem
Kongruenz mit dem Hauptachsenzylindroide C3. Zwei solche Regelstrahlen
sind die Kuspidalstrahlen ¢, ¢” von C% Unter den zu C® gehdrigen
hyperbolischen Kongruenzen gibt es also eine mit zueinander orthogonalen
Leitgeraden.

Sind w,, v, die Leitgeraden einer zu C*® gehorigen hyperbolischen
linearen Strahlenkongruenz, so sind es auch die bzw. mit «,, v, je in
einer Ebene gelegenen Regelstrahlen u,, v,. Der Regelstrahl u, kreuzt
nach B, v, rechtwinklig, und ebenso u,, v,. Die sich orthogonal kreuzenden
Regelstrahlen rufen nach 3. auf einer Ellipse «® von C® eine Involution
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hervor, deren Involutionszentrum der Mittelpunkt von «® ist, und ferner
liegt nach 2. die Nebenachse von o in y. Somit rufen auch die Leit-
geraden u,, v, der zu C® gehdrigen hyperbolischen Kongruenzen auf e
eine Involution hervor. Ihr Involutionszentrum ist der unendlich ferne
Punkt der Hauptachse von «”. Sie ist hyperbolisch und ihre Doppel-
punkte liegen auf der Nebenachse von «®. Da die Regelschar von C*
zu o® perspektiv ist, so gilt also:

Die Leitgeraden der zu einem Zylindroide C® gehorigen hyper-
bolischen Kongruenzen sind Strahlenpaare einer hyperbolischen In-
volution. Ihre Doppelstrahlen sind die Nebensymmetrieachsen ¢, r,
von C% %)

Eine durch eine Nebensymmetrieachse — etwa ¢, — des Zylindroides ('®
gehende Ebene & schneidet im allgemeinen C? nach 2. in einer Ellipse &,
deren Nebenscheitelpunkte F, E’ auf ¢, liegen, und zwar ist der eine
dieser Pnnkte — etwa I’ — zugleich ein Punkt der Doppelpunktsgeraden
¢; von C3  Die Tangente von & in I ist die Haupttangente von C® im
Punkte . Da sie ¢, in I rechtwinklig schneidet, so bestimmt sie nach
obigem eine lineare Strahlenkongruenz mit dem Hauptachsenzylindroid C*
und zwar eine parabolische. Zu ihr gehGren auch alle iibrigen ¢,
schneidenden Haupttangenten von ('%. In jeder Ebene & von ¢, ruft
diese parabolische Strahlenkongruenz also einen Strahlenbiischel 1. Ord-
nung hervor, dessen Mittelpunkt der Beriithrungspunkt von & mit C? ist.
Unter den linearen Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsen-
zylindroid C? sind demnach zwei parabolische, ihre Leitgeraden sind bzw.
die Nebensymmetrieachsen ¢, ¢, von C%

11. Eine zu einem Zylindroide C® als Hauptachsenzylindroid gehorige
lineare Kongruenz N,' ist nach 9. bestimmt durch C® und einen auf
einem Regelstrahle » von C® senkrechten im Endlichen gelegenen Strahl s,
der nicht mit der Hauptsymmetrieachse ¢; der Fliche identisch ist.
Beschreibt # in der auf » senkrechten Ebene » um seinen Schnittpunkt N
mit # den Strahlenbiischel [N], so fillt N,' nacheinander mit allen zum
Hauptachsenzylindroid C® gehérigen linearen Kongruenzen zusammen. # als
Komplexstrahl und zwei von » verschiedene Regelstrahlen s, ¢ von C°
als Hauptachsen bestimmen im allgemeinen zwei sich in N,' schneidende’
lineare Komplexe I, [*. Sie weisen, wenn d,, d, bzw. die mit N inzi-
denten Normalen der Hauptachsen s und ¢ sind, dem Punkte N bzw. die
Nullebenen nd,, nd, zu. Die linearen Komplexe mit den Hauptachsen s, ¢
bilden die beiden Komplexbiischel [C,(s)], [C,'(#)]. Durchlduft » den

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in
synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, 8. 169, N, 122. )
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Strahlenbiischel [N, so beschreiben %, I die Biischel [C,!(s)] bzw. [C*(£) 1~
und die durch I'* und ? bzw. dem Punkte N zugewiesenen Nullebenexr
nd,, nd; beschreiben bzw. um d,, d, zwei zum Strahlenbiischel [ N perspektive,-
also zueinander projektive Ebenenbiischel [d,], [d;]. Die beiden Komplex—
biischel [C,X(s)], [C.1(¢)] sind folglich projektiv aufeinander bezogen, wenx®
je zwei Komplexe einander entsprechen, die je durch denselben Strahl #» des
Strahlenbiischels [N] gehen. Zwei homologe Komplexe %, ' beider pro-
jektiven Komplexbiischel schneiden sich in je einer zum Hauptachsenzylindroid
C? gehorigen linearen Kongruenz N, und durch jede der zu C° gehdrigen
linearen Kongruenzen geht ein Paar homologer Komplexe. Diese linearexx
Kongruenzen bilden also als Schnitt homologer Komplexe zweier pro-
jektiven Biischel linearer Komplexe einen quadratischen Komplex M?*),
und da an die Stelle der Regelstrahlen s, £ von O° irgend zwei andere
Regelstrahlen der Fliiche treten kinnen, so sind oo? projektive Komplex—
biischel nachgewiesen, welche '* erzeugen. I? besteht auch aus aller»
hyperbolischen linearen Kongruenzen, deren eine Leitgerade je ein Regel-
strahl von C® und deren andere Leitgerade der ihn rechtwinklig kreuzende
Strahl in der unendlich fernen Ebene ist. Die Hauptsymmetrieachse ¢z
und die einfache Leitgerade c., von (% sind Doppelstrahlen von % Die
singulire Fliche des Komplexes besteht nach 9. aus C% der unendlich
fernen Ebene und dem Strahlenbiindel, dessen Mittelpunkt der unendlich
ferne Punkt der Hauptsymmetrieachse ist. — Ist P ein im Endlichen
auBerhalb des Zylindroides C® gelegener Punkt, so ist der von ihm aus—
strahlende Komplexkegel von [? der Ort aller Normalen, die von ihma
aus auf die Regelstrahlen von C° gefillt werden. Dafl diese Normalen
die Strahlen eines Kegels II. Ordnung sind, ging schon aus der projelk—
tiven Erzeugung des Zylindroides in 2. hervor. Liegt P im Endlichen
auf C% so steht die Ebene des einen von ihm ausgehenden Komplex—
strahlenbiischels 1. Ordnung zu dem durch P gehenden Regelstrahle 2~
von C® sepkrecht, wihrend die Ebene des andern nach 10. mit dem-—
jenigen Regelstrahle von C® inzident ist, in den 7 an den Nebensymmetrie—
achsen der Fliche gespiegelt wird. Gehort der Punkt P der unendlich
fernen Ebene an, ist er aber nicht mit ¢; inzident, so ist er der Mittel~
punkt eines unendlich fernen und eines Parallelstrahlenbiischels von T2
Die Ebene dieses Biischels enthélt denjenigen Regelstrahl von C% welchex-
auf der Ebene Pc; senkrecht steht. — Alle linearen Kongruenzen mit
dem Hauptachsenzylindroide O° haben dieselben Symmetrieachsen, folglich
sind nach 6. die Geraden c;, ¢, ¢, anch Symmetrieachsen von . Die
Symmetrieachse ¢, heife die Hauptsymmetrieachse, jede der beiden

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie im
synthetischer Behandlung. 1 Teil, Leipzig 1892, S. 171, N. 123,
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anderen Symmetrieachsen eine Nebensymmetrieachse dieses quadra-
tischen Komplexes.

12. Die Regelstrahlen des Hauptachsenzylindroides C® eines Biischels
linearer Komplexe und nur diese schneiden bekanntlich die Hauptsymmetrie-
achse ¢; und die bzw. mit ihnen inzidenten Strahlen der Trigerkongruenz C;*
jenes Biischels rechtwinklig. Nun ist eine hyperbolische lineare Strahlen-
kongruenz durch zwei ihrer sich schneidenden Strahlen ¢, b und durch
die nicht mit dem Punkte ab inzidente Hauptsymmetrieachse ¢; bestimmt,
somit bilden — vorausgesetzt, daB c; nur einen Strahl des Biischels [ab]
und zwar im Endlichen trifft — alle einen Strahl ¢; und je einen Strahl
eines Strahlenbiischels [ab] rechtwinklig schneidenden Strahlen die Regel-
schar eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse c¢,.*)

Die Punkte einer Ellipse &? eines Rotationszylinders R® werden aus
den auf einer Durchmesserebene der Fliche gelegenen Erzeugenden d, e
durch je zwei zueinander normale Ebenen projiziert. Eine d rechtwinklig
schneidende Unisekante von &* steht folglich in ihrem Treffpunkte 7' mit
¢® auf der Ebene e7' senkrecht, sie schneidet also den Strabl TE, der T
mit dem Schnittpunkte £ von ¢ und &* verbindet, rechtwinklig. Fillt
nun 7 nacheinander mit allen Punkten von ¢? zusammen, so ergeben
sich demnach die von diesen Punkten auf d gefillten Normalen auch als.
Normalen zu den Strahlen des in der Ebene von &* gelegenen Strahlen-
biischels I. Ordnung [ E], und somit nach obigem Satze als Regelstrahlen
eines Zylindroides mit der Hauptsymmetrieachse d. Kurz:

Die von den Punkten einer Ellipse &* eines Rotationszylinders
auf eine Erzeugende d von ihm geféllten Normalen bilden die Regel-
schar eines Zylindroides mit der Doppelpunktsgeraden d und jede
derart erzeugte Fliche kann als Hauptachsenfliche eines Biischels.
linearer Komplexe angesehen werden.

Bekanntlich bestimmen vier windschiefe Strahlen, die nicht einer
Regelschar Il Ordnung angehtren, im allgemeinen eine einzige sie ent-
haltende lineare Strahlenkongruenz C'. Eine solche ist also auch gegeben,.
wenn eine in ihr enthaltene parabolische Regelschar II. Ordnung P2 be-
kannt ist und ein zu den Ebenen des unendlichen fernen Strahles von P
normaler Kongruenzstrahl c;, der mit keinem Leitstrahle dieser Regel-
schar zusammenfdllt. ¢; ist die Hauptsymmetrieachse von C;'. Da nun
der kiirzeste Abstand eines zu ¢; windschiefen Kongruenzstrahles von ¢; auf’
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C® von C,* liegt, so bilden
alle ¢; und je einen Strahl von P? rechtwinklig schneidenden Geradem
Regelstrahlen eines Zylindroides.

¥) Sir R. S. Ball, A treatise on the theory of screws. Cambridge 1900, S. 150.
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Die Fokaleigenschaften der linearen Strahlenkongruenzen.

13. Durch eine lineare Kongruenz C;' ist einer Ebene & im all-
gemeinen eine andere Ebene & des Raumes zugeordnet. Soll & auf &”
senkrecht stehen, so muf die Ebene ¢ im allgemeinen den zu ihr normalen
Kongruenzstrahl ¢ in dem Mittelpunkte der Punktinvolution schneiden, die
O} aof ¢ hervorruft. Eine auf der ihr zugeordneten Ebene senkrechte
Ebene heiBe eine Mittelebene der linearen Kongruenz. Inshesondere
heife die Hauptmittelebene der linearen Kongruenz die auf ihrer
Hauptsymmetrieachse ¢; senkrechte Mittelebene, sie ist identisch mit dex
Fluchtebene y von (. Durch einen Strahl von C' gehen im allgemeinex
zwei einander zugeordnete Mittelebenen. Die durch den unendlich fernem
Kongruenzstrahl gehenden Mittelebenen sind die Hauptmittelebene y und
die unendlich ferne Ebene.

Alle mit einer Nebensymmetrieachse ¢, von C! inzidenten Kongruenz-
strablen bilden eine gleichseitige parabolische Regelschar B2, derem
Scheitelstrahlen ¢, und ¢; sind. Aus jedem solchen Kongruenzstrahle
wird also der unendlich ferne Punkt von ¢; und der ihm durch C zu-
geordnete Punkt ¢;p durch zwei durch C;' zugeordnete zueinander normale
Ebenen projiziert. Die zu einer Nebensymmetrieachse ¢, von C,! normalenn
und die mit ihr inzidenten Ebenen sind folglich Mittelebenen von C.

14, Werden zu den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' durch
einen beliebigen Punkt P parallele Ebenen gelegt, so gehéren sie zu
einem zum Punktfelde [y] der Hauptmittelebene y korrelativeu Ebenexrn-
biindel [P], wenn jeder Ebene » von [P] der Schnittpunkt B des zua
ihr normalen Kongruenzstrahles mit p zugewiesen wird. Die Ebenen ox
schneiden die unendlich ferne Ebene in einem zum Ebenenbiindel [2]
perspektiven, also zum Punktfelde [p] korrelativen Strahlenfelde. Ent-
sprechende Elemente beider Felder werden durch die Mittelebenen von
C* verbunden, und diese bilden somit einen parabolischen Ebenenbiindel
II. Ordnung. Zu ihm gehéren nach 13. die beiden Ebenenbiischel [e,7],
" [e;], deren Achsen ¢, ¢, die Nebensymmetrieachsen von C' sind, wad
ferner die beiden Biischel paralleler Ebenen, die von den zu ¢, baw. cy
normalen Ebenen gebildet werden. Da ¢, ¢, sich rechtwinklig schnelden
80 ergibt sich:

Die von den Mittelebenen einer linearen Kongruenz C,' umhiillte
Regelfiiche II. Grades ist ein gleichseitiges Paraboloid C% Seine
Hauptachse fillt mit der Hauptsymmetrieachse ¢; und seine Scheite]_
strahlen mit den Nebensymmetrieachsen ¢, ¢; von O,' zusammen. *)

*) Sturm, Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie jy,
synthetischer Behandlung. 1. Teil, Leipzig 1892, 8. 167, N, 121.
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15. Durch eine beliebige Gerade gehen zwei reelle oder konjugiert
imagindre Mittelebenen von C.', hingegen ist jede durch eine Erzeugende
von C? gehende Ebene eine Mittelebene. Einer Erzeugenden e' von (?
ist somit durch C,' wiederum eine Erzeugende ¢* von C? zugeordnet, die
mit ihr zur selben Regelschar gehort. Durch ¢! und ¢* gehende einander
zugeordnete Ebenen stehen aufeinander senkrecht. Das gleichseitige
Paraboloid C? wird also durch C' in sich selbst iibergefiihrt. Hierbei
ruft die Kongruenz /' in jeder seiner beiden Regelscharen eine Involution
hervor. Sind die Strahlen beider Regelscharen von C? elliptisch invo-
lutorisch gepaart, so ist C,' eine hyperbolische lineare Kongruenz, hin-
gegen ist 0! eine elliptische lineare Kongruenz, wenn die Strahlen der
einen Regelschar hyperbolisch involutorisch, die der andern elliptisch
involutorisch gepaart sind.*) Bei einer elliptischen linearen Kongruenz
C* sind die Doppelstrahlen der hyperbolisch involutorischen Regelschar
zwei Kongruenzstrahlen, in denen ;' zirkulare Ebeneninvolutionen hervor-
ruft. Sie fallen also mit den Fokalachsen der elliptischen linearen
Kongruenz zusammen. Werden iiberhaupt die Doppelstrahlen der in den
beiden Regelscharen von (? durch eine lineare Kongruenz C,! hervor-
gerufenen Involutionen die Fokalachsen von (' genannt, so hat eine
hyperbolische lineare Strahlenkongruenz zwei Paar konjugiert imaginérer
Fokalachsen, eine elliptische ein Paar reeller f’, f” und ein Paar kon-
jugiert imaginirer. Das von den Mittelebenen von ;' umhiillte gleichseitige
Paraboloid C? heife das Fokalparaboloid, jede seiner Regelscharen
€ @, eine Fokalregelschar, endlich die Involution, die C* in jeder
der beiden Fokalregelscharen hervorruft, eipe Fokalinvolution von C'.
Durch C;' einander zugeordnete normale Ebenen schneiden jede seiner
beiden Fokalregelscharen in zwei Strahlen, die durch die betreffenden
Fokalinvolutionen einander zugeordnet sind, gleichwie einander zugeordnete
normale Strahlen eines polaren Feldes jede seiner Achsen in Punkte-
paaren schneiden, die zu den anf diesen Achsen gelegenen Brennpunkts-
involutionen gehdren. Die Fokalinvolutionen von C,' sind voneinander
abhingig. Zwei zueinander normale Ebenen, die bzw. durch zwei zu-
geordnete Strahlen der einen Fokalregelschar gehen, gehen auch durch
zwei zugeordnete Strahlen der andern. -

Da die Nebensymmetrieachsen ¢;, ¢, einer linearen Kongruenz Ci!
mit den Scheitelstrahlen des Fokalparaboloides C? zusammenfallen, so ist
dieses bei einer elliptischen linearen Kongruenz bekannt, sobald auBer ¢, ¢,
noch eine reelle Fokalachse — etwa f' — von C,' gegeben ist. Bei

*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Ntirnberg 1856,
S. 64, N. 102.
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einer hyperbolischen linearen Kongruenz gentigt es mit Hilfe der beidex
Leitgeraden w, v aufler ¢;, ¢; noch eine beliebige Mittelebene aufzusuchen.
Die in ihr gelegenen Normalen zu ¢, ¢, sind niimlich zwei weitere Er-
zeugende von C? Jede von ihnen bestimmt mit der zu ihr windschieferx
Nebensymmetrieachse und der zu dieser normalen unendlich fernen Geraden
eine Regelschar von C? und folglich diese Fliche selbst.

16. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz #C! ist jede durch
ihre Leitgerade ! gehende Ebene £ eine Mittelebene. Die einer solchem
Mittelebene & zugeordneten Mittelebenen bilden einen Ebenenbiischel
I. Ordnung, dessen Achse z auf der Ebene £ im Mittelpunkte des in ibx
gelegenen Biischels von Kongruenzstrahlen senkrecht steht. Beschreibt &
den Ebenenbiischel [I], so erzeugt die zu & mnormale Achse z die eine
Regelschar €, des Fokalparaboloides C? von ?#C'. Da | alle Strablen
von @,? rechtwinklig schneidet, so ist [ ein Scheitelstrahl von C2. —
Der z durch »C,' zugeordnete Regelstrahl von @,? liegt in & und kreuzt
folglich # rechtwinklig. Durch #C;' wird also die Fokalregelschar §,2
derartig elliptisch involutorisch gepaart, daBl zugeordnete Strahlen zu-
einander normal sind. Die Strahlen der andern Fokalregelschar €,? sind
alle dem zu ihr gehdrigen Leitstrahle ! von ?C' zugeordnet, die sie
paarende Fokalinvolution ist folglich parabolisch. — Die Leitgerade 7
der parabolischen linearen Kongruenz #C.' liegt in ihrer Hauptmittel-
ebene y und ist eine Nebensymmetrieachse von #C,', die andere ist der
ebenfalls in p gelegene zweite Scheitelstrahl von C° Endlich ist der
zu p senkrechte Kongruenzstrahl die Hauptsymmetrieachse von ?C,%.
Mit 7 fallen die beiden Fokalachsen der parabolischen linearen Kongruenz
zusammen.

17, Einander zugeordnete Strahlen jeder Fokalregelschar einer all-
gemeinen linearen Kongruenz C.' sind die Achsen zweier projektiven
Ebenenbiischel [e'], [¢?], wenn einander zugeordnete Mittelebenen beider
Biischel als entsprechend einander zugewiesen werden. Homologe Ebenen
beider projektiven Biischel sind also zueinander senkrecht, und somit ist
ihr Erzeugnis eine in C;' enthaltene orthogonale Regelschar II. Ordnung
R2, deren Kreisschnitte bzw. normal zu ¢! und €® sind. ¢', ¢* schneiden
die zu ihnen normale Nebensymmetrieachse von (' in Punkten, durch
welche wechselweise zu ihnen parallele Kongruenzstrahlen gehen. Diese
Nebensymmetrieachse ist ferner die Schmittgerade zweier Kreisschnitt-
ebenen von R? und da sie R? in zwei Punkten schneidet, deren Tangential- .
ebenen zu ihr normal sind, so fillt sie mit einer Hauptachse von R=2
zusammen. Die sich in ihr schneidenden Kreisschnittebenen von R? ent-
halten also kongruente Kreise, deren Mittelpunkte mit dem von R? zu-
sammenfallen. Aus der orthogonalen Regelschar R? wird eine gleichseitige
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parabolische, sowie ¢! mit einer der beiden Nebensymmetrieachsen c,, ¢,
von C,' zusammenfillt, und ¢* folglich mit dem ¢, bzw. ¢, rechtwinklig
kreuzenden unendlich fernen Strahle. —

In einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz degeneriert ®? zwei-
mal in einen Strahl, nimlich in je eine der reellen Fokalachsen [, f”;
sie liegen auf allen orthogonalen Regelscharen R? von C, zu deren Leit-
strahlen zwei einander zugeordnete Strahlen der elliptisch involutorischen
Fokalregelschar gehoren. Die in einer elliptischen linearen Kongruenz
enthaltenen durch /7, /" gehenden Regelscharen II. Ordnung sind demnach
orthogonal.

In einer parabolischen linearen Kongruenz ?C' berithren sich die
orthogonalen Regelscharen R lings der Leitgeraden !, sobald die durch
?0! einander zugeordneten Geraden e, ¢* der parabolisch involutorischen
Fokalregelschar angehdren, also eine von beiden mit ! zusammenfillt.
Sind hingegen die beiden Strahlen zugeordnete Elemente der -elliptisch
involutorischen Fokalregelschar, so zerfallen die orthogonalen Regel-
scharen R? in je zwei in den zueinander orthogonalen Ebenen des Ebenen-
biischels [{] gelegene Strahlenbiischel 1. Ordnung.

18. Eine in einer linearen Kongruenz C,' enthaltene orthogonale
Regelschar 1I. Ordnung, zu deren Leitschar zwei durch C' einander zu-
geordnete Geraden einer Fokalregelschar gehéren und jede Fliche auf
welcher eine solche Regelschar liegt, heie mit dieser Fokalregelschar
der linearen Kongruenz verbunden.

Zwei orthogonale Regelscharen von C,%, von denen die eine mit der
einen, die andere mit der andern Fokalregelschar verbunden ist, haben
zweil reelle Kongruenzstrahlen gemein und schneiden sich auBerdem noch,
je nachdem C.' hyperbolisch oder elliptisch ist, in den beiden reellen oder
konjugiert imagindren Leitgeraden von C,*.

19. Durch einen Strahl s der linearen Kongruenz C, gehen die bzw.
mit ihren Fokalregelscharen €,% €, verbundenen orthogonalen Regel-
scharen 9%,% R,%. Sind die Strahlen ¢, ¢, von €% und ¢}, ¢, von €,* bzw.
Leitstrahlen von %,? und R,% so trifft s von diesen vier auf dem Fokal-
paraboloide C? gelegenen Geraden zwei in seinem einen und zwei in
seinem andern Schnittpunkte mit C* Liegen auf s die Punkte ¢,'¢,), ¢ %¢,?
von (7 so liegen auf dem zweiten Kongruenzstrahle ¢, den die Regel-
scharen &% R,? auBer s noch gemein haben, die Punkte ¢'¢,? ¢%e,! der
Flache, und folglich sind die Kongruenzstrahlen s, ¢ fiir C? zueinander polar.
Als Kongruenzstrahl s kann jeder Strahl von R,? oder %,? angesehen
werden, demnach wird jede von beiden Regelscharen durch den polaren
Raum des Fokalparaboloides C? in sich selbst iibergefihrt. Das gleiche
gilt von jeder mit einer Fokalregelschar von (! verbundenen orthogonalen

28*
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Regelschar II. Ordnung. — Die Leitstrablen einer mit einer Fokalregel—-
schar verbundenen orthogonalen Regelschar — etwa von %2 — sind
durch C,' paarweise einander zugeordnet und ein Paar e, ¢ dieser zu-
geordneten Strahlen gehort jener Fokalregelschar an. Der polare Raum
des Fokalparaboloides C? ruft demnach in der Leitschar von %,? eine
hyperbolische Involution mit den Doppelstrahlen ¢,*, ¢, hervor und somit
ist bewiesen:

Jede mit einer Fokalregelschar einer linearen Kongruenz C,*
verbundene orthogonale Regelschar wird durch den polaren Raum
des Fokalparaboloides C? von C,' in sich selbst tibergefiihrt. Hierbei
gehen je zwel durch C;' einander zugeordnete Leitstrahlen einex
solchen orthogonalen Regelschar wiederum in je zwei einander durch
C,* zugeordnete Leitstrahlen derselben Regelschar iiber.

Die Regelscharen R % R,? liegen bzw. auf den orthogonalen Hyper-
boloiden R,% R,*. Als Diagonalen des auf R,® gelegenen einfachen Vier-
seits mit den Gegenseiten s, ¢ und ¢, ¢,* sind ¢, ¢,2 reziproke Polarem
fiir dieses orthogonale Hyperboloid, ebenso sind ¢}, ;% reziproke Polaren
fir R,% Die zugeordneten Geraden einer Fokalregelschar einer linearem
Kongruenz sind folglich reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokal-
regelschar verbundenen orthogonalen Regelflichen. Zwei zugeordnete
Strahlen der einen Fokalregelschar sind Leitstrahlen von R,% zwei der
andern Leitstrahlen von %,%. Sonach gilt:

Der polare Raum jeder mit einer Fokalregelschar einer linearem
Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfliche fithrt auch um-
gekehrt das Fokalparaboloid C? der linearen Kongruenz in sich selbst
iiber. Hierbei gehen zugeordnete Strahlen der mit ihr verbundenemn
Fokalregelschar wieder in zugeordnete Strahlen dieser Fokalregel-
schar iiber, wihrend zugeordnete Strahlen der nicht mit ihr vex-
bundenen Fokalregelschar in bezug auf die orthogonale Regelfliche
zueinander polar sind.

Auf die Modifikationen, welche diese und die folgenden Sitze und
Beweise bei der parabolischen linearen Kongruenz erleiden, kann hier nicht
néher eingegangen werden.

20. Sind wiederum %R,% R,* zwei bzw. mit den Fokalregelscharen
€,% €,? einer linearen Kongruenz C,* verbundene orthogonale Regelscharem,
e', ¢, und ¢, ¢,® bzw. die Leitstrahlen, die den betreffenden Fokalregel-
scharen angehren, so sind ¢ ¢ nach 19. zueinander polar in bezug
auf die $M,® enthaltende Fliche R?% Sie rufen folglich, wenn sie =zu
Involutionsachsen dieser Regelschar erwihlt werden, eine involutorische
Paarung ihrer Strahlen hervor, und zwar ist jedes Paar zugeordneter Regel-
strahlen , y durch ¢, ¢,* harmonisch getrennt. Einem Strahle £ vom
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®,? ist nun durch die R,* enthaltende Regelfiiche R,* wiederum ein Strahl
von (! als Polare zugeordnet®); es ist derjenige Strahl, welcher von z
durch irgend zwei durch C,' einander zugeordnete Leitgeraden von %,
harmonisch getrennt ist. Solche zwei einander zugeordneten Leitgeraden
sind aber e,} ¢ folglich fallt die gesuchte Polare von z in bezug auf
R,? mit dem Strahle y von R,* zusammen. Die Regelschar %,* wird also
durch den polaren Raum von R,? in sich selbst ibergefiihrt und, wie
auf gleiche Weise folgt, filhrt auch der polare Raum von R,® die Regel-
schar $M,? in sich selbst iiber. Zwei von ¢ ¢,® verschiedeve durch C,!
einander zugeordnete Leitgeraden g,, g, von %,* sind nun durch je zwei
in bezug auf R, polare Regelstrahlen von %,* harmonisch getreunt, und
sonach reziproke Polaren in bezug auf B2 Kurz, es ist bewiesen:

Der polare Raum jeder mit der einen Fokalregelschar einer
linearen Kongruenz verbundenen orthogonalen Regelfiiiche transformiert
jede mit der andern Fokalregelschar verbundene in sich selbst. Die
durch die lineare Kongruenz einander zugeordneten Leitstrahlen einer
mit einer Fokalregelschar verbundenen orthogonalen Regelschar sind
reziproke Polaren fiir alle mit der andern Fokalregelschar verbundenen
orthogonalen Regelflichen.

21. Alle Flichen II. Ordnung, die oo? gemeinsame reziproke Polaren
haben, bilden einen speziellen F? Biischel.**) Nun sind nach 20. die co?
durch C,' einander zugeordneten Leitstrahlen der orthogonalen Regel-
scharen, die mit der einen Fokalregelschar von C,' verbunden sind, reziproke
Polaren fiir die mit der andern Fokalregelschar verbundenen orthogonalen
Regelflichen, folglich liegen die mit einer bestimmten Fokalregelschar
von C;! verbundenen orthogonalen Regelscharen auf je einer Fliche eines
F? Biischels.

Durch die reellen Fokalachsen f7, f” einer elliptischen linearen

*) v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856,
8. 71, N. 109.

#*) Diese w? reziproken Polaren bilden bekanntlich eine lineare Kongruenz. Daf
alle Flichen IL Ordnung, deren gemeinsame reziproke Polaren eine lineare Strahlen-
kongruenz bilden, die Elemente eines speziellen F'* Biischels sind, scheint nicht be-
kannt zu sein. Man begniigt sich vielmehr im allgemeinen, diesen speziellen Fi?
Biischel als einen F? Biischel zu definieren, dessen Flichen in zwei gemeinsamen
{reellen) reziproken Polaren dieselben Punkt- und Ebenerinvolutionen hervorrufen.
Letztere Definition ist aber zu eng; sie umfaBt nur diejenigen F'? Biischel, bei
denen beide Paar Gegenseiten des allen F'? gemeinsamen einfachen Vierseits reell
oder konjugiert imagindr sind, nicht aber den F'® Biischel, bei dem das eine Paar
Gegenseiten reell, das andere konjugiert imaginiir ist. Obige Definition hingegen
umfaBt alle Einzelfille. Weitere Beziehungen zwischen diesem F? Biischel und der
linearen Kongruenz gedenke ich dempichst zu verdffentlichen.
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Kongruenz gehen nach 17. alle orthogonalen Regelscharen, die mit ihrer
elliptisch involutorischen Fokalregelschar verbunden sind, durch jedem
andern Strahl einer linearen Kongruenz sendet hingegen jede Fokalregel-
schar nur eine mit ihr verbundene orthogonale Regelschar. Somit besteht
der reelle Teil der Grundkurven der beiden F? Biischel, welche zu den
Fokalregelscharen einer hyperbolischen linearen Kongruenz C,' gehiren,
aus den beiden Leitgeraden von O, Der reelle Teil der Grundkurve des
F? Biischels, welcher zu der elliptisch involutorischen Fokalregelschar
einer elliptischen linearen Kongruenz C,! gehort, seizt sich aus den beiden
Fokalachsen f*, /" zusammen, wihrend die Grundkurve des mit der hyper-
bolisch involutorischen Fokalregelschar verkniipften F? Biischels keinen
reellen Punkt enthalt.

Der zur hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar einer elliptischen.
linearen Kongruenz gehdrige 72 Biischel enthilt auBer den co! orthogonalen
Regelflichen oo' polare Réume mit imaginiren Inzidenzflichen.
In ihnen sind ebenfalls die durch C,! einander zugeordneten Leitstrahlen
der orthogonalen Regelscharen, welche mit der elliptisch involutorischen
Fokalregelschar verbunden sind, reziprok polar, und die durch C,' einander
zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert. Aus diesem Grunde mégen
auch sie mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbunder:
heiBen. Uberhaupt heiBe von nun an jede reelle oder imaginire
Regelfliche, auf welcher eine mit einer Fokalregelschar von C,*
verbundene orthogonale Regelschar liegt, und ebenso der F'2
Biischel,dem sie angeh6rt, mit dieser Fokalregelschar verbunden.

22. Die Leitstrahlen aller mit der einen Fokalregelschar € einer
linearen Kongruenz C,' verbundenen orthogonalen Regelscharen R,%2 ge-
héren nach 21, einer linearen Kongruenz 'F' an. Da die mit €2 ver-
bundenen Regelfiichen selbst einen F? Biischel bilden, so geht durch
einen Punkt, der nicht auf einem gemeinsamen Strahle der Regelscharen
R,? liegt, eine Gerade, die zu den Leitstrahlen dieser Regelscharen gehdrt.
Jeder Strahl der linearen Kongruenz 'F,! ist somit ein Leitstrahl einex
mit der Fokalregelschar €,* verbundenen Regelschar, !I7' enthilt die
Fokalregelschar €,2. —Ebenso bilden die Leitstrahlen der mit der andern
Fokalregelschar ©;2 verbundenen Regelscharen R,® eine zweite lineare
Kongruenz %F,% die durch €,? geht. Die lineare Kongruenz FLt
heiBe mit der Fokalregelschar G’ die lineare Kongruenz 2F*
mit der Fokalregelschar &, der linearen Kongruenz (! ver-
bunden.

Ist C,' hyperbolisch, so enthalten die je mit ihren beiden Fokal-
regelscharen €, €, verbundenen orthogonalen Regelscharen keine reellen
gemeinsamen Regelstrahlen, und die mit €2 €,? bzw. verbundenen linearen



Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen. 359

Kongruenzen 'F,, 2F! sind elliptisch. Ist C;! elliptisch, so ist die mit
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar verbundene Kongruenz
elliptisch, hingegen die mit ihrer elliptisch involutorischen Fokalregelschar
verbundene Kongruenz hyperbolisch. Die Leitgeraden der letzteren linearen
Kongruenz sind die reellen Fokalachsen f', f” von C'.
23. Die mit der einen Fokalregelschar €,® einer linearen Kongruenz
C,* verbundene lineare Kongruenz 'F,' geht nach 22. durch diese Regel-
schar, sie paart folglich die Strahlen der anderen Fokalregelschar €4® in-
volutorisch. 'F,' enthdlt nun die Leitschar jeder mit €, verbundenen
Regelschar R, % folglich wird durch den polaren Raum jeder mit der Fokal-
regelschar €,% verbundenen Regelfliche R,? die Kongruenz 'F|* und die
Fokalregelschar §,? derart in sich selbst {ibergefiihrt, daf irgend zwei durch
1F\! einander zugeordnete Strahlen von €,® wieder in zugeordnete Strahlen
dieser Regelschar tibergehen. Nach 19, sind die fiir R,2 paarweise zueinander
polaren Strahlen von @€, auch durch C;' einander zugeordnet. Demnach
verwandelt die durch (' in der Regelschar §,® hervorgerufene Involution
die durch 'F,! hervorgerufene in sich selbst. — Bei einer hyperbolischen
linearen Kongruenz C,' sind nach 22. die Fokalregelscharen elliptisch
involutorisch und die bzw. mit ihnen verbundenen Kongruenzen !F}%, 2F}!
elliptisch. Die elliptische lineare Kongruenz 'F' paart die Regelschar
€,2, deren Leitschar @€,® ihr angehért, ebenfalls elliptisch involutorisch.
Von diesen beiden durch C;' und 1F;' in @,? hervorgerufenen elliptischen
Strahleninvolutionen fithrt jede die andere nur dann in sich selbst tber,
wenn beide Involutionen identisch sind. Bei einer hyperbolischen linearen
Kongruenz bedingen also 'F,! in €,® und *F,' in €,? dieselbe elliptische
Involution, wie C,*. — Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,' ist
nach 15. die eine Fokalregelschar — etwa €, — hyperbolisch, die andere
§,* elliptisch involutorisch. Die mit §,* verbundene lineare Kongruenz *F\*
ist nach 22. wiederum elliptisch, dagegen die mit €,® verbundene 2F*
hyperbolisch. DaB die elliptische lineare Kongruenz 'F)' in G,? dieselbe
elliptische Involution, wie C,, festlegt, ergibt sich auf gleiche Weise, wie
bei der hyperbolischen linearen Kongruenz, und daB C,' und die hyper-
bolische lineare Kongruenz *F,* in §,2 auch dieselbe hyperbolische Involution
bestimmen, ist ohne weiteres zu erkennen. Die Doppelstrahlen der durch
€t in €2 hervorgerufenen hyperbolischen Involution sind ja die reellen
Fokalachsen f', f der elliptischen Kongruenz C,%, und folglich nach 22.
die Leitgeraden der hyperbolischen Kongruenz *F,'. Werden die linearen
Kongruenzen 'F% *F,! die Fokalkongruenzen der linearen Kongruenz
C,' gepannt, so ist somit nach 15. dargetan:
Die Leitgeraden der Fokalkongruenzen 'F*, *F' einer linearen
Kongruenz €, sind die Fokalachsen dieser Kongruenz. Durch die
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m §,* bzw. €,? gehorigen Fokalinvolutionen sind die Leitgeraden vox

F\! bzw. *F,! bestimmt.

Der geschart involutorische Raum I, dessen Doppelstrahlen die lineare
Kongruenz €)' bilden, und folglich diese selbst, sind eindeutig gegeben,
sobald aufler einer in (' enthaltenen Regelschar 1I. Ordnung die Involu-
tion bekannt ist, die ' in ihrer Leitschar hervorruft. Eine Regelschar
des Fokalparaboloides einer linearen Kongruenz bestimmt also zusammen
mit der ihrer Leitschar zugehdrigen Fokalinvolution die mit jener Regel-
schar verbundene Fokalkongruenz.

24. Kiner reellen Fokalachse f” einer elliptischen linearen Strahlen-
kongruenz C,' ist durch jede orthogonale Regelschar R?, welche mit
ihrer hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar ©,* verbunden ist, ein
Strahl s von C! als Polare beziiglich der R? enthaltenden Fliche II. Grades
R? zugewiesen. Nun ist /* von s durch je zwei durch O,! einander zu-
geordnete Leitstrablen von $i? harmonisch getrennt, also auch durch die
beiden einander zugeordneten Strahlen ¢, ¢,, die die Leitschar von R%? mit
€, gemein hat. Diese aber trennen auch harmonisch f* von f”, folglich
ist /" mit s identisch. Die reellen Fokalachsen f”, ' sind somit reziproke
Polaren fiir alle mit €,? verbundenen orthogonalen Regelflichen II. Ord-
nung. Zwei reziproke Polaren fiir zwei Flichen eines F? Biischels sind
es fiir alle seine Flichen, gleichgiiltig ob diese alle reell sind oder nicht.
f's f” erweisen sich hiernach auch als reziproke Polaren in den polaren
Raumen mit imaginiren Inzidenzflichen, die nach 21, in dem mit €2 ver-
bundenen F Biischel vorkommen. Da nun sowohl C;* wie auch alle Flichen
IL. Grades, auf denen in C,* enthaltene Regelscharen Il. Orduung liegen, in £~
und f” zirkulare Ebeneninvolutionen hervorrufen, so gilt letzteres auch von
allen polaren Réumen dieses ' Biischels, und es kann somit der Satz
ausgesprochen werden:

Die reellen Fokalachsen f’,f” einer elliptischen linearen Kongruenz

C,' sind zueinander polare Fokalachsen in allen polaren Riumen,

welche zu dem mit der hyperbolisch involutorischen Fokalregelschar

von C;' verbundenen Biischel orthogonaler Regelfiichen gehoren.

25. Eine Involution unter den Strahlen einer gleichseitigen para-
bolischen Regelschar 9B, ist unter anderm bestimmt, sobald dem unendlich
fernen Regelstrahle ¢, der ihn rechtwinklig kreuzende ¢,' zugeordnet
wird, und sich zwei beliebige Regelstrahlen z,%, . entsprechen. Sind —
was nunmehr vorausgesetzt werden soll — die zugeordneten Strahlen x,%, z,2
die Achsen zweier projektiven Ebenenbiischel |2,!], [2,2], bei denen ent-
sprechende Ebenen zueinander senkrecht stehen, so projizieren je zwei
homologe Ebenen dieser projektiven Biischel zwei zugeordnete Strahlen
einer Involution unter den Strahlen der Leitschar %,? von 9,2 Bei ihr
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entspricht wiederum dem unendlich fernen Leitstrahle ¢,' der ihn recht-
winklig kreuzende ¢,>. — Beide auf dem gleichseitigen Paraboloide PZ
gelegene Regelscharen P,% PB,? sind somit jetzt involutorisch gepaart. Sie
bestimmen folglich eine lineare Strahlenkongruenz P, fiir welche je zwel
zugeordnete Strahlen dieser involutorischen Regelscharen einander zugeordnet
sind. Da je zwei aufeinander senkrechte durch zwei zugeordnete Strahlen
von P? gehende Ebenen zugeordnete Mittelebenen von P,!sind, so ist P?
das Fokalparaboloid der linearen Kongruenz P;'. Seine Scheitelebene ¢,® ¢,®
ist die Hauptmittelebene, seine Hauptachse die Hauptsymmetrieachse und
seine Scheitelstrahlen ¢? ¢,® die Nebensymmetrieachsen von Pl Kurz:
Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen derart
involutorisch gepaart werden, daB ihrem unendlich fernen Strahle der

ihn rechtwinklig kreuzende Regelstrahl zugeordnet wird, ist stets eine

Fokalregelschar einer gewissen linearen Kongruenz. Eine elliptische

lineare Kongruenz ist durch ihre Hauptsymmetrieachse und ihre beiden

reellen Fokalachsen bestimmt.

Eine parabolische Involution der Strahlen einer gleichseitigen para-
bolischen Regelschar P, bei der alle Strahlen demjenigen Strahle zu-
geordnet sind, der den unendlich fernen Strahl von P? rechtwinklig
kreuzt, ist die eine Fokalinvolution einer parabolischen linearen Kongruenz
7Pt Die andere Fokalinvolution dieser linearen Kongruenz paart die
Leitschar P,® von P2 derart, daB zueinander normale Strahlen von 9,?
einander zugeordnet werden.

26. Die Strahleninvolutionen [z} 22— -- -], [&,} 2, — - - -], welche
eine lineare Kongruenz C,! bzw. in ihren Fokalregelscharen €% §,? hervor-
ruft, rufen auf jedem Kegelschnitte des Fokalparaboloides C* von C;! und
somit auch auf einer Hauptparabel =? der Fliche zwei Punktinvolutionen
hervor. In jeder der beiden involutorischen Fokalregelscharen ist nun
dem zugehorigen Scheitelstrahle von C? der ihn rechtwinklig kreuzende
unendlich ferne Strahl zugeordnet, demnach liegen die Involutionszentren
Jy, J; der Punktinvolutionen [X!, X *— -], [X,, X;®— -], in denen
bzw. die beiden involutorischen Fokalregelscharen [z, 2 —- -], [#}, 22—}
die Hauptparabel z? schneiden, auf der mit der Hauptsymmetrieachse ¢
von C,!zusammenfallenden Achse von #%. Zwei zueinander normale Ebenen
£,, &, welche bzw. zwei zugeordnete Strahlen 2%, 2, der involutorischen
Fokalregelschar [#,%, 2,2 — -] projizieren, projizieren nach 15. bzw. zugleich
zwei zugeordnete Strahlen y,', y,% der andern involutorischen Fokalregelschar.
Nun sind durch C,* die Ebenen x,'y,!, z,%y,® einander zugeordnet, ebenso
die Ebenen z,'y,% z,%y,’; sie gehen bzw. durch die Gegenseiten X,'Y,!,
X,2Y,® und X,'Y,2 X 2¥,! des vollstindigen Vierecks X,'X,?Y,' ¥,* und
somit schneiden zwei Paar Gegenseiten dieses Vierecks und folglich auch
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das dritte Paar X 'X /% Y,'Y,? den Kongruenzstrahl ¢; in Punktepaaren
der durch C)' auf ihm hervorgerufenen Involution. Die Schuittpunkie
von X'X,* und Y,'Y,? mit ¢; sind aber die Involutionszentren J,J, ,
diese sind also durch (! einander zugeordnet.

Geht insbesondere £ durch die Tangente z, von =® im Punkte X,*,
80 schneidet &, die Ebene = von =® in der durch den Punkt X,? gehen-
den Normalen #% zu 2,. Dem Punkte X,! entspricht also als Punkt U,*
der Involution [X,% X;®—...] der Punkt U, in dem die aus X? auf
die Tangente x; gefillte Senkrechte n* die Parabel noch einmal schueidet.
Ebenso entspricht dem Punkte X® als Punkt ¥,' dieser Involution der
Schnittpunkt 7,2 von 2’ mit demjenigen Strahle »Z von X% der zur
Tangente #, von #® im Punkte X,® normal ist. Nun liegt der Schnitb-
punkt J, der Gegenseiten X' [,° X, 2V,% und der Schnittpunkt der Gegen-
seiten X2U,., X'V, des =n? -eingeschriebenen -einfachen Vierecks
X, 02X 2V,® mit dem Schnittpunkte X der Tangenten z;, x, in seinexa
Gegenpunkten X,! X,? auf einer Geraden. Sie ist, da X 2U}7 X,*V,2?
bzw. mit den Hohenstrahlen n%, #n des Dreiecks J; X, X' zusammen-
fallen, identisch mit dem dritten zur Seite X,'X,? senkrechten Hohen-
strahle n2 dieses Dreiecks. X ist aber der Pol dieser Seite beziiglich =%,
folglich sind X*X,? und #»{ konjugierte zueinander normale Strahlen
beztiglich dieser Parabel und die bzw. auf ihnen gelegenen Involutions-
zentren J,, J; zugeordnete Punkte der Brennpunktsinvolution von n%. Kurz:

Die involutorischen Fokalregelscharen einer linearen Kongruenz

O,* rufen auf einer Hauptparabel n? ihres Fokalparaboloides C? zu

ihnen perspektive Punktinvolutionen hervor, deren Involutionszentrem

durch C;* einander zugeordnet sind und ein Punktepaar der Fokal-
involution jener Hauptparabel bilden.

Der Brennpunkt der Hauptparabel x? hilftet den Abstand zweier zu-
geordneten Punkte ibrer Fokalinvolution, folglich auch die Strecke J,J,-.
Bezeichnet d den Abstand dieses Brennpunktes vom Scheitelpunkte von w2,
so liegen bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz die beiden durch ihre
Fokalinvolutionen bestimmten Involutionszentren oJ;, JJ;, innerhalb z® auf
der Achse dieser Parabel symmetrisch zum Brennpunkte und ihr Abstand
JJy ist < 2d. Ist der Abstand J,J;, = 24, so ist die vorliegende lineare
Kongruenz parabolisch, ist er > 2d, elliptisch. ‘

2%7. Eine elliptisch involutorische Fokalregelschar [} 22— .- -]
einer linearen Kongruenz C;' schneidet eine Hauptparabel #* und dem
nicht zur Fokalregelschar gehorigen Scheitelstrahl ¢, ihres Fokalpara.-
boloides C? bzw. in den zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolutionex
Xt X?—-.] ud (X X*— -] Das durck die Punktinvolution

®

X5 X,?— . ] bestimmte Involutionszentrum J, liegt nach 26. auf dex
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Achse ¢, der Parabel #* im Inneren dieser Kurve, und die in J, auf der
Achse errichtete Normale schneidet #® in zwei zugeordneten Punkten
P2, P2 der Involution [ X}, X ?—...], welche durch die beiden bzw. durch
sie hindurchgehenden zugeordneten Strahlen p ! p.? der Fokalinvolution
[z} x,2— -] orthogonal in die Potenzpunkte P} B,* der elliptischen
Punktinvolution [X,}, X, — - -] auf ¢, projiziert werden. Die Sehne P'P?
von #? hat, wenn der Brennpunkt dieser Parabel und das Involutions-
zentrum J, vom Scheitelpunkte von x? bzw. um d und ¢, abstehen,
die Lange 2V4di,, folglich hat die Potenz der elliptischen Punkt-
involation [X}, X,2 —---] den Wert — 2d4,. Bei einer hyperbolischen
linearen Kongruenz ist nun 7, nach 26. stets < 2d und auch die zweite
Fokalinvolution [z,!, #,* — - - -] elliptisch, sie schneidet den Scheitelstrahl
¢, von C? in einer zu ihr perspektiven elliptischen Punktinvolution
[X} %,2 — - -], deren Potenz den Wert — 2d(2d —4,) hat. — Alle
elliptischen Fokalinvolutionen [#,', ,*—...], deren Potenzstrahlen auf dem
Scheitelstrahle ¢, eine Strecke <C 4d begrenzen, bestimmen hyperbolische
lineare Kongruenzen mit dem Fokalparaboloide C® Eine elliptische Fokal-
involution [z}, z,* — - - -], deren Potenzstrahlen auf ¢, eine Strecke = 4d
begrenzen, legt eine parabolische lineare Kongruenz mit diesem Fokal-
paraboloide fest, endlich eine elliptische Fokalinvolution, deren Potenz-
strahlen auf ¢, eine Strecke > 4d ausschneiden, eine zum gleichen Fokal-
paraboloide gehorige elliptische lineare Kongruenz. Die elliptische Fokal-
involution [}, 2,2 —---] einer parabolischen linearen Kongruenz wird nach
16. von den zueinander normalen Strahlen der Regelschar €2 des Fokal-
paraboloides C? gebildet. Diese schneiden also den Scheitelstrahl ¢, von
C® — wie ja auch sonst bekannt ist — in den Punktepaaren einer ellip-
tischen Punktinvolution von der Potenz — (24)% Schneidet die elliptische
Fokalinvolution einer elliptischen linearen Kongruenz C,' auf dem Scheitel-
strahle ¢, des zugehorigen Fokalparaboloides C? eine zu ihr perspektive
elliptische Punktinvolution mit der Potenz — 2di, aus, so schneidet ihre
hyperbolische Fokalinvolution den anderen Scheitelstrahl ¢, von C? in
einer zu thr perspektiven hyperbolischen Punktinvolution mit der Potenz
2d(i, — 2d).

28, Ist [X', X,2— -] die durch die Fokalinvolution [z} 22— --.]
von C,! auf dem Scheitelstrahle ¢, von O? ausgeschnittene Punktinvolution,
so gehen nach 17. durch die zugeordneten Punkte X}, X2 die bzw. zu
x,2 ' parallelen Kongruenzstrahlen z,, #,. Sie beschreiben die gleich-
seitige parabolische Regelschar $B,%, welche alle mit ¢, inzidenten Kon-
gruenzstrahlen bilden, wenn 2.}, z,® die Fokalinvolution in der Fokalregel-
schar € durchlaufen. In $B,> kreuzt 2, einen Regelstrahl n, recht-
winklig. %, wird gefunden, indem man zunichst in der Regelschar €}
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von C? den z,? rechtwinklig kreuzenden Regelstrahl #, aufsucht und
seinen Schnittpunkt N,' mit ¢, bestimmt, #, ist dann inzident mit dem
N! durch die Punktinvolution [%,}, ¥, — - -] zugeordneten Punkt 7
Die Potenz der elliptischen Involution, die alle sich rechtwinklig kreuzen-
den Regelstrahlen von €, auf ¢, ausschneiden, ist nach 27. —(2d)?,
ferner sei + d,? oder — d,? die Potenz der Punktinvolution [X,',X2—-- ],
je nachdem die zu ihr perspektive Fokalinvolution [z}, 2,2 — - - -] hyper-
bolisch oder elliptisch ist, endlich sei —d,? die gesuchte Potenz der
Punktinvolution, in der alle sich rechtwinklig kreuzenden Regelstrahlen
von PB,? den Scheitelstrahl ¢, treffen. Dann gelten, wenn C wiederum
der Scheitelpunkt des Fokalparaboloides C? ist, gem4f der soeben durch-
gefilhrten Konstruktion des x, rechtwinklig kreuzenden Strahles », die
Beziehungen:
CXz2 CRN}=— (2d),
CR-ON2=+4d},
CX! - ONj2=—dSr
Geht insbesondere z, durch einen Doppelpunkt bzw. einen Potenz-
punkt der Punktinvolution [X, X2 —---] — etwa durch den, der von
C den Abstand + d, hat, so ist OX,'=d, und OX,*=+ d,, und es folgt:
+d, OR}' = —(2d),
ON}-ON2=+d?,
d,- O%; = dx27

a2
- (2/21') =—d;

oder:

2

d
—ﬁ’f ist aber gleich dem absoluten Werte des Abstandes des Involu—

tionszentrums o, vom Scheitelpunkte ¢ von (?. Wird dieser absolute

Wert durch [J,C] bezeichnet und ferner der absolute Wert des Abstandes

der Potenzpunkte der elliptischen Punktinvolution, welche die sich recht-

winklig kreuzenden Strahlen von B, auf der Nebensymmetrieachse ¢, be-

stimmen, durch [2d,], so ergibt sich die merkwiirdige Beziehung: ‘
17,01 =1d.]

Die Strecke [J,C] auf ¢, von C aus nach beiden Seiten abgetragerr;
liefert also die Potenzpunkte der Involution, in der die mit ¢, inzidentex
sich rechtwinklig kreuzenden Kongruenzstrahlen diese Nebensymmetrie=
achse von C! treffen. .

29. Die Absténde der in 26. bestimmten Involutionszentren J,, J,
vom Scheitelpunkte C der Hauptparabel a* sollen positiven Wert haben,
wenn das betreffende Involutionszentrum innerhalb %, negativen, wenn es

<
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auBerhalb =? liegt. Somit wird die Potenz der von einer linearen Kon-
gruenz C;' auf ihrer Hauptsymmetrieachse ¢, hervorgerufenen Involution,
da J,, J, nach 26. durch C,' einander zugeordnet sind, dargestellt durch
das Produkt CJ, - CJ,. Die Involutionszentren J,, J, sind aber, wie
ebenfalls daselbst bewiesen wurde, auch symmetrisch zum Brennpunkte von
x2. Ist demnach J, das zu einer elliptischen Fokalinvolution einer linearen
Kongruenz gehorige Involutionszentrum, 2d, die Strecke, die ihre Potenz-
strahlen auf dem Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C? begrenzen,
und d wiederum der Abstand des Brennpunktes vom Scheitelpunkte C
von =% so laBt sich jenes Produkt auch in der Form:

Giad—d, ")
4d*
oder nach 28. in der Form:
d*—d? baw. d?— CJ?
darstellen.

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz C,! ist 21/d,® — d.? gleich
dem Abstande der beiden zur Hauptmittelebene p parallelen und durch
C,* einander zugeordneten Ebenen, in denen die Potenzpunkte der durch
die lineare Kongruenz auf ihren Strahlen hervorgerufenen elliptischen
Punktinvolutionen liegen.

Die in einer linearen Strahlenkongruenz enthaltenen
rotatorischen Regelscharen

30. Nach 14. ist das in der Hauptmittelebene y einer linearen Kon-
gruenz C,* gelegene Punktfeld korrelativ zu dem unendlich fernen Strablen-
felde, wenn der Spur X jedes Kongruenzstrahles £ mit p die Schnittgerade .,
der zu ihm senkrechten Mittelebene £ mit der unendlich fernen Ebene zu-
gewiesen wird. Alle durch eine Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides C*
von C;' gehenden Ebenen sind nun Mittelebenen von C,*. Dem Strahlen-
biischel, in dem die unendlich ferne Ebene den Ebenenbiischel I. Ordnung
[€] schneidet, entspricht in y eine zum Ebenenbiischel [e] perspektive
Punktreihe I. Ordnung [e]. Die durch die Punkte dieser Punktreihe gehen-
den Strahlen von C,' sind normal zu den durch diese Punkte gehenden
Ebenen des Biischels [¢], sie bilden folglich eine parabolische Regelschar &*
II. Ordnung, deren unendlich ferme Leitgerade der e durch (' zuge-
ordnete Strahl e, ist. e, kreuzt e rechtwinklig. Zur Regelschar € ge-
hort der mit der unendlich fernen Geraden von y zusammenfallende Kon-
gruenzstrahl c., ferner, wenn ¢, der e schneidende Scheitelstrahl von C?
ist, der zur Ebene ec, normale Kongruenzstrahl #»,, somit ist ¢ die in der
Ebene ¢ gelegene im Punkte ¢,n, auf ¢, errichtete Senkrechte. Die Ebene
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n,c, enthilt den unendlich fernen Leitstrahl, die Ebene y den unendlich
fernen Regelstrahl ¢, der Regelschar &% Die Geraden e, #, sind also, da
sie auf der Schnittgeraden ¢, dieser beiden Ebenen normal sind, die
Scheitelstrahlen und ¢, die Hauptachse des Paraboloides E?, auf dem &2
liegt. — Die Regelschar €% ist projektiv zum Ebenenbiischel [e], wenn
jedem ihrer Strahlen a,, b,, c,, #,, - - - die zu ihm senkrechte Ebene dieses
Biischels zugewiesen wird, folglich ist € auch projektiv zu der zum
Ebenenbiischel [e] perspektiven orthogonalen Regelschar R.2 welche alle
mit ¢ inzidenten Kongruenzstrahlen a,,b,,¢,, - - - bilden, sobald — was
nunmehr vorausgesetzt wird — ¢ mit keiner Fokalachse von (' zusam-
menfillt. Entsprechende Strahlen a,,a,—b,, b, —¢, ¢, — - der beiden
projektiven Regelscharen kreuzen sich rechtwinklig.

Aus ihrem unendlich fernen Leitstrahle e, wird die Regelschar €%
durch einen zu ihr perspektiven Ebenenbiischel [e,] projiziert, dessen
Ebenen auf ¢ senkrecht stehen. Dieser Ebenenbiischel ist durch die
Regelschar €2 projektiv auf die Regelschar ®,2 bezogen und schneidet
folglich e in einer zu R,? projektiveu Punktreihe. Es entspricht dabei
der durch den Regelstrahl », von &% also auch zugleich durch ¢, gehen-
den Ebene der zu ¢ parallele Kongruenzstrahl, und der unendlich fernen
Ebene der im Punkte ec, auf ¢, normale, somit schneiden entsprechende
Elemente der beiden projektiven Gebilde [e.] und R, die Erzeugende e
in einer Punktinvolution. Sind also die Kongruenzstrahlen a,, d,,¢c,, - - -
mit einer Erzeugenden e¢ des Fokalparaboloides C” inzident, und sind
a, b, c, -~ die bzw. zu den Ebenen a,¢, b.¢, ¢.e, --- normalen Kongruenz-
strahlen, so schneiden a, und die durch a, gehende Normalebene & von ¢,
b, und die durch b, gehende Normalebene § von ¢ usf. die Gerade ¢ je in
den Punktepaaren 4, 4, — B, B; —C, C, —--- einer Involution. Thr
Mittelpunkt ist der Schnittpunkt E der Erzeugenden e mit dem Scheitel-
strahle ¢, von (% — Die Regelscharen €* und R’ fallen zusammen, sobald
die Erzeugende ¢ von C? zu einem Scheitelstrahle dieser Fliche wird.
Die bzw. auf den Ebenen a.e, b,¢, ¢, - - - normalen Kongruenzstrahlen
a, b, ¢, --- sind nimlich dann die a,, b,, ¢,, - - - bzw. rechtwinklig kreu-
zenden Strahlen der gleichseitigen parabolischen Regelschar, welche alle
mit jenem Scheitelstrahle inzidenten Kongruenzstrahlen bilden.

81. Unter der Voraussetzung, daB e weder mit einem Scheitelstrahle
noch mit einer unendlich fernen Erzeugenden von C? zusammenfillt, ist
die orthogonale Projektion der Regelschar &® des Paraboloides E? auf die
durch ¢; gehende Normalebene » von ¢ ein parabolischer Strahlenbiischel
&2 In v liegt der zur Ebene ec, senkrechte Scheitelstrahl », von €% und
die Scheitelebene n,e von E? ist zu ¢, normal, somit fillt ¢, mit der
Achse und #, mit dem Scheitelstrahle des parabolischen Biischels &* zu-
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sammen. Sein Brennpunkt ist, da seine Strahlen bzw. auf den Ebenen
des Biischels [¢] senkrecht stehen, der Punkt ¢c, = E. — Sind auf » die
Geraden 2%, 2, die Orthogonalprojektionen der sich rechtwinklig kreu-
zenden Regelstrahlen z,, z, von R,? und €% so geht z,* durch den Brenn-
punkt E von &* und steht in seinem Schnittpunkte Z, mit dem Scheitel-
strahle n, von &* auf 2, senkrecht. 2, durchbohrt nun » in einem Punkte
Z/! der Schnittkurve von R, und ». Da diese nach 17. ein Kreis ist,
dessen Mittelpunkt auf der Achse des parabolischen Biischels &* liegt, so.

besteht zwischen den Strecken Z'FE und Z, E die Beziechung:
Z'E - Z,Ii = Const.

Der DurchstoBungspunkt Z' eines Strahles 2z, von R2 mit der
Ebene v und die Orthogonalprojektion des 2, rechtwinklig kreuzenden
Strahles 2, von €% auf » sind folglich Pol und Polare in einem zirkular
polaren Felde ,?> ‘mit dem Mittelpunkte E. Nun schneiden aber nach

30. die Strablen a,, b, -, 2,,--- von N2 und die durch die Strahlen
a,, b,y -+, 2, - von €® gehenden zu e normalen Ebenen o, g8, 3, -+, ¢ -
die Gerade ¢ je in den Punktepaaren 4,4, — B, By—---—Z,Z —---

einer Involution mit dem Mittelpunkte E, demmach folgt:
Die bzw. sich rechtwinklig kreuzenden Strahlen

CLT’“C_br7b8—"-—z1'7ze_-'.

der in der linearen Kongruenz enthaltenen Regelscharen R 2 €2 sind
reziproke Polaren in einem rotatorischen polaren Raume 2% Seine
Rotationsachse ist e, seine zu e senkrechte Symmetrieebene ist ».
Dieser polare Raum ruft in v das zirkular polare Feld »,? und
auf ¢ die Punktinvolution 4, 4, — B, B, — -+ — Z, Z, — - - - hervor,

und er fiihrt, da die in ihm enthaltenen reziproken Polaren
a’ﬁae_br)be'—' T Ry By

nicht einer und derselben Regelschar von C' angehoren, die lineare

Kongruenz O;* in sich selbst iiber.

32. Dem unendlich fernen Punkte Z> eines Regelstrahles 2, von
R,? ist durch C,' der Treffpunkt Z,' mit der Hauptmittelebene » der Kon-
gruenz zugeordnet, ferner im rotatorischen polaren Raum ? die mit
dem Mittelpunkte £ von I',’ und der Polare 2, von #, inzidente Durch-
messerebene 2,E. Nun durchbohrt 2, als der zur Mittelebene 2.¢ von C;*
normale Kongruenzstrahl die Hauptmittelebene y in einem Punkte der
Schnittgeraden Z'E dieser beiden Ebenen, folglich enthélt die Durch-
messerebene 2, E die Gerade Z,'F selbst, und Z ist also auch dem un-
endlich fernen Punkte Z* von 2, im rotatorischen polaren Raume I*
konjugiert.

Dem unendlich fernen Punkte Z* eines Regelstrahles 2, von €2 ist
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ferner durch C,' der Schmittpunkt Z,” von z, mit der zu ihm normalen
Ebene ¢z, zugeordnet. Die Punkte Z/, Z> sind konjugiert fiir jede Regel-
fliche II. Grades, auf welcher eine in C,' enthaltene Regelschar II. Ord-
nung liegt, insbesondere also auch fiir die durch die orthogonale Regel-
schar $,? gehende Fliche R und den Kreis 2% den die mit 2, inzidente
zu ¢ normale Ebene ¢ mit R? gemein hat. Der Mittelpunkt von 22 liegt
auf der mit ¢ inzidenten in Z, auf 2z, errichteten Normalen, sie schneidet
die beiden Leitstrablen ¢, ¢’ von $.,% aus denen die Strahlen dieser Regel-
schar durch je zwei zueinander normale Kbenen projiziert werden, bzw.
in den Punkten Z., Z'. Da die Ebene ¢Z’ somit den 2z, rechtwinklig
kreuzenden Strahl z, von R ? enthilt, so geht ¢, durch Z’. Dieser Punkt
liegt aber auf ¢, und ¢, ¢ sind nach 17. durch C;' einander zugeordnet,
folglich schneidet #, diese Strahlen in den durch C,! einander zugeordneten
Punkten Z = z.¢ und Z'. Ersterer Punkt ist nach 31. der Pol der Ebene §
im rotatorischen polaren Raume % folglich sind Z, Z' nicht nur durch
C,! einander zugeordnet, sondern auch in I',* einander konjugiert.

Die auf 2, durch C;* und I,? hervorgerufenen Punktinvolutionen haben
also die beiden Punktepaare Z/ Z> und Z, Z' gemein und sind folglich
identisch. Nur wenn 2z, zu dem zu e¢ bzw. ¢ parallelen Regelstrahle 7,
bzw. n} von R,? wird, gilt dieser SchluB nicht. Die Strahlen n,, 2
nehmen jedoch keine Ausnahmestellung ein, wie die folgende Unter-
suchung zeigt.

Auf einem weder mit », noch »,' zusammenfallenden Strahle 2z, von
N2 sei dem Punkte s,¢6=2Z durch C;' der Punkt Z’' zugeordnet. Beide
Punkte sind in T2 konjugiert. Die Punkte Z, Z’ liegen mit dem mn,
rechtwinklig kreuzenden Regelstrable »n, von €*in zwei durch C,! einander
zugeordneten Ebenen #,Z=¢,, n,Z'=¢,". Nach 31. ist nun Z in [?2
der Pol der durch 7, und Z' gehenden Normalebene { von ¢, und 7,
die Polare von n,, folglich f&llt der Pol von §, in den Punkt ».f Die
Ebenen ¢, ¢, schneiden sich nun in der durch Z’ laufenden Parallelen
zu n, Sie fillt, da Z’ ein Punkt der e durch C,' zugeordneten Geraden ¢’
ist, in die ¢ enthaltende Normalebene von ¢;,. In ihr liegt ., folglich
ist der Pol % ¢ von ¢, ein Punkt von ¢, und demnach sind die durch
C,* einander zugeordneten Ebenen §,, {,’ im rotatorischen polaren Raume
T2 konjugiert. Jede trifft », im Pole der anderen. Die beiden durch C,!
und I2 einander zugeordneten Ebenen §,, §,” schneiden also den Kongruenz-
strahl % in zwei durch C,' einander zugeordneten und in I,? konjugierten
Punkten. Aufer dem Mittelpunkte N, haben hiernach die beiden auf #,
durch C;' und T? hervorgerufenen Involutionen noch ein Punktepaar ge-
mein, sie sind folglich identisch.

n! ist der zu ¢ parallele Strahl von R folglich ist die Ebene e !
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normal zu ¢;, also auch zur Hauptmittelebene p. In p liegt der unend-
lich ferne Kongruenzstrahl c., er ist der »,' rechtwinklig kreuzende Strahl
von @2 Die von ¢, nach den Punkten Z, Z' gesandten Ebenen ¢,
sind wiederum durch ()’ einander zugeordnmet, und »! trifft als Polare
von ¢, in [,? die Polarebene { von Z in dem ¢, durch I} zugewiesenen
Pole. Nun gehen die Hauptmittelebene p und die zu ¢ normale Sym-
metricebene » von I} durch ¢,. Zu p bzw. v ist die Ebene £’ bazw. §
parallel, sonach schuneiden sich £ und ¢ in einer zu ¢, parallelen Geraden.
Sie enthilt den auf ¢ gelegenen Punkt Z’, und da die parallelen Geraden
n,' und ¢ mit ¢, inzident sind, so ist sie selbst mit #! inzident. Als
Pol »¢ von ¢, ergibt sich also ein Punkt von ¢/. Die durch O ein-
ander zugeordneten Ebenen §,, { sind demnach zugleich in I';? konjugiert.
Jede schneidet »,! im Pole der anderen, und diese Pole sind durch C;!
einander zmgeordnet. Die beiden durch C;! und 2 auf %, hervorge-
rufenen Involutionen haben denselben Mittelpunkt E und, wie soeben ge-
zeigt wurde, noch ein Punktepaar gemein, folglich fallen auch auf »,* alle
ihre Punktepaare zusammen. Das Ergebnis der Untersuchungen in dieser
Nummer ist also: :

In allen Strahlen der orthogonalen Regelschar R,? rufen C,;' und

2 die namlichen Punktinvolutionen, in allen Strahlen der zu R in

I, polaren parabolischen Regelschar €® die nimlichen Ebeneninvolu-

tionen hervor.

33. Nach 32. sind zwei mit einem Strahle z, der Regelschar &* in-
zidente durch C,' einander zugeordnete Ebenen «, & auch in I, konjugiert
und schneiden die Regelschar ®,? bzw. in den Kegelschnitten «?, o’ deren
Punkte ebenfalls paarweise durch C,' einander zugeordnet und in I kon-
jugiert sind. Ein solches Punktepaar bilden die Pole 9, A’ der Ebenen
«, ¢, sie werden aus « bzw. ¢ nach 31. durch den 2 rechtwinklig
kreuzenden Regelstrahl 2z, von N2 ausgeschnitten. Die Polare einer mit
A und o inzidenten Geraden g  sei in 2 die mit Y und « inzidente Ge-
rade g. Auf ¢ liegt auBer ¥ noch ein Punkt & von «'% auf g auBer U’
der @' in I* konjugierte und folglich auch durch C,! zugeordnete Punkt &
von ¢ Die reziproken Polaren g, o' in I,? sind demnach durch O ein-
ander zugeordnet. — Die Strahlen von C* treffen die durch C,' einander
zugeordneten Ebenen «, «’ in einander zugeordneten Punkten. Ein von ¢,
verschiedener Kongruenzstrahl z trifft also die Ebenen «, «” bzw. in den
einander zugeordneten Punkten X, X’ der bzw. durch 2, A gehenden ein-
ander zugeordneten Geraden t, y". Diese sind aber auch reziproke Polaren
in T2 folglich sind. die Treffpunkte von 2z mit «, & durch C,' einander
zugeordnet und in I? konjugiert. Was von «, & gilt, gilt fiir jedes andere
Paar der sich in z, schneidenden, durch C,' einander zugeordneten und
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folglich auch in [,? konjugierten Ebenen, somit rufen I? und C' in
jedem Strahle von C;' identische Punktinvolutionen, und da C* nach 31.
durch [2? in sich selbst iibergefilhrt wird, auch identische Ebenen-
involutionen hervor. e kann nach 31. jede im Endlichen gelegene XEir-
zeugende des Fokalparaboloides C? mit Ausnahme seiner beiden Scheitel-
strahlen sein. Jeder von diesen ist aber schon nach Y. die Rotations-
achse eines rotatorischen polaren Raumes, der C;! derart in sich selbst
iberfiihrt, daB die durch C,' einander zugeordneten Punkte und Ebemen
in ihm konjugiert sind. Sonach ist bewiesen:

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides
C? ist die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes I? der
C in sich selbst iiberfiibrt, und in dem die durch C,' einander zu-
geordneten Punkte und Ebenen konjugiert sind.

Dieser rotatorische polare Raum artet aus, wenn die Komgruenz C;?
elliptisch ist, und ¢ mit einer der beiden reellen Fokalachsen f”, [ zu-
sammenfillt. Seine Inzidenzfliche ist dann die betreffende Fokalachse
selbst, diese ist in ihm zu jedem anderen Strahle von C;' polar.

34. Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat keine, eine elliptische
zwei reelle Strahlen — die beiden Fokalachsen [/, f” —, in demen sie
zirkulare Ebeneninvolutionen hervorruft. Diese enthdlt also zwei, jene
keine Strahlen, die nach 33. die Rotationsachsen rotatorischer polarer
Riume [,2 sind.

Ist eine nicht zu einer linearen Kongruenz C;' gehorige Gerade ¢ die
Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes % der C' derart in
sich tiberfiihrt, daB die durch C;' einander zugeordneten Punkte wund
Ebenen in ihm konjugiert sind, so ist in [,? die Polare eines mit ¢ in-
zidenten Kongruenzstrahles z, ein Kongruenzstrahl z,, der normal zur
Ebene z,¢ steht. Dem Schnittpunkte von z, mit der Ebene z,.e ist in
2 der unendlich ferne Punkt von z, konjugiert und durch C* derselbe
Punkt zugeordnet, die Ebene z,e ist folglich nach 13. die auf z, senk-
rechte Mittelebene von C,%. Jede durch e gehende Ebene enthélt eimemn
mit e inzidenten Kongruenzstrahl, demnach ist jede solche Ebene eine
Mittelebene von (', und folglich ¢ eine Erzeugende des gle1chselt1gen
Fokalparaboloides 02 von C'. Kurz:

AuBer den im Endhchen gelegenen Erzeugenden des Fokal-
paraboloides C? einer linearen Kongruenz C,' gibt es keine weiteren
Geraden, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume I"? sind,
die C,' derart in sich iiberfiihren, daf die durch C,' einander zu-
geordneten Punkte in den polaren Riumen konjugiert sind.

85. Der durch die Erzeugende e von C? nach 33. bestimmte rota-
torische polare Raum I? ruft auf dem zu e senkrechten Scheitelstrahle ¢,
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von O? eine Punktinvolution hervor, deren Mittelpunkt mit dem Mittel-
punkte ec, = E von I'? zusammenfillt. Nun sind der zu e parallele Kon-
gruenzstrahl #, und der ihn rechtwinklig kreuzende zur Regelschar €*
gehorige Kongruenzstrahl #, nach 31. reziproke Polaren in I}, folglich
schneiden %,, n, auf ¢, ein Punktepaar N,, N, dieser Involution aus. Fiir
die Abstinde der Punkte N,, N, vom Scheitelpunkte C von C? gilt nach
28. die Beziehung:

. d 2\2
(@) N, oN = — (%)

Durch N, geht nach 17. der e durch (' zugeordnete Strahl ¢'. Je
nachdem die Regelschar € 2 von C% zu der ¢, ¢ gehoren, durch C! ellip-
tisch oder hyperbolisch involutorisch gepaart wird, besteht zwischen den
Abstinden der Punkte N, und E vom Scheitelpunkte C wiederum nach
28. die G(leichung:

By) CN,.-CE=—4d}
bzw.
(By) CN,.-CE=+d}

Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz sind nach 15. beide
Fokalinvolutionen elliptisch, folglich gelten fiir sie die Gleichungen («)
und (B;). Die Punkte N, und E sind also auf ¢, durch C vom Punkte
N, getrennt. Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist ferner fiir
beide Fokalinvolutionen nach 27.:

d, < 2d.

Demnach folgt aus dem sich aus («) und (B,) ergebenden Ausdrucke:

CN, /a2
» CE ~ (m) ’
daB bei ibhr N, die Punkte C und FE trennt, und C also innerhalb der
endlichen Strecke N, N, liegt. Die in I, konjugierten Punkte N,, NV, und
der Mittelpunkt E dieses polaren Raumes bestimmen somit auf ¢; eine
hyperbolische Punktinvolution, d. h. I'? hat eine reelle Inzidenzflsche.
Fiir den Fall, daB e mit einer Nebensymmetrieachse der hyperbolischen
linearen Kongruenz zusammenfillt, ist der Beweis hierfiir schon in 7. er-
bracht worden. Kurz es gilt:

Jede im Endlichen gelegene Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides
einer hyperbolischen linearen Kongruenz ist die Rotationsachse eines
rotatorischen polaren Raumes ;> mit reeller Inzidenzfliche.

Bei einer elliptischen linearen Kongruenz ist mach 15. nur die eine
Fokalinvolution — etwa die, welche die Fokalregelschar €, paart —
24 *
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elliptisch. Gehort demnach e zu dieser Regelschar, so trennt nach (&)
und (B,) der Scheitelpunkt C von C? wiederum N, von N, und E. Fiir
die elliptische Fokalinvolution der vorliegenden elliptischen Kongruenz ist
aber nach 27.:

dy > 2d.

Somit liegt nach (y) der Punkt E innerhalb der endlichen Strecke
N.C und also auch innerhalb der endlichen Strecke N,N,. Der zu ¢ ge-
horige rotatorische polare Raum [,2 hat demnach hier eine imaginére In-
zidenzfliche. Eine solche gehdrt nach 7. ebenfalls zu dem in €, ent-
haltenen Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C% Folglich ist dargetan:

Die im Endlichen gelegenen Strahlen der elliptisch involutori-
schen Fokalregelschar einer elliptischen linearen Kongruenz sind die

Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume I* mit imagindren In-

zidenzflichen.

Da die Fokalregelschar €% der vorliegenden elliptischen linearen Kon-
gruenz durch letztere elliptisch involutorisch gepaart wird, so muf die
involutorische Paarung der zweiten Fokalregelschar €,* hyperbolisch sein.
Jene elliptische Fokalinvolution kann derart bestimmt werden, daB diese
hyperbolische auf dem Scheitelstrahle ¢, des Fokalparaboloides C?® eine
hyperbolische Punktinvolution ausschneidet, deren Potenz + d,* irgend
einen vorgeschriebenen positiven Wert annimmt. Fir die Beziehungen
zwischen den drei Punkten N,, N, und E sind daher nur die Gleichungen
(¢) und (B,) zu beriicksichtigen. Nach ihnen liegt £ innerhalb oder
auBerhalb der endlichen Strecke N, N,, je nachdem FE auf ¢, innerhalb oder
auBerhalb der Strecke liegt, die den Abstand der reellen Fokalachsen f, £
der elliptischen linearen Kongruenz mifft. Mit Riicksicht auf 7. ist hier-
nach bewiesen:

Paart eine elliptische lineare Kongruenz die Regelschar €, ihres

Fokalparaboloides C'* hyperbolisch, so zerfallen die Strahlen ¢ von €,2

in solche, welche Rotationsachsen rotatorischer polarer Riume 2

mit imaginiren, und in solche, welche Rotationsachsen rotatorischer

polarer Rédume I',2 mit reellen Inzidenzflichen sind. Ein Strahl e von
€,? ist die Rotationsachse eines polaren Raumes [? mit imaginirer

Inzidenzfliche, sobald er in den von den Fokalachsen begrenzten Teil

von E,? fillt, der den Scheitelstrahl ¢, enthdlt. Ist ¢ auBerhalb dieses -

Teiles gelegen, so hat der zugehdrige polare Raum [? eine reelle

Inzidenzfliche. Ist ¢ eine der beiden Fokalachsen, so artet die Tn-

zidenzfliche nach 33. in diese Fokalachse selbst aus.

Bei einer hyperbolischen linearen Kongruenz 1iBt sich der Nachweis,
daB jede im Endlichen gelegene Erzeugende e ihres Fokalparaboloides (2
die Rotationsachse eines rotatorischen polaren Raumes [, mit reeller
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Inzidenzfliche ist, auch auf folgende einfache und anschauliche Weise
fiihren:

Die Punkte der beiden Leitgeraden u, v einer hyperbolischen linearen
Kongruenz C! sind durch diese sich selbst zugeordnet. Hat also ein
polarer Raum die Eigenschaft, da er C,* in sich selbst tiberfithrt, und dabei
die durch C,' einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind, so
muB dieser Raum eine reelle Inzidenzfliche haben, auf der w, v liegen.
Diese Inzidenzfliche ist somit eine Regelfliche II. Grades, deren eine
Regelschar aus Strahlen von C)' besteht. Jede im Endlichen gelegene
Erzeugende ¢ des Fokalparaboloides C* einer hyperbolischen linearen Kon-
gruenz ist nun nach 33. die Rotatiomsachse eines rotatorischen polaren
Raumes [% der C,' derart in sich selbst tiberfiihrt, daf die durch C,!
einander zugeordneten Punkte in ihm konjugiert sind. Folglich ist die
Inzidenzfliche dieses rotatorischen polaren Raumes reell und zwar ein
Rotationshyperboloid, dessen eine Regelschar in C;! enthalten ist. Sie
wird von den Leitgeraden u, v von C;' beschrieben, sobald diese um e
rotieren. Das Fokalparaboloid einer hyperbolischen linearen Kongruenz
ist somit der Ort aller Punkte, die von ihren Leitgeraden u, v gleichen
Abstand haben. *)

Konfokale lineare Strahlenkongruenzen.

36. Eine gleichseitige parabolische Regelschar laBt sich auf co! Weise
derart involutorisch paaren, daB ihr unendlich ferner Strahl und der ihn
rechtwinklig kreuzende einander zugeordnet bleiben. Nach 25. kann dem-
nach ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid C? als der Triger der
Fokalinvolutionen von oo! linearen Strahlenkongruenzen angesehen werden,
unter denen zwei parabolische sind. Diese oo! linearen Strahlenkon-
gruenzen sollen konfokal heiBen. Die Mittelebenen konfokaler linearer
Kongruenzen fallen zusammen, sie sind die Tangentialebenen ihres ge-
meinsamen Fokalparaboloides C2.

Eine im Endlichen gelegene Tangentialebene r von C% die keinen
Scheitelstrahl der Fliche enthidlt, schneidet die zu ihr normalen Tan-
gentialebenen in den Strahlen eines parabolischen Strahlenbiischels 2.
Nun trifft ein Strahl s von t? der nicht auf C?® liegt, auBer dem in v
gelegenen Regelstrahle 7, und Leitstrahle [, noch einen Regelstrahl »,” und
einen Leitstrahl 7,” von C®. Demnach bilden die zur Regel- bzw. Leitschar
von C? gehofigen Scheitelstrahlen ¢, ¢, und die sie bzw. rechtwinklig
kreuzenden Geraden ¢,'*, ¢, mit den Regelstrahlen 7,, 7, und den Leit-

#) Schréter, Uber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 30, N, 3.
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gtrahlen [, I, zwei Strahlenpaare 7, r,"—¢;, ¢,/ der einen und zwei
Strahlenpaare Iy, I’ — ¢;, ¢, der andern Fokalinvolution einer linearen
Strahlenkongruenz. Sie wird parabolisch, wenn s einen der Scheitel-
strahlen schneidet. Durchliuft s den parabolischen Strahlenbiischel 7%, so
durchliuft die durch s gehende lineare Kongruenz alle konfokalen Strahlen-
kongruenzen, deren Fokalparaboloid C? ist.

3%7. Zwei lineare Strahlenkongruenzen G,', H,' mit demselben Fokal-
paraboloide C2? haben zur Hauptsymmetrieachse seine Hauptachse ¢;.
Sie ist zugleich die Hauptsymmetrieachse der Hauptachsenzylindroide
G3, H3 von G, H,', folglich laufen die in einer beliebigen Ebene ¢ des
Ebenenbiischels [c;] gelegenen Regelstrahlen ¢, ¢, beider Zylindroide
parallel. Die ¢, ¢, bzw. schneidenden Strahlen von G, H,' bilden je
eine gleichseitige parabolische Regelschar. In jeder dieser beiden Regel-
scharen gibt es zu einer ¢, und somit auch e, rechtwinklig kreuzenden
Geraden z einen zu « parallelen Regelstrahl z, baw. z,. Die auf z, 2,
bzw. senkrechten, also zueinander parallelen Mittelebenen & , &, der Kon-
gruenzen G,), H,' gehoren nach der Voraussetzung zu den Tangential-
ebenen von C2 Zwei eigentliche Tangentialebenen eines Paraboloides
konnen aber mnicht parallel laufen, folglich miissen £, und £ identisch
sein. Die Schnittgerade von £, mit der gemeinsamen Hauptmittelebene y
der Kongruenzen G,', H;* lauft nun parallel zu ¢, und alle in ihren
Punkten auf &, errichteten Normalen liegen in einer durch e, gehenden
Ebene. In dieser Ebene liegt aber auch der Strahle,, und da er zusam-
men mit ¢, in ¢ liegt, ist er mit e, identisch. Zueinander parallele Regel-
strahlen ¢, ¢, der Zylindroide G°, H® fallen also zusammen, folglich auch
diese selbst. D. h.:

Konfokale lineare Strahlenkongruenzen haben dasselbe Haupt-
achsenzylindroid C3. Jede Schnittgerade zweier zueinander senk-
rechten Tangentialebenen des gemeinsamen Fokalparaboloides C? ge-
hort zu einer der konfokalen linearen Kongruenzen. Werden auf
den Tangentialebenen eines gleichseitigen Paraboloides C? in ihren
Schnittgeraden mit seiner Scheitelebene Normalebenen errichtet, so
umbhiillen diese Ebenen ein Zylindroid C® Die Scheitelstrahlen von
C? sind die Nebensymmetrieachsen von C® und die Hauptachse jener
Flsiche ist die Hauptsymmetrieachse dieser. Das Zylindroid C® heife
mit dem gleichseitigen Paraboloide C? orthogonal verkniipft.

38. Sind umgekehrt M}, N,! zwei lineare Kongruenzen mit demselben
Hauptachsenzylindroide C3, so wird nach 9. ein beliebiger Regelstrahl «
seiner Regelschar in jedem seiner Punkte nur von je einem Strahle beider
Kongruenzen geschnitten. Die mit o inzidenten Strahlen von M N,
sind normal zu a und bilden je eine gleichseitige parabolische Regelschar,

\
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folglich enthilt jede dieser Regelscharen einen Strahl I, bzw. I,, der zu
einem a senkrecht kreuzenden Strahle [ parallel liuft. Da die Ebene [,1,a
die gemeinsame Hauptmittelebene beider Kongruenzen in einer zu a
parallelen, also zu [,, und ?, orthogonalen Geraden trifft, so fallen die zu
1, bzw. I, senkrechten Mittelebenen Z,, 4, zusammen. Die von den Mittel-
ebenen beider Kongruenzen umbhiillten gleichseitigen Paraboloide haben
nun die Hauptsymmetrieachse ¢, des Zylindroides C* zur Hauptachse und
seine Nebensymmetrieachsen ¢, ¢, zu Scheitelstrahlen, ferner liegen auf
ihnen auch die beiden in 1, enthaltenen auf ¢, bzw. ¢, senkrecht stehenden
Strablen. Somit sind die beiden Paraboloide identisch, und es gilt:
Lineare Strahlenkongruenzen mit demselben Hauptachsenzylin-
droide C®sind konfokal. Jeder Strahl einer linearen Strahlenkongruenz
mit dem Hauptachsenzylindroide C® ist auch eine Schnittgerade
zweier zueinander normalen Tangentialebenen des gemeinsamen
Fokalparaboloides C® Werden auf den Tangentialebenen eines
Zylindroides C? in ihren Schnittgeraden mit der Ebene seiner Neben- .
symmetrieachsen Normalebenen errichtet, so umhiillen sie ein gleich-
seitiges Paraboloid C2. Die Nebensymmetrieachsen des Zylindroides
sind die Scheitelstrahlen, seine Hauptsymmetrieachse die Hauptachse
des Paraboloides. Das gleichseitige Paraboloid C? heifle mit dem
Zylindroide C® orthogonal verkntipft.
Mit Riicksicht auf 37. folgt:
Das gleichseitige Paraboloid (? und das Zylindroid C?® sind
jedes mit dem andern orthogonal verkniipft.

Ist H,! eine zum Hauptachsenzylindroid C® gehGrige hyperbolische
lineare Strahlenkongruenz, so sind nach 10. ihre beiden Leitgeraden zwei
Regelstrahlen u, v von (% die an den Nebensymmetrieachsen ¢,, ¢, dieser
Fliche ineinander gespiegelt werden. Die durch H,' hervorgerufenen
Fokalinvolutionen sind nun aber nach 15. elliptisch, somit schneiden
u, v das zugehorige Fokalparaboloid in zwei Paaren konjugiert imagi-
nirer Punkte.

Abgesehen von den beiden Flichen C? und C® gemeinsamen
Regelstrahlen ¢,, ¢, trifft also kein Regelstrahl des Zylindroides C®
das mit ithm orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C? in
reellen Punkten.

39. Konfokale lineare Kongruenzen haben nach 37. dasselbe Haupt-
achsenzylindroid C® und bilden also nach 11. einen quadratischen Kom-
plex M. Dieser Komplex ist, wie aus 37. hervorgeht, auch der Ort
der Schnittgeraden zueinander rechtwinkliger Tangentialebenen des ge-
meinsamen Fokalparaboloides €2 Nach 15. fithrt aber jede lineare
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Kongruenz ihr Fokalparaboloid in sich selbst iiber, somit gilt auch um-
gekehrt*):
Konfokale lineare Kongruenzen, und also auch der von ihnen
gebildete quadratische Komplex % sind autopolar fiir ihr gemein-
sames Fokalparaboloid C2

Die Leitgeraden der fiir C* autopolaren hyperbolischen linearen Kon-
gruenzen sind nun fiir diese Fliche zueinander polar, folglich auch die
Leitgeraden der hyperbolischen linearen Kongruenzen mit dem Fokal-
paraboloide C® Diese Leitgeraden fallen aber nach 10. mit je zwei
Regelstrahlen von C° zusammen, die bzw. an den Nebensymmetrieachsen
von O3 ineinander gespiegelt werden, somit sind solche Regelstrahlen
paarweise reziproke Polaren tir C‘ Kurz:

Das Hauptachsenzylindroid C® konfokaler linearer Kongruenzen
wird durch den polaren Raum ihres Fokalparaboloides C? derart in
sich selbst iibergefiihrt, daf je zwei seiner Regelstrahlen, die an
seinen Nebensymmetrieachsen ineinander gespiegelt werden, fiir C?
zueinander polar sind.*¥) Reziproke Polaren fiir C? sind auch die
Hauptsymmetrieachse ¢, und die einfache Leitgerade ¢, von C3.

Die in bezug auf C? zueinander polaren Regelstrahlen von (%
schneiden ¢, in den Punktepaaren derjenigen Involution, die O? auf
dieser Geraden hervorruft, somit wird die Regelschar von C32 selbst
durch jene Strahlenpaare involutorisch gepaart. Diese hyperbolische In-
volution der Regelstrahlen von C° ist schon in 10. niher besprochen
worden.

Zu den fiir C? zueinander polaren Regelstrahlen von C® gehtren die
beiden Kuspidalstrahlen ¢, ¢’ von C®%. Jeder von ihnen ist inzident mit einer
Symmetrieebene von O und nach 11, mit den zu dieser Ebene normalen
Strahlen von 2 In den zu einer Symmetrieebene von C? normalen
Strahlen von I? schneiden sich aber je zwei zueinander normale Tan-
gentialebenen von O% deren Bertihrungspunkte in dieser Symmetrieebene
liegen, folglich ist der mit dieser Symmetrieebene inzidente Kuspidalstrahl
die Leitgerade der in ihr enthaltenen Hauptparabel von C% Die Leit-
gerade der einen Hauptparabel eines gleichseitigen Paraboloides ist aber
mit dem Brennpunkte der andern inzident, demnach ist gezeigt:

Die Normalen, welche auf den Symmetrieebenen eines gleich-
seitigen Paraboloides C? in den Brennpunkten ihrer Hauptparabeln

* v, Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage. Erstes Heft, Niirnberg 1856,
8. 71, N. 109. '

*¥) Schréter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Axt, Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 856 (1877), S. 32, N. 4.
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errichtet werden, fallen mit den Kuspidalstrahlen des mit C? ortho-

gonal verkniipften Zylindroides C® zusammen.¥)

40, Ist 0 eine die Hauptachse des gleichseitigen Paraboloides (%
enthaltende Ebene, die durch keinen Scheitelstrahl der Fliche geht, so
bilden die zu 0 normalen Tangentialebenen von C? einen parabolischen
Ebenenzylinder A% Die Schnittgeraden zueinander normaler Ebenen von
A? liegen auf seiner Leitebene 4, und da sie zu dem durch C? hestimmten
quadratischen Komplexe I gehbren, so sind sie nach 11. mit dem in ¢
gelegenen Regelstrahle «, des mit C? orthogonal verkniipften Zylindroides
C? inzident. wu, ergibt sich folglich als die Schnittgerade 4. Nun haben
A? und C* dieselbe Scheitelebene, somit sendet A? seine Symmetrieebene
und seine Fokalachse f durch die Hauptachse ¢; von €% Die Fokalachse f
steht als Parallele zu 4 senkrecht zu ¢;. Der Scheitelpunkt von C? hilftet
aber den Abstand des Strahles f von der Ebene 1, also auch den Abstand
der Strahlen w,, f. Der Strahl f schneidet hiernach die Hauptsymmetrie-
achse ¢, von C® in einem Punkte, durch den nach 5. der u, rechtwinklig
kreuzende Regelstrahl v, von C® geht. Mit diesem Regelstrahle fallt
aber f zusammen, da f zu § senkrecht ist und folglich den mit ¢ inzi-
denten Regelstrahl «, von C?® rechtwinklig kreuzt. Somit gilt der Satz:

Die Fokalachsen eines gleichseitigen Paraboloides C2, die mit
seiner Hauptachse inzident sind, bilden die Regelschar des mit C*
orthogonal verkniipften Zylindroides C3.%)

Hieraus folgt mit Riicksicht auf 39.:

Die Leitgeraden aller konfokalen hyperbolischen linearen Kon-
gruenzen sind zueinander polare Fokalachsen ihres Fokalparaboloides.
Zwel zueinander normale Ibenen £, 5 eines Regelstrahles 4 von C®

schneiden demnach den ihm durch C? als Polare zugewiesenen Regelstrahl «
von C® wechselweise in ihren Polen X, Y beziiglich C®. Die in § ge-
legenen Strahlen des quadratischen Komplexes " bilden nun einen Strahlen-
biischel mit dem Mittelpunkte ¥ und einen Biischel paralleler zu «# normaler
Strahlen. Beide Strahlenbiischel werden, da I nach 39. fiir C? autopolar
ist, durch den polaren Raum von C? in die beiden in '? enthaltenen
Strahlenbiischel I. Ordnung mit dem Mittelpunkte X iibergefiihrt. Der
eine liegt in #, der andere in der in X auf v normalen Ebene.

41. Werden die Regelstrahlen uy, v, von C® an den Nebensymmetrie-
achsen der Fliche ineinander gespiegelt, so wird nach 40. in v, durch
C? eine zirkulare Ebeneninvolution hervorgerufen. In ihr gibt es ein
Ebenenpaar £, 7, dessen Winkel &% durch die Ebene u,c; d. h. durch

¥} Schrioter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), 8. 39, N. 7h.
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die Verbindungsebene des Regelstrahles #, mit der Hauptsymmetrieachse c,
von O3 gehilftet wird. £, % begrenzen auf dem v, rechtwinklig kreuzenden
Regelstrahle «, von C? eine Strecke, die .viermal so groB ist wie der
Abstand a, des Punktes u, ¢, vom Schnittpunkte der Nebensymmetrieachsen

von C® Auf dem mit «, inzidenten Regelstrahle u, schneiden demmach
da

&%

&, n eine Strecke von der GroBe -——-“— aus. Nun ist aber nach 5.

a, cos (uyuy) = a,, folglich hat diese Strecke den konstanten Wert 4a,,

D. h.:

1724

Avuf allen Regelstrahlen eines Zylindroides C? ruft das mit ihm
orthogonal verkniipfte gleichseitige Paraboloid C* kongruente elliptische
Punktinvolutionen hervor. Ihre Potenz ist gleich — (2a,)% also gleich
dem negativen Quadrate des Abstandes der Brennpunkte der beiden
Hauptparabeln von CZ2%)

42. Zueinander normale Tangentialebenen der Strahlenkegel, welche
C? aus einem beliebigen auBerhalb der Fliche gelegenen Punkt X um-
schrieben werden konnen, schneiden sich in den Strahlen des von X
ausgehenden Komplexkegels von 2. Der von X ausstrahlende Komplex-
kegel ist also der Leitkegel des C? vom Punkte X aus umschriebenen
Kegels. Er zerfallt, wenn X ein unendlich ferner Punkt auBierhalb C2
ist, nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen
Parallelstrahlenbiischel in der Leitebene des parabolischen Strahlenzylinders,
der aus dem betreffenden unendlich fernen Punkte C? umschrieben werden
kann. Der Leitkegel zerfillt ferner in zwei Leitstrahlenbiischel I. Ord-
" nung fiir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des mit C? orthogonal
verkniipften Zylindroides. In anderen Worten:

Die Mittelpunkte aller einem gleichseitigen Paraboloide C? um-
schriebenen Kegel des Hachette liegen auf dem mit C*? orthogonal
verkniipften Zylindroide.

Alle C? umschriebenen Kegel des Hachette, deren Mittelpunkte auf
einem Regelstrahle «, von C® liegen, senden je eine Leitebene durch
den Regelstrahl v, von €3 in den u, durch die Nebensymmetrieachsen von
C? gespiegelt wird. u,, v, sind aber nach 40. zueinander polare Fokal-
achsen von C?, folglich liegen die Pole dieser durch v»; gehenden
Leitehenen auf w,. Der Regelstrahl u, von C® ist also eine gemein-
same Fokalachse aller dem Paraboloide C? aus den Punkten vonr u, um-
schriebenen Kegel und zugleich fiir diese Kegel der Polstrahl ihrer mit o,
inzidenten Leitebenen. Die zweiten Fokalachsen dieser Kegel bilden nach

* Schrdter, Ueber ein einfaches Hyperboloid von besonderer Art. Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd. 85 (1877), S. 36, N. 6.
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einem bekannten Satze aus der Theorie der Fokalachsen einer Fliche
II. Grades eine Regelschar des durch u, gehenden mit C? konfokalen
Paraboloides; thre je auf der Ebene der beiden Fokalachsen senkrechten
Hauptachsen also eine gleichseitige parabolische Regelschar, die in dem
Achsenkomplexe von C? enthalten ist. w, ist der zur Leitschar dieser
Regelschar gehorige Scheitelstrahl. %, und der mit ihm inzidente
Regelstrahl v, von C® sind ferner die Scheitelstrahlen eines mit C? kon-
fokalen Paraboloides. FEine Schar konfokaler Paraboloide enthilt nun
stets ein gleichseitiges Paraboloid, sein Scheitelpunkt hilftet den Abstand
der Brennpunkte der Fokalparabeln. Somit gilt nach 40.:

In einer Schar konfokaler Paraboloide bilden die Scheitelstrahlen
der hyperbolischen Paraboloide die Regelschar eines Zylindroides.
Durch Spiegelung an jedem seiner Scheitelstrahlen geht ein gleich-

seitiges Paraboloid in sich selbst {iber und jede Fokalparabel in die
andere. Kurz:

Die Paraboloide einer Schar konfokaler Paraboloide werden an
den Scheitelstrahlen des in der Schar enthaltenen gleichseitigen Para-
boloides C? paarweise ineinander gespiegelt. Je zwei ineinander
gespiegelte hyperbolische Paraboloide haben zu Scheitelstrahlen zwei
Paare inzidenter Regelstrahlen des mit C? orthogonal verkniipften
Zylindroides. IThre Scheitelebenen liegen zur Scheitelebene von C'*
symmetrisch.

43. Der aus einem beliebigen Punkte L einem gleichseitigen Para-
boloide C? umschriebene Ebenenkegel II. Ordnung A? hat nach 39, stets
reelle zueinander orthogonale Ebenen. Ihre Schnittgeraden sind die
Strahlen eines zum quadratischen Komplexe I? gehdrigen Kegels. Er zer-
fallt, sobald L auf dem mit C? orthogonal verkniipften Zylindroide C®
liegt, in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung.

Sind nun «, 8 zwei Ebenen eines Ebenenkegels II. Ordnung K* und
ist @ eine mit «, aber nicht mit dem Mittelpunkte K von K? inzidente
Gerade, so schneiden die Ebenen von K? die Gerade o und die Ebene f§
bzw. in einer Punktreihe und einem zu ihr projektiven Strahlenbiischel
I. Ordnung, wemn je zwei mit einer Ebene von K? inzidente Elemente
beider Gebilde einander entsprechen. Die durch die Punkte der Punkt-
reihe parallel zu den homologen Elementen des zu ihr projektiven Strahlen-
biischels gezogenen Strahlen bilden eine zu K? perspektive parabolische
Regelschar. Sie geht in eine gleichseitige itber, sobald « und @ normal
zu f§ sind. Sonach ist auf eine einfache Art synthetisch bewiesen:

Einem Kegel II. Grades mit reellen zueinander normalen Tangen-
tialebenen kann stets ein gleichseitiges Paraboloid C* eingeschrieben
werden. Die Schnittgeraden aller seiner zueinander normalen Tan-



380 St. JoLLEs.

gentialebenen bilden einen Strahlenkegel II. Ordnung oder zwei

Strahlenbtischel I. Ordnung, je nachdem der Mittelpunkt des Kegels

auBerhalb des mit C® orthogonal verkniipften Zylindroides C® oder

auf ihm liegt.

Die auf den Tangentialebenen eines Kegels II. Grades ¥ in seinem
Mittelpunkte G errichteten Normalen bilden bekanntlich einen Kegel
II. Ordnung GZ. Beide Kegel haben dieselben Symmetrieebenen. Einer
von ihnen schlieBt entweder den andern im allgemeinen ein oder hat
mit thm vier reelle Erzeugende gemein. UmschlieBt G? den Kegel GZ,
so hat G? keine reellen zueinander orthogonalen Tangentialebenen; umn-
schlieBt hingegen G2 den Kegel G oder haben die beiden Kegel vier
reelle Erzeugende gemein, so bilden die Schnittgeraden der reellen zu-
einander orthogonalen Tangentialebenen von G? einen Kegel II. Ordnung
mit gleichen Symmetrieebenen wie G® Er umschlieBt: den Kegel G2 im
ersteren Falle, er schlieBt ihn vollig aus im letzteren. Seine von ihm
eingeschlossene Hauptachse fillt mit derjenigen von G* ausgeschlossenen
Hauptachse dieses Kegels zusammen, die einen Winkel zwischen den
Fokalachsen von G* hilftet.

Projektive Eigenschaften einer Kette konfokaler linearer
Strahlenkongruenzen.

44. Jeder Strahl des Kegels II. Ordnung X2, den der Komplex I?
durch einen beliebigen Punkt X des Raumes sendet, bestimmt nach 9,
zusammen mit dem Hauptachsenzylindroide C* der zugehdrigen konfokalen
Kongruenzen eine von ihnen. Sind 4% B, C,%, D,* vier dieser konfokalen
Kongruenzen, welche den Kegel X® bzw. in den vier harmonischen Strahlen
@, b, ¢, d schneiden, und ist s ein zu ihnen windschiefer Regelstrahl von
C? so ist s nach 11. die Hauptachse von vier bzw. durch 4,% B/ C,%, D!
gehenden linearen Komplexen I, T, I, T, eines Komplexbiischels. Die
von X auf s geféllte Normale 1, ist ein Strahl der Trigerkongruenz dieses
Biischels und zugleich ein Strahl von X2 folglich bilden die dem Punkte X
bzw. durch die vier Komplexe zugewiesenen Nullebenen n,a, »,b, % c, n.d
vier harmonische Ebenen des Ebenenbiischels [#,] und die Komplexe
selbst also vier harmonische Komplexe des Komplexbiischels. Die vier
Kongruenzen A4,%, B,', C!, D,' schneiden somit nicht nur den Komplex-
kegel X? sondern auch jeden andern Komplexkegel von I in vier har-
monischen Strahlen. Vier konfokale lineare Kongruenzen sollen nunmehr
vier harmonische konfokale lineare Kongruenzen heilen, wenn
sie mit einem und demnach mit jedem Kegel des quadratischen Kom-
plexes ?, dem sie angehdren, vier harmonische Strahlen gemein haben,
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ferner sollen die oo! konfokalen linearen Kongruenzen, welche zu dem-
selben Fokalparaboloid gehoren, eine Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen genannt werden. Kine Kette konfokaler linearer Kongruenzen
148t sich hiernach auf jedes Gebilde I. Stufe projektiv beziehen. HeiBt
endlich der von den Kongruenzen einer solchen Kette gebildete quadratische
Komplex der die Kette umfassende Komplex, so gilt insbesondere:

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem Kegel
des sie umfassenden quadratischen Komplexes '* projektiv, wenn
jedér Komplex der Kette dem Strahle des Kegels entspricht, den er
mit ihm gemein hat.

45, Der Komplexkegel X® von ? zerfillt nach 11. im allgemeinen
in zwei Strahlenbiischel I. Ordnung, sobald sein Mittelpunkt X dem Haupt-
achsenzylindroide C® der Kette konfokaler linearer Kongruenzen oder der
unendlich fernen Ebene angehért. Im ersteren Falle steht die Ebene des
einen Strahlenbiischels in X auf dem mit diesem Punkte inzidenten Regel-
strahle » von C® senkrecht, und je vier harmonische Kongruenzen der
Kette schneiden diesen Strahlenbiischel nach 11. in je vier harmonischen
Strahlen. Im letzteren Falle bilden die durch X gehenden Strahlen von
I? einen unendlich fernen Strahlenbiischel und einen Parallelstrahlen-
biischel, dessen Ebene denjenigen Regelstrahl » von C?® enthilt, der auf
der Verbindungsebene von X mit der Hauptsymmetrieachse ¢; von C°*
senkrecht steht. Wird ein von r verschiedener Regelstrahl s von C?® zur
Hauptachse und je ein Strahl z des Parallelstrahlenbiischels zu einem
Strahle eines linearen Komplexes I, gewidhlt, so ist hierdurch im all-
gemeinen je ein linearer Komplex I, eines Biischels bestimmt. [, weist
dem unendlich fernen Mittelpunkte des Parallelstrahlenbiischels eine mit
2 und dem unendlich fernen Punkte von s inzidente Nullebene zu. Durch
vier harmonische Strahlen des Parallelstrahlenbiischels sind somit vier
harmonische Komplexe dieses Biischels bestimmt. Durch vier harmonische
Strahlen 2 des Parallelstrahlenbiischels gehen also wiederum vier harmo-
nische Kongruenzen der Kette. Kurz:

Wird jeder Kongruenz einer Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen der Strahl zugeordnet, in dem sie einen im Endlichen ge-
legenen Strahlenbtischel I. Ordnung des die Kette umfassenden
quadratischen Komplexes ™ schneidet, so ist die Kette zu diesem
Strahlenbiischel I. Ordnung projektiv.

46. Die Kongruenzen X' einer Kette konfokaler linearer Kon-
gruenzen ordnen einer beliebigen Ebene « der Hauptsymmetrieachse ¢; je
eine Ebene o, dieser Achse zu, ferner senden sie nach 45, durch einen
Punkt P ihres Hauptachsenzylindroides im allgemeinen die Strahlen z eines
-zur Kette projektiven Strahlenbiischels I. Ordnung [P]. Ist die Ebene
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dieses Strahlenbiischels zu « parallel, so projiziert jedesmal «, aus ¢; die’
Spur von # mit der Fluchtebene » der konfokalen Kongruenzen. D. h,:

Einer Ebene « der Hauptsymmetrieachse ¢; von ? ordnen die
Komplexe der zugehdrigen Kette konfokaler linearer Kongruenzen die
Ebenen eines zur Kette projektiven Ebenenbiischels I. Ordnung [¢,],
zu. Den Ebenen «, f, .- von ¢; sind somit projektive Ebenen-
biischel [cq],, [cals, - - zugewiesen, welche die ¢; mit den Neben-
symmetrieachsen von I verbindenden Ebenen entsprechend gemein
haben. ¢
47. Der Komplexstrahlenkegel X% den der Komplex I durch einen

beliebigen Punkt X des Raumes sendet, ist nach 44. projektiv zur Kette
konfokaler Kongruenzen, wenn jedem Komplexe der Kette sein Schnittstrahl
mit dem Kegel zugewiesen wird. Ferner ordnen die Kongruenzen der
Kette der Ebene X¢;=E& nach 46. die Ebenen eines zur Kette projektiven
Ebenenbiischels I. Ordnung [cs]; zu. Die Kette konfokaler Kongruenzen
bezieht also den Ebenenbiischel {cq]; projektiv auf den Komplexstrahlen-
kegel X2 Nun ist aber der in £ gelegene Regelstrahl z, des Hauptachsen-
zylindroides C? der konfokalen Kongruenzen zugleich eine von den beiden
Leitgeraden einer Kongruenz X' der Kette. £ ist also durch X ' sich
selbst zugeordnet und enthilt den Schnittstrahl x von X,* mit dem Komplex-
strahlenkegel X* Die Ebene £ des Ebenenbiischels [¢,]; geht somit durch
den homologen Strahl z des zu [¢,]; projektiven Strahlenkegels X und jener
Ebenenbiischel erzeugt folglich mit dem zu ihm projektiven Strahlenkegel
einen Kegelschnitt £2. Dieser Kegelschnitt ist durch den Komplexstrahlen-
kegel X2 projektiv auf die Kette konfokaler linearer Kongruenzen bezogen,
und jeder seiner Punkte liegt auf einem Strahle, den die ihm ent-
sprechende Kongruenz mit X? gemein hat; er ist durch sie dem Mittel-
punkte X von X? zugeordmet. — Der zu x, mormale Strahl von X?2
insbesondere Yehort nach 9. zur ausgearteten Kongruenz der Kette. Sie
ordnet X den unendlich fernen Punkt dieses zu x, normalen Strahles zu.
Er ist — solange X nicht in die Fluchtebene » der konfokalen Kon-
gruenzen fillt — der einzige unendlich ferne Punkt des Kegelschuittes £%;
in dem ausgeschlossenen Falle liegen alle Punkte von £* in der unendlich
fernen Ebene. Hiernach ergibt sich:

Dem Mittelpunkte X eines Kegels X? des quadratischen Kom-
plexes ™ sind durch die zugehérige Kette konfokaler linearer Kon~
gruenzen die Punkte eines zu ihr projektiven und zu X* perspektiven
Kegelschnittes £ zugeordnet. &* ist eine Parabel, die jede der beiden
Nebensymmetrieachsen ¢;, ¢, von [? schneidet, und deren Achse
parallel zur Hauptsymmetrieachse von * liuft. Nur wenn der Mittel-
punkt X von X*® der Fluchtebene y der konfokalen Kongruenzen
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angehért, ist £ ein unendlich ferner Kegelschnitt und enthélt die

drei unendlich fernen Punkte aller drei Symmetrieachsen von I

48, Zerfallt fir einen im Endlichen gelegenen Punkt X des Raumes
der von ihm ausstrahlende Komplexstrahlenkegel X2, so ist X nach 11. mit
einem Regelstrahle des Hauptachsenzylindroides C® der konfokalen linearen
Kongruenzen inzident. Einem auf einer Nebensymmetrieachse von C3®
gelegenen Punkte X sind in diesem Falle die Punkte einer zur Kette
projektiven Punktreihe I Ordnung zugeordnet, ihr Triger liegt in der
unendlich fernen Ebene und kreuzt die betreffende Nebensymmetrieachse
rechtwinklig. Punkten X auf den iibrigen Regelstrahlen von C® entsprechen
im allgemeinen, wie sich leicht mit Hilfe von 40. erweisen laBt, eben-
falls zur Kette konfokaler Kongruenzen projektive Parabeln £% Sie gehen
durch die betreffenden Punkte, und ihre Ebenen sind in ihnen normal
zu dem je mit diesen Punkten inzidenten Regelstrahlen von €% Wiederum
schneiden sie die Nebensymmetrieachsen der Fliche, und wiederum lauft
ihre Achse je zur Hauptsymmetrieachse von €3 parallel. — Komplex-
strahlenkegel X2 von I'® mit einem unendlich fernen Mittelpunkte X zerfallen
nach 11. in einen unendlich fernen Strahlenbiischel und in einen Parallel-
strahlenbiischel derjenigen Tangentialebene von C? die den zur Ebene X, -
normalen Regelstrahl der Fliche enthdlt. Die einem Punkte X* durch
die konfokalen linearen Kongruenzen einer Kette zugeordneten Punkte
bilden also eine mit der Fluchtebene y der Kongruenzen inzidente zur
Kette projektive Punktreihe I. Ordnung.

49, Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet nach 47.
dem Schnittpunkte einer beliebigen Geraden z mit der Fluchtebene yp die
Punkte eines unendlich fernen zur Kette projektiven Kegelschnittes zu
und dem unendlich fernen Punkte von z eine zu ihr projektive Punkt-
reihe I Ordoung von y. Beide zur Kette projektiven Gebilde sind zu-
einander projektiv und zum Ebenenbiischel [c;] perspektiv und erzeugen
eine zur Kette projektive Regelschar IIL. Ordnung X* mit der Doppel-
punktsgeraden ¢;. Sonach folgt:

Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ordnet einer be-
liebigen Geraden z die Strahlen einer zur Kette projektiven Regel-
schar IIL. Ordnung X® zu. Diese geht durch die Nebensymmetrie-
achsen ¢, ¢, des die Kette umfassenden Komplexes %, und ihre
Doppelpunktsgerade ist seine Hauptsymmetrieachse c;.

Schneidet # eine Nebensymmetrieachse ¢, der konfokalen Kongruenzen,
so sind dem Schnittpunkte von # mit ¢, durch die Kongruenzen der
Kette nach 48. die Punkte einer zur Kette projektiven unendlich fernen
Geraden zugeordnet. Die z durch die Kongruenzen der Kette zugeord-
neten Strahlen bilden also in diesem Falle eine durch die zweite Neben-
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symmetrieachse ¢, gehende parabolische Regelschar X% Sie wird gleich-
seitig, sobald z die Nebensymmetrieachse ¢, rechtwinklig schneidet, und
¢, selbst wird dann ein Leitstrahl dieser Regelschar. X? geht insbesondere
in eine Fokalregelschar der konfokalen Kongruenzen iiber, wenn 2z ein
Strahl der betreffenden Fokalregelschar ist. — Einer Geraden der Flucht-
ebene y sind im allgemeinen die Strahlen eines zur Kette projektiven
unendlich fernen Strahlenbiischels I. Ordnung zugeordnet, usw.

50. Jede Kongruenz einer Kette konfokaler Kongruenzen wird durch
den polaren Raum des gemeinsamen Fokalparaboloides nach 39. in sich
selbst iibergefiihrt, somit gilt nach 44.:

Vier harmonische Kongruenzen einer Kette schneiden den in
einer beliebigen Ebene gelegenen parabolischen Strahlenbiischel des
die Kette umfassenden Komplexes [? in vier harmonischen Strahlen.
Eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen ist zu einem para-
bolischen *Strahlenbtischel & des sie umfassenden quadratischen
Komplexes '? projektiv, wenn jedem Komplexe der Kette der Strahl
von & zugeordnet wird, den er mit diesem parabolischen Strahlen-
biischel gemein hat.

Analog ergibt sich aus 47.:

Der Ebene § eines parabolischen Strahlenbiischels £ des Kom-
plexes I sind durch die Kongruenzen der Kette die Ebenen eines
zu ihr projektiven und zu £? perspektiven parabolischen Ebenen-
zylinders 1I. Ordnung =? zugeordnet. Usw.

Die rotatorische lineare Strahlenkongruenz.

51. In 2. sind auf dem Kegelschnitte «? und dem unendlich fernen
Kongruenzstrahle ¢, der Schnittkongruenz eines Komplexbiischels; zwei
projektive Punktreihen ermittelt worden, deren homologe Punkte durch
die Hauptachsen der Komplexe des Biischels verbunden werden. Wird
nunmehr angenommen — was dort ausgeschlossen wurde —, daB ¢, mit
der unendlich fernen Geraden der Ebene « des Kegelschnities «? zusammen-
fallt, so liegen in « alle Hauptachsen der Komplexe des Biischels, und «
ist somit die Fluchtebene der zugehorigen Schnittkongruenz -C.'. Diese
Hauptachsen bilden, da sie mit der Hauptsymmetrieachse ¢; von -C,*
inzident sind, einen Strahlenbiischel I Ordnung. .Je zwei zueinander
orthogonale Strahlen dieses Biischels sind die Hauptachsen je zweier fiir-
einander nullinvarianten Komplexe, sie schneiden ¢, in Punkten, die
sowohl durch ~C,', wie durch den unendlich fernen imginiren Kugelkreis
einander zugeordnet sind. Die lineare Kongruenz »C,* ist also elliptisch,
ihre beiden Fokalachsen fallen mit der Hauptsymmetrieachse ¢, zusammen,
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und die mit ¢, inzidenten Ebenen schneiden die in »C,* enthaltenen hyper-
bolischen Regelscharen in Kreisen.

Jeder Strahl des von den Hauptachsen gebildeten Strahlenbiischels
I. Orduung ist nach 6. eine Nebensymmetrieachse von »C,>. An jedem
spiegelt sich also ein von ¢; und ¢, verschiedener Kongruenzstrahl z in
einen Kongruenzstrahl, der mit # zu einer in rC;' enthaltenen rota-
torischen Regelschar mit der Rotationsachse ¢, und der zu ihr senk-
rechten Symmetricebene o gehdrt. ¢, ¢. sind reziproke Polaren in den
polaren Riumen der Triger dieser rotatorischen Regelscharen, und in
ihnen sind die durch -C,* einander zugeordneten Punkte von ¢, und ¢,
Xonjugiert. Die Triiger aller dieser in »C,* enthaltenen Regelscharen bilden
also einen Biischel rotatorischer Regelflichen mit der gemeinsamen Rotations-
achse ¢, und der gemeinsamen Symmetrieebene . Die zu den Flichen
dieses Biischels gehdrigen polaren Réume erweisen sich als die einzigen
rotatorischen, die O derart in sich selbst tberfiihren, daB die durch
~C,* einander zugeordneten Punkte in ihnen konjugiert sind.

Mit einer Nebensymmetrieachse ¢, inzidente Strahlen von ~C' bilden
eine gleichseitige parabolische Regelschar P, mit den Scheitelstrahlen
¢,, ¢;. Die lineare Kongruenz »C* wird somit von den Strahlen einer
gleichseitigen parabolischen Regelschar P8,? beschrieben, sobald P,? eine
volle Umdrehung um ¢, vollfihrt. Dieser Eigenschaft halber heifit
bekanntlich die vorliegende lineare Kongruenz ~C,! eine rotatorische
lineare Kongruenz.

52, Der von den Mittelebenen einer allgemeinen linearen Kongruenz
nach 14. gebildete gleichseitige parabolische Biindel zerfillt fiir die rota-
torische lineare Kongruenz in zwei Ebenenbiindel I. Ordnung. Der eine
hat zum Mittelpunkt den Punkt ¢ o = C, der andere den unendlich
fernen Punkt C; von ¢,. Die beiden zentrischen Biindel [C] und [Cx]
" sind kollinear und haben den Strahl ¢, entsprechend gemein, wenn Ebenen
und Strahlen beider Biindel als homologe angesehen werden, die durch rC,*
einander zugeordnet sind. Homologe Ebenen schneiden sich also recht-
winklig. Ein Ebenenbiischel [¢] von [C], dessen Achse weder mit ¢,
noch mit einer Nebensymmetrieachse von rC;' zusammenfillt, erzeugt
mit dem homologen Ebenenbiischel [¢'] von [Cs] eine durch ¢, gehende
in »(C,' enthaltene orthogonale Regelschar R, Die Kreisschnittebenen
von R,? sind normal zu den homologen Geraden ¢, ¢ der kollinearen
zentrischen Biindel, d. h. auch zu dem zu e parallelen Kongruenzstrahle
und zu ¢,, Durch jeden von ¢; und ¢, verschiedenen Strahl s von
7C;* geht also eine orthogonale Regelschar %2 deren eine Schar von
Kreisschnitten in Normalebenen zu s liegen. Sobald die Achse e des
Ebenenbiischels [¢] mit einer Nebensymmetrieachse ¢, von »C,' zusammen-
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fallt, geht die orthogonale Regelschar R,? in die gleichseitige parabolische
Regelschar B,? iiber. Die durch ¢, gehenden in rC,' enthaltenen Regel-
scharen II. Ordnung sind hiernach teils orthogonal, teils gleichseitig
parabolisch.

Rotatorische Kongruenzen, deren Hauptachsen den némlichen Strahlen-
biischel 1. Ordnung bilden, bilden selbst einen quadratischen Komplex.
Seine Komplexstrahlenkegel sind orthogonal, seine Komplexstrahlenbiischel
parabolisch. Die singuléire Fliche des Komplexes besteht aus der Ebene -
des Hauptachsenbiischels, der unendlich fernen Ebene und zwei Strahlen-
biindeln, deren Mittelpunkt bzw. der unendlich ferne Punkt der Haupt-
symmetrieachse ¢, jener Kongruenzen und der Mittelpunkt ihres Haupt-
achsenbiischels sind. Durch Spiegelung an ¢, oder einer Hauptachse geht
der Komplex in sich selbst iiber.

Berlin, den 14. Dezember 1905.




