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P. WorossTz. Bewegung von vier Massenpunkten. 387

Uber das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten
unter dem Einflusse von inneren Kraften.

Von

P. WoroneTz in Kiew.

In der dreiundzwanzigsten seiner Vorlesungen iiber Dynamik hat
Jacobi die partielle Differentialgleichung, die seinen und Hamiltons
Namen fithrt, fiir diejenigen Probleme aufgestellt, in welchen die Sitze
von der FErhaltung der Bewegung des Schwerpunktes gelten. Gelten
auBerdem die Sitze von der Erhaltung der Flichenriume, so konnen der
erwihnten Differentialgleichung noch drei andere beigefiigt werden. Be-
trachtet man nun das so entstandene System partieller Differential-
gleichungen von dem Standpunkte der bekannten Lieschen Integrations-
methode, so ist sofort ersichtlich, daB das Problem der Bewegung
eines materiellen Punktsystems von # Freibeitsgraden fiir den Fall, daB
die Sitze von der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes und der
Flichenriume in Kraft sind, auf die Integration von nur 2(» —6) ge-
wohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung und auf Quadraturen
reduziert werden kann.

Dem Gesagten zufolge muf das Problem, das den Gegenstand vor-
liegender Untersuchungen bildet, d. h. das Problem der Bewegung von
vier Massenpunkten unter dem FEinflusse von inneren Kriften sich auf
die Integration von zwolf Differentialgleichungen erster Ordnung und auf
Quadraturen zuriickfithren lassen. Und in der Tat hat auch H. A. Seydler¥),
indem er die beriilhmte, von Lagrange**) auf das Dreikérperproblem an-
gewandte Methode etwas verallgemeinert, Differentialgleichungen solcher
Art und von solcher Anzahl fiir das in Rede stehende Problem her-
geleitet.

*) Seydler, Ausdehnung der Lagrangeschen Behandlung des Dreikdrperproblems
auf das Vierkérperproblem. Abhandlungen der math.-naturw. Klasse der k. bshmischen
Gesellschaft der Wissensch. VII. Folge. Bd.I. 1886.

**) Lagrange, Essai sur le probléme des trois corps. Oeuvres t. VL
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388 P. Woronerz.

Sieht man von dem wohlbekannten Falle ab, wenn die Kraft, die
zwischen zweien der Massenpunkte wirkt, dem Produkte aus den Massen
der Punkte in ihre Entfernung direkt proportional ist, so ist es bis heute
nicht gelungen, eine allgemeine L&sung des erwibnten Problems selbst
bei spezieller Form der Kriftefunktion aufzufinden.

Was nun die partikuldren Losungen des Problems anbelangt, so sind
hier die von H. Sludski und Hoppe*) gegebenen zwei Fille, die eine
Ausdehnung der bekannten Laplaceschen**) Losungen des Dreikdrper-
problems bilden, anzufiihren. Eine weitere Verallgemeinerung der Laplace-
schen Losung fiir das Vierkdrperproblem ist von H. Lehmann-Filhés *#%¥)
erzielt worden.

Alle diese speziellen Fille werden in der vorliegenden Abhandlung
als bekannt angesehen, und im Texte soll ihrer nicht weiter Erwihnung
getan werden.

Die vorliegende Arbeit zerfallt in drei Teile. In Kap. I werden die
zwolf Gleichungen aufgestellt, nach deren Integration die in Rede stehende
Avufgabe durch Quadraturen geldst wird. Eine Anwendung der allgemeinen
Formeln wird auf den Fall gemacht, wenn die Massen dreler der Punkte
M,, M,, M,, M, einander gleich sind:

My = My = M.

Es wird nachgewiesen, daf dann das Punktsystem so in Bewegung
gebracht werden kann, daf die Punkte mit gleichen Massen in jedem
Momente der Bewegung in den Scheiteln eines gleichseitigen Dreiecks
liegen. Der vierte Punkt bewegt sich lings der Senkrechten zur Dreiecks-
ebene, die durch den Schwerpunkt des Dreiecks hindurchgeht. Die Dreiecks-
ebene bleibt der invariabelen Kbene parallel, und das Dreieck dreht sich
in seiner Ebene um seinen Schwerpunkt mit einer Winkelgeschwindigkeit,
die dem Quadrate der augenblicklichen Entfernung des Scheitels des
Dreiecks vom Rotationszentrum umgekehrt proportional ist.

Ist die Kraft, die zwischen je zweien der Massenpunkte wirkt, dem
Kubus der Entfernung der Punkte umgekehrt proportional, so lst das
Problem durch Quadraturen auflsbar.

Es moége hier noch erwihnt werden, obgleich im folgenden nicht
weiter darauf eingegangen wird, daf der eben angefiihrte spezielle Fall

*) Sludski, Zur Aunfgabe iiber die Bewegung eines Systems freier materieller
Punkte. Zeitschr. der Moskauer Math. Gesellschaft. IX. 1878; Hoppe, Erweiteruug
der bekannten Spezialldsung des Dreikdrperproblems. Grunerts Archiv der Math. und -
Phys. 64. 1879.

*#) Laplace, Mécanique céleste, 1. X, ch. VL

#+%) Lehmann-Filhés, Uber zwei Fille des Vielkorperproblems. Astron. Nachr.
127. 1891.
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leicht auf das 7-K&rperproblem ausgedebnt werden kann. Die drei Punkte
mit gleichen Massen liegen wieder in den Scheiteln eines gleichseitigen
Dreiecks, und die iibrigen Punkte des Systems bewegen sich auf der
Senkrechten zur Dreiecksebene durch den Schwerpunkt des Dreiecks.
Ist # =5 und auferdem
my = My,

o konnen die Punkte M, und M, stets symmetrisch zur Dreiecksebene
s liegen kommen. Bei #» = G und wieder m, = m, ist eine solche Be-
wegung des Punktsystems moglich, bei welcher die Punkte M, und M
symmetrisch zur Dreiecksebene bleiben, wihrend der Punkt M; mit dem
Schwerpunkte des Dreiecks zusammenfillt. In allen diesen Fillen reduziert
gsich das Problem auf Quadraturen, wenn die Krifte dem Kubus der Ent-
fernung umgekebrt proportional sind.

Die hier angefiihrten partikuliren Losungen des Vielkdrperproblems
konnen zur Illustration des berithmten Jacobischen Satzes iiber den letzten
Multiplikator dienen.

In Kap. IT wird der Fall diskutiert, wenn die drei Konstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind. Das allgemeine Problem zerfillt dann
in zwei selbstindige, nacheinander zu ldsende Probleme. Zuerst wird die
Deformation der Pyramide M, M, M,M,, in deren Scheiteln die Massen-
punkte liegen, gesucht. Zur Losung dieser Aufgabe miissen fiinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, die fiinf Kantenlingen der Pyramide durch
die sechste bestimmen, integriert werden. Darnach wird die Bewegung
dieser Pyramide im Raume gesucht. Diese Aufgabe fiihrt zu einer
Riccatischen Differentialgleichung:

Y _ o fi (@) + 9£,(@) + o).

Die Formeln dieses Kapitels werden auf den Fall angewandt, wenn die
Massen der Punkte einander gleich sind. Das Punktsystem kann dann so in
Bewegung gebracht werden, daB je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, M, M, einander gleich bleiben. Sind auBerdem die Dreiecke,
die die Seiten der Pyramide bilden, gleichschenklig, so ist das Problem fiir
Krifte von der oben angefiihrten speziellen Art durch Quadraturen lésbar.

Endlich in Kap. III wird der Fall untersucht, wenn die vier Massen-
punkte in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen. Die
Aufgabe hingt von der Integration eines Systems von fiinf Differential-
gleichungen zweiter Ordnung ab. Sind die Massen zweier Punkte ein-
ander gleich, so kann das Punktsystem so in Bewegung gebracht werden,
daB die Entfernung der Punkte mit gleichen Massen von der Geraden,
die die beiden anderen Punkte verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene der Punkte dreht sich um die erwihnte Gerade mit
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einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung der
Punkte mit gleichen Massen umgekehrt proportional ist. Sind die Massen
der beiden anderen Punkte auch einander gleich, so 1i8t sich auch hier
eine partikulire Losung des Problems fiir Kriifte, die dem Kubus der
Entfernung umgekehrt proportional sind, aufstellen.

Dieser spezielle Fall kann auch auf das n-Kérperproblem ausgedehnt
werden. Sind die Massen von 2p Punkten des materiellen Systems ein-
ander gleich, so kann das System sich so bewegen, daB die Punkte mit
gleichen Massen in jedem Momente der Bewegung in den Scheiteln eines
regelmiBigen 2p-Kcks liegen. Die tibrigen Punkte des Systems bewegen
gich lings der Senkrechten zar Ebene des 2p-Ecks, die durch seinen
Schwerpunkt hindurchgeht. Hier sind #hnliche Fille, wie oben in bezug
auf das gleichseitige Dreieck, zu unterscheiden.

Zum SchluB mdge noch bemerkt werden, daB im folgenden das Ver-
hiltnis der Massen der Punkte zueinander stets endlich angenommen
wird. Es werden also die Fille, die in der Literatur zu so manchen
interessanten Untersuchungen gefiihrt haben, wenn die Massen einiger
der Punkte als unendlich grof oder unendlich klein im Verhdltnis zu den
Massen der iibrigen angenommen werden, hier nicht in Betracht gezogen.

In der vorliegenden, zumeist recht kurz gefaBiten, Arbeit wird bei
der Diskussion der partikuldren Lésungen nur nachgewiesen, wie die
betreffende Aufgabe auf Quadraturen zurtickgefiihrt werden kann. Awus-
fiihrlicher werden diese speziellen Félle in einer groBeren Arbeit behandelt
werden, die wohl noch im Laufe des nichsten Jahres in russischer Sprache
in den Kiewer Universitits-Nachrichten erscheinen wird.

I

1. Es mdgen m,, my, my, m, die Massen von vier materiellen
Punkten M,, M,, M,, M, sein, die nur inneren Kriiften unterworfen
sind, und U die Kriftefunktion bedeuten. Wir bezeichnen mit z, y,, 2,
(i=1,2,3) die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte M,, M, M,
in bezug auf ein Koordinatensystem, das zum Ursprung den Punkt M,
hat und dessen Achsen im Raume invariabele Richtungen haben. U ist
eine Funktion der Veréinderlichen z, y, 2.

Wenn der Schwerpunkt O des Punktsystems M,, M,, M,, M, im
Anfangsmoment in Ruhe war®), so ist, den Integralen von der Erhaltung

*) Sind die Anfangsbedingungen anders gegeben, so bleiben die weiter unten
folgenden Betrachtungen in Kraft, beziehen sich aber nicht auf den Raum, sondern
auf ein Koordinatensystem O&n{, das zum Ursprung den Schwerpunkt O bhat und
dessen Achsen im Raume unveréinderliche Richtungen haben. Der Punkt O bewegt
sich, wie bekannt, geradlinig und gleichférmig.
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der Bewegung des Schwerpunktes gemiB, die Geschwindigkeit des
Punkies M, der relativen Geschwindigkeit des Schwerpunktes O in bezug
saf das System M,zyz gleich und entgegengesetzt. Bezeichnen wir also
mit M die Masse des Punktsystems:

1 M= m; + my + my + my,

80 sind die Projektionen der Geschwindigkett des Punktes M, auf die
Koordinatenachsen

i=$8 i=3 i=$

1 . 1 ‘ 1 '

@ 7 2, LT S T4 2 ™Y 5 "“71‘[2 M2, .
i=1 i=1 i=1

Die Geschwindigkeit des Punktes M, setzt sich aus der relativen Ge-
schwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das Koordinatensystem M,zyz
und der Geschwindigkeit des Koordinatenursprunges zusammen, so daf
die Projektionen der Geschwindigkeit des Punktes I, gleich

i=3 i=3 i=3

’ 1 ’ ’ 1 ’ ’ 1 ’

3) %=y 2, M5 Yv T 2 MY & T Z, m;#;
i=1 i=1 i=1

sind. Die Projektionen der Geschwindigkeiten der Punkte M, und M
findet man aus den Ausdriicken (3) durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3
ineinander.

Mit Hilfe von (2) und (3) ldBt sich leicht die lebendige Kraft 7
des Punktsystems berechnen:

& 2T=m (1 - 1}}‘) @+ 9% +8"%) + m, (1 - %}) @2+ 97+ 2,7)
+ my (1 - '”j:i‘) (s + 457 + 47

My M, ’ r o o Mg M. o ror v, r
-2 hs(xgxs'}‘%?/s +5233)"2"§7ﬂ'l(x8x1+3/3?/1+5521)

m. st o o
—2 ﬂ% (/' + o' 9’ + 2, %)
Die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktsystems haben, wie
bekannt, die Form:
48T\ 8U. 4 [T\ U, d(dT\ U .

® @)~ alm) -~ wl)—m (-1
Hat man aus diesen Gleichungen die Koordinaten z, y, 2 als Funktionen
der Zeit ¢ gefunden, so bestimmt man die Bewegung des Koordinaten-
systems M,zyz im Raume mit Hilfe der Integrale, die die Erhaltung
der Bewegung des Schwerpunktes ausdriicken, wie bekannt, ohne jegliche
Integration.



392 P. WoronzeTz.

Vier Integrale der Gleichungen (5), das Integral der lebendigen Kraft
und drei Flichenintegrale, lassen sich sofort hinschreiben.
Das Integral der lebendigen Kraft gibt

(6) T=1U+h,

wo I eine Konstante bedeutet.
Um die Flichenintegrale zu erhalten, bemerken wir, daf die Aus-
driicke (3) mit Hilfe von (4) sich so darstellen lassen:

) 1 9T 1 8T 1 9T
m, 0w, my 0y, m, 0%

Das Moment in bezug auf die x-Achse des Vektors der Bewegungs-
groBe des Punktes M, ist also gleich
oT 31
YWor Ty

so daB die Flichenintegrale liefern:

i=8 ) i=3
(8 2(?/4%;?”"31%?)=A§ 2(%%“@%)235
i=1 i=1

i=3

Z(xig%—-yi%)——-c,

i=1
wo 4, B, C Konstante sind.

Da das gegebene Punktsystem nur inneren Kriften unterworfen 1st
go hingt U nur von den sechs Entfernungen der Punkte vonemander
ab, Diese Entfernungen sollen wmit o, ¢;, 05, 7y, 7, 753 bezeichnet
werden, wobei ¢;, 0;, ¢; die Entfernungen der Punkte M,, M, M, von
M, und 7, r,, ry die Entfernungen der Punkte M, und M,;, M, und M,,
M, und M, bedeuten:

® el=a’+y’+a wsw. rf= (2 — %)+ (1 —s)"+ (5 £,)* usw.
Zumeist werden wir voraussetzen, daB die Kraft, die zwischen je zweien
der gegebenen Punkte wirkt, dem Produkte der Massen der betreffenden
Punkte in irgend eine Potenz ibrer Entfernung proportional ist. Dann ist
(100 U= E‘j_‘{ [y (my 0 *+* + mye*+t + my 0t +Y) + mgmg b+

+ mgmyrgt T+ mymy 1],

wo % eine positive oder negative Zahl und & ein von den Massen der
Punkie unabhingiger konstanter Faktor sind.
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In den Bewegungsgleichungen (5) ist natiirlich

oU U x | 0Um—wm | OU o —x,
(11) oz, 0o, o ory T, + or, 1,

oU _oUmx | 0Um—a 3Uw,—w,

oz,  0Ogy 0, + ory 1y + ' usw.

zu setzen.

2. In die Bewegungsgleichungen (5) wollen wir statt der neunm
Koordinaten 2, y, # neue Variabele einfithren. Zu diesen wahlen wir die
sechs GroBen ¢ und r (9) und drei Verinderliche ¢,, ¢, @, die mit

]

den Koordinaten z, y, # durch die Differentialgleichungen
(12) @) = B+ Yoy + 4% — By — YpYy — 252 usw.
verbunden sein mogen. *)
Durch Differentiation nach der Zeit ¢ erhélt man aus (9):
(13) 0.0, = &% + Yy, + 22 usw.
71y = (=) (% —3") + (Yo%) W' —%s") + (&—25) (2’ —25)) usw.

Stellt man nun mit Hilfe von (12) und (13) drei Systeme von je drei
Gleichungen, wie z. B.

) 010 = @@+ 4y + #2;

3 (010" + 0205 — 7575 — 95) = w8, + Yo, + %3

1 ’ ’ ’ r 14 ’ 4
3‘(9593 +010, — a1y + @5) = Xy, + YY) + 252,
zusammen, so bestimmt man leicht die Derivierten 2, ¥, ¢

A2 = (yo2,— % Ys) 010, + (Ys2,— 2341) vy’ + (Y123— 2,9) 4y’ usW.
(14) B2y = (Yo25— 23Ys) U5’ + (Ys21— 23 91) 0205 + (Y123 —#,Y5) v,/ USW.

A -z = (y25— 239s) Ve + (Ys21— #91) Uy + (Y1%— #19s) 0505” uSW.
Hier bezeichnet A das sechsfache Volumen der Pyramide, deren Scheitel
in den Punkten M, M,, M,, M, liegen.**) AuBerdem sind der Kiirze
wegen folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
(15) 0205 + 0505 — 717y + ) = 20 usw.

0205 + 0305 — 717 — /= 2v," usw.

*) Die Aunfgabe, in die dynamischen Gleichungen neue Variabele einzufiihren,
die mit den urspriinglichen durch Differentialgleichungen verbunden sind, ist in
letzter Zeit schon recht hiufig behandelt worden. Ausfiihrlicheres iiber diese Auf-
gabe, wie auch tber die betreffende Literatur findet man in meinem Vortrage
nUber eine Transformation der Gleichungen der Dynamik“ (Protokolle der Kiewer
physiko-mathematischen Gesellschaft aus dem Jahre 1900) oder auch in der neueren
Abhandlung von G. Hamel, Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik
(Math. Apnalen Bd. 59. 1904).

*¥) Wir setzen A von Null verschieden voraus, Der Fall A = 0 soll weiter
unten selbstindig behandelt werden.
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Setzt man aus den Formeln (14) in den Ausdruck (4) fiir die lebendige
Kraft des Punktsystems ein, so wird 7' zu einer homogenen Funktion
zweiten Grades © der Grofen o, ¥, ¢

Bezeichnen wir ferner:

(16) Ak = (85— 4 Ys)? + (2a 23— %323)" + (%Y — Ys%5)* usw.
A7) A% k= (y32,— % 1) (12— 2,9) + (52, — @3 2) (2325 —2,25)
+ (@3th— Y3 2,) (1Y~ Y1 ) USW.,
80. erhalten wir aus (14):
2 +y 2=l 20,2+ kv, + kyu” + 2Ry 05 uy "4 2hguy o; 0,
+ 2hy0,0,/v5 usw.
awy 4y ys + o2y ey =y Us 03" + k3 0005wy + k30, 0505
+ Iy (0505 0305 + 1/ %y") + Py (v vy + g 0305") + hog (45", + 05 0y'v;') usw.,
so daB (4) ergibt:
(18) 20 = &y (m, 0,70, + maus ™ + myvy* — MQ®)
+ Fy (1 05205+ mguty 2+ my vy — MQ?)
+ kg (my 05205 2+ myuy®+ myv,*— MQ?)
+ 2k (my g vy + Mm30504' v, + My 05 05'u — MQ,Qy)
+ 2 hy(myuy'v," + m30505' vy + My 04 04y — MQ; Q)
+ 2 g (mg s 05" + 1,0, 0, V5" + My @y 0y uy — MQQy),
wo zeitweilig
19) - m, 0,0, + Moug + mgvy’ = MQ usw.
gesetzt ist.

Die Koeffizienten % und %, die in (18) eingehen, lassen sich leicht
durch die GroBen ¢ und 7 (9) ausdrucken Nach (16), (17) und (9) ist:

Ak = 922932— e (07 o' —1,")? usw.
(20)
A by = _((’s + o~ 7% (024 0,7 — 13 ?) — 912(9224' 05’—r,%) usw.,

wobei nach einer bekamnten Formel fiir das Volumen einer Pyramide,
\l
deren Kapten die Lingen o, 0y, 0s, 7y, 73, 75 haben,

1
(21) A'=efeles’+ T (052 + 05— 11%) (05 + 01— 13") (0 + 04" —75%)
1 1
-7 o (0’ + os*— ) — o 0s° (05> + 0" —17")"

1
vy 057 (0,°+ 0’ — %)’
ist.
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Die Gleichung (18) gibt also nach (15) und (19):
(22) T =0(g; 7, 051, ®;)-

Um die Differentialgleichungen, die die Variabelen ¢, », @ als
Funktionen von ¢ bestimmen, aufzustellen, filhren wir die Varlatlonen
der GroBen ¢ (12) ein:

(238) 9, =200+ Y50y + 2,02, — 2300, — 4, 0y, — 2,04, usw.
und bestimmen*) die Differenzen
, d
0 — 709
Aus (12) und (28) findet man:

;4 . ,
0y — 55 0y = 2(25 0my— 2y 0y + - - ).
Setzt man in diese Gleichung aus (14) und aus den entsprechenden
Formeln:

A-J:CI = (yzzs"‘ 52?/3) @1691 + (%91 - 53!/1) 3/03 + (ylzg—' 213/2) au'g U.SW.,
wo nach (15)
(24 0:00: + 0300, — 7 07 + 0oy = 20u, usw.
0:00; + 0005 — 7,07, — 0, =200,  usw.
ist, ein, so erhdlt man:

, @4
(25) 09,/ — ai

0, = 2k, (v ¢ uy— uy" 0vg) + 2k5(u, 050 03— 0405 d4y)
+ 2k3(0; 05 00—, gg dos)
+ 271 (0505 030 02— 0305050 05+ ;" 00 — v, duy)
+ 2hy (vy 00— vy 00, + 05 05" Fetg— u5" 050 03)
+ 2y (uy Oug— g’ duy 4 vy 0,0 03— 0,05 00y).
Durch Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 bekommt man hieraus die
Gleichungen zur Bestimmung der Differenzen
, a , 4
O, —‘jgd%i d g —7: 995
Nun wenden wir die bekannte Formel

ty

Jot+emat=0
4 .

*) Vergl. unseren oben erwihnten Vortrag oder auch die Abhandlung von
K.Heun, Die Bedeutung des D’Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und
Gelenkmechanismen (Archiv fiir Math. und Phys. II. 2. 1902. § 17).
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an. Durch partielle Integration li8t sich die Funktion unter dem Integral-
zeichen so echreiben:

i=3

ST 0 L) i) oms S b0 S5

2 i 0]

Mit Hilfe von (25) und (24) wird dieser Ausdruck zu einer linearen
Funktion der Variationen dg, dr, . Setzt man nun die Koeffizienten
dieser Variationen gleich Null, so erhilt man folgende neun Gleichungen:

d (00 sO+ U 20 69
d—t(agli) — ( a-:; = gl(ﬁl_—?ll) a—(’;' - 91(2ﬁ1+ 7’2+“3 “1)
00
+ 0,2y + B+ 0‘2_0‘1)?;—; usw.
(26) d (80 30+0) 20 20 20

dt W) — "% " {“2—“8) 5;7“7‘1»32‘5—9;—' Vs ggr USW.
d (00 20
EZ(B 'y ) (“2+ 053) + B; aq) -+ Vs a(p usw.,,

wo die «, B, y lineare Funktionen der GrioBen ¢, v, ¢, deren Koeffi-
zienten von @ und r abhingen, bezeichnen:

1 9191' + h2“2, + A 1)3' usw.; ﬂl = kj.”z, + h29393,+ ks “1’ usw.;

217
( ) = kyus' + hyv, + hgos0, usw.

Aus diesen Formeln sind die Variabelen " und ¢ mit Hilfe von (15) za
eliminieren.

Die Gleichungen (26) bestimmen die Verinderlichen @, », ¢  als
PFunktionen der Zeit. Diese Gleichungen sind in bezug auf die GroBen ¢
und r von der zweiten, in bezug auf die Variabelen ¢’ von der ersten
Ordnung.

Zwei Integrale des Systems (26) lassen sich sofort angeben. Das
Integral der lebendigen Kraft gibt:

(28) 0O=U-+h,

wo h eine Konstante bezeichnet.
Um das andere Integral zu erhalten, benutzen wir die Flichen-
integrale (8). Den Formeln (12) und (13) gem#B ist:

0T _ 002 , 9O x, 89 ¥ —x | 30 30
(29) aa’_ 391 o ar" Ty + a‘ps' xs 6973' $s usw’,

so daB
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T oT 1 900
P N T T (9125 — #1Y5) — 7.3 3,. (%Zg 2Ys)

00
+ PP (25— 2195) — 5;3" (%129 — #,95)
wird. Setzt man hieraus in die Flichenintegrale (8) ein, so erhilt man:
00 1
(30) (ys22— Zs?/e) + (hes—2 ys) aq,  + (a2~ %) "a%js“' =54 uww,

oder, indem man diese Gleichungen quadriert und sodann addiert, nach
(16) und (17):

00 ¢06 00 00

(81) K ( )—I—]v2( )+k ( )+2h ' T97 Too ,+2h2_~a(p,_~a%;
: {0 90 A Bri(e

2h3"aqal 09, AT

Wenn man zwei der Gleichungen (26) durch die Integrale (28) und
(31) ersetzt und aus dem neuen System von Differentialgleichungen d¢
und, z. B, @5 eliminiert, so bekommt man sieben Differentialgleichungen,
die sieben der Variabelen ¢, 7, ¢’ durch die achte bestimmen. Nur fiinf
von diesen G(leichungen werden zweiter Ordnung sein. Wir kinnen also
sagen, dafp das Problem der Bewegung von vier Massenpunkten, die nur
inneren Kréiften unterworfen sind, auf die Integration von zwilf simultanen
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert ist.

Wenn die Kriftefunktion U, wie z. B. in (10), eine homogene Funk-
tion (k+1)* Grades von den Variabelen ¢ und # ist, so kann es oft vor-
teilhaft sein, eine der Gleichungen (26) durch folgende von Jacobi¥) ge-
'gebene Gleichung zu ersetzen:

(32) dt’ ["’4(’”1 01" + My 03® + My 05%) + mymyry® + mgmyrs + mymy ¥
= 2M[(3 + ) U + 2%].

Sind aus (26) die Variabelen g, 7, ¢’ als Funktionen der Zeit be-
stimmt, so findet man die Koordinaten z, y, 2 der Punkte M, M,;, M,
ohne Schwierigkeit.

Durch geeignete Wahl der Richtung der Koordinatenachse M,z kann

man es stets erreichen, daB zwei der Konstanten 4, B, C der Flichen-
integrale gleich Null werden. Es mégen

A=B=0

sein. C wollen wir von Null verschieden voraussetzen.*¥)

¥) Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, Vorl. IV.
*) Der Fall A = B = C = 0 wird weiter unten fiir sich behandelt.
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Multipliziert man (30) mit z;, y;, 2;, wo i 1, 2 oder 3 bedeutet, und
addiert, so wird

(33) a2 _1

sy~ 7 U7

Diese Formeln bestimmen die Koordinaten 2 der Punkte M,, M,, M,.
Wir fiihren nun Polarkoordinaten ein:
. x; = R,co8®;; y,= R;sind,.
Die GroBen R, und die Differenzen &; — &, findet man ohne Integra-
tion aus den Formeln:
(34) R’=o0"—27; 2R,Bycos (9, —8y)=0," + 05" —1°— 242 uswW

Man hat also nur noch irgend eine von den Variabelen &, zu be-
stimmen. Fiihrt man in die Gleichung (12) und (13)

2@y + %y + %%) =004 + 0505 — 117 + o
Polarkoordinaten ein, so wird
2[Ry Ry cos (8, — &5) + Ry Rysin (8, — 85)85" + 2,257]
= 0:0) + 0505 — 717y + @y

(i=1,2,3).

so daB

_ fes0 Fese —nin' 49 —222 — 2R, By cos(§, —Dy)
‘(85) Py = f 2R, R, sin (9, — 95) dt+ const.

wird.

Die Integration des Systems (26) fihrt 15 Konstanten ein. Uber
zwei Konstanten, 4 und B, haben wir durch die Wahl der Richtung der
#-Achse bestimmte Verfiigungen getroffen. Die Quadratur (35) gibt moch
eine Konstante. Es werden also, wie auch zu erwarten war, die Funk-
tionen, die die Koordinaten z, y, # der Punkte M,, M,, M, durch die
Zeit bestimmen, 18 willkiirliche Konstanten enthalten.

2. Wir wollen nun den speziellen Fall, wenn drei der Punkte M,,
M,, My, M, gleiche Massen haben, ins Auge fassen. Es sei

(36) My =mg=1mg=1; my=m; M=3+ m.

Es fallt nicht schwer nachzuweisen, daf dann die Bewegungsglel-
chungen (26) das System partikuliirer Integrale
BN a=a=a=0 n=n=n=r @¢'=¢'=9'=9q,
wo @, 7, 9 noch zu bestimmende Funktionen der Zeit bezeichnen, zy-
lassen.

Aus (20) und (21) findet man:

) _ ]
P Y R 14¢*—1* . 1 2% — 41
A= (8" 1Y) hi=hy=hy= F3—p; 1—k2=7@s=—,73—§*r~;,-
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Die Formeln (27) geben nach (15):

rige 4+ (22— rHre’ r’eg' —o¥rr’ ¢
7.2(392_,.2) ’ ﬂ =ﬂ2 ﬁs‘m““”"

a1=a2-=a3=

Vi=re=Vs= LST(;,Q::Q%% +
Bezeichnet man mit ©; das Resultat der Einsetzung aus (37) und (36)
in die Formel (18) fiir ©, so ist augenscheinlich:
50 _ 126, 90 _ 150,
de/ 3 9¢ ' do 8 Je
Von der Kriftefunktion U wollen wir auch voraussetzen, daf
2U _ 100, 39U _ 120,
J0, 8 Do ar, 8 or’
wo U, in bezug auf U dieselbe Bedeutung hat, wie ©, in bezug auf O.
Setzt man aus den gefundenen Formeln in die Bewegungsglei-
chungen (26) ein, so erhdlt man nur drei voneinander verschiedene Glei-
chungen:

d (90, _ 2(6, + U,). 20,y _ 90, +T) , 2 20,

38) d_(ag'l) e ) dt(@r) T oy ¥
( d 80)__3 00, .,
(8(;) r Wr’

die die drei Variabelen ¢, 7, ¢° als Funktionen der Zeit bestimmen.
Die letzte der Gleichungen (38) gibt nach Integration das Integral
(81) fiir den in Rede stehenden speziellen Fall:

VMAL+BL+0ﬂ

397
Nun ist aber die Funktion O,, die aus (18) leicht zu berechnen ist,
gleich:

20,= 2 Bt it S

so daB dem aufgefundenen Integrale gemiB:
q)' =-l/_4_2_—_}—__3;:_j-.._oj == const. = wo’_

Bezeichnen wir jetzt

3«» S %’
179 TRE e '—62) U1 "—O“—U‘u

so konnen die Diﬁ'erentmlglemhungen, die ¢ und » bestimmen, so ge-
schrieben werden:

&-1 &

N

| D

N

N—
l

20+ 1), 4 (06,) 20, + Ty,
o¢ ’odt \or’ T or
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Statt der Variabelen ¢ fithren wir eine neue § ein:
-V avie=n
20, =¢34 "3
und die Differentialgleichungen transformieren sich in solche:
R
wo U, durch » und § auszudriicken ist.

Diese Formeln fallen mit den Gleichungen der Bewegung eines mate-
riellen Punktes in einer Ebene zusammen, wenn die Massesdes Punktes
gleich Eins ist, seine rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten mit { und
7 bezeichnet sind und U, die Kréftefunktion bedeutet.

Ist die Kraft, die zwischen den Punkten M, und M; wirkt, dem
Kubus der Entfernung M, M, umgekehrt proportional, d. h. ist in (10)

k=—3,
so ist unser Problem leicht in Quadraturen auflésbar.

Die Jacobische Gleichung (32) gibt dann das Integral:
M(E+ 7% = 2Mht* + 2at + b,
wo a und & willkiirliche Konstanten sind, und das Integral der lebendigen
Kraft nimmt die Form -

’ 2 1 q),z
§2+”=‘38(m+;?)‘37°»‘+2’*

an. Eliminiert man aus diesen zwei Gleichungen eine der Variabelen, so
erhilt man eine Differentialgleichung erster Ordnung zur Bestimmung der -
anderen Variabelen. Diese Gleichung muB der Jacobischen Theorie des
letzten Multiplikators zufolge zu Quadraturen fiithren.

Sehr rasch kommt man ans Ziel durch Einfilhrung neuer Verinder-
lichen:

Dann wird

§=gq-cosyp; r=gq- s8iny.
Dann hat man:
My?=2Mht® + 2at + b;

’ ’ 3m? 1 @, *
2yt = =3¢ (Mcos’ap -+ msin®y + sin’qp) -3 sin®y + 2hy?
= F(’/’) + 2;‘%2)

woraus nach Elimination von y die Quadratur

dvy dat
/ 2_’_L_lr_T'___“____/2;_2.__5.&___5-f-consd;.
. G E T EF®) . Pttty

erhalten wird.
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Sind die GroBen ¢ und 7 als Funktionen der Zeit bekannt, so macht die
Bestimmung der Bewegung der Pyramide M, M, M; M, in bezug auf das
Koordinatensystem M,zyz keine Schwierigkeit.

‘Wir wahlen wieder die zy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A4=B=0.
Aus den Formeln (33), (34) und (35) bekommen wir dann:

zl—z—z—-l/é’ "—’7'2 B, =R, = Rs-i/f ﬂs““‘)s=”§"‘§

Py — Ty = f goof———}—const

Die Ebene des Dreiecks M, M, M, bleibt also der invariabelen Ebene
stets parallel, und die Pyramide M, M, M;M, dreht sich um ihre H&he
mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der augenblicklichen
Entfernung der Punkte M, M, oder M; von der Rotationsachse um-
gekehrt proportional ist.

IL

1. Wir gehen jetzt zu dem Falle tiber, daf alle drei Konstanten der
Flichenintegrale gleich Null sind:
(39) A=B=(0=0.

Hierbei wollen wir an der Voraussetzung, daf das Pyramidenvolumen
A von Null verschieden ist, festhalten. Die Integrale (30) konnen unter
diesen Bedingungen durch folgende ersetzt werden:

(40) =0 (@ = 1’ 2} 3)7

6%
die natiirlich auch direkt aus den Bewegungsgleichungen (26) sich her-
leiten. lassen.

Wenn wir voraussetzen, dafl aus (40) die @, bestimmt und in die
Funktion © eingesetzt sind, d. h. wenn

0 = T (05 75 045 7)),
o, __ 90 . 2T, _ 20
39{ 69{ ! 905 - 5?; usw.

Setzen wir hieraus und aus (40) in die Bewegungsgleichungen (26)
ein, 8o erhalten wir:

@ (BT T +U) d 2T\ &I, +U) .
(41) Ei(%f>““—““lae,-—’ “t(ar;)“ a;t‘) (i=1,28).

Hat man aus diesen Differentialgleichungen die Variabelen ¢ und r als
Funktionen der Zeit gefunden, so ist damit die Deformation der Pyramide

Mathematische Annalen. LXIIL 26

80 ist nach (40):
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M, M, M, M, bestimmt. Es bleibt also noch iibrig, die Bewegung der
Pyramide in bezug auf das Koordinatensystem M,zyz aufzufinden. Zu
diesem Zwecke hat man die Koordinaten 2, y, 2 der Punkte M,, M,, M,
aus den Formeln (9) und (12) oder aus folgenden, ihnen gleichbedeu-
tenden:

2+ Yyl + 2t =0t uswy 2(@y 0+ Yy + %24) = 05" + 05" — 7, usw.;
2@y + YoUs + 2325) = 0,00 + 0505 — 77y + @, usw.

zu berechnen, wo die ¢’ aus (40) zu bestimmen sind.

Wir wollen nachweisen, daB diese Aufgabe auf die Integration einer
Riccatischen Gleichung zuriickgefiibrt werden kann.

Zu diesem Zwecke fihren wir statt der neun GroBen z, y, # 15
neue Variabelen a,, b,, ¢;, 4;,, u; (1 =1,2,3) ein, von denen wir verlangen-

wollen, daB sie folgenden sechs Bedingungen

(42)

(43) al+b+ct=1 usw; agay + bybg + c3c; =0 usw. »_
enligen. Die Beziehungen zwischen den Verinderlichen z, y, # und

genug g Y,

a, b, ¢, 4, u wihlen wir go:

(44) Zy = 01 (41ay + p105) USW; Ty = 05(Ay a5 + My0y) uUSW

g = 03150y + wy0l;) uswW.

Setzt man diese Werte fiir die z, y, # in die ersten sechs Gleichungen
(42) ein und beachtet die Bedingungen (43), so erhdlt man:

o't e’ —n’

(45) A2 4t = 1 uswy Agpe = 20, 05

usw.

Diese leicht zu losenden Gleichungen bestimmen die Gréfien 4 und u.
Indem man (44) nach der Zeit differentiiert, bekommt man z. B.:
Ty = Qg (Asy + psy) + @5 (A0, + 15’ as) + 03 (A50y + psay),
so daBl die letzten drei Gleichungen (42) nach (43) ergeben:

(46) 203230005 + 2050511525" + 20,05 (— Agtig + Ay g0, + !‘2@‘3“’3)
=005 + 0305 — 117y + @, usw,
wo nach (43)
(47) agag + bybs + e’ = — (a4, + gy’ + ¢56)) = w, usw.
gesetzt ist.
Die Determinante
—Aalty  Agdy gy i
Mgty — Agtty Ash i
My wpy — Ay, |
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ist nach (45) und (21), wie man sich leicht tiberzeugen kann,

AS
e"ee,t
also unserer Voraussetzung gemiB von Null verschieden. Darum lassen
sich die o aus (46) bestimmen.

Nachdem man die Differentialgleichungen (41) integriert und die
Gleichungen (45) gelost hat, werden also die @ bekannte Funktionen der
Zeit sein. Nun ist es aber wohl bekannt*), daf die Aufgabe der Be-
stimmung der GroBen a, b, ¢ aus den Bedingungen (43) und (47) auf
die Integration einer Riccatischen Gleichung zurtickgefithrt werden kann.

Wir sehen also, daB das Problem der Bewegung von vier Massen-
punkten unter der Wirkung von inneren Kriften fiir den Fall, daB die
Konstanten der Flichenintegrale gleick Null sind, in zwei selbstindige,
nacheinander zu losende Probleme zerfillt.

Zuerst wird die Deformation der Pyramide, deren Scheitel in den ge-
gebenen Massenpunkten liegen, gesucht. Dieses Problem 15st man durch
Integration von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die die
Kantenliingen der Pyramide als Funktionen der Zeit bestimmen. Danach
stellb man sich die Aufgabe, die Bewegung der veréinderlichen Pyramide
im Raume aufzufinden. Die Losung dieser Aufgabe héngt von der In-
tegration einer Riccatischen Gleichung ab.

Aus den Gleichungen (41) 148t sich noch mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft die Zeit eliminieren. Das neue System von fiinf Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt fiinf der Kantenlingen der
Pyramide M, M, My M, durch die sechste.

2. Die sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung (41) wollen
wir nun durch zwolf Gleichungen erster Ordnung in der kanonischen
Form ersetzen.

Wir bezeichnen nach (40)

01 00 0T, 00 .
(48) ‘ ‘a“‘;f=a*9?=7‘i; 9‘;3’”5;;7=P¢ (=12 3);

dann geniigen die GroBen =, p, o, r, wie bekannt, den Gleichungen:

dm;  O0H_ de; 0H,
i = e dt —om)
(49) dp. _ _0H dr; _0H,
dt — ~ or; ' dt  dp;’
(i=1, 21 3)’

*) Vergl. z. B. Darboux, Théorie des surfaces, t. I. ch. IL
26"
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wWo

i=3
H=Z; (w0, +pr) =L, —U=T-U

ist, so daB T die lebendige Kraft des gegebenen Punktsystems bedeutet,
die mit Hilfe von (40) und (48) als homogene Funkfion zweiten Grades
von den GréBen = und p dargestellt ist.

Diese Funktion T wollen wir jetzt berechnen.

Aus den Formeln (29) findet man nach (4), (40) und (48):

i=3
, 1 ’ . 2. P, .
a7 = M (xl ~—ﬂ—12 m,,x,.) - é— %, + i (%, — ) + ;f (%, — x,) usw.
i=1
und hieraus nach (1)-

i=3

"2 Ty
Z, + 2
2 92 2T g T

I 1 1 1 1
x1=(~*+——)91 R o R R - Ry

1 10
+ = e r“ (x, — xz) usw.

oTr oT oT
d iz By 77 in die

i=8
2T = ; (g% z + g%yil+ gg?z’i)

ein, so erhilt man nach kurzer Rechnung mit Hilfe von (9):

Setzt man nun diese Werte fir «’, %/, & un
evidente Formel:

2T=(&1f+£:) azf—i—(;,t—; + m%) ﬂ22+<7718-+”%) ”32—"(5:_,“'"%)1012
e
o, [(92 +o? =) Tt (00 08 — ) ot (0 + 0’ — 7yt B2
(50) +;,Tl(7'2 +rf— 2)10”0”-1- - (r? 41y —rz)p”p‘+ St — T B2
+;%[912+r22—932)1}j +(91 + 75t —9?2)%];;
b [ e B e B

1 2 2_ Py (o0 2 __ Py
+%;[(93 +1 92},11 + (05" + 1" — 0,%) ,.::! g:

3. Um die in den letzten zwei Paragraphen aufgestellten Formeln auf
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einen speziellen Fall anzuwenden, wollen wir voraussetzen, daB die Massen
der Punkte M,, M,, M,, M, einander gleich sind:

(51) my=my=mg=m,=1; M=4,

und daB die Kriftefunktion U in der Form (10) gegeben ist. Die Funk-
tion H (50) &ndert sich dann nicht, wenn man die Variabelen ¢ und =
duarch die Variabelen r und p mit den entsprechenden Indizes ersetat,
und umgekehrt. Daraus ziehen wir den SchluB, daB die Bewegungsglei-
chungen (49) das System partikulirer Integrale

(52) =15 m=p (=12,3)

zulassen.

Es ist also eine solche Bewegung des gegebenen Punktsystems M,
M,, M,, M, mdglich, bei welcher je zwei gegeniiberliegende Kanten der
Pyramide M, M, M, M, gleiche Lénge haben.

Die Variabelen » und p geniigen im Falle (1) und (52) den Glei-
chungen:

dn 0H,  dp; _ _ 9H, .
910, dz;‘ = 8r: (1=1,2,3),
wo (50)
— 2 —
H=~—H =p, 24 p,? -I-p . 2+:sr -t py+ 2T a+”1 "s % pep,
(53) rt 4t )

P e )
ist. Diese Gleichungen haben nun die partikuliren Integrale
(54) =1y} Ps= Dy,
und die Variabelen r,, 7y, p,, pg sind aus den Formeln:

d a
d—?=2p1+2%p25 7};‘"— 21’2 (p1“‘_‘102)+”17
(55) ar,

2 '
o ‘“M + <4 - %E) D5 %% = _Pz (pi -Pz) + &yt
zu bestimmen.

Die erhaltenen Gleichungen konnen in dem Falle, daf die wirkenden
Krifte dem Kubus der Entfernung umgekehrt proportional sind, leicht in-
tegriert werden. Doch wollen wir erst nachweisen, wie unter der Vor-
aussetzung, daf die Gleichungen (55) geldst sind, die Bewegung der
Pyramide M, M, M; M, in bezug auf das Koordma.tensystem M,xyz be-
stimmt werden kann. Das in § 1 auseinandergesetzte Verfahren gestaltet
sich im Falle (1), (52), (54) besonders einfach.

Wir beginnen mit der Bestimmung der GroBen ¢’ aus den Inte-
gralen (40) oder, was nach (15) dasselbe ist, aus den Formeln:

ou,’  ov’ )
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Dem Ausdrucke (18) fiir © gem#8 bekommt man hieraus nach (19):
mg[kywy” + Byvy + hy@305" — (ke Qy + hsQ + 7y Q)]
= my[kyv, + hyQa@s" + hotts” — (ks Qs + 7y Qp + Do Qy)] usw.,

oder, wenn man wieder die Bezeichnungen (27) einfiihrt:

My [72 - 711’] (my ety 4 my B+ ms?’z)] = My [ﬂs - i (myeg + my By + my 7’3)]
usw.

Nun ist aber in unserem Falle (51), (52) und (54) nach (16), (17)
und (15)
by =Ty =ky = —hy — 2hy; by = hy;
2u =2ryry — i + @5 2w =i+ gy 2u =rr + gy
20 =2nyry — i — @5 20 =rr' — @)y 2u) =nr — gyl
Bestimmt man mit Hilfe dieser Formeln aus (27) die GroBen «, 8,

und setzt dann in die gefundenen Integrale ein, so iiberzeugt man sich
leicht, daB nach (51)
. . ¢ =@ =@’ =0
sein miissen.
Ferner findet man aus (45)
66) h—m—im h=m=D hew= ] 1-4
und dann aus (46)
0, = 0y =03 =0,
so daB die neun GroBen a, b, ¢ alle Konstante sind, von denen nach (43)
drei willkiirlich angenommen werden kdnnen.
Der Punkt M, bewegt sich zufolge (44) lings einer Geraden und die
Punkte M, und M, beschreiben ebene Kurven, die in den Ebenen

Zyag + Yoby + 250, = 05 2ga5 + Y3 by + 256, =0
liegen.
) Bezeichnet man
TaOy + Yobs + 205 = &3 20y + Y3y + 230, = 1y,
g0 ist nach (44) und (56)

g = V— =@(t); My=-= l’ 27 —r =9 (@).

Nach Elimination von ¢ aus dlesen Formeln erhilt man die Gleichung
der Kurve des Punktes 1Z,.
Auf #hnliche Weise kann auch die Kurve des Punktes M, bestimmt

werden.
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Ist die Kraft, die an den Punkten M; und M angreift, dem Kubus
der Entfernung J/;M; umgekehrt proportional, d. h. ist in (55)
k=—3,
so lassen die Gleichungen (55) auBer dem Integrale der lebendigen Kraft
e (=) pr 2 ppy L G+ -5
noch die beiden folgenden:
7+ 21 = 4(ht* 4 2at + b); ryp, + 209p, = hi+ a
zu. Hier bezeichnen a und b willkiirliche Konstanten.
Das vierte und letzte Integral muB der Jacobischen Theorie des

letzten Multiplikators zufolge durch Quadraturen sich bestimmen lassen.
Aus den Formeln (55) leiten wir die Gleichung

ar, dry _nt—ent 7,
g g = o p1“gpz

her und fiilhren in den Integralen und in dieser Gleichung die Substitution

= Rcos ; p1=wcos<p——%sinqy;

1 . 1 .
7 =7§Rsm¢p; Py =ﬁ (msm(p + %cosq))

aus. Wir erhalten dann:
p* 1t £ 1 4\ b, _ .
2 (m?. +E£) " sin®g R® + 2 R? (Ebs_’g:) + sin’q;) R R2”4(ht2+2at+b))
d
Bo=ht+ a; R? 729{) =29 (1 — ctg?g).

Indem man hieraus die Variabelen ¢, @ und R eliminiert, kommt
man in der Tat zur Quadratur

at ‘)
J Vi .J TerEf2ai+H - cons

F(p) = (1 — ctg’g) [2 (bh —a%) ~ (”‘1_ + “‘4“)]

coslyp ' sin?g

wo

gesetzt ist.
IIL.

1. Die meisten der in Kap.I und II benutzten Formeln sind unter
der Voraussetzung, daB das Pyramidenvolumen A von Null verschieden
ist, hergeleitet worden. Darum muB der Fall, daB die Punkte M, I,
My, M, in jedem Momente der Bewegung in einer Ebene liegen, ge-
trennt behandelt werden. :
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Wir fiihren wieder ein Koordinatensystem M,zyz ein, das zum Ur-
sprung den Punkt M, hat und dessen Achsen im Raume feste Rich-
tongen haben.

Indem wir einer Idee von Sylvester*), welche Radau**) mit
vielem Erfolg fir das Dreikdrperproblem verwertet hat, folgen, betrachten
wir neben dem Systeme. M,zyz ein zweites Koordinatensystem M, E%n¢,
das denselben Ursprung hat und dessen £v-Ebene mit der Ebene der
Punkte M,, M,, M,, M, zusammenfillt. Die Schnittlinie der £%- und
zy-Ebenen wihlen wir zur n-Achse und bezeichnen mit ¢ und ¢ die
Winkel zwischen den Ebenen 2y und £% und den Ebenen 2z und gE.

Dann hat die Winkelgeschwindigkeit des Systems M §n¢ in bezug
auf das System M,zys, wie bekannt, die Projektionen

—¢'sing, ¢, ¥ cosg.

Wir bezeichnen ferner mit £, 5, die Koordinaten des Punktes M in
der En-Ebene und mit u,;, v, w, die Projektionen auf die § 7, {-Achsen
der Geschwindigkeit dieses Punktes in bezug auf das System M,zyz.
Es ist dann: |
BT w=& —nycosp; v=n +Eycosg; w,=—ny'sing—§o.

Die lebendige Kraft des Punktsystems laft sich nach (4) leicht
durch die GréBen u, v, w ausdriicken:

27 =m, (1 - %‘—) (u® + v, + w®) + m, (1 —-—%}1) (ug® + 2,% + 20,%)
+ mg (1 —32) (ug? + 02 + w,?)
- (-5 :

—2 m};;ns (ug g + 035 + 203005) — —‘“ (’“3“1 + vy + wsw1)

-2 ml];;'ng’ (wgty + 0,03 + wy05).

Setzt man hier aus (57) ein, so wird

T=0(@,n, & n, ¥, 9, ¢).
Die Kriftefunktion U hingt nur von den Variabelen £ und 4, ab,
so daB die Bewegungsgleichungen so geschrieben werden kénnen:

dt(aag) a(eaij”), (9'9) a(o+m (i=1,23);
i ) = 0 %@3)%%

¥) Sylvester, On the Motion of 2 Rigid Body acted on by no external Forces.
Philosoph. Transact. of the Royal Society of London, vol. 156, 1866, p. 778.

*) Radau, Sur une propriété des systémes qui ont un plan invariable. Liou-
ville Journ. de Mathém. 5. 2. §. XIV, 1869.
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Wendet man die Flichensitze auf die xy- und ¢¢-Ebenen an und
bemerkt, daf

cos (2, ) = — sing;  cos (4, n) = cosP; cos (2, ) =
ist, so bekommt man zwei Flichenintegrale der Form
00 00 .
v = C; dg =~ Asinyp + Beosy,

wo 4, B, C dieselbe Bedeutung haben, wie in (8).
Die letzte der Bewegungsgleichungen gibt das dritte Integral

; 00 .
(59) dp = (Acosy + Bsiny)y'.
Nun ist aber nach (57)

=8 i=3 i=8
20 _ o 9T _ or . 20 aT
91!"—2 (g"av,- ﬂia“i)cosw Zgggimsmq’; g_/=—-2 %:«E‘;

t= t= i=1

=38 i=3

20 oT  oTy\ ., . oT
79 = (Eia—,,i~n¢5;i)¢Sln¢—2mwcow

i= i=

und nach (58) und (H7)
T i=3 j=3
m; .
dw, Wi g 2 MWy = (“ mm; + % 2 mj’?}) ¥'sing
j=1

j=1
j=3
+ (- mg+ 3 D mjgf) 9’
i=1

folglich erhélt man aus den Integralen:
i=8

oT orT ’ s .
D (855, — M5 cos9 — R sin’p — Qg'sing = C;
i=1
(69) Q' sin ¢ + Py’ = A sin ¢ — B cos ¢;
i=3
oT oIy ., . rg
2(&.% — 1, a—ul)zp sinp + Ry'?sin g cos ¢ + Qv cos @
v =1 = (A cosy + Bsinp)v,
" i=3 : i=3 j=8 i=§
P Sme) - Smets 0= Sun St~ St
(61) i i=1 i=1 Jj=1 i=1
1 i=3
g (Smn) Swar
i=1

éesetzt ist.
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Jetzt unterscheiden wir drei Fille.
Den aufgestellten drei Gleichungen geniigt man, erstens wenn man

voraussetzt, dab
s

, ’ oT oT
v=0; ¢ =0; 4=DB=0; Z(&i-%—mm)=const.
i=1
ist. Die Ebene der Punkte M,, M,, M;, M, hat eine im Raume feste
Richtung und in dieser Ebene gilt der Satz von der Erhaltung der
Flachenriume.
Zweitens moge

-,

v =0
und ¢’ von Null verschieden sein. Man hat dann
i=8
oT 0T r s ’
{62) 2(5.-%;—1%5;5)00590— Qy'sing =C; Pg'=—B.
i=1
Die Ebene der Punkte M,, M,, M,, M, rotiert um die y-Achse mit
einer Winkelgeschwindigkeit, die der GroBe P (61) umgekehrt pro-
portional ist.
Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen mit Hilfe des zweiten
Integrals (62) die Derivierte ¢, so sind die neuen Bewegungsgleichungen
d (30, 20,+T). @20, 80,+0) .
@) ) =" awla) =" (=128),
wo nach Routh¥)
2
0,=0—By=0+2

ist. Da nach (59)
20, _ 00 _

T
ist, so #ndern diese Gleichungen ihre Form nicht, wenn man aus ihnen
nmit Hilfe des ersten Integrals (62) den Winkel ¢ eliminiert. AuBerdem
kann noch aus den erwihnten Gleichungen mit Hilfe des Integrals der
lebendigen Kraft
6, =U+h— By’

die Zeit eliminiert werden. Das Problem reduziert sich also in diesem
Falle auf die Integration von fiinf Differentialgleichungen zweiter Ordnung,

Sind, drittens, die ¢’ und 3" beide von Null verschieden, so wihlen
wir die xy-Ebene parallel der invariabelen Ebene:

A=B=0.

*) Routh, A treatise on the stability of a given state of motion, ch. IV, art. 2Q
London 1877. .
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Aus den Formeln (60) finden wir:
Qv sin @ + Ptp’= 0; Ry'sin g 4+ Q¢'=— Csin p;

Z (5; B0, g—;:) = ( cos ¢,

=1

(¢—PRY = CP; (PR—@g'=C¢sing

g0 daB

wird.
Auch in diesem Falle lassen sich die GrdBen v/, @', ¢ aus den Be-
wegungsgleichungen eliminieren. Bezeichnet man

, c:p
eg = @ - C'd«' = 6 Qs _P.R —Funkt (gu )215 gi’ ’7.))

so sind die neuen Bewegungsgleichungen

d (00, 20, +U). 90,\  50,4U) .
ﬁ(ﬁl) 0&; s dt(anj> an; (7"‘:1’2}3)'

Indem man aus diesen Formeln mit Hilfe des Integrals der lebendigen
Kraft 62=U+k——0’¢"
die Zeit eliminiert, bekommt man auch hier fiinf Differentialgleichungen
gweiter Ordnung.

2. Um eine Anwendung der Formeln des vorhergehenden Paragraphen
au erhalten, wollen wir etwas ausfiihrlicher auf den zweiten Fall eingehen.

Die Formeln (57) geben in diesem Falle :

w,=& v,=n/; w,=—§9,
so daB nach (58) und (62)
20, = 20 — 2B’ = m, (1— T2} (&, 2+m,"2) + my (1— 22) (£/2 4 n,’?
Y ¥ 1 )5 T 2 o (& +m'?)

+ g ( —32) &y — 2 TE (B )

s My 12 N B
— 2@—]&(23 ) — 2m 7 && +n'n) + P
wird, wo nach (61)

= '317 (my &y +my &y +myEg)® — (m, & +mg &+ my &%)

ist.
Die Kriftefunktion nehmen wir in der Form (10) an.
Nun machen wir die Voraussetzung, daB die Massen zweier der
Punkte M,, M,, M, M, einander gleich sind:
Mg = My .
Man iiberzeugt sich leicht, daB unter dieser Bedingung die Bewegungs-
gleichungen (63) das System partikulirer Integrale

§1+§3—'Oa Mg = M3 52—0
zulassen.
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Die Integrale (62) geben nach (61)
C=0; 2mtie =

Wir sehen also, daB fiir das gegebene Punktsystem eine solche Be-
wegung moglich ist, bei welcher die Entfernung zwischen den Punkten
M, und M; mit gleichen Massen von der Geraden, die die beiden anderen
Massenpunkte M, und M, verbindet, senkrecht geschnitten und halbiert
wird. Die Ebene, in der die Massenpunkte liegen, rotiert um die Gerade
M, M, mit einer Winkelgeschwindigkeit, die dem Quadrate der Entfernung
M, M, umgekehrt proportional ist. Die Rotationsachse hat eine im Raume
feste Richtung (senkrecht zur invariabelen Ebene).

Sind die Massen der Punkte M, und M, auch einander gleich:

my =m, =1,
so lassen die Bewegungsgleichungen (63) das partikulire Integral
7y = 20y
zu, so daB die Punkte M; und M, in jedem Momente der Bewegung
symmetrisch zur Geraden M, M, liegen.

Wenn die Kraft, die an die Punkte M; und M; angreift, dem Kubus
der Entfernung M;M; umgekehrt proportional ist, so kann unser Problem
durch Quadraturen geldst werden.

Das Integral der lebendigen Kraft und die Jacobische Formel (32)
geben dann:

Mt = (i )
mEE + o =Nt2 4+ 2at + b,
wo a, b, b willkiirliche Konstanten sind. Substituieren wir nun
Vm & = Rcos @; 7 = Rsin o,

€

s0 wird
R?=ht®+ 2at + b;

2 g _ B? £ 4w, !
.R R’B + .R4 % hRS 40032 - _2 ((3,()32139---'--7:1,l sin? + 45intw + 40052 )
= hR?— F(0).

Nach Elimination von R erhilt man die Quadratur

de _ dt "
fvg;;;—af:p@ *fhm- at 5 T 0oms

. Kiew, November 1905.




