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Uber meine Modifikationen des Ostwaldschen Prinzips und tber
den zweiten Hauptsatz der mechanischen Wiarmetheorie.

Von

Morrtz RETHY in Budapest.

1. Das Ostwaldsche Prinzip wird in der Mechanik von zwei Stand-
punkten aus betrachtet. Bei dem einen handelt es sich darum, welche
Konsequenzen aus ihm flieBen, wenn man es dem Wortlaute nach auf-
faBt. Bei dem anderen geht man davon aus, daf das Prinzip bei wort-
getreuer Auffassung schon in sehr einfachen Fillen — z B. beim hori-
zontalen Wurf eines schweren freien materiellen Punktes im leeren
Raum — den Tatsachen widerspricht, und stellt Modifikationen fest, durch
welche der Widerspruch wegfillt.

Herr Fejér vertritt in einer in diesen Annalen, Bd. 61, p. 422—436,
erschienenen schonen Arbeit den ersten, ich in einem Bd. 59, p. 554572
erschienenen Aufsatz den zweiten Standpunkt.

Im ersten Teil seiner Arbeit beschreibt Herr Fejér die Bewegung eines
materiellen Punktes in der Ebene, wenn fiir sie das Ostwaldsche Prinzip,
laut welchem ,von allen méglichen Energieumwandlungen diejenige er-
folgt, welche in gegebener Zeit den groBtmoglichen Umsatz ergibt®, fiir
eine fest gegebene Zeit bestehen soll. Er zeigt, daB eine solche Be-
wegung bei beliebig gegebenen Anfangsgeschwindigkeiten und fester Zeit
nicht moglich ist, und daB die Bewegung, die bei passend gegebenen
Daten in Ubereinstimmung mit dem Prinzip erfolgt, eine brachistochronale,
also nur ausnahmsweise die natiirliche ist (pag. 430).

Im zweiten Teil beantwortet Herr Fejér die speziellere Frage nach den
Bedingungen, die erforderlich sind und auch geniigen, wenn die Ost-
waldsche Maximumseigenschaft der Potentialdifferenz in der Bahn eines in
der Ebene bewegten materiellen Punktes 2u jeder Zeit erfiillt sein soll:
Die durch die Anfangslage gehende Kraftlinie muf eine Gerade wnd die
Anfangsgeschwindigkeit gleich Null sein oder in die Gerade fallen. Die
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Bewegung erfolgt eben dieser Kraftlinie entlang und befriedigt die Glei-
chungen der Mechanik (p. 433).

Im ersten Teil meiner oben zitierten Arbeit zeige ich, daf das in Rede
stehende Prinzip dadurch, daB man an Stelle der Energieen ihre mittleren
Werte in fest gegebener Zeit setzt, in ein dem Hamiltonschen #qui-
valentes Prinzip iibergeht.

Im zweiten Teil hingegen wird eine Modifikation des Ostwaldschen
Prinzips gegeben, bei welcher die Energieen selbst, nicht ihre mittleren
Werte, eine Rolle spielen, bei welcher aber an Stelle der Maximums-
eigenschaft nur das Verschwinden der Variation der Potentialdifferenz in
einem engeren Variationsgebiet, wie es das Ostwaldsche ist, gefordert
wird. Diese Modifikation fiihrt zu einer Verallgemeinerung der Mechanik.

Von diesem zweiten Teile meiner Arbeit, und hauptsichlich auch
vom zweiten Teil der von Fejér, soll hier die Rede sein; ich stecke mir
namlich die folgenden Ziele:

1. Der Ubergang zur eben genannten Modifikation des Variations-
gebietes ist in meiner Arbeit (p. 562, letztes AL), wie mich mehrere Fach-
genossen, in erster Linie Herr Fejér, aufmerksam zu machen die Giite
hatten, eben nur analytisch angedeutet. Die ihm zugrunde liegende Vor-
aussetzung soll in § 1 an der Hand einer nach meiner Methode gefiihrten
Ableitung der Fejérschen speziellen Sitze klargestellt, und der Ubergang
genau beschrieben werden.

Im AnschluB daran stelle ich ein diesem modifizierten Ostwaldschen
dquivalentes Prinzip auf, das eine Verallgemeinerung des Hamilton-
schen ist.

2. Ich will in § 2 zeigen, daB der so verallgemeinerten Mechanik
neue Analogien zum zweiten Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie

entspringen. ¥)

§.1.

II. Das Ostwaldsche Maximum-Problem fiir einen freien
Punkt, wenn die Maximumseigenschaft in jedem Punkte der
Bahn erfiillt sein soll

Die Koordinaten eines freien materiellen Punktes von der Masse 1
selen mit z, y, 2, kiirzer mit ¢; (=1, 2, 3) bezeichnet, die lebendige
Kraft sei 7, die potentielle Energie — U, und die Gesamtenergie F, dem-
nach

*) Dieser Aufsatz unterscheidet sich in § 2 wenig von meiner in Mathematikai
Ertesits 1906 erschienenen Abhandlung; § 1 hingegen ist anders geordnet, ausfiihr-
licher und infolge der Darstellung meiner Bewegungsgleichungen mittels einer Ver-
allgemeinerung des Hamiltonschen Prinzips wesentlich vereinfachs.

f
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) T= 22% =5 @+ g+,

1) E=T-—T.

Ich stelle mir die Aufgabe, die p. 431 und p. 435 gestellten Fragen
der Fejérschen Arbeit nach den in meinem Aufsatze angewandten Methoden
fiir einen in der Ebene oder im Raume frei beweglichen Punkt zu be-
handeln. Das Ostwaldsche Prinzip lautet bei diesen Fragen wie folgt:

Von allen méglichen Energienmwandlungen wird diejenige eintreten,
die in gegebener Zeit vom Beginn der Bewegung an fortwihrend den
groftmoglichen Umsatz ergibt.

Das Ostwaldsche Problem ist daher wie folgt zu formulieren:

Der materielle Punkt M, dessen Lage M, und Geschwindigkeit v,
gur Zeit ¢t = 0 gegeben ist, bewege sich unter Einhaltung der Gleichung
der lebendigen Kraft

@) T—T,=U-T,

und beschreibe die Bahn P; man vergleiche seine Bewegung mit der
eines anderen zu derselben Zeit von derselben Anfangslage und mit der-
selben Anfangsgeschwindigkeit (wenn v, = O sein sollte, in derselben Rich-
tung) ausgehenden Punktes M, der ebenfalls an die Binhaltung der Glei-
chung (2) gebunden “4st. Die Werte des Potentials U seien zur beliebig
gewihlten Zeit #, im Falle der Bewegung von M

Uzy. 91, 1),
im Falle der Bewegung von M
U(fl’ gl’ gl)'
Wie mufl die Bewegung des Punkfes M beschaffen sein, wenn die
Ungleichung
U@y, vy, 2) > U#y, ¥y 71)

bei willkiirlich gewédhlter Zeit {, stattfinden soll?

Ich denke mir die Bahn P des Punktes I/ bestimmt, und vergleiche
sie, von ¢{=0 angefangen, immer zu einer und derselben Zeit ¢ mit einer
und derselben (im iibrigen beliebig herausgegriffenen) zuléissigen Bahn P
des Punktes M; dann muB, da # bei einer und derselben Bahn P von
-willktirlicher Grofe sein soll, die Ungleichung

Uz, 9, 2) > U, ¥, 7)
von ¢ =0 an immerfort stattfinden, wenn 2, y, z die Koordinaten von M
und Z, ¥, # die von M zur Zeit ¢ sind.
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Die Forderungen des Problems ziehen also notwendigerweise die Giil-
tigkeit der Variationsgleichungen
(8) 3t=0, (T—U)=0, dU=0
nach sich, die wihrend der Bewegung zu jeder Zeit ¢ einzuhalten sind.
Ich schreibe an Stelle der Gleichungen (3) das mit ihnen #quivalente
Gleichungssystem

3" 0t=0, 6T=0, oU=0.
a) Im Fall des ebenen Problems gentige ich der Gleichung
oU oU
aUsﬁax—{—W&yEX(m-{— Yoy=0
mittels des Ansatzes
@) bo=108s, dy——1%ds, R=X14 7T

Daraus ergibt sich

dootyoy="E5 %05 s0styay=tIZYE g

und daher

d r ’ 7’ 24
0T =4, (2" 0z + ' 0y) — 2" 6z —y" dy)

<3,) d (m Y—yX 68) _ ' Y—y'X

=% 7 B ds.

Da 07 =0 sein muB fiir alle Bahnen, die von der gegebenen An-
fangslage auf verlangte Weise ausgehen und der gesuchten wirklichen
Bahn unendlich nahe gelegen sind, also auch fiir eine Bahn, bei der ds
in einem beliebigen Intervall konstant ist, so muf vor allem

d2Y—-yX 2'Y—y'X

dt B R 0,
daher fiir beliebige Bahnen
‘Y —y Xdos 0
B dt
erfillt sein. Mithin muB zu jeder Zeit £ >0 die Doppelgleichung
Y-y X d'Y—y'X
®) A==t t =0
stattfinden.

Wenn also das Problem iiberhaupt eine Losung hat, so kann die
Bahn nur eine geradlinige sein und die Richtung der Kraft muB kon-
tinuierlich mit der dieser geraden Bahn zusammenfallen. Da den Vor-
aussetzungen gem#dB den Kriften ein Potential zukommt, und die Bewe-
gung dem Prinzip (2) der lebendigen Kraft unterworfen ist, so befriedigt
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diese der geraden Kraftlinie entlang erfolgende Bewegung die Gesetze der
Mechanik.

Daf aber diese Bewegung, falls die Anfangsgeschwindigkeit — 0 ist
oder im allgemeineren Fall der Richtung nach mit der geraden Kraft-
linie zusammenfillt, dem gestellten Maximumproblem auch entspricht,
das folgt daraus, daB sie bei dauernd wachsendem Potential eine Bra-
chistochrone ist.

Ist die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit von der der Kraftlinie
verschieden, so hat das Problem keine Lé&sung.

Die fiir diese Spezialfille gefundenen Sitze von Fejér sind hiermit
auch auf diesem Wege abgeleitet.

b) Im Falle eines im Raume frei beweglichen materiellen Punktes
geschieht der Gleichung 0 U = 0 durch einen jeden der beiden Ansitze

dw =285, dy=0, 6z=~%1~63, Ri=X'+ 22,
(4//) 1
0z =0, 61/:7?53, 6z=——-j§—d‘s, Rl=Y?+ 72

Gentige; im Sinne des Gleichungssystems (3") hat daher (bei d¢=0) 87T
zu verschwinden, sobald man an Stelle von dz, dy, 02 das eine oder das
andere System substituiert. Daher gelten die in a) bewiesenen Gesetze
auch fir einen im Raume frei beweglichen Punkt.

III. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines
im Raume frei beweglichen Punktes.

Da das Ostwaldsche Maximumproblem zu Resultaten fiihrt, die mit
der Erfahrung nur in ganz speziellen Fillen iibereinstimmen, so kann man
aus ithm ein den Erfahrungen nicht widersprechendes Problem nur mittels
Einschrinkung des Variationsgebietes gewinnen. Ich will den Versuch
machen, das Problem derart umzuformen, daf ich die Forderung, daB die
Variationsgleichungen

8t=0, 6T=0, dU=0

von ¢ =0 an fortwihrend gelten sollen, nur in gewissem sogleich niher
zu beschreibendem Sinne aufrecht erhalte,
Substituiert man (bei Z=0) die Losung von dU =0 nach 85,
nimlich
02 =— —)Z{ dx ~ g— 0y
in 7 =0, so hat man wegen

(6) 20s4ydyt+sde="C Z

Low+ Y222 5y =P 32+ g0y,

(6") «"0x+y"dy+ 2" 0z = w"Z

=Lib.5 RN Z“Z‘z Y sy=P,00+Q,0y

Mathematische Annalen. LXIII 27
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die Variationsgleichung
d Y
M 7; (Pioz + @ 0y) — Pydz — @0y = 0.

Fordert man, wie beim Maximumproblem, daB diese Gleichung so-
wohl bei &y — O als auch bei 6z = O erfiillt sei, so ist sie bei beliebigen
dz, 0y erfiillt, und man kommt auf die in II. beschriebenen Bahnen und
sonstigen einschrinkenden Bedingungen.

Fordert man, daB diese Gleichung zwischen dz und dy ohne weiteres
bestehe, so zeichnet man damit gar keine Bewegung vor einer anderen
aus, sondern definiert nur zu einer jeden beliebigen Bewegung zugehérige
Scharen von variierten Bewegungen.

Man hat daher nur einen Weg: dieser ist, zu fordern, daB die Glei-
chung (7) nur dann erfiillt sei, wenn zwischen dz und dy irgend eine,
am einfachsten lineare Gleichung
() adx 4+ oy =0
von t=10 an fortwihrend besteht, wo « und p durch Lage und Ge-
schwindigkeit bestimmte, einstweilen unbekannte Koeffizienten sind. Die’
Forderung, daB 0 U =0 sei, bleibt dabei natiirlich aufrecht, steht aber
der Forderung des Maximums fiir U fern.

Es sei dieser Weg gewihlt. Dann folgt hier ebenso wie in Ila, daB
zu jeder Zeit die Gleichungen gelten miissen

” Pp—Qe Pp— Qs
17 af—wmf_ o 2Pz wr o
T (e* 4 B9} (® + g9}
d. i
® -5 -8

Da P, und @, durch Lage und Geschwindigkeit ausgedriickt sind,
so ist hiermit das Verhdltnis der Koeffizienten « und 8 bestimmt, anderer-

seits sagt die Gleichung
Py : Q= P;: 0,

daB die Bewegung der Differentialgleichung
x/l yl’ ZII
(8”) x' yr ZI _ O
| X Y Z
gemiB vor sich geht. Diese Gleichung spricht aus, daB die Kraft zu jeder
Zeit in der Oszillationsebene der Bahn wirkt.

Man erhdlt dasselbe Resultat auf symmetrischem Wege, wenn man
bedenkt, daB infolge der Gleichungen (7"), (7”) sowohl P,dz -+ @Q,dy
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als auch Py0z + @,0y verschwinden, mithin den Gleichungen (6"), (6”)

gemiB

(9" ®0x + y oy + 2z =0,
9" 20y ' dy+2'02=0
stattfinden. Nimmt man noch hinzu, da8

(9") 0U=X6x+ YOy + Zoz=0

gefordert wird, so folgt aus diesen Gleichungen einerseits das Bestehen
jener Determinantengleichung, andererseits das Verhiltnis der Variationen
0z:0y:02. Man hat so den Satz, daB durch die aufgestellten Forde-
rungen die Richtung der Verschiebungen dz, dy, 07 in jedem Punkte im
allgemeinen eindeutig bestimmt ist, daf sie némlich mit der Binormale
der Bahn zusammenfillt.

IV. Fortsetzung. Aus dem Satze, daB die Bewegung eines freien
materiellen Punktes so vor sich geht, daB die Kraft immer in der Osku-
lationsebene der Bahn liegt, folgt, daB, sobald nur die Verschiebungen
0z, 0y, 0z in allen Punkten der Bahn in die Binormale fallen, fiir eine
jede der betrachteten variierten Bewegungen die Gleichungen

0T=0, dU=0 (bei 0¢=0)
bestehen. Dieser Satz ldBt sich in der folgenden Form umkehren:

Wenn fiir alle betrachteten variierten Bewegungen die G(leichungen
0T =0, 0U=0 (bei 0¢t=0) bestehen sollen, sobald nur die Ver-
schiebungen 0s auf den Erzeugenden einer Regelfliche liegen, deren Leit-
linie die wirkliche Bahn des materiellen Punktes ist, so liegt die Kraft in
der Oskulationsebene der Bahn, und die Erzeugenden der Regelfliche sind
die Binormalen der Bahn.

Man bezeichne nimlich die Winkel zwischen der Verschiebung ds
und der Geschwindigkeit v resp. der Beschleunigung » mit ¢ resp. ¥, so
daBl man hat

3 38
(10) 2 g;/0q, = vcos@0ls, 2 ¢ 0q, =pcosyds.
. i=1 =1

Die Gleichung 07 = 0 schreibt sich dann in der Form
(107 g‘t (veos pds) —peospds =0
diese soll von ¢=0 an fortwihrend gelten, wenn nur die variierte Be-

wegung die wirkliche zur Zeit ¢ = 0 beriibrt usw., hingegen 495 ine bes

at

liebige kontinuierliche Funktion der Zeit ist. Nimmt man daher eine

solche variierte Bahn an, in der ds auf einer beliebigen gewihlten Strecke

konstant ist, so folgt aus der Gleichung (10"), da8 hier ’
27%
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g—t(?)cosqa)-—pcoszp=0

ist; daher fillt aus der Gleichung (10") das mit ds multxphzxelte Glied
ganz allgemein fort, und wir folgern aus ihr, daB

veosp =90
sein muB. Da mithin infolge der voranstehenden Gleichung auch p cosp =0
ist, so zieht man aus (10) den SchluB, daB die beiden Gleichungen

3 3
2%‘/6% =0, Zqiﬂaqu =0
i=1 i=1

immer erfiillt sein miissen.
Da auBerdem auch

E) Uzj' @09, =0
i=1

gefordert wird; so ist die Umkehrbarkeit des Satzes bewiesen.

Die Gleichungen (9), (9”), die die Grundlage meiner Formulierung
des Ostwaldschen Problems (1 c. p. 563) bilden, sind hiermit fiir den
Fall eines im Raume frei beweglichen Punktes auf zwei Wegen™ verifiziert;
und ich bemerke hier, daB in meiner (1. c¢. p. 562) gegebenen weniger
genauen Ableitung dieselbe Auffassung beziiglich der Verschiebungen zu-
grunde liegt wie hier in IV, und daB bei der Folgerung, da8 die Glei-
chungen (14), (14”) stattfinden miiBten, die Gleichungen (13") und (13")

%%6, gg, g—sz) betrachtet wurden.
V. Modifikation des Ostwaldschen Problems im Falle eines
freien Punktsystems. Die Ausdehnung des Beweises IIla) auf ein

freies Punktsystem liegt auf der Hand. Ich l6se die Gleichung

als linear heterogen (in

(117 U= %gaq,.zz Q,09,=0
i=1 i=1
nach dg;, auf und substituiere in 67'=0. Da
8n— lq Q g Q 3n—1
r” i ¥3n—~1" 43n—1
117 2% dg, = 2 0, -—ZQ ag;,

Sn—~1 3n—1

wy Saron- 50t S,

ist, so hat man, wenn 7' die lebendige Kraft des materiellen Systems ist,
die (leichung
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37: 1 Sn—1
(12) 0T = 35 D) Quog,— D) 89g, =0
1=1 i=1

zu erfiilllen, vorausgesetzt, daB zwischen den dg¢,, 0¢y, -, 0¢s,_, die
lineare Gleichung
(12) 0, 0q; + o30gy + -+ 01 0G5, 1 =0
besteht, wo die Koeffizienten «,, ay, -, a3, _; aus der Forderung zu
bestimmen sind, daB die Gleichung 07 = O eben mittels dieser linearen
Gleichung (fiir alle zuldssigen variierten Kurven) in demselben Sinne wie
in IITa) zu einer identischen wird.

Mittels Elimination von dgy,_, hat man

3n—1 Sn—2 -

@ 33 Lt S,

3n—1 3n
7 Y 'i'n 1 QSn 1% "i
(13") 2, Q.09 — i;. “aan .; R,q,
und aus der Forderung, daf

3n—2 3n-—2

OT = -%2 R,0q; — ZRaq,_o

sein soll, folgert man, wie frither,
R=R=0 (i=1,2,..,,3n—2).

Mittels der Gleichungen (117), (11), (18"), (13”) erhilt man nun, daB
die Gleichungen '

3n

(117) >4/ 0g,=0,
i=1
3n

(11w) Dla/'dg,=0

i=1

erfilllt sein miissen, wenn gleichzeitig
3n
8U= > Q:dg,=0
i=1
ist; und zwar haben diese drei Gleichungen zu bestehen, wenn man, be-

licbige drei ausgenommen, alle iibrigen d¢; = O setzt. Auf diese Weise
ergeben sich 8% — 2 voneinander unabhingige Bewegungsgleichungen
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174 r r

/CI/ R P
(14) % @ ¢ |=0 (i=3,4,---, 3n)
Q @& @

und die Verhaltnisse 0q,:0g,:0¢ (1=38,4,---,3n). Zu den Bewegungs-
gleichungen gesellt sich noch die vorgeschriebene Gleichung

T—T,=0U—T,

VI. Hamiltonsche Form des modifizierten Ostwaldschen
Prinzips. Man kommt zu denselben Gleichungen sowohl in diesem Kall
wie auch in den allgemeinsten Fillen, jedoch weit einfacher, wenn man
das auf dieser Grundlage beruhende, in meiner Arbeit ausfihrlich dar-
gestellte modifizierte Ostwaldsche Prinzip nach dem Hamiltonschen Vor-
bilde formuliert. Fiir den Fall eines nur holonomen Bedingungsgleichungen
unterworfenen materiellen Systems lautet es wie folgt:

Es seien gy, gy, -  *» ¢, die unabhingigen Koordinaten des materiellen
Systems, und 7, v Funktionen (von ¢, 7, ---), die wir einstweilen als
irgendwie gegeben betrachten. Man driicke die lebendige Kraft T' in den
g;, g/ und das Potential U in den ¢; aus.

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems werden durch die
Forderung geliefert, daf3 bei einer beliebigen Uberfiihrung aus der Awfangs-
lage in die Endlage die symbolische Gleichung

3
(15) f@oT+vaUyar=0 (3¢ =0)
o .
erfullt sein soll.
Man hat némlich bei der iiblichen Bezeichnung

oT
Pi= 5477
die identische Gleichung

’t()\TEZm'[(‘F-g—;I—; d(“ﬂ)) 0q + t(’v.p¢6Q1):|
i=1

daher folgt aus der symbolischen Gleichung (15) auf bekanntem Wege,
daB die Bewegungsgleichungen des Systems die folgenden sind:

8T d(ng U_
d i

U d
(16) W +0) (-2 + up,

Fr
(=12, Y Ny,
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wo gesetzt ist

(16) L4i=3, w=y G
Ist v =v =1, so ist die symbolische Gleichung die Hamiltonsche und
die Bewegung die zum Potential U gehorige natiirliche.

Ist t=—v= -117, so ist die symbolische Gleichung die zum Poten-

tial U gehorige brachistochronale; sie driickt demnach in diesem Falle
den wesentlichen Teil der im Ostwaldschen Prinzip (bei fest gegebener
Zeit) enthaltenen Forderung aus, — das von ihr nicht ausgedriickte be-
zieht sich niimlich bloB auf die Konstantenbestimmung.

Sind die Krifte und Bedingungsgleichungen explizit unabhingig

von ¢, und
@ A oar

T T T gt

so ist in der Bewegung das Prinzip (2) der lebendigen Kraft erfiillt. Ist
A =0, so ist die Bewegung die natiirliche; ist 1 = — 2, so ist die Be-
wegung die brachistochronale. Ist 4 beliebig, so hat man

oU  dp; oT
Fa = ai ~aq, T A4y
wo
_dp__ p AT _oT
=Tt TeT A dq

Ist daher die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Systems = 0,
so verschwindet 4; beim Beginn der Bewegung, und die Beschleunigungen
sind in diesem Zeitpunkt, falls 1 endlich bleibt, dieselben wie bei der
natiirlichen Bewegung.*) Da néimlich 7 eine homogene quadratische Funk-

tion von den g, ist, so verschwinden alle Z%; man hat ferner zu Beginn
der Bewegung von unendlich Kleinen hoherer Ordnung abgesehen
p;=p; &t 9/ =q;" At,
daher
» ar _ 22T

VII. Verallgemeinerte Hamiltonsche Form des Prinzips fiir
den Fall von Ungleichungen. Im Hinblick auf die im § 2 folgende
Anwendung mogen hier die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punkt-
systems abgeleitet werden, zwischen dessen Koordinaten g;, gy, -+ ¢, durch
(leichungen oder Ungleichungen

a7 Fj@u%,"';%nt,\’?—o (j=1;2)""7’)

*) Vergl. meine Arbeit p. 564, die Fejérsche Arbeit p. 434.
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ausgedriickte Beziehungen stattfinden. An Stelle der symbolischen Glei-
chung (15) hat man dann

h
(15" [(w8 U+v30)at =0 (v>0,8t=0)
i

zu setzen, wo zwischen den d¢, lineare (Hleichungen bestehen, vorgeschrieben
durch diejenigen Beziehungen F,, die eben zur gegebenen Zeit erfiillt
sein miissen.

Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems sind daher zur
Zeit ¢

N 2T ' _ OF,
(18) et (5 o) Hencr 20
J=
(i=1; 2, 3:' ) ”1): ~

wo i und u dieselbe Bedeutung haben wie in IV., 4;, 13, - - -, 4, hingegen
Lagrangesche Multiplikatoren sind.
Das Prinzip der lebendigen Kraft soll nicht vorausgesetzt werden.

§ 2 _
Analogien zum zweiten Hauptsatz der -mechanischen Wirmetheorie.

VIII. Ich werde in den folgenden Betrachtungen ein materielles
Punktsystem von der in VII. beschriebenen Art voraussetzen, jedoch einen
Punkt von der Masse m; = m,; , —m, , durch Cartesische Koordinaten
%y %iy1y Qe festlegen, die mit z; bezeichnet werden sollen. Die Be-
wegungsgleichungen des Systems sind dann im Sinne von (18")

(18) X;= (1+)ymz + wma/ +2}v 996;
(1i=1,2,3,.., 3%).

Ich will mir die Bewegung fiirs erste so vorstellen, daB das materielle
Punktsystem sich in einem Mittel bewegt, das an seiner Bewegung auf
folgende Weise teilnimmi: ein Teil des Mittels von der verinderlichen
Masse Am; um den Punkt m, herum bewegt sich mit derselben Geschwindig-
keit v, wie m, selbst; der tibrige Teil des Mittels ruht and iibt auf m,
eine Reibungskraft im entgegengesetzten Sinne der Geschwindigkeit v, aus,
deren GroBe = umv; ist, wo u nicht negativ sei. Die beiden GréBen
4 und p sollen fiir togt__g 4, eindeutig gegebene Funktionen von ¢ sein,
und der Anfangswert von A sei gleich seinem Wert zur Zeit ¢,.
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Bezeichnet man die lebendige Kraft des materiellen Punktsystems
mit 7, so ist bei Zugrundelegung dieser Vorstellung die lebendige Kraft
des mitbewegten Mittels = 17, wihrend

— Zymixi’xi’dt =—2uTdt

‘die” Arbeit der Reibungskrifte im Zeitelement d¢ darstellt.

Die Verbindungen zwischen den materiellen Punkten seien zweierlei:
von der Zeit explizit unabhingige und solche, die von der Zeit abhiéngen.
Im Falle der Verbindungen erster Art ist

<y O F,
?—-’X/T x = O

i=1

im Falle der Verbindungen zweiter Art ist

o F, L

bm, T T
i=1
Nun setze ich voraus, daf die Verbindungen dieser Art davon her-
rithren, daB das Punktsystem mit &uBeren, nach gegebenem Gesetz sich
bewegenden Massen zusammenhingt oder durch solche in der Bewegung
beschrinkt wird, so daB

oF; o, . 0F; .. y
TS 8a’+ab +3c

ist, wo die a;, b;, ¢; die Koordinaten eines Punktes 4; bezeichnen, durch
dessen Bewegung die jener #uBern Masse M; bestimmt wird, die die
Verbindung F; beeinfluBt. Dann stellen aber die Ausdriicke

- 0F; 0 F; ~ OF;
_’1}3 }VJ 35 » —lj"gc—j

die auf die duBlere Masse ll[j infolge der Verbindung F; ausgeiibte Kraft
dar, und daher ist

o7, oF, _aF,
—’1( J+ab5+ac °’>dt“‘ Iy =7 dt

die infolge von F; Wahrend der Zeit dt auf die Bewegung der &uBern
Masse durch unser materielles System geleistete Arbeit. Daher ist

v 8n
— gijgg—g z/dit

die wihrend des Zeitelementes d¢ unserem Punktsystem von auBen zu-
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gefiihrte Arbeit. Hs gibt selbstversténdlich viel allgemeinere Arten von

Verbindungen, bei denen dasselbe zutrifft.
Setzen wir noch voraus, daB den Kriften X ein von der Zeit explizite

unabhiingiges Potential U zukommt, so ist die Summe

19) A[(1+4) T— U]—i—Zl 2——9& dt=d

d. i der Zuwachs an totaler Energie (des durch das Mittel erginaten
materiellen Systems) minus der von auBen dem System zugeftihrten Arbeit,
wie aus dem Gleichungssystem (18) folgt,
(19) = Tdi—2uTdt.

Die Bewegung des durch das Mittel erginzten materiellen Punkt-

systems befolgt demnach ein dem zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie
formal analoges Gesetz, und es ist von Interesse, daB im Falle eines

reibungslosen Systems
dQ = Tda,

also fiir einen KreisprozeB im Verlauf der Zeit {, <t < ¢, da 1 zu Ende
desselben zu seinem Anfangswert zuriickkehrt,

Jies

sich ergibt, hingegen im Falle des Vorhandenseins einer Reibung an
Stelle dieser Gleichung die Beziehung

d ‘
f—j?-=—zfudt<o

giiltig ist. Selbstverstéindlich gilt fiir einen vollen Kreisproze8 ebenso

auch der Ausspruch
e
Ty <

wenn nur f(A) eine reelle positive Funktion von i bezeichnet.
IX. Eine zweite Interpretation der Gleichungen (18) ist die folgende:
Es sei speziell

R

*
t?

|

=

ST

80 daB die Gleichungen (18) zu schreiben sind

. d N S- OF; .
(18) X, = (A +Hma)) + E’zjﬁf, (i=1,2,---3n).
i=1 *
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Aus diesen folgt im Falle von Kriften, denen ein von der Zeit explizite
unabhingiges Potential zukommt, die Gleichung:

v 3n
- oF;
(19) AA+HT~0) + D' 75, @ dt = — Tdi.
j=1 i=1
~ Bei derselben Vorstellung von der Bewegung des Mittels, die wir in
Nr. VIII. beschrieben, mit dem Unterschiede, daB jetzt Reibung aus-

geschlossen ist, wird durch diese Gleichung ausgesprochen, daB die dem
erginzten Punktsystem zugefiithrte Energie

(197) aQ=—Tda

ist.

In den beiden Spezialfillen filhrt demnach die Vorstellung von dem
Mitbewegtsein der umgebenden Materie zu ganz verschiedenen Resultaten;
denn im ersten Fall war eine zugefiihrte positive Energie mit einer Zu-
pnahme, in diesem zweiten Fall hingegen mit einer Abnahme der mit-
bewegten Materie verbunden. Der Unterschied zwischen beiden wird durch
das folgende mechanische Modell im weitern Sinn klargemacht: Man ver-
binde einmal zwei mit gleicher Geschwindigkeit v bewegte, keiner #uBern
Wirkung unterworfene Massen M und MdA starr miteinander, ein andres
Mal die mit der Geschwindigkeit v bewegte Masse M mit der ruhenden
Masse von der GroBe MdAi; im ersten Fall ist die lebendige Kraft von

M+ Mdl um —1‘—[;—2 di groBer, im zweiten Fall (von unendlich Kleinen
hoherer Ordnung abgesehen) um ~1-l-[2—v—2 d2 kleiner als die von M. Die

Zunahme an Masse ist also im ersten Fall mit einer Zunahme, im zweiten
Fall mit einer Abnahme der lebendigen Kraft verbunden. Wird um-
gekehrt die Masse M di von der festen Verbindung mit M befreit und
auf die Weise weggefiihrt, daB dabei kein StoB erfolgt, so wird die
Mv?
2
Massen war. Es ist jedoch unmoglich, die Masse M d4 auf eine Weise
zu entfernen, daB dabei die lebendige Kraft der zuriickgebliebenen Masse M
sich vergroBere. Bei Voraussetzung negativer Massen DM di, bei deren
fester Verkniipfung mit M der Satz von der Erhaltung der Bewegungs-
groBe giiltig bleiben soll, wird die Schwierigkeit gehoben. Im Fall von
negativen Massen ist das Modell ein mechanisches im weitern Sinn.
Denkt man sich demgemiB allgemeiner die Massen m,d4 mit den Anfangs-
geschwindigkeiten v, resp. 0 den Systempunkten m, kontinuierlich (von %
bis zur Zeit ¢,) zugefithrt und mit denselben starr verkniipft, und sind
die m, dabei den freien Kriiften X, den Widerstandskriften wmx, und

lebendige Kraft von M um di kleiner sein, als die der vereinten
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den Verbindungen F kontinuierlich unterworfen, so bestehen fiir die Be-
wegung die Gleichungssysteme (18) resp. (18"), also auch die Analogien

(197, (197). o ‘
X. Ich vereinige die in VIII. und IX. beschriebenen Spezialfﬁlle’

indem ich setze

J -

(187) X, = iymz + % (A4 2y myz) + rmga; +Zz} Ba
j=1 ¢
(7;= 1: 21 Tt 3");

dabei bestehen zwischen den fritheren 4, u und diesen 1, 45,7, (wo >0
vorausgesetzt sei) die Gleichungen

At Ag =4,

oF
ox

(18" r+ %’- = .
Bei der soeben beschriebenen Vorstellung von der mitbewegten Materie
des Mittels und bei denselben Annahmen beziiglich der Krifte und der
Verbindungen wie frither, folgt jetzt, daB die dem erginzten materiellen
System im Zeitelement zugefiihrte Energie
(19%) dQ = Td(A,—4y) — 2rTdt
ist, wo d @ auch hier die linke Seite der Gleichung (19”) zum Ausdruck hat.
Ist keine Reibung vorhanden, so hat man
(19 dQ=Td(d,—4).
Werden die Massen m;dA in den Zeitelementen df dem System kontinuier-
lich zugefiihrt, so eignet sich das, am Ende von Nr. X., beschriebene Modell
selbstredend auch zur Darstellung der durch (18”) bestimmten Bewegung.
XI. Man kann an Stelle der in VIIL und IX. gegebenen Inter-
pretationen auch die folgende setzen: Ich stelle mir die GroBen — 4, m,z,”
und — Aym,z;” als von dem Mittel herriihrende Krifte vor; die diesen
Kriiften zukommende potentielle Energie ist bei konstanten Werten von
A, und 1, gewi
(A +25) T
derselbe Ausdruck soll fiir den allgemeineren Fall verinderlicher 4, und 2,
zur Definition der potentiellen Energie der Krifte dienen. Fiir die im Zeit-
element dem materiellen System zugefithrte Energie d¢) ergibt sich dann
derselbe Ausdruck wie frither. .
Die Vorstellung der mitbewegten Materie des Mittels ist gewiB an-
schaulicher; dafiir ist die Vorstellung von Kriften, die das Mittel auf das
in ihm bewegte materielle System ausiibt, allgemeinerer Natur. )
XII. Bei einem Versuche, das beschriebene mechanische Modell auf
die Wirmebewegungen anzuwenden, ist vor allem die Frage zu beantworten,
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welche Beziehungen zwischen der absoluten Temperatur & und der Entropie S
einerseits, und den GroBen ,, 4, und 7 andererseits dann bestehen miissen?
Eine Qleichung zwischen diesen GroBen wird am einfachsten durch die
Betrachtung idealer Gtase erhalten. Die innere Fnergie eines idealen
@Gases von der Masse m ist namlich

=mC 9,

wo O, die spezifische Warme des Gases bei konstantem Volumen in
dynamischem MaB bezeichnet und als vollstindig konstant zu betrachten
ist, da doch hier nur von einem idealen Zustande die Rede ist. Da die
Anziehungskrifte zwischen den Molekiilen eines idealen Giases zu vernach-
lissigen sind, so ist die innere Energie der Bewegung bei Zugrundelegung
unserer Darstellung
=1 +24+21,)T;

daraus ergibt sich die Beziehung
(20" mC,& = (144 +1,)T.

Diese Gleichung soll im Falle eines beliebigen Korpers die absolute
Temperatur definieren, wenn C, eine dem Korper eigentiimliche Konstante ist.

Es ist andererseits bei reversiblen Kreisprozessen ganz allgemein

4Q = m9ds;

da die Reibung bei umkehrbaren Vorgingen = O zu setzen ist, so haben
wir bei Zugrundelegung unserer Darstellung im Sinne der Gleichung (19V)

dQ = Td(i,—1,)

zu setzen. Wir haben also die weitere Beziehung

(20M) mdS = Td(A — 4y).
Aus den Gleichungen (20") und (20”) folgt daher
(20 (14 A+ 29)dS = C,d(dy—Ay).

AuBer dieser ergibt sich keine weitere Beziehung zwischen 1, i, und S;
ich kann daher zwischen diesen Grofen eine weitere Beziehung beliebig
annehmen, wodurch ich eine unendliche Mannigfaltigkeit der mbdglichen
Darstellungen erreiche.

Diese weitere Beziehung sei
(217 Ay — Ay =[(8),
wo f(S) eine eindeutige, endliche, differentiierbare Funktion von § be-
deutet; dann folgt aus (20)

(217) 142+ 4, =C,f(85),
wo f’(S) die Derivierte von f(S) nach S bedeutet und im Sinne von (20"
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mi
T
gemidB, so ist dadurch die Darstellung festgelegt, und einer jeden kon-
tinuierlichen in sich zuriickkehrenden Wertreihe des realen Parameters S
entspricht ein geschlossener KreisprozeB.

Die einfachsten Annahmen fiir f(S) ergeben sich wie folgt:
Annahme a):

, also gewiBl nicht negativ ist. Wahlt man f(S) diesen Bestimmungen

Ay =05

dann hat man (wenn C eine positive Konstante bezeichnet)

S
f(8) = CeCv—1=4,.
Annahme B): .

dann hat man
s

f8)=—Ce¢ G+ 1=—1,
Annahme p):
A+ 4y =0;

dann hat man (wenn S, eine Konstante bezeichnet)

£(8) =25 =21, = — 24,

Bei dieser Annahme hat man ferner im Sinne der Beziehung (20')
T=mC,9.

Diese Gleichung spricht im wesentlichen das bekannte Clausiussche

Gesetz aus.¥)
Annahme 0):

Iy + dy = 4 cos 2= (4]<1),

wo A und ¢ Konstanten bedeuten. Die frithere Annahme ergibt sich
hieraus fir lim 4 = 0.

Annahme ¢): i
S

A 4+ Ay = Ajec + dge ©,
wo A,, A, und ¢ Konstanten bedeuten. Ich erwihne diese Annahme als
allgemeineres Beispiel fiir eine reelle Darstellung unseres Modells, da
man bei gehoriger Wahl der genannten Konstanten erreichen kann, daB
sowohl A, + 4, als auch 1, fiir beliebige Werte des reellen Parameters S
nicht negativ sind.

*) Pogg. Ann. 100, S, 870, 1857.
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Fir die zugehdrigen Werte von z und v im verallgemeinerten
Hamiltonschen Integral (in VIL, (15)) findet man mittels (16"), (18),
(21%), (21") leicht

-5 L
r=e 'V (CF®)°,

N 1
2

v=e % (CF ) *,

also im einfachsten Fall y)
S
T=vV=2¢ 20”;

Zur Festlegung der Bewegungsgleichungen muf nur noch S als
Funktion von T, U, -- - gegeben sein.

Ich erlaube mir zum Schiuf das dieser Annahme p) entsprechende
Modell nsher zu beschreiben: die Ahnlichkeit mit dem altbekannten, zur
Versinnlichung der elektrodynamischen Erscheinungen diemenden Modell
verleiht ihm, wie ich glaube, besonderes Interesse.

Ich gehe von der Annahme aus, daB die Korper ein Aggregat von
in lebhafter Bewegung begriffenen Molektilen sind; ein jedes Molekiil
bestehe aus einem ponderablen, von Atomen gebildeten Kern und einer
imponderablen Hiille, deren Stoff auch den Kern durchdringt und in ge-
trennte Massen von gleicher Grofe und von entgegengesetztem Vorzeichen
zerlegt ist; die Summe aus den absoluten Werten dieser getrennten Massen
verhalte sich zur Masse des Kerns wie die Entropie zu der mit C, be-
zeichneten eigentiimlichen Konstanten des Korpers. Der intermolekulare
Raum sei durch zweierlei Imponderabilien, deren Teile wir ,Elektronen®
nennen wollen, erfiillt: die Elektronen von der Art I seien in Bewegung
begriffen mit Geschwindigkeiten, die in die der benachbarten Molekiile stetig
iibergehen, — die von der Art [I ruhen; und beiderlei Arten befinden sich
in polarisiertem Zustand, indem ein jedes Elektron in zwei gleiche ,Jonen“
von entgegengesetztem Vorzeichen zerfillt, In ein jedes Molekiil des
Kérpers dringen im Fall einer Wirmeaufnahme Ionen von beiderlei
Arten in gleichen Massen ein, und zwar -+ Ionen von der Art I in die
positiven, und —Ionen von der Art II in die negativen Teile der
Hiille, wo alle die Geschwindigkeiten des Molekiils annehmen. Im Falle
einer Wiarmeabgabe hingegen treten —Ionen der Art I in die positiven,
und + Jonen der Art IT in die negativen Teile der Hiille.

Ist die Temperatur eines Korpers 4 kleiner als die eines angrenzenden.
Kérpers B und der Unterschied junendlich klein, so stromen + Ionen
von der Art I in die positiven, —Ionen von der Art II in die negativen
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Teile der Hiillen der A Molekiile, und zu gleicher Zeit stromen — Ionen
von der Art I in die positiven und + Jonen von der Art II in die
negativen Massenteile der B Molekiilhiillen in gleicher Menge ein, wo
alle Jonen die Geschwindigkeiten der betreffenden Molekiile annehmen.
Infolge der Gleichheit der entgegengesetzten Stréme und der unendlich
kleinen Temperaturdifferenz von A4 und B ist die Wiarmeabgabe von B
gleich der Wirmeaufnahme von 4.

Budapest, Februar 1906.
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