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Die philosophischen Grundlagen der Wissenschatten.

Vorlesungen gehalten an der Universitit Berlin
yon

Professor Dr. B. Weinstein.
[XIV u. 548 8.] 8. 1906. In Leinwand geb. 9 Mark.

Das Buch enthiilt eine Auseinandersetzung tber die Grundlagen der Wissenschaften, vor-
nehmlich der Naturwissenschaften. Zuniichst wird der Inhalt der Grundlagen untersucht und aus
ihm ein System der Grundlagen abgeleitet. Darauf folgt eine Darlegung der psychischen Tatig-
keiten, die fiir die Ermittelung der Grundlagen maBgebend sind. Nach Beschreibuung der Axt,
wie bei Gewinnung von Grundlagen vorgegangen wird, folgt eine Auseinandersetzung der Be-
zichungen unserer Wahrnehmungen zur AuSen- nnd Innenwelt, wobei insbesondere physiologische
und psychologische Verhaltnisse zur Sprache kommen. Hierauf werden die Hauptgrundlagen vom
Standpunkte der Erfahrung und der Motaphysik einer genaueren Zergliederung und Untersuchung "
unterzogen. Insbesondere werden die Begriffe der Zeitlichkeit, Riumlichkeit, Substanzialitat und
Ursichlichkeit behandelt, und im AxnschiuB an diese wixrd das Wesen von Zeit, Raum, Substanz und
N Ursache dargelegt. Den Schlus bildet die Behandlung derjenigen Grundlagen, die der Welterhaltung

und Weltentwicklung dienen, sowie dexr Grundlagen, aus denen Erklgrungen der Natur- und Lebens-
erscheinungen flieBen. Trotz strenger Wissenschaftlichkeit ist das Buch gemeinverstindlich ge-
schrieben, alle philosophischen Auseinandersetzungen sind durch Beispiele erldutert, und #iberall, wo
* eingehenderes Wissen exforderlich war, ist dieses zur Mitteilung gelangt. GroSer Wert ist auf beste
Sprache gelegt. Das Buch ist fir die weitesten Kreise bestimmt. Es soll dem Gebildeten eine tiefere
Einxicht in das Wesen der Wissenschaften und in den Weort der Wissenschaften vermitteln.

T e e e ol

Alle Gebie des Wissens

‘ zu pflegen ist dem Einzelnen heute nicht mehr moglich, aber an einem
Punkte sich iiber den engen Kreis, in den ihn heute meist der Beruf
====e==O0)! einschliefit, zu erheben, an einem Punkte die Freiheit und Selbstandig-
” keit des geistigen Lebens zu gewinnen, sollte jeder versuchen. Wege dazu zeigt:

B. G. Teubners Allgemeiner Katalog

s eine reich illustrierte, durch ausfihrliche Inhaltsangaben, Proben, Besprechungen
f eingehend dber jedes einzelne Werk unterrichtende Ubersicht aller derjenigen
? Veroftentlichungen des Verlages, die von allgemeinem Interesse fiir die weiteren:
!
[
|
;

Kreise der Gebildeten sind. Der Katalog liegt in folgenden Abteilungen vor,
die jedem Interessenten auf Wunsch umsonst und postfrei iibersandt werden:

1. Aligemeines B(Sammelwerke. 4. Geschichte. Kultur- 8. Volkswirtschaft. Handel
Zeitschri, ildy ) eschichte, Kuust, und Gewerbe. Fortbil-
%cuhclw Spracke und dungsschulmesen.

1 g )
2. Klassisches Altertum (Lite- &.

S he, Mythologie, Literatur. 9. Pddagogik.
7 ﬁ?tz';g:i,ou,ml‘{azfnst'. Glgrch: e, 6. Neuere fremde Litera- 10. Mathonatik, Technik.
;j}{ Recht und Wirtschaﬁz. turen nid_Sprackem. Naturwissenschafien.
Bl 3. Retigion. FPhilosophie. 7. Linder- u.Vélkerkunde. Vollstindige Ausgabe.

Leipzig, -Poststrafe 3. B. G. Teubner.

i
i
i)

i




Eruaro Sommmr. Entwicklung willkdrlicher Funktionen. 433

Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.

I Teil: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen
vorgeschriebener.*)

Von

Eruarp Scemipr in Bonn.

Einleitung.

Fredholm**) hat eine Auflosungsformel der inhomogenen linearen
Integralgleichung

Fs) = o(s) — 1 [ K(s, t) p(t) dt

entdeckt, welche das Resultat enthielt, daB diese Gleichung nach @(s
stets aufgeldst werden kann, wenn A nicht eine der Nullstellen einer
gewissen ganzen Transzendenten d(A) ist. Fiir diese Werte von 4, in
Hilbertscher Bezeichnung die sogenannten ,, Eigenwerte des Kernes K(s,¢)“
und nwr fiir diese 168t, wie Fredholm ferner zeigte, die homogene
Gleichung

0 = g(s) — fo(s, £ g(t) dt

Losungen zu, die nach Hilbert ,zum betreffenden Eigenwert des Kernes
K(s, t) gehirige Eigenfunktionen genannt werden. Hilbert***) hat die
in der Theorie der partiellen und gew&hnlichen Differentialgleichungen sc
wichtigen Fragen nach der Existenz sogenannter Normalfunktionen und
der Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach ihnen durch Ein-
filhrung der Greenschen Funktion suf das viel allgemeinere Problem
zuriickgefiihrt, die Existenz von Eigenfunktionen eines in s und ¢ sym-

*) Dieser Teil ist bis auf das neu hinzugekommene IV** Kapitel, den § 13
und unwesentliche Anderungen in den tbrigen Kapiteln ein Abdruck meiner im
Juli 1905 erschienenen GUttinger Inauguraldissertation.
**) Acta Mathematica Bd. 27.
**¥) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen. M&them~
Phys. Cl. 1904 Heft 3. i

Mathematische Aunalen. LXIII 28



434 Ennarp Scumior.

metrischen Kernes K(s,t) zu beweisen und die Gesetze der Entwickel-
barkeit willkiirlicher Funktionen nach ibnen aufzustellen. Die Greensche
Funktion selbst wird durch eine Integralgleichung mit unsymmetrischem
Kerne bestimmt, wobei die Kredholmschen Formeln zur Anwend
kommen. Indem nun Hilbert*) das fiir die willkiirlichen stetigen Funk-
tionen z(s) und y(¢) gebildete Doppelintegral

f.bfb K(s, t)z(s)y(t) dsdt

als quadratische Form von unmendlich viel Variabelen betrachtet, erhalt
er durch Grenziibergang den der kanonischen Orthogonalzerlegung quadra-
tischer Formen entsprechenden Zerlegungssatz

S K6 Da@@asar=3} [alpds- [o0r,0)at

Hierbei durchléduft ¢,(s) alle Eigenfunktionen des Kernes — jede mit
einem solchen Faktor versehen, daB das Integral iiber ihr Quadrat 1
gibt — und 1, die zugehdrigen Eigenwerte. Aus diesem Satze folgt
zunéichst unmittelbar, daB jeder symmetrische Kern Eigenfunktionen hat.
Unter der Voraussetzung, daB der Kern ein ,allgemeiner ist, d. h. daB
es zu jeder stetigen Funktion «(s) und jeder beliebig kleinen positiven
GroBe & eine stetige Funktion ﬂ(s) glbt so daB '

f{a(s) -fK(s, 1) B(¢) dt)2ds < &

ist, leitet dann Hxlbert den grundlegenden Entwicklungssatz ab, daB jede
unter Vermittelung einer stetigen Funktion h(s) durch das Integral

9(s) = JZK(s, t) h(2) dt

darstellbare Funktion g(s) in eine absolut und gleichm#Big konvergente,
nach Eigenfunktionen des Kernes K(s, t) fortschreitende Reihe entwickelbar
ist. Diese S#tze enthalten implicite auch die analogen fiir die Integral-
gleichung

.

0=9(s) - 1 [ G(s, )p(t) v (t)dt

— wo G(s,t) symmetrisch und p(¢) > 0 ist —, welche durch die Sub-
stitution
Vo) w(e)=9(s), - VP(s): G(s, £) - V() = K(s, £)

* Nachrichten der K. tiesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathem.-
Phys. Cl. 1904 Heft 1.
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auf die obige Gleichung
b
0= g(s) — 4 [ K(s, 1) g(t) dt

zuriickgefiihrt wird. Eine Reihe verwandter und z. T. siquivalenter Theoreme
hat Stekloff¥) mit Hilfe der von ihm weit ausgebildeten Schwarz-
Poincaréschen Methoden erhalten.

Nach Erledigung einiger Hilfssitze im ersten Kapitel der vorliegen-
den Arbeit finden im zweiten die Hilbertschen Sitze, unter Vermeidung
des Qrenzlibergangs aus dem Algebraischen, sehr einfache Beweise. Zu-
niichst wird die Existenz von Eigenwerten durch ein Verfahren bewiesen,
das, einem beriihmten Beweise von H. A. Schwarz nachgebildet**), in der
Sprache der Fredholmschen Formeln darauf hinauskommen wiirde, daB
die Gleichung

. 0(4)=0

nach der Bernoullischen Methode aufgelost wird. Aus dem Existenzsatz
ergeben sich die Entwicklungssitze in analoger Weise, wie aus dem
Fundamentalsatz der Algebra die Entwicklung einer ganzen Funktion in
ein Produkt von Linearfaktoren. Hierbei stellt sich die Giltigkeit des
Hilbertschen Entwicklungssatzes als unbeschréinkt heraus, postuliert also
insbesondere nicht die von Hilbert gemachte Voraussetzung der ,All-
gemeinheit® des Kernes. Das erwihnte, der kanonischen Orthogonalzer-
legung quadratischer Formen entsprechende Hilbertsche Zerlegungstheorem
kann dann aus dem Entwicklungssatz durch Integration unmittelbar ge-
wonnen werden. Die durch mehrfache Nullstellen der Funktion d(1)
verursachten Komplikationen treten bei der hier gegebenen Beweisanordnung
nicht auf. Die Fredholmschen Formeln werden nicht bemutzt, vielmehr
liefert die unbeschriinkte Giiltigkeit der Entwicklungssitze fir den Fall
des symmetrischen Kernes eine neue Gestaltung der Aufldsung der in-
homogenen linearen Integra.lgleichung #kk)  Jede unsymmeirische lineare
Integralgleichung 1aBt sich aber, wie in § 13 gezeigt wird, durch eine
einfache Substitution auf eine symmetrische zuriickfithren.

Indem im dritten Kapitel die Voraussetzung der Symmetrie des Kernes
fallen gelassen wird, werden die Funktionen ¢,(s) und 9,(s) dann als

* Mémoires de 1'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg 1904 p. 7 ete.
Annales de la Fac. de Toulouse 22 8., VI 1905.

* H. A. Schwarz, Gesammelte Abha.ndl\mgen Bd. 1, 8. 241—262,

*+%) Vergl. noch die wihrend des Druckes vorliegender Arbeit von Hilbert ver-
offentlichte umfassende Neubegriindung der Theorie der Integralgleichungen auf
Grund der von ihm geschaffenen Theorie der quadratischen Formen von unendlich
viel Variabelen. Gottinger Nachrichten 1006, Vierte und Finfte Mitteilung.

' 28*
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ein zum Kigenwerte 4, gehoriges Paar von adjungierten Eigenfunktionen
des Kernes K(s, ¢) definiert, wenn die Gleichungen

9.() =4, [K(s,0)v,(t) dt

8.05) = 4, [ K(49)9,(0)

bestehen; ¢,(s) moge eine Eigenfunktion der ersten, v,(s) eine der
zweiten Art heiflen. Es ergeben sich dann die Entwicklungssitze in
folgender Gestalt: Ist die stetige Funktion g(s) unter Vermittelung der
stetigen Funktion 4(s) durch das Integral

g(s) =./3K(s, £ h(t)dt

darstellbar, so ist g(s) in eine absolut und gleichm#Big konvergente nach
Bigenfunktionen erster Art fortschreitende Reibhe entwickelbar; ist

o) = Kt ) (9 a,

so 1aBt sich g(s) in gleicher Weise nach Eigenfunktiomen zweiter Art
entwickeln. Aus diesen Sitzen wird durch Integration der der kanonischen
Orthogonalzerlegung bilinearer Formen entsprechende Zerlegungssatz ge-
wonnen

b b b [
JTEG, 2@ y@dsdt = D+ [o6) 9. () ds [y v,@) dt.
Die Sitze des dritten Kapitels sind meines Wissens bisher nicht bekannt.

Die Entwicklungen von Funktionen zweier Variabelen nach Potenzen,
nach trigonometrischen, nach Kugel- und vielen anderen Funktionen
lassen sich in Gestalt einer Reihe schreiben, welche nach Produkten einer
Funktion der einen Variabelen mit einer Funktion der anderen fortschreitet.

Im AnschluB an diese Bemerkung entspringt fiir die Variations-
rechnung folgende Frage, welche den Gegenstand des vierten Kapitels
bildet: Gegeben sei eine stetige Funktion K(s,?) von zwei Variabelen
s und £. Gesucht wird ein System von hochstens m Paaren einer stetigen
Funktion von s und einer stetigen Funktion von ¢, so daB die Summe
ihrer Produkte die gegebene Funktion K(s,?) moglichst gut approximiert.
Das MaB der Approximation, dessen Minimum die Problemstellung fordert,
soll wie gewdhnlich durch das Doppelintegral iiber - das Fehlerquadrat
definiert werden. Es wird bewiesen, daB die Losung des Problems durch
die m ersten Paare adjungierter Eigenfunktionen des unsymmetrischen
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Kernes K(s, t) gebildet wird. Fiir das MaB der besten Approximation M,,
ergibt sich die Formel

M, ~ fjf(K(s, H)*dsdt —Em%,
o a y=1

wo 4, die m ersten Eigenwerte des Kernes K(s,¢) durchliuft, und es
zeigt sich, daB das MaR der besten Approximation mit wachsendem m
verschwindet.

Alle Sitze und Beweise der vier ersten Kapitel behalten ihre Giiltig-
keit, wenn s und { Punkte eines #-dimensionalen ganz im Endlichen
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden
Gebildes in einem (% - m)-dimensionalen Raum bedeuten, und ds und d¢
die entsprechenden Elemente.

Das fiinfte Kapitel setzt das zweite, dritte und vierte micht voraus,
sondern nur die im ersten bewiesenen Hilfssiitze. Die Theorie der Ent-
wicklung von Funktionen nach Potenzen und Polynomen, nach Fourier-
schen Reihen und unendlichen Reihen endlicher trigonometrischer Reihen,
nach Kugelfunktionen und nach Normalfunktionen partieller und gewohn-
licher Differentialgleichungen legt die Frage nahe: Glegeben sei eine un-
endliche Reihe im Intervall a <o < definierter reeller stetiger Funktionen
o, (@), @ (), -, 9,(®),---. Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede
im Intervall a <o <b definierte stetige Funktion sich in eine gleichmiBig
konvergente, nach den Funktionen ¢,(#) oder endlichen linearen Aggregaten
derselben fortschreitende Reihe entwickeln 188t? Oder mit andern Worten:
Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede im Intervall a <2 < b defi-
nierte stetige Funktion durch Funktionen des Funktionenkérpers, welcher
aus der Reihe der ¢,(2) durch die Operationen der Multiplikation mit
Konstanten und der Addition entsteht, gleichmiBig approximiert werden
kann? Und wenn das der Fall ist, wie bestimmen sich die Koeffizienten
einer solchen Entwicklung?

Nennt man nun das gegebene Funktionensystem der ¢, (x) dann ein
abgeschlossenes, wenn es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x)
gibt, so daB fiir jedes »

S @) g,@)dz =0

. ist, so erhellt vorweg, daB die Abgeschlossenheit des Systems der g, ()
eine notwendige Bedingung fiir unsere Forderung darstellt.*) Anderenfalls
miissten némlich alle entwickelbaren Funktionen der Bedingung geniigen,

*) Diese Bemerkung ist schon von J.P. Gram, Crelles Journal Bd. 94, S. 58
gemacht worden.
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daB ihr Produkt, mit f(z) von @ bis b integriert, Null ergibt, und diese
Bedingung wiirde z. B. von der Funktion £(z) selber und allen geniigend
wenig von ihr abweichenden nicht erfiillt werden.

Es wird nun gezeigt, daf ebenso wie die Abgeschlossenheit des vor--
geschricbenen Funktionensystems eine mnotwendige Bedingung fiir unsere
Forderung darstellt, die Abgeschlossenheit des Systems seiner zweiten Ab-
leitungen eine hinreichende ist, wenn noch nétigenfalls die Funktionen 1
und « adjungiert werden. Ist die darsustellende Funktion einmal stetig
differenzierbar, so ergeben sich fiir die Koeffizienten der Darstellung gone
allyemein giiltige einfache Formeln.

In einer an die hier vorliegende sich unmittelbar anschlieBenden
Abbandlung wird zunichst eine neue und sehr einfache Methode zur
Auflosung der linearen unsymmetrischen Integralgleichung auseinander-
gesetzt werden. Die dieser Methode zugrunde liegenden Prinzipien er-
mbglichen auch eine Behandlung der nicht linearen Integralgleichungen,
welche den Gegenstand des zweiten Teiles dieser Abhandlung bilden wird.
Unter einer nicht linearen Integralgleichung verstehe ich eine Funktional-
gleichung, welche eine solche Bestimmung der gesuchten Funktionen
fordert, daf eine gegebene Funktion einer konvergenten unendlichen
Reihe gleich wird, deren Glieder aus den gesuchten Funktionen und
weiteren gegebenen Funktionen durch die Operationen der Integration
und Multiplikation und also auch Potenzierung zu positiven ganzzahligen
Exponenten entstehen. So ist z. B.

£&) — [ [E(s, 4, 7) (9" (9@ dtdr =0,

wo ¢(s) gesucht und f(s) und K(s, %, ) gegeben sind, eine solche nicht
lineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewdhnliche nicht lineare

Gleichung )
, y = f(

in der Umgebung einer Losung eine und nur eine Losung zuldBt, wenn
f'(2) nicht verschwindet, im anderen Falle aber Verzweigungen eintreten,
so hingt auch der Losbarkeitscharakter einer nicht linearen Integral-
gleichung in der Umgebung einer Losung von einer abgeleiteten linearen
Integralgleichung ab. Verschwindet fiir diese der Fredholmsche Neuner
0(1) nicht, so hat die nicht lineare Integralgleichung in der Umgebung
eine und nur eine Losung, verschwindet aber 0(1), so treten fumktionale
Verzweigungen ein, fiir welche es gelingt die den Puiseuxschen ent-
sbrechenden Sitze aufzustellen.

Diese Theoreme ermoglichen es z. B. bei den nicht linearen elliptischen
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Abhingigkeit der
Losungsflichen von den Randwerten zu verfolgen und zwar mit vollstindiger
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Beherrschung der Verzweigungen d. h. derjenigen Lésungen, in deren
Umgebung es fiir willkiirlich aber wenig verinderte Randwerte nicht
mehr eine sondern mehrere Losungsflichen gibt. Der Verzweigungs-
charakter hingt davon ab, ob die Jacobische derivierte lineare Differential-
gleichung bei den Randwerten Null von Null verschiedene Losungen hat
oder nicht, was durch die Betrachtung einer linearen Integralgleichung zu
entscheiden ist.

Auch die von Poincaré entdeckte Bifurkation in der Theorie der
rotierenden Gleichgewichtsfiguren ist eine solche Verzweigung einer nicht
linearen Integralgleichung. In einer dritten Abhandlung werde ich diese
und noch mehrere andere Anwendungen ausfiihrlich auseinandersetzen.

" Erstes Kapitel.
Vorbereitende Sitze iber orthogonale Funktionen.
§ 1
Die Besselsche und die Schwarzsche Ungleichung.

Es seien 9,(x), ¥,(2), - -+, ¥,(2) n stetige im Intervall a Lz <b
definierte reelle Funktionen, welche simtlich zueinander orthogonal sein,
d. h. fiir jedes Paar voneinander verschiedener Indizes 4 und » der Gleichung

S¥.@ ¥, (@) de=0

gentigen mdgen, und welche auBerdem noch sédmtlich normiert sein, d. h.
fiir jedes » der Gleichung

b
tf(zjz,(x))’olav =1

geniigen mégen. Dann gilt fiir die beliebige reelle stetige Funktion f(z)
die Besselsche Identitit

y=n =2

j(f(x)—-Z«p (x)ff(y)w (y)dy) dx _f(f(x)>2 dz “‘Z(ff(?/)ﬂ’ (y)dy)
2 (f F),() dy)’g f (fa)ds.

Ist die gegebene Relhe der zueinander orthogonalen und normierten
Funktionen unendlich, so ergibt diese letzte Ungleichung wegen des
positiven Vorzeichens aller Summanden die Konvergenz der Reihe

2 ( ff(y) ¥,(y) dy)"

y=1
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Es seien nun f(x) und ¢(x) zwei reelle stetige Funktionen. Setzt

V f () dy

Ungleichung fdr den Fall n =1 ergibt

, s0 ist ¢, () normiert, und die obige Besselache

([@ 0@ dz)' < [(f@) dz

(ff@) 9@ da)'S [(f@)dz - [(pw)da.

Das ist die bekannte Ungleichung von Schwarz. Die Besselsche Identitit
und alle in diesem Paragraphen aus ihr gezogenen Folgerungen bleiben
giltig, wenn f(x) eine reelle integrabele Funktion ist, deren Quadrat
von a bis b integriert auch einen endlichen Wert gibt, woraus wegen

@) - v,(2) £ (f@) + (¥,@)
auch die Endlichkeit und Bestimmtheit von

JT@v @) da
folgt. a

§ 2.
Ein Konvergenzsatz.

Es sei Q(2 «) innerhalb des Gebietes a <2z < b, a L 2L b als reelle
nach z integrabele Funktion von z und x definiert, und es gelte fiir
a < 2L b die Ungleichung

3

J @6, 0)rd < 4,
wo A eine Konstante bedeutet; es sei ferner 9,(z), ¥,(2), - -, ¥, (&), -
eine unendliche Reihe reeller stetiger Funktionen, welche in der Be-
zeichnungsweise der vorigen Paragraphen normiert und zueinander ortho-
gonal sein modgen. Dann konvergiert, wenn f(x) eine beliebige reelle
integrabele Funktion bedeutet, deren Quadrat von a bis b integriert auch
einen endlichen Wert ergibt, d].e Reihe

= =0

> ff(y)w () dy f 0z, 2) v, (@) dz = ZU@

y=31 a
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fir ¢ <z < b absolut und gleichmiBig; und zwar ist

Zl U(s)| <2V4 1/2 f £(4) 9,(y) dy)

wo der Ausdruck auf der rechten Seite, wegen der im vorigen Paragraphen
bewiesenen Konvergenz der Reihe ( f v, (v dy) mit wachsendem n
verschwindet. v=1

Beweis. Es ist

v=rtm

N0E1 =D U — DU,

wo k diejenigen der Indizes »n, #n + 1, - - ., n + m durchliuft, welche fiir
den betrachteten Wert von 2 positiven Gliedern der Summe, und ¢ die-
jenigen, welche negativen entsprechen.

Vertauscht man auf der linken Seite das Summen- mit dem Integral-
zeichen, so ergibt sich gem#f der im vorigen Paragraphen gegebenen
Ungleichung von Schwarz

2 U@ gl/f (@) dxl/ f (Dlu@ f F(u),(v) dy)’ da

Da nun die Funktionen ¢,(2) zueinander orthogonal und normiert sind,

so ist
S (@) [10)v.0) ay) dz = D (@) wy) dy)*
< S 1w, 0 ) .

und mithin ist

=00

4
U@ VA D [1w)v.6) ).
* r=n a
Dieselbe Ungleichung erhilt man fiir

—2 T,@),

und durch Addition dieser belden Ungleichungen ergibt sich die 0
beweisende. -
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Zusatz. Wahlt man fiir (2, ) diejenige unstetige Funktion, welche
fir <z gleich + 1 und fiir 2> 2 gleich 0 ist, so folgt, daB die Reihe

fo(y)w (y)dyfw (@) da

fiir a <2 < b absolut und gleichmiBig konvergiert.

§ 3.
Ersetzung linear unabhiingiger Funktionensysteme durch orthogonale.

Es seien ¢, (%), ¢5(), -, ¢,(@) n fir a <2 < b definierte reelle
stetige Funktionen, die als linear unabhéingig vorausgesetzt werden. Dann
konstruieren wir die Funktionen*)

( x) ’391 (@

f (9 )*dy

a

b
9@ — 9. @) [ () ¥, (2) d

Py (o) =

14 [3
Vf(% @ — b ) [ 94 &) ¥, (2)d2)* dy

o=n-1

9, @) 2%@)] P, (2) w,(2) di

a(@) = — :
Vf (9. 2 Yo f 945 B, () d2)* dy

Durch diese Formeln ist fiir jedes v ¢,(2) rekursiv durch ¢,(2),
%(x) *+, @,(«) linear homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar
und umgekehrt auch @, (z) durch ¥,(z), ¥,(#),- -, ¢,(x). In keiner der
Formeln kann néimlich der Nenner verschwinden; denn wire v der erste

" Index, fiir welchen das geschihe, so miiBte

o=yt b
9,@) — D 0,(@) [9,(2) #,(2) 4z = 0
e=1 @

sein, und da die () aus den (), 9,(@), - - -, p,_,(%) linear homogen

*) Im wesentlichen dieselben Formeln sind von J. P. Gram in der Abbandlung
pUeber die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der
kleinsten Quadrate“, Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. -
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mit konstanten Koeffizienten zusammengesetzt werden konnen, so wiirde
sich ein Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der
Funktionen ¢, (2), ¢3(), -, ¢,(%) ergeben. Die Funktionen ¥, (), y(x),
ooy @, () bilden ferner cin normiertes und orthogonales Funktionensystem
d. h. geniigen den Gleichungen

b
/)wﬂ(x) ¢, (x)dz =0 oder 1,

je nachdem » und p verschieden oder gleich sind. Das ist zunichst klar
fir die Funktionen ¢,(%) und 9,(2); nehmen wir nun das Normiertsein
und die Orthogonalitit des Funktionensystems ¥, (%), ¥, (%), %, _, (%) an, so
folgt dasselbe auch fiir das Funktionensystem ¢, (%), ¥,(2),---,¢,_,(®),%,(%),
denn es ist

b b
Sw@yde=1 wd [v,() V(o) =0 fir e<w—1.

. Wenn die Funktionen ¢, (%), @,(2), -, ¢,_,(2) zwar ein linear un-
abhiingiges System bilden, aber nicht die Funktionen ¢, (), (%), -, 9,(2),
dann ist die lineare Abhingigkeit der letzteren gegeben durch die (leichung

Pu(@) = D 0,(0) [ 9(2) 0,6 02 = 0.
¢=1 @

Denn verschwinde dieser Ausdruck nicht identisch, so wiren die Funk-
tionen ¥, (), ¢,(x),- -, ¥,(x) linear homogen mit konstanten Koeffizienten
darstellbar durch die Funktionen ¢, (%), ¢;(x), - - -, ¢,(2) und mithin auch
wegen der vorausgesetzten linearen Abhingigkeit der letzteren durch die
Funktionen ¢, (%), ,(#), - @,_.(%). Es miissen also die Funktionen
¥ (%), ¥, (2), - -+, ¥,(2) linear voneinander abhingig sein. Das ist aber
unmdglich; denn in einem orthogonalen System kann keine Gleichung

von der Form N
201’11)1’ (x) = O

bestehen, wo nicht sémtliche ¢, = 0 sind, wie sich durch Multiplikation
dieser Gleichung mit ¥,(z) dz und Integration von a bis b ergibt.

Wir haben also in den Zihlern der diskutierten Ausdyiicke eine Reihe
von linearen homogenen Formen der Funktionen @,(z), @o(x),- -, 9,(2),
deren Eigenschaft es ist, im Falle einer linearen Abhingigheit zwischen den
letateren dieselbe durch das identische Verschwinden einer der Formen wicht
blof als notwendiges und hinreichendes Kriterium anzuzeigen, sondern auch
daraustellen.
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SchluBbemerkung. Alle Formeln und Sitze dieses Kapitels mit
Ausnahme des Zusatzes zu § 2 behalten ihre Giiltigkeit, wenn 2, y, # Punkte
"eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen
Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes in einem % 4 m-dimensio-
nalen Raum bedeuten, und dz, dy, dz die entsprechenden Elemente.

Zweites Kapitel.
Uber die lineare symmetrische Integralgleichung.
§ 4
Begriff der Eigenfunktion.

Es sei K(s,?) eine fiir a <s <b, a <t < b definierte, reelle, stetige
Funktion, die in s und ¢ symmetrisch ist. Dann heiBt jede stetige, nicht
identisch verschwindende, reelle oder komplexe Funktion ¢(s), welche
identisch in s der Gleichung

9() =1 [ K(s,1) p(t) dt

gentigt, wo 4 eine Konstante bedeutet, eine zu dem betreffenden Eigen-
werte von A gehorige Eigenfunktion des Kernes K(s,?).

Zwei au verschiedenen Werten von A gehirige Eigenfunktionen @, (s)
“und @,(s) sind sueinander orthogomal, d. h. geniigen der Gleichung

S 9,(6) 9,(5) ds = 0.

Denn es sel

9,(6) = 4, [ E(s,1) 9, (0) dt,

9,6 = 4, ) E(s,1) 9, dt;

multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit A,¢,(s) ds, die zweite
mit 2,9,(s) ds, integriert von @ bis b und subtrahiert, so ergibt sich
bei Beriicksichtigung der Symmetrie von K(s, ?)

(lv— l,u)fq),u(s) lp,,(S) ds = 0’

woraus die zu beweisende Gleichung folgt.
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Wire ¢, (s) eine zu einem komplexen Eigenwerte von K(s,?) ge-
hérige Bigenfunktion, so wiirde die zu ¢,(s) konjugierte Funktion zum
konjugierten Eigenwerte gehoren, wegen der Verschiedenheit dieser beiden
Eigenwerte miiBten dann ¢,(s) und die zu ¢,(s) konjugierte Funktion
zueinander orthogonal sein, was unmdoglich ist, da das Integral tiber das
Produkt zweier konjugierter Funktionen stets groBer als O ist. Also sind
alle Eigenwerte des Kernes K (s, t) reell.

* Ist y(s) eine komplexe Eigenfunktion, so folgt, weil, wie eben ge-
zeigt, der zugehorige Eigenwert reell sein muB, daB ¢ (s) =g(s)+ip(s),
wo @(s) und §(s) reelle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes sind. Aus
diesem Grunde sollen in allen folgenden Sitzen dieses Kapitels nur die
reellen Eigenfunktionen betrachtet und unter der Bezeichnung ,FEigen-
funtion’ verstanden sein.

§ 5.
Das vollstindige normierte Orthogonalsystem.

Die Anzahl linear unabhingiger zu einem bestimmien FEigenwerte
gehoriger Eigenfunktionen ist endlich.

Beweis: Da jedes aus zum selben Eigenwerte gehorigen Eigen-
funktionen mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare homogene
Aggregat wieder eine zum betreffenden Eigenwerte gehorige Eigenfunktion
liefert, so ergibt die Konstruktion des § 3 zu jedem System von # linear
unabhingigen zum Eigenwerte 1 gehorigen Eigenfunktionen ein System
von ebensovielen Eigenfunktionen desselben Eigenwertes, welche normiert
und zueinander orthogonal sind; dieselben mdgen jetzt durch ¢, (5),
95(s), - + -, @,(s) bezoichnet werden. Die im § 1 gegebene Besselsche
Ungleichung liefert dann fiir jedes s

b v=n b r=n
S &, oparz D K, p,0)dt) = 5 D (0,05
a =1 a r=1

multipliziert man diese Ungleichung mit ds und integriert von o bis b,
so ergibt sich bei Beriicksichtigung der Gleichungen

4
S (o,6)rds =1

die Beziehung b b
n<af f (K, 9)*ds dt,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Ist die Anzahl der linear unabhingigen zu einem Rigenwert ge-
horigen Eigenfunktionen gleich m, so heiBt der betreffende Eigenwert
ein m-facher.
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Ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s, t) soll
ein solches System von normierten und zueinander orthogonalen Eigen-
funktionen dieses Kernes heiflen, daB jede Eigenfunktion dieses Kernes
sich linear homogen mit konstanten Koeffizienten durch eine endliche
Anzahl von Funktionen des Systems darstellen l4Bt.

Die in der Darstellung einer Eigenfunktion durch Funktionen des
Systems vorkommenden Funktionen desselben miissen alle zum selben
Eigenwerte gehdren wie die darzustellende Funktion; denn es sei die
Gleichung

b= 2 6,0
eine solche Darstellung fiir die Eigenfunktion 3 (s) durch Funktionen des
Systems; dann ist wegen der Orthogonalitit der letzteren

¢,=f v(s) 9,(s) ds,

und dieser Ausdruck verschwindet, wenn % (s) und @, (s) zu verschiedenen
Eigenwerten gehoren, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde.

Man erhilt ein solches vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des
Kernes K (s, t), indem man zu jedem Eigenwerte A durch die Konstruktion
des § 3 ein System von ebenso vielen normierten und zucinander orthogonalen
FEigenfunktionen bildet, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwertes
betrdgt.

Durchliuft ¢,(f) eine beliebige endliche Anzahl von Funktionen
eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des Kernes K(s, ?)
und 4, die entsprechenden Eigenwerte, so folgt aus der Besselschen
Ungleichung

S & vpaz D SE 6,0 9,0 1t) = X 5 (9,0
a [4 a ¢ ¢

b b
JJ(K(s,t>)2dsdtgeZ,’lLZ.

Hieraus ergibt sich, dap die Eigenwerte -des Kernes K (s, t), jeder nach seiner
Vielfachheit gezahlt, keine Haufungspunkte im Endlichen haben komnen. Also
lassen sie sich ihrem absoluten Betrage nach in eine Reihe anordnen, und
wenn es threr unendlich viele gibt, so wachsen die absoluten Betrige iiber
alle Grenzen. ’

- -~
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8§ 6.
Die iterierten Kerne,*)
Wir definieren
Ki(s,§) = K(s, t),

Es, 1) = [ K(s,r) E*(r, ) dr,

Ko(s,8) = f K(s,7) E*=*(r, 8) dr.

Denkt man sich dann K"*!(s,t) als n-faches Integral iiber das Produkt
von n + 1 Kernen explizite ausgedriickt, so erhellt sofort

) Ke+o(s, 8) = [ Ke(s,7) K*(r, ) dr,
K (s, t) = K (t, 5).

Ferner kann keine der Funktionen K"(s,?) identisch in s und ¢ ver-

schwinden. Denn wire
K~(s,8) =0,

Kn+i(s, 1) =0,

80 wire auch

und gemdf (1) wére auch
b
S En(s, ) En(r, ) dr =0,

wo n, die ganze unter den beiden Zahlen —275 und Z > ! bedeutet; mithin

wire auch

b [
0= [ Eu(s,r) Kn(r, s) dr = [ (Bns, )t dr,

woraus das in s und ¢ identische Verschwinden von Km(s,?) folgen
witrde. Durch gentigend hiufige Wiederholung dieses SchluBverfahrens
wiirde sich das identische Verschwinden von K(s,{) im Widerspruch zur
Voraussetzung ergeben.

Es sei

o) =4 K5, 0 o) dr.

Dann ist
9(E) = [ Kn(s, 1) p (@) at.

*) Vergl. H. A. Schwarz 1. ¢. Fredbolm L c. S. 384, Hilbert 1. c. 8. 244—247.
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Es ist also jede Eigenfunktion des Kernes K (s, %) auch eine Eigenfunktion
des Kernes K"(s,t). Ist andererseits

w(s) = ¢ En(s,0) w(t) dt,

80 definiere man die Funktionen y,(s) durch die Gleichungen
[ [
() =)+, [ K, v b+ 1 [ K25, ) v dt+ -

b
t+ht [Eo-i(s, g dt (v=1,2,3, ,n),

wobei h, die n Wurzeln der Gleichung A" = ¢ durchliuft. Dann ist,

V=R

weil 2 At nur dann von Null verschieden ist, wenn % durch » teilbar ist,

v=1

@ o) = > 1,0).

v=1

Ferner erhilt man
b
1(5) =, [ E(s,8) 1,0 ar.

Also sind die yx,(s), sofern sie nicht identisch verschwinden, was wegen
(2) nicht fiir alle » der Fall sein kann, Eigenfunktionen des Kernes
K (s,?). Da derselbe nach § 4 nur reelle Eigenwerte hat, muB f,(s)
fiir alle nicht reellen 4, identisch verschwinden. Ist folglich # ungerade,

und bezeichnet man mit A = Ve die reelle Wurzel der Gleichung
hr=c¢, 8o ist

v =Vo [ K(s, ) w(®) at.

Ist aber »n gerade, so muB ¢>0 sein, und wenn dann Ay =+ Ve y
s = — Ve die beiden reellen Wurzeln der Gleichung " =c bezeichnen,

8o ist
() = 2:(8) + 1 (5),

@ =+Ve K ) n@dt,

1(s) =—Ve [ K(s, ) (@) dt,

wobei noch eine der beiden Funktionen z,(s) und g(s) identisch ver-
schwinden kann. Ist also n wungerade, so ist jede Kigenfunktion von



Entwicklung willkiirlicher Funktionen. 449

K~ (s, t) auch eine Eigenfunktion von K (s,?); ist aber n gerade, so ist
jede Eigenfunktion von K"(s,t) entweder eine Eigenfumktion von K (s, ?)
oder die Summe zweier Ssolcher.

Jedes vollstindige mormierte Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) ist
auch ein solches fiir den Kern K"(s,t).

§ 7.
Fundamentalsatz.
Zu jedem nicht identisch verschwindenden Kerne K (s,t) gibt es min-

destens eine Eigenfunktion. Den Beweis dieses Fundamentalsatzes lasse
ich, um hier den Ideengang nicht zu unterbrechen, in § 11 nachfolgen.

§ 8.
Entwicklung des Kernes und seiner Iterationen. *)
Es moégen die Funktionen ¢,(s), @3(s), -+, ,(s), -+ ein voll-
stindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s, ¢) bilden, denen

die Eigenwerte 1,,4,, -, 4,, - der absoluten GréBe nach geordnet
entsprechen mdgen. Wenn dann die Reihe

?,(8) @,
P

gleichmiifig fiir a <s<b, a <t b konvergiert, so ist
2,(5) 9,(8)

(3> K(S)t)=2 _T”)
insbesondere ergibt sich hieraus, daf diese Gleichung stets giiltig st
wenn die Anzahl der Figenfunktionen des vollstindigen normierten Orthogonal-
systems endlich ist.

Beweis: Wir setzen:

(8 9,()
E(s, )~ 3 "7 = Qs ).

Dann ist @(s,?) auch eine stetige symmetrische Funktion von s und ¢
und es ist

b
@ S UG, 1) 9,0 at=0
fir alle Werte von ». Wire nun Q(s,?) nicht identisch Null, so miifite

*) Vergl. Hilbert 1. c. 8. 69—72. — Stekloff 1 ¢. 8. 404—425,
Mathematische Annslen. LXIII. 29
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es nach dem Fundamentalsatz des vorhergehenden Paragraphen eine stetige
Funktion v (s) geben, so daB

v(© =c J QGs, ) w(o) dt

ist. Aus (4) folgt, daB fiir alle Werte von v

® J'w(s) @ (s)ds =0,

mithin ist auch

Ses v at =K@ w0 a,

also ist
b
v(s)=c [ K(s,8) w(0) &,

9 (s) wire also eine Eigenfunktion des Kernes K(s,?), welche wegen
ihrer durch Gleichung (5) gegebenen Orthogonalitit zu allen Funktionen
®,(s) sich nicht durch eine endliche Anzahl von ihnen linear homogen
mit konstanten Koeffizienten darstellen lieBe — im Widerspruch zur
Voraussetzung, daB die Funktionen ¢, (s), @,(s), -+, ¢,(8), - - ein woll-
stiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s,?) bilden. Also
ist Q (s, ?) identisch gleich Null, was zu heweisen war.
Hieraus schlieBen wir: es ist stefs

() Ki(s, 1 _2 %(8) %(t)

und die Reihe auf der rechien Seite konvergiert absolut und gleichméifig.
Denn da nach § 6 die Funktionen ¢, (s) auch ein vollstindiges normiertes
Orthogonalsystem des Kernes K*(s,¢) bilden, denen die Eigenwerte i3
entsprechen, so folgt unsere Behauptung aus der eben bewiesenen, wenn
nur die absolute und gleichm#Bige Konvergenz der Reihe rechts dargetan
werden kann. Es ist aber

=71+ W v=n4im n=n+m
vzﬂ? %’/s) (p,, &)1 < 1 2 (QJV(S))Q 2 g&fﬁ)j

<o 3
v=n r=n

und da nach der Besselschen Ungleichung

v=n4+m v=n-+m

f (K, ) at > S’ f K(s,t)9,(t) dt)'= > <°°"Z;8’_)i,

Y=
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so folgt
v=n+m
2,5 9, 3
2 14 l é J (K(S, t))Z dt?

woraus die zu beweisende absolute und gleichmiBige Konvergenz sich
ergibt.

§9.
Entwicklung willkiirlicher Funktionen.*)

Es migen wie im vorigen Paragraphen die Funktionen ¢, (s), @y(8), « -
< @,(8)," - - ein vollstindiges normiertes 0rtkogonalsysc‘em des Kernes K(s, t)
bilden, denen die Eigenwerte Ay, Ay, 4,, -+ dem absoluten Betrage nach
geordnet entsprechen migen. Ist dann h(s) eine stetige Funltion, so daf

b
K (s, t)h(t)dt =0

ist, damn ergibt sich durch Multiplikation dieser Gleichung mit @, (s)ds und
Integration von a bis b die fir alle v giltige Gleichung

f (s) @,(s) ds = O

Umgekelrt folgt aber auch aus dem Bestehen dieser Gleichungen fir alle v
die Gleichung

[4
S (s O)n(tyat=0
Beweis. Multipliziert man die im vorigen Paragraphen bewiesene

Gleichung (s) o
K4( t) 2 (pll (p‘lf

mit %(s) 2(¢) dsdt und integriert nach s und ¢ von @ bis b, so folgt

0 -—='fb:/?K4(s, ) h(s)h(t)dsdt

@& a

=fder2(s, r) h(s) deKg(t; r)h(t) at

-——L/l;dr (j)‘Kz.(sz ) h(s) ds)z;

*) Vergl. Hilbert 1. ¢. 8. 72—78. Stekloff L c. S. 404—425.
29*



452 Ermarp Sommipr.
mithin ist identisch in » ,

SB35, ") h(s)ds = 0
daher ist auch ’

0 =ff1fﬁ(s, £) h(s) h(t) ds dt,

und durch Wiederholung des eben angewandten SchluBverfahrens ergibt
sich identisch in #
3
J K@, s)h(s)ds =0,

was zu beweisen war.
Es sei die stetige Funktion g(s) darstellbar durch die Gleichung

96 = [ K ) p(t)at,

wo p(t) eine stetige Funktion bedeutet, damn ist

00 =30, [0 9.0 at= 352 Frtyg,@at

-2 [EsH9,0at [p@He,0)d,

und die Reihe rechis konvergiert absolut und glgichmdfig.

Beweis. Aus der dritten Darstellungsform ihres allgemeinen Gliedes
erlaubt uns der in § 2 bewiesene Konvergenzsatz die behauptete absolute
und gleichméBige Konvergenz der Reihe abzulesen.

Setzt man

96) = D 9.(5) [9(1) 9,1 dt = h(s),

so ist fiir alle »

b

@) Jre),()ds=0

und mithin nach dem eben bewiesenen Theorem
b

®) [E(s, o)ty dt = 0.

Nun ist ’

Stopas= [1@ o) ds -2 [h6) 9,6 ds [90) 9,0t
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und da wegen der Gleichungen (7) die Summe rechts verschwindet, so ist

S @oras= [16)96)as = [ p0)ar [ E(s b as = 0

wegen Gleichung (8). Also ist h(s) identisch gleich Null, was zu be-
weisen war.

BEs mogen p(s) und g(s) zwei stetige Funktionen bedeuten; dann
ergibt sich durch Multiplikation der eben bewiesenen Gleichung mit g(s)ds
und Integration von @ bis b

f fK(s, DeEp@)dsdt= 21 [ 16)9,6)ds [o(t) 9,(2) dt.

Dies ist die Fundamentalformel von Hilbert, welche er aus der kanonischen
Zerlegung einer quadratischen Form durch Grenziibergang gewinnt, und
aus welcher er dann die Sdtze des § 8 und das erste Theorem des § 9 fiir
alle Kerne und das Entwicklungstheorem fiir ,allgemeine* Kerne ableitet.

§ 10.
Die inhomogene lineare Integralgleichung.

Es sei f(s) eine gegebene stetige Funktion; es soll eine stetige Funk-
tion ¢(s) bestimmt werden, so daB

9) f(s) = 9(s) — 4 [ K(s, ) p(t) dt

ist. Wir setzen
P(s) =£(s) + 9(9).

Dann ist

14
(10) 9(s) = 1 [E(s, ) (F&) +9) dt,
es ist foiglich nach dem Entwicklungssatze des vorigen Paragraphen
b
1) 96) = D) 9. [9) 9, (O 2,

wo g,(s) ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K{(s,¢)
durchléunft, und die Reihe rechts absolut und gleichmiBig konvergiert.
Multipliziert man (10) mit @ (s)ds und integriert, so folgt
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Jo@o@ds = f(ro+sw)at [ K, 09,605
a2 fovema=1t [ree0a+ L fs0e0,

Jone@at=2 [0 a0,
und also gemif (11)
(13) 9 =6 +1 3 20 [10)9, ar.

Umgekehrt konvergiert aber anch, wenn i von allen 4, verschieden ist,
die letzte Reihe nach § 2 absolut und gleichmifBig, weil

2

28 [roswa-—2; [Koneoa [100.00
a X a a

ist, und es stellt die rechte Seite der Gleichung (13) eine Liosung der
Gleichung (9) dar, wie sich durch Einfiihrung derselben in Gleichung (9)
bei Beriicksichtigung der aus dem Entwicklungssatz des vorigen Paragraphen
folgenden Gleichung

SEG 0= 3% [0 9,0 at

ergibt. Wir sehen also, dafl, wenn A kein Eigenwert des Kernes K (s, t)
ist, die Gleichuny (9) immer eine und nur, eine durch die Gleichung (13)
gegebene Liosung hat. Ist aber A ein k-facher Eigenwert, so ergibt die
Gleichung (12), dafl, damit die Gleichung (9) eine Losung hat, f(s) den

k Gleichungen 5
SO @ n (@) dt =0

gewitgen muf, wo n+ 1, n+ 2, -, n+k die Indices der zum betreffen-
den k-fachen Bigenwerte gehirigen Eigenfunktionen des vollstindigen wormierten
Orthogonalsystems bedeuten; dann ist, wie die FEinfikrung in die Glei-
chung (9) zeigt,

@(s) =1(8) + ¢, 9,.,,(s) + 839,15(8) + 0@, 11 (8) .
#1375 [0 9.0,
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wo v dle Indizes des Orthogonalsystems mit Ausnahme von n+ 1,2+ 2, - -
<o n+k durchliufé, und a, ay, -« -, a, beliebige Konstanten bedeuter. Dies
sind fiir den symmetrischen Kern die wesentlichsten derjenigen Sitze, welche
von Fredholm durch seine Reihen bewiesen worden sind.

§ 11.
Beweis des Fundamentalsatzes.*)

Jetzt gehen wir zu dem in § 7 schuldig gebliechenen Beweise des
Fundamentalsatzes iiber, daB es zu jedem Kerne mindestens eine Eigen-
funktion gibt.

Wir setzen

b b b
U, =fK1(s, s)ds, U, =fK2(s, s)ds,---, U, ==![‘K”(s, s)ds, ..
a a @

Dann folgt aus § 6 (1)

% b
(14) Uisr =ffo‘(s, rYK*(s,r)drds,
L]
(15) U,, =ff(1'f”(s, )P drds.

Da nun K*(s,t), wie in § 6 gezeigt, nicht identisch verschwinden kann,
so folgt, daf alle U,, von Null verschieden und positiv sind. Es sei n > 2;
getzt man dann in (14) n+1 fir g und »—1 fiir » und wendet die in
§ 1 gegebene Schwarzsche Ungleichung an, welche gemif der Schluf-
bemerkung des ersten Kapitels auch fiir vielfache Integrale ihre Giiltig-

keit behilt, so folgt
U}gné U2n»2 * U2n+2,

U2n U2 2
<L An?,

Ugpo = Uy,

Setzt man nun
Uspss

(16) l;;n =C,,
so ist also
(17) Coe1 é Cn

Nun ist nach § 6 Gleichung (1)

# Vergl. H. A. Schwarz'1. c.
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. b
Er+o(s, 0) = [ Kn(s, r) K*(r, t) dr,
b b
(Ko (s, 1) < f (K, ) dr f (K@, r)dr,
b b b b b b
Sf & npasae < [ (&es myrdrds - [ (& @ ryparae.

Also nach (15)
" U2u+ﬁv— U2;u lfﬁw

und wegen (16) und (17)
(18) Uy, 2 €.
Bei Beriicksichtigung von (17) ergibt sich hieraus, daB

Lim ¢, = ¢,

=0

wo ¢ eine endliche positive GroBe bedeutet und

U,,
(19) >y
ist.
Aus (16) folgt, weil ¢, < ¢ ist, daB
U2n +2 U2n
(20) et
Aus (19) und (20) folgt, daB
U
21) Lim "= U
n=w €
ist, wo U eine endliche Zahl >1 ist.
Nun ist
K ihs g K, t)
7l+m cﬂ
2n42m-—2 2n
= “f/K(s, rl){K T Sty K—mc,,_("”')} K(ry, t) dr, dr,,

K+ims o K2 p\2 Lo
( " m(s )—‘ r(ts _t)) g 21?'/1 (K(s’rl)K(rﬁ’t))sdrl dr,><

K2n+8m 2( 7‘) K2n+2m 2(7‘ r Kn 8’,’,, Kzn 2
d"1d7'2{( T pEmel b 2ln+:n) T R 2)'*'( o (1;,,1’,)

)
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Bei Beriicksichtigung von (14) und (15) ergibt sich hieraus

cn +

b b
R2ntem K 2
) KOOV L [(Eerar, [ (K r)dr =

U4n+4m—4 _2 U4n+2m—4 U4n-4 .
>< Antim=2 Artm—2 JETE)

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird aber wegen (21) mit

wachsendem #, unabhingig von m, s und {, unendlich klein. Hieraus folgt,
2n

daB E——éslﬁ mit wachsendem #n gleichmifig gegen eine mithin stetige
[

Funktion «(s, ¢) konvergiert, welche wegen

n=00 n=c C

b b
2n U.
fu(s,s)ds=Limf£‘_~%ﬁ’ﬁf=Lim#= U>1
nicht identisch in s und ¢ verschwinden kann. Ferner folgt aus

b
2n+2 * 22
K &8 _ _(1:_ J K2(s,7) K_é’.gb_@ dr

cu+1

3
u(s, t) = —51- K2(s, r)u(r, t)dr.

Wahlt man nun fiir ¢ einen solchen Wert ¢, daB u(s, ¢,) nicht identisch

in s verschwindet, so ist gem#B der letzten Gleichung u(s,?) eine Eigen-

funktion des Kernes KZ2(s,t). Daraus folgt aber nack § 6, daB auch

K(s,t) eine Eigenfunktion haben muf, was zu beweisen war.

§ 12
Erweiterung der Voraussetzungen.

Auch Unstetigkeiten des symmetrischen Kernes konnen in einem durch
folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden.

I. Die Punktmenge in der s, t-Ebene, wglche aus den Unstetigkeits-
stellen von K(s, ¢) gebildet wird und daher in 8er s, #-Ebene abgeschlossen
ist, soll auf jeder Geraden s = const. den #ufleren Inhalt Null haben.

b
IL f(K(s, ) d¢ soll fiir @ < s < b endlich und bestimmt sein und

eine stetige Funktion von s darstellen.
Man teile das quadratische Definitionsgebiet von K(s,t) durch
Parallelen zu den Seiten in 22" gleiche Quadrate und bezeichne mit @,
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das aus der Gesamtheit derjenigen Quadrate gebildete Gebiet, welche im
Tnneren oder auf der Umgrenzung Unstetigheitsstellen von K(s,#) ent-
halten. Dann kann aus Iund II ohne Schwierigkeit das Ergebms bewiesen
werden: zu jeder beliebig kleinen positiven GroBe & gibt es eine Zahl n,
so daB fiir alle Geraden s = const. sowohl die Gesamtlinge der auf ihnen
von @, tiberdeckten Gebiete als auch der Wert des iiber die Gesamtheit

dieser Gebiete erstreckten Integrals
S (&6, n)rar)
Qn

< ¢ sind.
Hierans folgt zunichst, dad- auch fir alle Geraden s = const.

[1Esnldt<s
n

ist; denn gem#B der Schwarzschen Ungleichung ist
(J1E6 0l@)'< (& tpat - [at < &
@ < Qn

Aus den bewiesenen Ungleichungen ergibt sich leicht: Der planare Inhalt
der aus den Unstetigkeitsstellen von K(s, ?) bestehenden Punktmenge ist

olelch Null. Fiir jede stetige Funktion m(¢) sind f (K(s, $))m(t)dt und
f (K, 0)?mt)dt fir a < s <b endlich und bestlmmt und stellen eine

stetlge Fuoktion von s dar. Ahnlich beweist man leicht bei Anwendung
der Schwarzschen Ungleichung auf das Integral iiber das Produkt der
beiden Kerne, daB auch

b
K2(s, t) = [K(s, ) E(r, ) dr

fir 0 <s<b, a <t <D endlich und bestimmt ist und eine stetige Funk-
tion von s und ¢ darstellt, welche wegen

)
K3(s,5) = [ (K, 1) dr

nur dann identisch verschwinden kann, wenn K(s,¢) in seinem ganzen
Stetigkeitsbereich identisch verschwindet. :

Diese aus den Voraussetzungen I und II gewonnenen Folgerungen
gestatten leicht alle in den §§ 4, 5, 6 vorkommenden Operationen wie
namentlich die hiufigen Vertauschungen der Integrationsordnung auch fiir

*) Es kann statt der Voraussetzungen I und II auch I und die Giiltigkeit dieser
Ungleichung gefordert werden, aus welchen Voraussetzungen sich leicht IT ergib.
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den Fall des unstetigen Kernes zu legitimieren.*) Die Sitze und Beweise
der §§ 4, b, 6 bleiben daher ungetindert giiltig. Der in § 7 ausgesprochene
Fundamentalsatz bleibt bestehen, weil K?2(s,t) als stetiger Kern Eigen-
fanktionen haben muB und hieraus gemiB § 6 die Existenz von Eigen-
funktionen von K(s, ¢) folgt.

Im § 8 muB die Giiltigkeit der Gleichung (3) auf den Stetigkeits-
bereich des Kernes beschrinkt werden, wihrend die Gleichung (6) un-
verindert giiltig bleibt. In den §§ 9 und 10 bleiben alle Sitze und Be-
weise unveridndert bestehen.

Es ist auch zuldissig, daB I und II lings einer endlichen Anzahl von
Geraden s = const. unerfiillt sind, indem der Kern auf beiden Réndern
dieser verschiedene Wertefolgen annimmt, I und I miissen dann aber in
jedem der Rechtecke, in welche das Definitionsquadrat des Kernes durch
die genannten Geraden zerlegt wird, einschlieflich der Rénder postuliert
werden, und es miissen an den betreffenden Werten von s beiden Eigen-
funktionen sowie der Losungsfunktionen der inhomogenen Integralgleichung
Spriinge zugelassen werden.

Ferner kann der Giiltigkeitsbereich des in § 9 erhaltenen Entwicklungs-
satzes noch dahin erweitert werden, daf die Voraussetzung der Stetigkeit
der Funktion p(¢) durch die Voraussetzung der Integrabilitit und der
Integrabilitit ihres Quadrates ersetzt wird.

Ebenso #ndert sich nichts in den Sétzen und Beweisen dieses Kapitels,
wenn S, f, 7, - - -, Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen-
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes
in einem (% + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, df, dr, . - - die
entsprechenden Elemente. ’

Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen I und II einen
Bereich der Zuliissigkeit von Unstetigkeiten.

Drittes Kapitel.
Uber die lineare unsymmetrische Integralgleichung.

§ 13.
Die inhomogene Integralgleichung.

Es seien der nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzte Kern K(s, ¢)
and £(s) fir a Ls<b, a <t <L b als reelle stetige Funktionen definiert.
Gesucht wird eine reelle stetige Funktion ¢(s), welche die Integralgleichung

*) Siehe z. B. Jordan, Cours d'Analyse Bd. I, Cap. IT, IL
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(22) : £(s) = ¢(s) — [ K(s, ) o() dt
erfiillt. *

Setzt man )
23) () = 1) — [ K(s,2) 1(s) ds,

so ergeben sich die Identititen

(24) 9(5) — [ K(s, @) at = 1(5) — [ QGs, O 2(t)

(25) Soras =16 (1) — [ @5, 1)) as,

wo
Qs 0) = K(s,0) + K(t, 5) — [ K(s, ) K(t, ) dr

und mithin symmetrisch ist.

Man bezeichne jede von Null verschiedene reelle stetige Funktion,
welche, fiir @(s) substituiert, die rechte Seite der Gleichung (22) identisch
verschwinden 1aBt, als Nulllosung in s des Kernes und jede von Null ver-
schiedene reelle stetige Funktion, welche fiir y(¢) substituiert die rechte
Seite der Gleichung (23) identisch verschwinden liBt, als Nulllisung in .
Gem#B dem ersten Theorem des § 5 fiir 4 = 1, bei dessen Beweis von
der Voraussetzung der Symmetrie des Kernes kein Gebrauch gemacht
wird, sind die Anzahlen der linearunabhingigen Nulllosungen in s sowie
in ¢t endlich. Ist y(f) eine Nullldsung in ¢, so folgt aus (23) und (24),
daB x(¢) eine zum FEigenwerte 4 =1 gehorige Eigenfunktion des sym-
metrischen Kernes (s, #) ist; aus (25) und (23) folgt das umgekehrte.
Mithin erhélt man die Gesamtheit der ersteren Funktionen, indem man die
mit ihr als identisch erwiesene Gesamtheit der letzteren bildet.

Nun st die notwendige und hinveichende Bedingung fiir die Lisbarkeit
der Gleichung (22) die Orthogonalitiit von f(s) zu allen eventuell vorhandenen
Nulllssungen in t, und aus ciner Lisung ergeben sich damn alle durch
additive Hinzufiigung aller Nulllosungen in s*).

Denn die Notwendigkeit dieser Bedingung erhellt vorweg bei Multi-
plikation der Gleichung (22) mit einer Nulllssung in ¢ und Integration;
und daf die Bedingung hinreichend ist, zeigt die unmittelbare Anwendung
der Auflosungstheoreme des § 10 auf die symmetrische Integralgleichung

*) Dieses Theorem ist-auch zuerst von Fredholm l. c. bewiesen worden.
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1) =2) — [ Q(s, £) 2(8) s,

auf welche gemif (24) die Gleichung (22) durch die Substitution

b
() = 2() — [ E(s, ) 1 (5) ds
zuriickgefiihrt wird. ’

§ 14.

Begriff der Eigenfunktion,
Es sei K(s,t) eine fir a <s<b, a <t < b definierte reelle stetige
Funktion, die nicht als symmetrisch vorausgesetzt werden soll. Wenn dann

die beiden reellen oder komplexen stetigen nicht identisch verschwindenden
Funktionen ¢(s) und y(s) den Gleichungen

(26) 9(s) = 4 [ K(s 1) v(t) dt

(27 ¥(s) = [ K, 5) o (¢) dt

gentigen, so sollen sie als ein Paar sum betreffenden Eigenwert A gehiriger
adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K (s, t) bezeichnet werden.
Wir definieren nun

(28) K(s,t) = [ K(s, r) E(t,r) dr
(29) K(s,t) = [E(r, s) K(r,t)dr.

Damn sind K(s,t) und K(s,t) symmetrisch. o
Fithrt man (27) in (26) und (26) in (27) ein, so ergeben sich die
Gleichungen

(30) 9(s) = 1 [E (5, 1) 9(t) dt
(31) oy = K@
Wire nun ¢

@(s) = @1(s) +iga(s) wnd  P() =¥y (s) + 7% (5),
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so wiirde, da A* als Eigenwert des symmetrischen Kernes K (s, 1), wie in
§ 4 gezeigt, reell sein muB, aus (30) folgen

u(s) = 1 [ K (s, ¢) g, (¢) dt
Sooras=2f [ K t) g (t) dsat
— 12 far [K(s, ) 9,(s)ds [ K ), (t) at

14 b b
f(¢1(s))2ds = A2fdr (jK(s, 7) @.(8) ds)2.
Ebenso ergibt sich

14 b
Sigoras=far( &t ng0 05" f

Da nun in mindestens einer dieser beiden Gleichungen nicht beide Seiten
identisch verschwinden konnen, so folgt, daf A? positiv und wmithin A reell
ist. Es miiten mithin ¢, (s) und ¢,(s), @.(s) und 9,(s) je ein Paar zum
Eigenwerte 4 gehdriger adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s, ¢)
bilden. Aus diesem Grunde sollen im folgenden nur reelle Paare von
adjungierten Eigenfunktionen betrachtet und unter dieser Bezeichnung
verstanden werden. Indem wir iiber das Vorzeichen von (s) geeignet
verfigen, konnen wir die Eigenwerte eines unsymmetrischen Kernes sémtlich
als positiv voraussetzen.

Aus (30) folgt, wenn ¥ (s) durch (27) definiert wird, (26) und durch
Einfithrung von (26) in (27) (31); ebenso folgt aus (81), wenn ¢{s) durch
(26) definiert wird, (27) und durch Einfihrang von (27) in (26)-(30).
Es entspricht also jeder Eigenfunktion des symmetrischen Kernes K (s, t) eine
Eigenfunktion des symmetrischen Kernes XK (s, t) und wmgekehrt — und
awar so, dof3 das betreffende Funktionenpacr ein Paar adjungierter Eigen-
funktionen des unsymmetrischen Kernes K(s,t) bildet.

§ 15.

Das vollstiindige normierte Orthogonalsystem eines unsymmetrischen
Kernes. )

Die adjungierten Funktionen eines vollstindigen normierten O'rthogonal-’
_systems des Kernes K (s, t) bilden wieder ein vollstindiges normiertes Ortho-
gonalsystem des Kernes K (s,t) und umgekehrt.

4
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Bewelis.

f:pﬂ(r) ¥, (r)dr =fdr }.}‘fK(t, ) @,() dtl,fK(s, r) @, (s)ds

)
= 4,4, [ E(5,)9,(8) 9,(s) dsdt;

wegen (30) ergibt sich hieraus

[ron@ds =3 [5,6)9.6ds.

Bilden also die Funktionen g, (s), ®y(s), -+ ®,(s), - - ein vollstindiges
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s, t), so folgt aus der letzten
Gleichung, daB auch die adjungierten Funktionen ¥, (s), %5 (5), -+ ¥, (8),*
simtlich normiert und zueinander orthogonal sind. Es sei nun %(s)
eine Bigenfunktion von K(s, ¢) und ¢(s) ihre adjungierte, also eine Eigen-
funktion von K(s,#). Dann ist gemiB Voraussetzung

P(s) = > cepyls),
()

wo ¢ eine endliche Anzahl von Indizes durchliuft, und nach § 5 siimtliche
@o(s) zum selben Bigenwerte gehoren wie @(s). Dann folgt wegen der
Gleichungen

bo(s) = 4 K (4, 9) g (1) dt

b

¥(s) = A K(t ) p(t) dt
das Resultat ’

() = > gbe(s)-

4)

Also bilden die Funktionen v, (s), ¥5(s), -+ 9,(s), -+ - auch ein vollstindiges
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,¢), was zu beweisen war;
die Umkehrung ergibt sich in analoger Weise. Unter einem wvollstindigen
normierten Orthogonalsystem des unsymmetrischen Kernes K(s, t) wollen wir

das Paar zweier solcher adjungierter wvollstindiger normierter Orthogonal-
systeme der Kerne K (s, t) und K(s,t) verstchen.



464 Ernarp ScaMipt.

§ 16.
Entwicklung willkiirlicher Funktionen.

Es mdgen die Funktionen

P1(8), @2(8)y -+ @u(8), - - -
Py (8), Wa(s), - - -, ¥u(8), - -,

denen die Eigenwerte A,, 45, -, 4,, - - der GroBe nach geordnet ent-
sprechen mogen, ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des un-
symmetrischen Kernes K(s, ¢) in der Definition des vorigen Paragraphen
bilden. Dann gelten folgende Sitze:

Wenn identisch in s

fb K(t, $)h(t)dt =0

ist, wo h(s) eine stetige Funktion bedeutet, so ist auch fiir jedes v

S h6) 9,(6)ds = 0,

wie die Multiplikation der Gleichung (26) mit h(s)ds und Integration von
a bis b ergibt; ebenso ist, wenn identisch i s

1 J bK(s, £) h(t)dt = 0
ist, fiir jedes v : b
SuE) w,)ds=0.
Umgekehrt gilt aber auch, zZenn fiir jedes v
f;»('o‘) P,(s)ds =0
ist, die Gleichung ab
SK@, $)ht)dt =0,
und wenn fir jedes v : \
fh(s) ¥,(8)ds =0
ist, die Gleichung ab
[EG, )ty as=o.
€
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Beweis. Wir beweisen nur die, erste Behauptung, da der Beweis
der zweiten derselbe ist. Da k(s) gemiB Voraussetzung zu allen Funk-
tionen eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des symmetrischen
Kernes K (s,¢) orthogonal ist, so folgt nach § 9, daB

SE(s t)h(t)dt =0,
0= [ K (s,t)h(s) h(t) ds di = [ erg /gK(s,r)h(s) ds [ K(t,r) h(t) dt

b b
—far( [K(s, ) h(s)ds)’
folglich ist identisch in r
b
SE(s,nh(s)ds =0,

was zu beweisen war.
Wenn

g(s) =fK(s, tYh(t)dt

ist, wo h(t) eine stetige Fumktion bedeutet, so ist

96 = 9.6 fo0r9,0 3t = 352 [ntyu, @y ar

= ZJK(S, t)v,(t) dt;/)h(t) v, (t) di;

wenn 5
9(s) = | Kt ) h(z) at

ist, so st &

06 = S0.6) [0 6,00 a8 = 342 (1) g, @) a

P HEIIIOLY (1) 0, #) dt,

und die Reihen rechts konvergieren in beiden (Fleichungen absolut und gleich-
mdpig. \

Beweis. Wir wollen nur die erste Behauptung beweisen, da der
Beweis der zweiten derselbe ist. Aus der dritten Darstellungsform ihres
allgemeinen (liedes gestattet der im § 2 bewiesene Konvergenzsatz die

Mathematische Annalen. LXIII. v Y 30 )
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behauptete absolute und gleichm#Bige Konvergenz der Reihe abzulesen.
Setzt man nun

96) = > 9,05 90) 9,(6) dt = £(5),

so folgt
b
(32) J 1) g, (ds =0
und hieraus ergibt sich nach dem eben bewiesenen Theorem
b
(33) SEG @ at=0
Nun ist ’

SF@)rds = [F(s) g(s)ds = fn(t)at [ K (s, 1) f(s) ds = 0

wegen (33). Folglich ist f(s) = 0, was zu beweisen war.
Es seien p(s) und g(s) zwei stetige Funktionen. Der eben bewiesene
Satz liefert dann

[ &6 a0 @ =352 [u@)v, @ ar

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit p(s)ds und Integration von
‘@ bis b erhidlt man

S [0t asat= 3 [56)9,6)ds [atyv,0yar.

Dieser Satz entsprichi der kanonischen Zerlegung einer bilinearen Form.
B ws(®)

1’

Aus der eben bewiesenen Gleichung ergibt sich, daB, wenn 2%
gleichm#Big konvergiert, 4

(34) K(s,f) =2%(3)l:!’w(t)

ist, und daB also insbesondere diese Gleichung stets giiltig ist, wenn das
vollstandzge normigrte  Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) nur aus einer
endlichen Anzahl von Funktionenpaaren besteht. T
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§ 17.
Erweiterung der Voraussetzungen.

Wie eine der in § 13 auseinandergesetzten vollig analoge SchluBweise
zeigh, konnen auch Unstetigkeiten des unsymmetrischen Kernes in einem
durch folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden.

I. Die Punktmenge in der s, -Ebene, welche aus den Unstetigkeits-
stellen von K(s,t) gebildet wird, soll auf jeder Geraden s = const., ¢ = const.
den #uBeren Inhalt Null haben.

b b
1L f (K (s, £)2dt und f (K, s))?dt sollen fiir @ < s < b endlich und

bestimmt sein und stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen
von s darstellen.

Dann bleiben alle Sitze und Beweise dieses Kapitels bestehen, nur
muB die Giiltigkeit der Gleichung (34) auf den Stetigkeitsbereich von
K(s, t) beschrinkt werden.

Ebenso #ndert sich nichts in den Sitzen und Beweisen dieses Kapitels,
wenn s, ¢,7, - Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen-
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes
in einem (n + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, d¢,dr,.-- die
entsprechenden Elemente. Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen
I und IT einen Bereich der Zulissigkeit von Unstetigkeiten.

Viertes Kapitel.

Uber die beste Approximation von Funktionen zweier
Variabeler durch Produktsummen von Funktionen einer
Variabelen.

§ 18.
Das Approximationstheorem.

Es sei K(s,t) eine gegebene, fir a <s<b, a <t <b definierte
reelle stetige Funktion. Es werde verlangt, sie durch eine Summe von
hichstens m Produkten einer stetigen Funktion wvon s mit einer stetigen
Funktion von t moglichst gut zu approximieren, wobei, wie gewshnlich,
als MaB der Approximation das tiber das Definitionsgebiet der gegebenen
Funktion erstreckte Doppelintegral des Fehlerquadrates betrachtet wird.

30*
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Es mégen die Funktionen

(pl(s)7 q>2(s), ) qu(s), T
1111(8), 7/’2(3)’ sy (8,

denen die positiven Eigenwerte 2,, 4,,--, ,, - - - der wachsenden GroBe
nach geordnet entsprechen, ein wollstindiges normiertes Orthogonalsystem
des unsymmetrischen Kernes K (s, 1) in der Definition des § 15 bilden. Im
speziellen Falle, daB die Anzahl der vom Index » durchlaufenen Paare
adjungierter Eigenfunktionen ¢, (s), v, (s) < m ist, liefert die Gleichung (84)
eine unmittelbare und triviale Losung des gestellten Problems. Ist aber
jene Anzahl unendlich oder endlich und > m, so wird die Lisung durch
die Produktsumme

v=m

27%(5) ¥, ()
gegeben. B

Beweis. Das MaB der Approximation M, dessen Minimum die
Problemstellung fordert, wird gemif Voraussetzung durch die Gleichung

b b v=m *
¥, (K(s, £) — 2—*¢~@;”~“>)2ds at
definiert, e =t

Dieser Ausdruck reduziert sich bei Heranziehung der Definitions-
gleichungen (26), (27) und bei Beriicksichtigung der Orthogonalitit und
des Normiertseins des Systems der Funktionen ¢, (s) und des Systems
der Funktionen v,(s) leicht auf die Formel

b b v=m
(35) M, - f ;f (K, )*ds dt -Z%

Wir haben also zu zeigen, daB

(36) f j (K(s, t) -2u,ﬂ,)’dsdtg fb f (K, t))’dsdt_:g’%

ist fir alle Systeme von » stetigen Funktionenpaaren

e (5), ay(s), -+ 5 ,(8);
ﬁ1(t)7 ﬂ,(t), ) ﬁn(t)y

wo n < m ist, und «, statt «,(s) und B, statt g,(¢) geschrieben wird. Wir
kénnen voraussetzen, daB die Funktionen B, 8, - -+, 8, normiert und
zueinander orthogonal sind; denn wire das nicht der Fall, so konnten wir
sie nach § 3 durch ein System von hdchstens » solchen linear homogen
it konstanten Koeffizienten ausdriicken und dann die Produktsumme nach
diesen ordmen. Dann ist
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37 fbf(zf(s, £) —-—S?avﬁv)gds dt= f' f(K(s, t)*ds di

+S.f(“z‘%vfff(s,t)ﬂvdt)ds
b o v=n b s
: 2
- f f (K, t))ﬁdsdt+;' J (o, — ;f K(s, t)6,di)'ds
v=n &b b
2
"ga/‘(&/-K(S, t)ﬁ,dt) ds,

Die zu beweisende Ungleichung (36) folgt also a fortiori aus der Ungleichung

0 _gg%—-g fb ( fb K(s, t) ﬂvdt)zds

und diese, weil # < m ist, wieder a fortiori aus der Ungleichung

(38) 0 gf’ ;, —S / ik( fb K(s, £) B, dt)’ ds,
ra=1 v=1 a a

welche wir jetzt beweisen wollen.
GemidB dem in § 16 gegebenen Entwicklungssatze ist

b b
(39) SEG,0)8,dt= 372 [gu0)at,
a ¢

¢ 4

wo die Summe iiber alle Paare adjungierter Eigenfunktionen g,(s), #,(¢)
des vollstindigen mnormierten Orthogonalsystems zu erstrecken ist. Bei
Berticksichtigung des Normiertseins und der Orthogonalitit des Systems
der Funktionen g,(s) folgt aus der Gleichung (39) leicht

b b b
@ S EG0p ) ds= D ( fBe 0
a a @ a
Da nun gemiB der Besselschen Ungleichung § 1

(1) tm fmarz S (S 00
a « ¢ a

ist, und mithin letztere Summ@‘fionvergiert, so ergibt eine leichte identische
Unformung der rechten Seite der Gleichung (40)
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(42) f ( f (s, 0)B,d1)' ds = 5 +§( =) j B, () )’
- S~ B (Sanoa) - £[1- S fa.v ]
k a e a

wo k alle Indizes > n des vollstindigen Orthogonalsystems durchlaut:.
Die fiir alle Werte von k¥ gemiB Voraussetzung giiltige Ungleichung

Ak ; j'n
und die Ungleichung (41) zeigen, da8

Sl Sanar=
403 fhnoi]zo

ist.  Mithin folgt die zu bewelsende Ungleichung (38) a fortiori aus der
Ungleichung

<3453 3t WS nva
=4§ (v 1') [1 Z(J“’ )8, dt) ]

DaB aber dieser letzte Ausdruck > O ist, folgt aus den gem#B Voraus-
setzung bestehenden Ungleichungen

L4,

und aus der wegen der Orthogonalitit und des Normiertseins des Systems
der Funktionen 8, gitltigen Besselschen Ungleichung

und

V=N

1 af(zp (t))’dtéZ’(fw )8, (t)dt)

§ 19.
Das MaB der besten Approximation. |
Das im vorigen Paragraphen definierte Maf der besten Approvimation -
M, einer Fumktion K(s,t) durch eine Summe von hichstens m Produkten

einer Funltion von s mit einer Funktion von t verschwindet bei unbegrenst
wachsendem m.
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Beweis. Gem#B der Gleichung (35) kann die zu beweisende Be-
hauptung durch die Gleichung

b b X
(43) 2;1‘: f f (K, b)*ds dt
el A

ausgedrtickt werden, wo A alle Kigenwerte des unsymmetrischen Kernes
K(s, 1), jeden nach seiner Vielfachheit gezihlt, durchliuft.
Nach dem Entwicklungssatz § 16 ist

& b
Pe®) %0 9,
(44) fK(s, t) K(r,t)dt =927: JK(r,t) ¥ (0)dt = 92%;_.

wobei die Summe bei festem s gleichmiBig in » und bei festem » gleich-
miifig in s konvergiert. Wenn » = s gesetat wird, erhilt man

(45) Sms oy at= i’”—;}
a @

Aus der Gleichung (45) ergibt sich die zu beweisende Gleichung (43)
durch eine nach s von a bis b erstreckte Integration, wenn diese auf der
rechten Seite gliedweise ausgefiihrt werden darf; also insbesomdere, wenn
die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung (45) gleichmdifieg konvergiert.
Den zur SchlieBung des Beweises allein noch erforderlichen Nachweis
der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe (45), aus welcher tibrigens wegen
909 1 (70) | ()"
o TR ( % % )

auch die in s und r gleichméfige Konvergenz der Reihe (44) folgt, leistet
nun ein Theorem von Dini¥), welches lautet:

Wenn eine Reihe positiver, stetiger, fir a <s <b definierter Funktionen
der Variablen s so konvergiert, daB die Summe eine stetige Funktion von s
darstellt, so ist die Konvergenz auch gleichmi8ig.

Beweis. Hs sei

y=00

(46) o(s) = D'u,(s),
v=1
und es seien v(s) und alle w,(s) fir a < s <L b stetig und > 0.

Es bezeichne P, die aus allen denjenigen Punkten gebildete Punkt-
menge, fiir welche die stetige Funktion

By(5) = o(9) — >3

*) Dini, Fondamenti perla teoria dejle funzioni di variabili reali*, Pisa 1878, § 99,
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ihr Maximum erreicht, das wir mit Max. (R,) bezeichnen wollen. Dann
wihle man aus jeder Punktmenge P, einen Punkt «, aus, und es sei «
einer der Haufungspunkte der aus den Punkten a,, e, - a,,--- be-
stehenden Punktmenge. Es sei nun & eine beliebig kleine, positive, von
Null verschiedene GroBe. Da gemiB der vorausgesetzten Konvergenz der
Reihe (46)

Lim R, (¢) =

ist, so gibt es einen Index p, so daB
(47) Ry(a)<

ist. Wegen der Stetigkeit von B (s), und weil « ein Héufungspunkt der
Punktmenge «;, @, - -, @,, -+ - ist, 148t sich ein Index g > p so bestim-
men, daB

(48) ‘Rp(“q) - Rp(a) | < ;
ist. Aus (47) und (48) folgt
By(e) < &.

Da nun wegen der vorausgesetzten Positivitit der Funktionen u,(s) R, (s)
nicht negativ sein kann und bei festem s mit wachsendem % nicht wachsen
kann, so ergibt sich fir m >g¢>p

0 < Max. (B,) = Ry(o) < B (1) S Max. (R) = B(«) < By(w) <c.

Also ist
Lim Max. (R,) =0

was zu beweisen war.
SchﬁJBbemerkung

Auch Unstetigkeiten des Kernes konnen in dem in § 17 Prazxsxerten
Umfange zugelassen werden.

Ebenso dndert sich nichts in den Sitzen und Beweisen dieses Kapltels
wenn 8, ¢, 7, - - - Punkte eines x-dimensionalen, ganz im Endlichen -
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehendeii'
Gebildes in einem (% 4 m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, df, dr, .
die entsprechenden Elemente.
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Fuanftes Kapitel.

Uber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach
Systemen vorgeschriebener.

§ 20.

Das vorgeschriebene Funktionensystem verschwindet in den
Endpunkten des Definitionsintervalles.

Es sei @, (z), ¢y(2), - - -, @,(x), - - - eine unendliche Reihe im Intervall
@ <2 X b definierter, reeller, stetiger und zweimal stetig differenzierbarer
Funktionen, die auBerdem noch fiir £ = a und z = b sémtlich verschwin-

den moégen. Es sei ferner das System
” 7" ” 7 os d : (Py (.’E) . N
o1 (2), 93 (2), « - -, @y (2), - Wo @ (x) fir — i geschrieben ist,

ein abgeschlossenes d. h., wie schon in der Einleitung erklirt, ein solches,
daB es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x) gibt, welche
fiir jedes » der Gleichung

ﬁ@w@mw
geniigt. 'Wir bilden dann

¥, ( w) Py ()

Vﬂww@

Py (@) — Py (w)j‘}’z (&) ¥y (z) dz

Py(2) =
Vf (%(y) ¥, () f 9 (@) %; (z)dz)” dy
=y~1
P, @) — Z«P@(w)f ROLAGYLE
w (x) o=1

=1'-—

Vf (%, ® 2«::9 ®) f%(Z) ¥, (@) dy

) a ap, (x

wobei ¢, (z), ¥,(x) vezliglich fiir Z";x) und 12’; )
Wir beachten ferner noch folgendes. Wie in § 3 gezeigt, ver-
schwindet einer der Nenner in den obigen Ausdriicken dann und nur dann,
wenn die entsprechende Funktion g,(z) linear homogen mit konstanten

geschrieben sind.
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Koeffizienten durch die vorhergehenden darstellbar ist. Da aber wegen der
Gleichungen
¢, (a) =0

jede solche lineare homogene Relation zwischen den ¢ (2) auch zwischen
den ¢, (x) giiltig bleibt und umgekehrt, so folgt, daB einer der Nenner
dann und nur dann verschwindet, wenn die betreffende Funktion ¢, (z)
von den vorhergehenden linear abhingig ist. In diesem Fall ignorieren wir
die betreffende Funktion ¢,(x) und fahren in der Bildung der Funktionen
¥,(x) so fort, als ob in der gegebenen Reihe der ¢, (z) die Funktion ¢, ()
tiberhaupt nicht vorkime. Durch die obigen Formeln sind dann alle ¥,(x)
als lineare homogene Aggregate der @, (x) gegeben und umgekehrt.

Es sei nun g(x) eine beliebige im Intervall a < x < b definierte einmal
stetig differenzierbare Funktion, welche fiir x = a und x = b verschwinde.
Dann ist

9(@) = 2 (@) [ ) v)dy,

und die Summe auf der rechien Seite konvergiert absolut und gleichmdifig.
Beweis. Nach § 3 bestehen die Gleichungen

b
f V(@) ¥ (x)de =1 oder O,
je nachdem g und » gleich oder verschieden sind. Hieraus folgt gem#B

dem Zusatz zu § 2 die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe
auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung. Setzen wir nun

9@) = > 0,@) [70) ) dy = (o),

so ergibt sich wegen

‘/'g(x) v (z) da = —fg'(x) (@) du

und
b . b
fw,(x) Yo (@) dz = —f'w',(x) Yo(@)dz = —1 oder O,
je nachdem » und ¢ gleich oder verschieden sind, fiir jedes o
b
S @)%, @) dz = 0

da aber jede Funktion ¢ () sich linear homogen mit konstanten Koef
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fizienten durch eine endliche Anzahl der 47 (xz) darstellen 1i8t, so folgt
fiir jedes »

JT@ @) do =0

und hieraus erlaubt uns die vorausgesetzte Abgeschlossenheit des Systemes
der @, (2) zu schlieBen, daB f(«) identisch verschwindet, was zu beweisen war.

§ 21.
Der allgemeine Fall.

Es sei @, (%), @,(#), - -+, ¢,(%), - - - eine unendliche Reihe im Intervall
a < 2 < b definierter, reeller, stetiger, zweimal stetig differenzierbarer Funk-
tionen, die jedoch keinerlei Grenzbedingungen unterworfen seien. Es sei
ferner das System ¢ (z), @5 (%), -+ (), -+ ein abgeschlossenes. Wir
bilden dann fiir jeden Index »
%,(@) = 9,(2) — 9,(0) — 5= (9,0 — 9,@);

dann gelten die Gleichungen .

,(a) ~9,(b) =

oy () = 9, (@),
und es ist daher das System ¢y (z), 9% (%), ---, (), - - - auch ein ab-
geschlossenes. Nun konstruieren wir, wie im vorigen Paragraphen, die
Funktionenreihe

(@) = =2
V Sy

e=r~1

%, (2) — 2% <x)j T, (@) v, (9) dz

v, (40)

_.y._.

Vf (&, — 2«/:(,@)[ (@) %, (2) dz)’ dy

Ist damn g(x) eine beliebige im Intervall a < 2 < b definderte stelige
und einmal stetig differenzierbare Funktion und setet man

7(@)=9(@) —g(a) — =5 (9B —9(@),
ga)=g@)=

so liefert das im vorigen Paragraphen bewiesene Entwicklungstheorem
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g(@) mS%(@ fb 7 () ¥:(v) dy,

y=zeo b
b — ag{b b) — v, ,
g(@) =L)=200  ; SO=0@ 4 Ny ) (5 () vi)dy,
=1 a

und die Reihen rechts kowvergieren absolut und gleichmdifig.

Wir haben beim Beweise der Entwicklungssitze dieses und des
vorigen Paragraphen vorausgesetzt, dal das System der ¢@)(z) ein ab-
geschlossenes ist; es hitte aber geniigt etwas Weniger vorauszusetzen,
némlich bloB, daB jede Funktion, welche zu allen ¢;(x) orthogonal ist,
linear ist; denn das fiir den im vorigen Paragraphen gegebenen Bewels
erforderliche identische Verschwinden von f(z) ergibt sich wegen des
Verschwindens von f(z) in den Endpunkten des Intervalls aus der Tat-
sache, daB f(z) linear sein muB.

Da jede stetige Funktion durch einmal stetig differenzierbare gleich~
miBig approximiert werden kann, so ergibt sich aus dem letzten Ent-
wicklungstheorem: Es sei ¢, (@), @y(), - - -, @, (2), - - - eine unendliche Reihe
fir a < x L b definierter, recller, zweimal stetig differenzierbarer Funktionen,
deren zweite Ablestungen ein abgescllossenes System bilden; dann Vit sich
Jjede fir a <z <b definierte stetige Funktion in eine Rethe endlicher linearer
homogener Aggregate der Funktionen 1, z, @,(x), @q(x), -+ «, 9,(2), - - - gleich-
méifig konvergent embwickeln.
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Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung
willktirlicher Funktionen in der mathematischen Physik.

Von

Aporr KneSER in Breslau.

Die von Fredholm*) begriindete, von Hilbert**) in wesentlichen
Punkten fortgebildete, von Schmidt***) weiter vervollkommnete Theorie
der Integralgleichungen ist offenbar bestimmt, weite Gebiete der mathe-
matischen Physik in der vorteilhaftesten Weise umzugestalten. Sie bietet
aber hinsichtlich der wichtigen Lehre von der Darstellung willkiirlicher
Funktionen bis jetzt noch Mingel dar, die unmittelbar vor Augen treten,
wenn man sich klar macht, was die hierher gehdrigen Resultate fiir
die Fouriersche Reihe leisten. Da zeigt sich, daB es weniger ist als
schon sehr einfache Anwendungen erfordern; man erhilt nimlich z B.
beziiglich der gewdhnlichen Sinusreihe nur den Satz, daB durch sie eine
Funktion von z darstellbar ist, die mit ihren ersten beiden Ableitungen
stetig ist und an den Stellen 2 =0 und z == verschwindet; ebenso
erhilt man eine Entwicklung in die Kosinusreihe nur unter der Voraus-
setzung, daf die Ableitung der Funktion an den bezeichneten beiden Stellen
verschwindet.

Nun kennt man aber nicht nur fiir die Fouriersche Reihe, sondern
auch fir die nach den Besselschen und den Sturm-Liouvilleschen
Normalfunktionen fortschreitenden Reihen sehr viel allgemeinere Dar-
stellungssitze, bei denen insbesondere nicht verlangt wird, daB die dar-
gestellte Funktion an den Enden des betrachteten Intervalls demselben
Bedingungen unterworfen sei, wie die Funktionen, nach denen man ent-
wickelt. ) Diese allgemeinen Sitze mit der Theorie der Integralgleichungen

* Stockholm Ofversigt 1900, Acta math, Bd. 27.
*¥) Gottinger Nachrichten 1904, 1905.
*) Entwicklung willkiirlicher Functionen nach Systemen vorgeschriebener,
Dissertation Gottingen 1905 und Bd. 63 dieser Annalen.
1) Kneser, Bd. 58 und 60 dieser Annalen.
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in Verbindung zu setzen und dadurch die bezeichneten Mingel der bis-
herigen Theorie zu heben, ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung,
Wir hoffen die Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen durch
die in der mathematischen Physik vorkommenden Reihen in verschiedenen
Punkten zu vertiefen und so einen neuen Beweis fiir die Fruchtbarkeit
der Integralgleichungen zu erbringen.

§ 1.
Das Problem und ein Lemma.

Das Problem der mathematischen Physik, auf das wir die Integral-
gleichungen anwenden wollen, ist im wesentlichen das von Sturm und
Liouville untersuchte. Eine Differentialgleichung

d av

7= (b 55) + Gi—h V=0
sei vorgelegt, in der die Variable z auf ein festes endliches Intervall J,
etwa das von £ =@ bis 2 = b reichende, beschrinkt bleibt. Im Innern
dieser Strecke seien die Funktionen k, g, ! mit ihren Ableitungen erster
und zweiter Ordnung stetig, % und g auBerdem positiv; 4 sei eine Konstante.
Ferner sei g so beschaffen, dafi das Integral

u=fgdw

auf der ganzen Strecke J mit EinschluB ihrer Endpunkte endlich und
stetig bleibt. Dann kann man, ohne die Differentialgleichung wesentlich
zu spezialisieren, die Grofle g durch Eins ersetzen, indem man % als un-
abhingige Variable einfiihrt, die, wenn z wachsend die Strecke J durch-
lduft, ebenfalls wachsend bis zu einer endlichen Grenze hinaufgeht. Die
Differentialgleichung geht néimlich in folgende iiber:

d av
930 (9% Gu) + G =D V=0

oder in geinderter Bezeichnung
d av
iz (k‘ﬂ) +@GA—-HV=0,

wobei % und / die soeben geforderten Eigenschaften behalten.
Die Konstante 2 wird nun durch Forderungen bestimmt, die an die
GroBe V gestellt werden und nicht bei beliebigen Werten von 4 zu er-

filllen sind. Auf der Strecke J sollen nimlich 7 und %g endlich und
stetig sein und an den Enden von J sollen Gleichungen von der Form

av a av )
k%—-hV =0, ‘k%-i-HV =0
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gelten, in denen # und H vorgeschriebene Konstante sind; eine von ihnen
oder beide kdnnen durch Gleichungen wie
Vie=0, TVP=0

vertreten werden. Ist ferner eine der Grenzen a und b, etwa a eine
singulire Stelle der Differentialgleichung, so nennen wir sie kurz einen
singuliren, andernfalls einen reguliren Endpunkt der Strecke J. Fir
einen singuliren Endpunkt wird keine Beziehung von einer der an-
gegebenen Gestalten, sondern nur verlangt, V bleibe endlich; die Differential-
gleichung ist immer so beschaffen, daB die geforderten Integrale ¥V bis
auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt sind. Man nennt s'e
Normalfunktionen oder, vom Standpunkte der unten eingefiihrten Integral-
gleichungen, Eigenfunktionen eines Kerns, die zugehdrigen Werte der
Konstanten 4 Eigenwerte.

Um besonders iiber die in singuliren Stellen moglichen Verhéltnisse
bestimmte Anschauungen zu gewinnen, nehmen wir speziell an, was bei
den wichtigsten Anwendungen zutrifft, & und 7 seien analytische, im
Innern der Strecke J regulire Funktionen von #, und z = a sei fiir die
Differentialgleichung der Normalfunktionen eine Stelle der Bestimmtheit
im Sinne der Fuchsschen Theorie.*) Da die Differentialgleichung in
der Form ,
v+ Ly gtz

k k
geschrieben werden kann, ist es fiir eine Singularitit dieser Art charak-
teristisch, daB man entwickeln kann
Tt R —a),
: % l=(xfa)s+mf_a+ﬂ3z(x"‘“>r
wobei ¢ Konstante und P Potenzreihen sind. Die determinierende
Gleichung ist y(r—1)+ 6 + ¢ = 0;

wenn ihre Wurzeln weder gleich sind noch sich um eine ganze Zahl

unterscheiden, hat die Differentialgleichung zwei Integrale von der Form
(@ —a) By(z —a).

Hieraus sieht man zunfichst, daf die determinierende (leichung keine

komplexen Wurzeln haben kann, wenn die gestellten Forderungen erfiillbar

sind und die GroBe V bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmen.

Da nimlich die Konstanten ¢ wie die Funktionen % und ! naturgemiB reell
anzunehmen sind, hitte man zwei konjugiert imaginire Wurzeln, also in dem

*) Schlesinger, Differentialgleichungen (Sammlung Schubert) Nr. 25.



480 A. KxesEr.

reellen und imaginiren Teil des hingeschriebenen Ausdrucks zwei Inte-
grale, die entweder beide an der Stelle #=a endlich blieben oder
beide unendlich wiirden. Die Wurzeln der determinierenden Gleichung
sind also reell und mindestens eine von ihnen nicht negativ, da sonst
alle Integrale eine Potenz von z— a mit negativem Exponenten als Faktor
neben P(z—a) und log(x — a) enthielten, also keins von ihnen an der
Stelle = a endlich wire. Ist nun p die grofite nicht negative Wurzel
der determinierenden Gleichung, so ist ein Integral von der Form
(z—a) Blz—a)

vorhanden, und dieses ist bei der Annahme 2 = @ endlich; es ist also bei
den geltenden Voraussetzungen bis auf einen konstanten Faktor das einzige
an der Stelle # = a endliche Integral.

Es seien nun V und W 2wei zu verschiedenen Werten von 1 ge-
horige Integrale unserer Differentialgleichung, die an der Stelle z=a
von der angegebenen Beschaffenheit sind; bei dem zweiten trete etwa y,
an Stelle von y. Dann kann man setzen

V= (x—ay Py (2 — a), W= (x.__a)y, 234(:”—“):
VW —WV' = (z—ay*+n=1 P, (z—a);
auf Grund dieser Formeln untersuchen wir den im weiteren Verlauf der
Untersuchung vorkommenden Ausdruck
EVW —V'W).
Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, da8 die groBte Wurzel der
determinierenden Gleichung nicht kleiner als 1——2_ﬁ ist, daB also die Un-

gleichung
rtn=2l—g
gilt. Wenn nun zunéichst p + ¢, + ¢, — 1 positiv ist, findet man aus
der Formel
¥
R AR

und der aus ihr folgenden

k= (z—a)" rT—a
die Gleichung @ ?36( )
E(VW' —V'W) = (z — a)y+n-t+a B (z — a) P (z — a)

und hieraus

E(VW —V' W)= 0.
Wiire ferner
y+rn=1—¢,
so erhielte man die Beziehungen
1—e

y=p =" 2y+e¢=1
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Ferner hitte man Entwicklungen von der Form
V=C@x—a)y+ C(x—ay*+i+-..,
W=D(x —a)} + D (z —ay*t* 4.,
aus denen man schlieBen kdonnte
VW' —V'W=(z — a)* B, (z — a),
RTW — VW) = (2 — a)fr+s By (6 — 0) = (@ — @) By (o — 0),
so daB die linke Seite dieser Gleichung wiederum bei der Annahme z = a
verschwindet.

Bedenken wir noch, daB fiir den Endpunkt b dieselben Erwagungen

wie fiir ¢ gelten, so sehen wir ein, daf von den Gleichungen

EVW —WV)e=0, E(VW -WV)=0
die erste gesichert ist, wenn ¥ und W an der Grenze a, die zweite, wenn
sie an der Grenze b die von den Normalfunktionen geforderten Eigen-
schaften haben. Diese Gleichungen sind an reguliren Endpunkten selbst-
verstindlich erfiillt, da hier entweder bejde GréBen ¥ und W verschwinden,
oder die Quotienten V’: ¥V und W’: W denselben endlichen Wert haben.

Offenbar bleiben die letzten Betrachtungen giiltig, wenn man unter
B nur stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktionen ver-
steht. Man tibertrigt so unsre Resultate auf den Fall, daB %, g, ! nicht
notwendig analytische Funktionen sind, die Differentialgleichung aber an
den Stellen @ und b nur diejenige Art von Singularititen aufweist, die
Bocher®) bei linearen Differentialgleichungen mit nicht analytischen
Koeffizienten als Verallgemeinerung der Fuchsschen Stellen der Bestimmt-
heit definiert und untersucht hat.

Beilaufig bemerken wir noch daB, wenn man den Normalfunktionen
an einem singuliren Endpunkte ¢ die Forderung auferlegen wollte, die
Gestalt (z — a)” @(x) zu haben, wobei r ein gegebener Exponent und
¢ (a) endlich ist, nur scheinbar ein allgemeineres Problem als das oben
ausgesprochene vorliegen wiirde. Man brauchte nimlich nur die GroBe
(# —a)~"V an Stelle von V einzuftihren, um auf unser fritheres Problem
zuriickzukommen, da diese GrdB8e einer Differentialgleichung von der-
selben Form und derselben Art der Singularititen geniigt wie ¥ selbst.
Aus diesem Grunde und weil auBerdem in den physikalischen Anwendungen
stets zundchst gefordert wird, eine gewisse GroBe bleibe endlich, be-
trachten wir durchweg nur Normalfunktionen, die an einer singuliren
Stelle endlich bleiben und dadurch bis auf einen konstanten Faktor ein-
deutig bestimmt sind.

*) Transactions of the American Mathematicdl Society Bd. 1, S. 40. Bulletin of
A. M. S. (2), Bd. 5, S.280.
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§ 2.
Differentialgleichung und Integralgleichung.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, die Normal-
funktionen als Eigenfunktionen eines Kerns und Losungen einer Integral-
gleichung zu betrachten, und leiten einige von Hilbert angegebene
Resultate auf eine neue Weise ab, durch die gewisse in der zitierten
Abhandlung besonders erdrterte Ausnahmefille®) der allgemeinen Theorie
eingeordnet werden.

Zu diesem Zwecke richten wir zunfichst die Differentialgleichung
der Normalfunktionen so ein, daB 4 = O nicht zu den Eigenwerten gehort.
Es sei p eine beliebige Konstante, die nicht zu den Eigenwerten gehort;
eine solche gibt es, da wir annehmen, die fir die Normalfunktionen
charakteristischen Forderungen seien micht bei jedem Wert von 4 zu er-
fiilllen. Wenn dann 4 = O ein Eigenwert ist, ersetzen wir 4 durch 1 + p
und schreiben die Differentialgleichung der Normalfunktionen in der

Form N
(b 3) + = =] T=0.

Dann ist 1 =0 sicher kein Eigenwert mehr, da sonst fiir die urspriing-
liche Gleichung u ein solcher wire, entgegen der Voraussetzung. Andern
wir auch noch die Bedeutung des Buchstabens I, so konnen wir die
Gleichung der Normalfunktionen wieder in der Gestalt

7 (k3) +G=DV=0

schreiben und annehmen, alle Eigenwerte seien von Null verschieden.
Jetzt bilden wir an jedem Ende des Intervalls J ein Integral der

Gleichung
a ay
7 (b3s) —w =0,

das die an diesem Ende fiir die Normalfunktionen geltenden Forderungen
erfiillt. Diese Integrale seien ¢(#) und ¥(x); das erste sei zunichst am
unteren, das zweite am oberen Ende der Strecke J definiert. Da nun die
Koeffizienten der Differentialgleichung, wenn man den der zweiten Ableitung
auf den Weit' Eins bringt, im Innern von J mit ihren ersten Ableitungen
stetig sind, so kann man ¢(z) und ¥ (x) als stetige, mit stetiger erster
Ableitung versehene Funktionen iiber die ganze Strecke J fortsetzen, wobei
nur fiir ¢(x) der obere, fiir ¢ (#) der untere Endpunkt, wenn er singulir
ist, Singularititen bringen kann. Die Funktionen @(z) und ¢ (z) konnen

*) Zweite Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1904, S. 219.
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ferner nicht bis auf einen konstanten Faktor zusammenfallen, da sonst ein
Integral der letaten Gleichung vorlige, das an beiden Enden der Strecke J
die fiir die Bigenfunktionen geltenden Grenzbedingungen erfiillt, was aus-
geschlossen ist, da A =0 kein Eigenwert sein soll. Hieraus folgt, da8
die GroBe k(o —o'y), die den Gleichungen

f‘l@?ﬁ — d(k"l") -1

du 9=0, da ¥=0

zufolge konstant ist, nicht verschwindet; multipliziert man daher o(x)
mit einer passenden von Null verschiedenen Konstanten, wodurch die
geforderten Eigenschaften nicht gestort werden, so erhilt man die
(Heichung
k(v —gy)=1
fir die ganze Strecke J mit AusschluB singulirer Grenzen.
Jotat sei & ein Wert zwischen a und b; wir setzen, wenn 2 < §,

K@, ) =v() 9@,

K(z,§) = 9E) v(@).

Dann ist K (z, &) auf der ganzen Strecke J als Funktion von z stetig
und beztiglich beider Argumente symmetrisch. Denn ist z. B. 2 < §, so
hat man fiir K(&, «) den zweiten Ausdruck zu nehmen und findet ¢ () v (£),

also
K(x) g) = K(g; x))

und Entsprechendes gilt, wenn z > &.
Setzen wir ferner

wenn z > £, dagegen

0K (x, '
&9 o K (s, ),
go finden wir
K'E-0,8)=v®9¢¢), KE+0,5H=9E¥®,
also zufolge der ¢ und ¢ verkniipfenden Identitit
4 ’ ’ 7 1
EE=0,9-KE+0H=9OvE-s0vE =14,
woraus die Unstetigkeit der GroBe K'(x, %) an der Stelle x =§ klar
wird. Beildufig bemerken wir noch, daf die GroBen

K(@,a)=v()g(a), K(z,0)=1()9@)
endlich und bestimmt sind, ebenso auch, wenn a ein regulirer End-

" punkt ist, die GroBen
K(a,a)= ¥ (a) 9(a),
lim K'(a+ ¢+ 0, a + &) =v'(a) p(a),

2=+0
lim K'(a+e—0,a+¢)= 9'(a) ¥(a),
e= 4
81*



484 A. KxESER.

da in diesem Falle v (2) und 9'(a) endlich sind; die letzten beiden wollen
wir durch K'(a+ 0, @) und K'(a — 0, ) bezeichnen.

Jetzt ist es leicht, die Normalfunktionen ¥V als Eigenfunktionen des
symmetrischen Kerns K (z, £) zu erkennen. Aus den Gleichungen

d av

7 (b 25) + =DV =0,
d(kK (x,
WK @, 8) A 0 1K, £ =0,

deren letzte gilt, weil K als Funktion von z mit @ (z) oder ¥ (x) bis
auf einen von 2 unabhiingigen Faktor tibereinstimmt, folgt nédmlich

d%[k (K%-—K’V)]-{- AVE=0.

Diese Gleichung integrieren wir iiber die Strecke J und beachten dabei
folgende Tatsache allgemeiner Natur, die wir noch mehrfach zu benutzen
haben: Ist f(#) auf der Strecke J mit Ausnahme einer Stelle z=§
stetig, die Ableitung 7’'(z) aber durchweg stetig, so hat man nicht die
gewohnliche Formel

JT@as=
sondern die erweiterte ’
JF@dz=f@) ] +1E—0) —FE+0).

Fiihren wir nach dieser Regel die bezeichnete Integration durch und
beachten noch, daB nach § 1 die GroBe

W(EGe—K'7)
an den Stellen 2 = o und z =b verschwindet, so erhalten wir
b
4 -
WEY K V)IHZ—!- 1K, 8 Vi =0,

oder, da die Gleichungen

-0 , 1
=0, K@Y~
gelten,

b
V() =4 [K(z,%) Vis,
oder in der Bezeichnung, die wir festhalten wollen,

V="V(a)= lfK(a, %) V () de.
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Damit ist die Sturm-Liouvillesche Aufgabe auf eine Integralgleichung
mit bestimmtem symmetrischem Kern zuriickgefiihrt.

Die Umkehrung dieses Resultats ergibt sich, im wesentlichen nach
Hilbert, in folgender Weise. Es sei f(«) eine beliebige, im Intervalle J°
stetige Funktion von z; setzt man

F(2) = f K (z, o) f(e) de,

so findet man:

F'(@)=[K'(z,0) f(@)de = [K'(@, &) f () de + [ K’ (2, &) {(4) d,

a(k F’ (@) =fd(k1s;':(cw, %) f(«) de + KK’ (@, o) f(e) "

z—0
dx 240

Nun gilt die eine oder andere der Gleichungen
K'(z, o) =v(0)9¢' (@), K'(2 ) =0¢(@)v (),
je nachdem z < o oder # > «; man findet daher
K'(@, 2+ 0)=v@)9'(x), K'(z,2—0)=9@)v (@),

K'(#,8—0) — K@ 2+0)=K'@+0,2) — K'(x—0, ) =— ~

T
der obige Ausdruck der GroBe (kF’) kann also geschrieben werden

ak fxxw)) _ [(ak K, ) (o) da — £ (a).

a

Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Differentialgleichung, der die
GréBe K unterworfen ist,

UL @) _ (150, 0 () de— f0)

oder
d(kF” ()

&) _1F(@) = — f(@).

Speziell werde
f@)= AT

gesetzt und U sei irgend eine Losung der Integralgleichung
b
U=1 [ Kz, e)U(e)de;

damn erfiilllt U an den Stellen ¢ und b die an die Normalfunktionen ge-
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stellten Forderungen, da dies von K(z, «) gilt, und man erhilt die Glei-
chung

F@)=0, L#%)-10=-47,

d. h. die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung als Folge der Integral-
gleichung.

Endlich erschliefen wir noch als Korollar einen weiteren von Hilbert*)
herrithrenden Satz, von dem wir Gebrauch machen werden. Es sei ®()
eine mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke J stetige Funk-
-tion, die an den Enden o und b denselben Bedingungen wie die Eigen-
funktxonen unterworfen ist. Setzen wir dann

dko
o =) L0 @) ~ ()

und bilden mit dieser offenbar stetigen Funktion f(z) den Ausdruck F(z),
so ist nach dem Obigen

akF

T — (@) = — f(a),
die Differenz F — ® ist also eine Losung der Gleichung

d(ky) ly — 0

die mit ihrer Ableitung stetlg ist und an den Stellen x =0 uwnd z =1
ebenfalls die an die Eigenfunktionen gestellten Forderungen erfiillt. Da-
nach wire y eine Eigenfunktion, und 2 =<0 der zugehorige Eigenwert,
was nach unseren Festsetzungen ausgeschlossen ist; y muB also identisch
verschwinden und es ergibt sich

o(2) = F(z), 0@ = | Ko a)f(@)de.

In dieser Form ist also jede Funktion von den fir ®(x) geforderten
Eigenschaften darstellbar.

§ 3.
Hilfsmittel aus der allgemeinen Theorie der homogenen Integral-
gleichungen.

Aus der Dissertation von Schmidt**) entlehnen wir folgenden Satz.
Es seien o,(2), @y(2), - - - die simtlichen normierten Eigenfunktionen des

*) Zweite Mitteilung, Sétze 11 und 16, Gottinger Nachrichten 1904, 8. 221
und 230.
**) Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, § 8
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symmetrischen Kerns K(z, £), und 4, 4,, - - - die zugehorigen Eigenwerte;
d. h. es sollen die Gleichungen

9, (z) = lyf K(z, )9, (0)de,

b
JS @, @)pda=1

gelten, deren zweite einen in ¢, (z) verfiigharen konstanten Faktor fest-
legt. Wenn dann in dem Gebiet a <2 <b, a <y <L b die Reihe

1,00
2 P, () 9, ¥)
"V

gleichmifig konvergiert und der Kern K(z, y) iiberall endlich und stetig
ist, so gilt die Formel

1,0
(4) E(ny) = > 2920,
die eine Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen ergibt.

Die Voraussetzungen, an die diese Formel gebunden erscheint, sind
bei den unten behandelten Kernen nicht ganz erfiill;; wohl aber sind
gewisse von Schmidt*) an einer andern Stelle geforderte Eigenschaften
immer vorhanden, daf ndmlich, wenn f(«) eine auf der Strecke J mit
Einschluf der Endpunkte stetige Funktion bedeutet, auch die GroBe

ﬁ(u) K(z, «)de

eine auf der ganzen Strecke J stetige Funktion von z ist, und daB die
von Hilbert als iterierter Kern bezeichnete GroBe

K*(z,y) = [ K(a, @) K(x, y)de

beziiglich beider Variablen , y auf der ganzen Strecke J stetig ist, ohne
identisch zu verschwinden.

Diese Eigenschaften, die nur, wenn singulire Endpunkte auftreten,
des Beweises bediirfen, beruhen darauf, daB in den unten behandelten
Einzelfillen, wenn z. B. a ein singulirer Endpunkt ist, y(2) in ihm
logarithmisch unendlich wird, und daB ¢@(z) dieselbe Eigenschaft an der
Stelle b besitzt, wenn diese singulir ist. Wenn nun 2 und y dem Innern

*) Disgertation § 11, SchluBbemerkung.
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der Strecke J angehdren und z <y ist, findet man sofort aus den in § 2
gegebenen Formen des Kerns die Gleichungen

S1(@) K@ e)de = v(@) [ @) 9(a)de + 9(@) [ @)% (@) de,

: Y !
K (z,y)=4(2)w(y) [ 9(efde 9@)v(y) [ o) w(a)detp@)o() [ (o) de,

deren rechte Seiten bei der angegebenen Beschaffenheit der GriBen ()
und y(z) stetig bleiben, auch wenn z oder # und y in einen singuliren
Endpunkt hineinriicken, womit die von Schmidt geforderten Stetigkeits-
eigenschaften gesichert sind.

Ebenso sieht man leicht, daB die GréBe K® nicht identisch ver-
schwindet; setzt man nimlich

f(e) = K(e, y),

so kann man K*(z, y) mit der GroBe F(z) des § 2 identifizieren und er-
halt damit die Differentialbeziehung

AdK*x,
— K@, 9) = g (+ 25589) —1K3(s, y),

aus der das Behauptete folgt, da K(z, y) nicht identisch verschwindet.

Nun sind nach § 6 der Dissertation von Schmidt ¢,(z), ¢4(%), - -
auch die simtlichen normierten Eigenfunktionen des Kerns K? sofern
dieser nicht identisch verschwindet, und die zugehorigen Eigenwerte sind
A% 4% --.. Entwickelt man daher den Kern K*® nach seinen Eigen-
funktionen, wofiir die ndtigen Voraussetzungen erfiillt sind, so erhilt man
die Gleichung

(P,(x) ‘Py (y)
Kz, y) = 2

sobald ihre rechte Seite gleichmiBig beziiglich beider Variablen, die die
ganze Strecke J durchlanfen, konvergiert. Diese Voraussetzung wollen
wir in allen Einzelfallen als erfilllt nachweisen.

Jetzt erinnern wir uns der allgemeinen Bedingung, unter der eine
unendliche Reihe gliedweise differenziert werden kann: Ist auf irgend einer
Strecke des Konvergenzbereiches die aus den Ableitungen der einzelnen
Glieder gebildete Reihe gleichmiBig konvergent, so ist sie auf dieser
Strecke der Ableitung der urspriinglichen Reihe gleich, da sie gliedweise
integriert werden kann und dann eine Reihe-ergibt, die sich von der ur-
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spriinglichen nur um einen konstanten Summanden unterscheidet. Wenn
daher jetzt die neue Voraussetzung eingefihrt wird, daB die Reihen

1,00 1,e

9., (%) 9, ) 9, @) 9, (y)
25w 27

v v

gleichmiBig konvergieren, wenn # und y beliebige Teilstrecken des Inter-
valls J durchlaufen, die keinen singuliren Endpunkt enthalten, so findet
man fiir dieses Gtebiet die Gleichung

1,®

AR @y) ) 9@ 9
dz _2 PRI

v

die somit beziiglich beider Variablen fiir die ganze Strecke J mit Aus-
schluB singuléirer Enden bewiesen ist.
Multipliziert man diese Gleichung mit % und berticksichtigt die Diffe-
rentialgleichung
d kg,
-(aw.’;) + (lv - l) @, = 0:

so sieht man, daB die rechte Seite gliedweise differenziert die Reihe

3 (—1,+D9,@ 0,0
a2

ergibt, die bei den fiir 2 und y geltenden Voraussetzungen gleichmiBig
konvergiert, also nach dem erwihnten Satze iiber das Differenzieren der
Reihen die Ableitung der GroBe
dK*@,y)
k dx
nach 2 darstellt. Diese ist aber zufolge der oben aus § 2 abgeleiteten
Differentialbeziehung zwischen X und K*

d dK?*(x,
7 (B 2EE8Y) - K(z,4) + 1K, 9);

man erhilt daher die Gleichungen

1,00 (——l +
— K(z, 9) + 1K@, y) = D

1,00

9,®) ¢,
K(z,y) = D 57—,

v

N o,@)9,0)
A

’

v

sobald £ und y Intervalle der bezeichneten Art durchlaufen.
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Wendet man auf die letzte Formel nochmals den Satz iiber das
Differenzieren der Reihen an, und setzt man ferner voraus, daB von -den

Reihen 1, 1,0
9, (@) 9, ) 9,(&) 9,(2)
2, 2

die erste gleichmiBig konvergiert, wenn z und y sich in der angegebenen
Weise bewegen, auBerdem aber |z —y| tiber einer festen Grenze bleibt,
die zweite aber gleichmiBig konvergiert, wenn z eine Strecke im Innern
des Intervalls J durchléuft, so erhilt man folgende Resultate.

(I) Wenn z und y beliebige Teilstrecken des Intervalls J durch-
laufen, die keinen singuliren Endpunkt enthalten, so gilt die gleichmifig
konvergente Entwicklung

1,
= 9, 9,0)
(4) K@y =~

(II) Unter denselben Voraussetzungen und wenn auBerdem |z —y|
iber einer festen Grenze liegt, gilt die gleichmiBig konvergente Ent-
wicklung

1, ®
4 N ¢;/(x) (pi(y)
(B) K@y = =7
ferner gilt die gleichm#Big konvergente Entwicklung
(©) dK(x, 2 _ o 2 %(x) qv,(w)

wenn 2 eine Strecke im Inneren des Intervalls J durchlduft.

Wir werden ferner in den Einzelfillen folgende Eigenschaften der
GroBen ¢, ableiten.

(II) Gelten dieselben Voraussetzungen wie unter (II) fir 2 und y,
und enthalten die durchlaufenen Strecken keinen Endpunkt, so liegt die

GroBe L
21 9, 9,®)
li’

4

zwischen endlichen, von », 2 und y unabhingigen Grenzen.
(IV) Ist.a ein singulirer Endpunkt und gelten die Unglemhungen )
aLeLate, ¢,>¢>0, a+¢LELD,
go liegt die GroBe

x Lin

“f Z’ 9,(2) 9, (8) de

zwischen endlichen, von 2, £ und » unabhingigen Grenzen.
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Die Formel (C) ist im allgemeinen auch an reguliren Endpunkten
unrichtig. Wenn aber 2 von ¢ und b verschieden ist, kann man nach
§ 2 setzen '
K(z,2) =9 (@) ¥(2), K'(z—0,2)=¢ (®)¥(), K'(z+0,2)=9(@)¥ (),
also

(©) 1 d_ﬂ‘ii”_) ZM.Q ; (K'(z + 0, 2) + K'(x —0, 2)].

Py

Eine andere Formel summiert die Reihe (C), wenn z = a gesetzt
wird und @ ein regulirer Endpunkt ist. Die zugehdrige Grenzbedin-

gung sei
¢’ (a) — ho(a) =

und die Konstante % endlich; dann findet man
9,() 9, (@ (w.,(a))
2R 2

1, c0
O 9@ 9, (@)
E ———— = hK(4, a).

»

also nach (I)

Da nun nach § 2 zu setzen ist
K(z,2)=9@)¥(@), K'(z—0 2)=9¢'@)v),
und diese GréBen auch in dem reguliren Endpunkte a endlich bleiben,
so findet man als Korollar der Eigenschaft (I) die Gleichung

9,(2) ¢, (@) ,
(D) 2 =P @) =K'(@—00)
v —-%gx‘}K(a+e—0,a+a),

und eine analoge Formel gilt natiirlich, wenn b ein regulirer Endpunkt
der Strecke J und die Konstante H endlich ist.

§ 4
Grundformeln fiir die Darstellung willkiirlicher Funktionen.
Mittels der Formeln (A), (B), (C), (D) kdnnen wir nun die wichtig-
sten die Darstellung willkiirlicher Funktionen betreffenden Fragen in der
gewiinschten genaueren Weise beantworten. Unsere SchluBreihe kann in
folgender Weise charakterisiert werden. Der fiir die Darstellungsformeln
maBgebende Ausdruck

M, = ¢,(2) f f(@) 9, (e)de
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wird mit Hilfe der Differentialgleichung der Eigenfunktionen umgeformt,
indem wir unter dem Integralzeichen

p() = |- 2 10, )

setzen. Dann wird durch partielle Integration bewirkt, daB unter dem
Integralzeichen @, (z) und @)(a) nicht mehr vorkommen. Nach dieser
Umgestaltung wird die Summe aller M, gebildet und werden die auf-

tretenden Reihen
1, 1, .
-y P, (@) 9, (2) S AGEXE))
P T

v
v ¥

nach den Formeln des § 3 durch K und K’ ausgedriickt. So erhilt man
einen Ausdruck, in dem die mit Integralzeichen behafteten Glieder ihn-
liche Form haben, wie in dem umgestalteten Ausdruck M,, und nun wird
die vorher durchgefiihrte partielle Integration gewissermaBen riickgingig
gemacht, indem man bewirkt, daB unter dem Integralzeichen nicht K,
gondern die zweite Ableitung dieser GroBe steht. Endlich erhilt man
aus der Differentialgleichung

ak ) K' (@,
W K D) _ () K (e, 2) =

eine von Integralzeichen freie, unmittelbar diskutierbare Gestalt der
Summe aller M,.

Um diese Rechnung im einzelnen durchzufiithren, beginnen wir mit
den unmittelbar ersichtlichen Gleichungen

:p,( ) ff( )[l(a) o.(a) + d(k(@) qo,(a>)]

V@) @, () ! () @, (@) |
- f F@10) 252 de — flayk(a) (“i:” @
§

§

?,(x)
1

Q JCLOLICTS

=ff( i) 25 e — k() 2O P

q»,() (@) 1 @) P, (@) 9, -
k) 52 1 fdvg‘;“” 9 .

3
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In diesen Gleichungen ist schon benutzt, was wir spiter, auch wenn
£ und % veriinderlich sind, immer festhalten wollen, daB die Funktion
f() mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke von o =& bis
& =1 stetig sei. Fiir die GroBen z, £ und % aber machen wir solche
Voraussetzungen, daB die Summe aller M, gleichm#Big konvergiert, und
zwar setzen wir fest, daB jede dieser GrioBen eine Teilstrecke des Inter-
valls J durchlaufe, ‘die keinen singuliren Endpunkt enthilt. Die von der
GroBe £ durchlaufene Strecke liege entweder im Inmeren von J, oder
ziehe sich in den Endpunkt ¢ zusammen, wenn dieser reguliir ist, so daB
dann zugelassen wird, daB & den festen Wert @ hat. Ferner seien ¢ und
¢; beliebig kleine positive Konstante, und gelte die Ungleichung

n—E>e.
Beaztiglich der GroBe « verfolgen wir zwei Annahmen:
1. Es bestehe eine der Beziehungen
x—n>e, §—a>¢.
2. Es sei z =&
Unter diesen Voraussetzungen sind zuniichst in der Reihe

R(@) 1 = 12: b3

wenn wir fiir M, den letzten der erhaltenen Ausdriicke setzen, die von
Integralzeichen freien Summen

__2 f( )k( ) 9, (« )‘Pw( ) !’1+2f( )k( )‘Pv("‘)%(w) 1»1

gleichmiBig konvergent. Fiir die Summen

1,0 1, %
< 9, 9, @) 1 9, @) 9,
2 i, 2 i,

v v

ist dies aus der Eigenschaft (I) des § 3 unmittelbar ersichtlich, da die
von z, § und % durchlaufenen Strecken keinen singuliren Endpunkt ent-
halten. Dasselbe gilt aber auch nach § 3 (II) von der Summe

‘12'% ol(n) @, (2)
i,

da die Differenz |4 — | bei beiden Voraussetzungen 1. und 2 {iber einer
positiven Grenze bleibt, und von der Summe

2 ?1 & o,@
7,
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bei der Annahme 1., die auch die GroBe |£ — x| der Null nicht beliebig
nahe kommen 148t. Bei der Annahme 2. ist letztere Summe

‘Z’i 7,5 9,
1V )

v

und diese konvergiert wiederum nach § 3 (II) gleichmiBig, da & ent-
weder ein im Inneren der Strecke J liegendes Intervall durchlauft oder
den konstanten Wert a behilt. Die Werte aller dieser Summen ergeben
sich aus den Formeln (B), (C) und (D) des § 3.

Da ferner die Summe
1,00 .
?,(@) 9, (®)
2

v

gleichmiBig konvergiert, wenn « das Intervall von & bis % durchliuft,
so konvergiert die ganze Reihe R(2)%" bei unseren Voraussetzungen
gleichm#Big, und man kann bei den im letzten Ausdruck von M, auf-
tretenden Integralen die Zeichen der Summation und Integration ver-
tauschen. So erhdlt man den Ausdruck

R@ = [T K e~ FRD E o )+ 1 (@h(e) K( 2) [

1, 00 7
16 9,@) ; ’
+HOKE 3 T — (K, 2) 1E0ED g,
v Y §

Das letzte Integral ergibt, wenn man partiell integriert,
; A @) ",
— fK(a, z) D) Gy — £ () h(e) K (e, :90)[ -+ ﬁ'(a)k(oc)K’(a, &) de

== (@)k(«).K (e, 2) +f(a)k(oc)K'(a, z) \ --ff( ) d(k(“)K a(k (@) K’ (¢, x)) de;

setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung und beriicksichtigt die
oben" angefiihrte Differentialgleichung, die die GréBe K (o, #) erfiillt, so
erhilt man den einfachen Ausdruck

%(E) 9, (@ )

R(@)bn = f()k(E) 2 — FEIE) K& ),

dessen Wert in jedem Falle bestimmt werden kann.
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Gilt nimlich die Voraussetzung 1., so bleibt |2 — | tiber ejner
positiven Grenze, und ist daher nach § 3 (II) zu setzen

1,

() 9, (®) ,
2 ?"_;J"—" =K (%} x))

v
v

also R(.’L‘)gv =0,

Macht man zweitens die Annahme 2., so ist in dem Awusdruck

R(z)®7 fiir die sunichst zweideutige GroBe K' (¢, «) der Wert K'(t+0, £)
zu nehmen, da das letzte Glied von der unteren Grenze des Integrals

Sl k(@) K (s, 2))

herrithrt, Ist nun £ zundchst von o verschieden, so ergibt die Formel (C)
dos § 8
1,0 ’
&(é)l%(ﬁ) =L EE+0,8H+K(E—08)]

v

v

und man erhdlt aus dem fiir R(x)>" aufgestellten Ausdrucke
R(Eb1 = 5 FORE K E— 0,8 — K'(E+0,8)],
also zufolge der Unstetigkeit der Funktion K’

R(pb1 =5 (&)

Setzt man dagegen £ = o und ist die Konstante 5 endlich, so ergibt
sich nach § 3 (D) und mittels der in § 2 angegebenen Werte von
K'(a+0, a) die Gleichung

R(a)y»" = — f(a)k(a) K’ (a + 0, a) + f(a)k(a) K'(a — 0, @) = f(a).

Alle drei Reihen, deren Werte hiermit bestimmt sind, konvergieren
gleichmifig bei den zugelassenen Werten von 2, £ und 7, da dies im
allgemeinen von der Reihe R(x)%7 bewiesen ist.

Analog den letzten beiden Ausdriicken R(£)%” und R(a)»” erhilt
man offenbar, wenn man die Rollen der Endpunkte o und b vertauscht
und die Integrationsrichtung tiberall umkehrt, die Formeln

R()bn = 2 (), R =r®);

in der ersten Gleichung wird vorausgesetzt, daB das Intervall der GrdBe 7
den Endpunkt b.nicht enthalte oder daB bestindig y — b sei, wihrend
such in den Endpunkt a, wenn dieser regulr ist, hineinrticken darf; in
der zweiten muB b ein reguliirer Endpunkt sein.
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LiBt man endlich 2 zwischen £ und 7 liegen, und die Differenzen
« — £ und y — z iiber festen Grenzen bleiben, wihrend £ und 5 beliebige -
Teilintervalle der Strecke J durchlaufen, denen keine singuliren End-
punkte angehoren, so erhilt man die gleichmiBig konvergente Reihe

R(@)>" = R(z)>* + R(2)>" = f(#);

dies ergibt sich offenbar, indem man die fir R(£)>7 und R(n)%" abge-
leiteten Werte kombiniert.

Die erhaltenen Resultate konnen in folgender Weise zusammengefaBt
werden.

Es seien ,(x) die normierten Eigenfunktionen eines Kernes K(z,y),
fir den die Eigenschaften (1) und (II) des § 3 gesichert sind, und werde
allgemein gesetzt

B@pr= 3 0,0) [ 1), @de.

Jede der Grofen z, &, n durchlaufe eine Strecke, die einen Teil des
Intervalls J bildet, ohne einen singuldren Endpunkt zu enthalten; die Funk-
tion f(«) bletbe mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke won
£ bis n stetig. Die Grofien (@ —E|, |y — n| und u — E migen diber posi-
tiven Grenzen bletben; c, ¢, seien beliebig kleine positive Grofen. Dann
gelten folgende Gleichungen unter den neben ihnen stehenden besonderen Be-
dingungen.

t—a>c, R(ER" =3 1),

1
b—n>e, R(HT=f),
@—8@—1)>0, R@br1=0.
Ist a ein reguldrer Endpunkt und die zugehorige Konstante h endlich,
so gilt die Qleichung
R(a)»" = f(a),

ebenso, wenn b ein reguldrer Endpunkt und die Konstante H endlich ist,
R()4* = f(b).
In allen diesen Gleichungen konvergieren die Reihen R gleichmiifig,
§ b.
Ergiinzungen und Ergebnisse.

Die erhaltenen Resultate zeigen auch, unter welchen Bedingungen
eine Funktion f(z) durch die in den Anwendungen hauptsichlich vor-
kommende Reihe



Integralgleichungen und Darstellung willkiirlicher Funktionen. 497
-

B@) = R@y* = > 0,@) [1(0)e,@ds

dargestellt werden kann.

Zunichst seien beide Endpunkte ¢ und b regulir und die Strecke J
werde durch die Stellen

a==§ &, & s bumyy =0
in solche Teilstrecken zerlegt, daB innerhalb jeder von ihnen f(z) mit den
ersten beiden Ableitungen stetig sei. Setzt man dann allgemein §,=1v,_,,
so ist offenbar
R(z) = R(z)som + R(z)fom 4 -+« + R(z)er—1,7~1

und die Summanden rechts sind nach § 4 zu bestimmen. Fillt x mit
keiner Stelle £ zusammen, so ist nur ein Summand, etwa der (p + 1),
von Null verschieden, derjenige néimlich, dessen Integrationsintervall den
‘Wert # umfaBt, und dieser hat den Wert

. R(z)% % = R(2)fe® + R(z)%"r = f (),
80 daB man erhilt
R(®) - £(@).

Fillt # dagegen mit emem Werte £, = 7,_, zusammen, so hat man
nur zwei von Null verschiedene Summanden

R(gv)s”’ o= f(x )s R('Yv-1>s"1' -1 = '“f(’?v Vi

genauer hat man, wenn f(2) an der Stelle & unstetig ist, zu setzen

f&)=rE +0), flu,-)=7F(n,-.—0)=f(E —0),

und daraus ergibt sich fiir das ganze Innere der Strecke J die (leichung
1
R(@) = 5 [f(z+ 0) + f(# — 0)].

Endlich erhilt man, wenn z einer der Grenzen a¢ und b gleich ge-
setzt wird, wieder jedesmal nur einen von Null verschiedenen Summanden,
der nach § 4 die folgenden Werte hat:

R(a)fo e =f(a), R(bfn-11m-1=R(b)F:-1* = f(b),
80 daB sich fiir die Endpunkte besziiglich der Reihe R(z) ergibt
B(a) =f(a), R(b)=7(b).

Um die analogen Resultate fiir den Fall, daB mindestens eine der
Grenzen, etwa a, singuliir ist, abzuleiten, bedarf es einer erginzenden
Untersuchung; denn da jetst der Summand B%% nach § 4 nicht zu be-
stimmen ist, wiirde man aus den durchgefiihrten Betrachtungen zuniichst
nur eine Gleichung

Mathematische Annalen. LXIII. 32
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R(@ym-1 = ¢ [f(z+0) + fl@ — 0)]

erhalten, in der z ein beliebiger Wert im Inneren von J sein kdnnte;
wire b regulir, so konnte %, _, durch b ersetzt werden.

Wir definieren nun eine Hilfsfunktion g(«) in folgender Weise. Auf
der Strecke von o =a bis o =1, auf der f(«), f'(¢) und f"(«) stetige
Funktionen sind, sei g(«) = f(a); ferner sei g(«) auf der ganzen Strecke
J mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig und es sei g(z) = f(2);
endlich sei g(a) =0 auf der Strecke von 7,_, bis b, der z nicht angehdrt.
Dann gentigt g(«¢) an beiden Enden der Strecke J den an die Eigen-
funktionen gestellten Forderungen, ist also nach § 2 in der Form

9@) = [ (@, 6)h() de

darstellbar, wobei A(«) eine auf der Strecke J stetige Funktion bedeutet.
Eine solche Funktion ist aber, wie wir aus der allgemeinen Theorie der
Integralgleichungen®) entnehmen, nach den Eigenfunktionen in eine auf
der ganzen Strecke J gleichm#Big konvergierende Reihe zu entwickeln,
deren Koeffizienten @hulich wie in der Fourierschen Reihe bestimmt werden:

9@) = S0, [ 960)9,6) de

denn die Bedingungen dieses Satzes sind nach § 3 bei unsern Kernen erfiillt,
Anderseits ergeben die Sitze des § 4

Tn—2

S0,0) [ 90, (0) 2 = £7) = o(a),

da die Reihe links als die fiir die Funktion g(«) gebildete Reihe R™’"=-2
anzusehen ist; sie konvergiert nach § 4 gleichmiBig, solange 7, — a,
b—%,_gy x—m und %, g — x iber festen positiven Grenzen bleiben.
Kombiniert man diese Gleichung mit der vorhergehenden fiir g(z) auf-
gestellten, so findet man das gewiinschte Resultat:

S'o,@) [ 1@ 9.@ da = S0, @) [F(0) 9,(a)de =0,

und diese Reihe konvergiert unter derselben Bedingung wie R™ -2
gleichmaBig.

*) Schmidt, Dissertation § 9; § 11, SchluBbemerkung.
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Abnlich wiirde sich ergeben

2 (p,(x)ﬁ (@)@, («)de =

und damit ist die Gleichung
R(@) = 5 [f(5+0) +f(a—0)]

fiir das Innere der Strecke J auch in dem Fall erwiesen, daf singulire
Endpunkte zugelassen werden. Jede Funktion also, die ebenso wie ihre
erste und zweile Ableitung auf der Strecke J nur eine endliche Aneahl
endlicher Spriinge macht, sonst aber stetig ist, kann bei den Voraussetzungen
8§ 3 (I), (II) nach den Kigenfunktionen @, (%) So embwickelt werden, wie
es die letete Gleichung zeigt.

Um noch allgemeinere Klassen von Funktionen entwickeln zu kinnen,
setzen wir zunichst auf der ganzen Strecke

fle)=1

und fiihren die Bezeichnung
L%
(e, n) = D) 9,(8) 9,(4)

ein. Dann ergibt sich aus der Differentialgleichung der Eigenfunktionen
als spezieller Fall einer in § 4 benutzten Gleichung

7 1,n ] 1L,%
2, (@) |n
J ot de= So.®) fo.(de=k) JEE]

n 1L,n
?, &, (@)
+f o) =
§ v v

wenn daher £ und 7 um beliebig kleine endliche Strecken voneinander
und von ¢ und b entfernt bleiben, so liegt dieser Ausdruck zwischen festen
von n; £ und 4 unabhiingigen Grenzen, da dies vom ersten Teil der
rechten Seite nach § 3 (III) gilt, vom zwelten Teil aber aus der gleich-
miBigen Konvergenz der Reihe

(&, (@)
SROnO_ gy

v

folgt. Ferner ergibt sich aus § 4 der Satz

S %(5)f @, («) de: = lim f (e, n)de: =

82~
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und dieser Grenzwert wird unter der Voraussetzung

a+00<§<’ﬂ<b""02, n—§>01;
in der durch ¢ beliebig kleine positive Konstante bezeichnet sind, gleich-
miBig angestrebt. Fiir die Funktion ®(«, #) sind daher die Voraus-
setzungen erfiillt, unter denen man aus der letzten Gleichung nach einer

von du Bois-Reymond herrithrenden Methode mittels des zweiten
Mittelwertsatzes schlieBen kann

im, 1) 0 ) de = S0, ®) [ 109 @ = - 5+0)
; 2 %)

wobei f(«) eine beliebige Funktion bedeutet, die auf der Strecke von .
o =§ bis « =7 von beschrinkter Schwankung ist. Man kontrolliert diese
Behauptung leicht auf Grund der Darstellung von Jordan*), der wir uns
mit der Bezeichnung ®(«,7) angeschlossen haben.

Analog der letzten Gleichung findet man offenbar, indem man die
Rollen der GroBen £ und % vertauscht,

g, 99,0 e~ & ra-0)

und hieraus, wenn f(x) auf der ganzen Strecke J von beschriinkter
Schwankung ist, und z zwischen @ + ¢, und b — ¢, liegt,

1,00 b—cy
Q 1
R(@)ytmo-a= Do, @) [f(@) 9,(2) da = 3 [f(a+0) + f(z—0)].
v atec

Um in diese Formel die erwiinschten Integrationsgrenzen & und b
einfithren zu konnen, gehen wir davon aus, daB nach den an die Funk-
tion g(«) gekniipften Erwigungen, wenn

) z>at+c2=2n>a

angenommen wird, die Gleichung

Z’”%(x) f ,(¢)de =0

gilt; die Reihe konvergiert beziiglich der Variablen 2 und % gleichmiBig,
wenn z — (¢+¢,) und 4 — a iber beliebig kleinen festen Grenzen bleiben.
Ziehen wir jetzt, was bisher noch nicht geschehen ist, die Kigenschaft
§ 3 (IV) heran und setzen, abweichend von der bisherigen Bezeichnung,

o, 1) = D9, @) 9,(@),

* Cours d'analyse Bd. 2, Nr. 221.
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so sehen wir, daf das Integral

j‘ ®(a, n)de

zwischen endlichen von % und 7y unabhingigen Grenzen liegt, und zwar
auch wenn 7 — a beliebig klein wird. AuBerdem gibt die soeben auf-
gestellte Gleichung

n
lim f@(a, n)de =0,

und der Grenzwert wird gleichmiBig angestrebt, wenn 5 die Strecke von
a -+ ¢, bis zu einer @ beliebig wenig tibertreffenden Grenze herab durchliuft.
Der Ausdruck ®(«, %) hat daher wiederum die an der zitierten Stelle von
Jordan geforderten Eigenschaften, aus denen man, wenn f(z) eine Funk-
tion von beschrinkter Schwankung ist, schlieBen kann

lim ff(oz) O (e, n)de =0,

oder, indem man speziell y = a + ¢, setzt

1, a+co
R(@)we+e = Do, (@) [f() 9,(¢)do = 0.
Kombiniert man dies Resultat mit dem fiir R*+%: %= % gefundenen Ausdruck
und stellt eine analoge Formel fiir das Intervall von b — ¢, bis b auf, so
ergibt sich schlieBlich die erwtinschte Gleichung

Rt = Roateo | Ratoob—ts | Ro—aab

= >0,@ [ 1) p,(6) da = LIF+0) + Fa—0)},

die somit unter den Voraussetzungen §3, (1) bis (IV) fir eine belicbige
Funktion von beschrimkter Schwomkung wnd fiir das Innere der Strecke J
bewiesen ist.

Will man von der Eigenschaft (IV), die im allgemeinen schwer zu
beweisen ist, keinen Gebrauch machen, so braucht man nur vorauszusetzen,
daB die Funktion f(«) von einem singuliren Endpunkte an eine beliebig
kleine Strecke weit stetig sei und stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung besitze, im tibrigen aber von beschrénkter Schwankung sei.

Endlich kann mittels der jetzt vorliegenden Ergebnisse auch gezeigt
werden, dafl die Reihe R(x) gleichm#Big konvergiert, wenn die Variable z
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eine Strecke durchlinft, die in einer groBeren enthalten ist, auf der die
Funktion f(z) stetig bleibt. Wir kinnen uns betreffs dieses Nachweises
auf eine Abhandlung berufen*), in der dieser Satz zwar nur fir die
Sturm-Liouvilleschen Normalfunktionen, aber doch im wesentlichen nach
einer allgemeinen Methode abgeleitet ist. Das Integral

fCD(oe, n) de

konvergiert niimlich nach den oben erhaltenen Resultaten genau in dem

Sinne gleichmiBig gegen seine Grenze — 5 Wie es a. a. 0.%¥) vorausgesetat
ist. Allerdings ist dort mittels der asymptotischen Darstellung der Normal-

funktionen bewiesen, daB die Reihe

'0.6) [ 9.(0)fle) de = lim [7(6) 0(e, m) e

bei den Voraussetzungen
z>n+e¢, ¢>0,

und wenn f(«) von beschrinkter Schwankung ist, gleichm#fig gegen den
Wert Null konvergiert; das haben wir aber soeben aus der Eigenschaft (IV)
erschlossen, was ndtig war, da die asymptotische Darstellung im allge-
meinen an den singuliren Stellen ungiiltig wird. Fiir die zitierte Argumen-
tation sind also die Grundlagen auch hier gesichert, und der ausgesprochene
Satz tiber die gleichmiBige Konvergenz der Reihe R(z) ist so gut wie
bewiesen.

§ 6.
Anwendungen: die Sturm-Liouvilleschen Reihen.
Von Sturm und Liouville sind eingehend diejenigen Normalfunktionen
untersucht, bei denen auf der Strecke J die GréBe k¥ von Null verschieden
und ! endlich, beide Endpunkte ¢ und b also regulir sind, und der Kern

K(z, ) endlich und stetig bleibt, wenn jedes seiner Argumente die ganze
Strecke o durchliduft. Unter dieser Voraussetzung kann man die Gleichung

T+ =Dy =0

durch die Substitutionen

xda: ¢
z—J%‘, U=?/1/Z’

*) Math. Annalen Bd. 60, S. 411ff
" a g, 0. 8. 408.
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in die Gleichung

2T (-1)U=0

az: T, 1
tiberfihren. Wird hier als unabhiingige Variable das Produkt aus ¢ und
einem passenden konstanten Faktor eingefiihrt, und die Bedeutung der
Buchstaben , I, 4 in leicht zu iibersehender Weise geiindert, so bewirkt
man, daf das Intervall J sich von O bis = erstreckt, und die Differential-
gleichung der Normalfunktionen ist

au

wobei ! auf der Strecke J endlich ist und nach § 2 so eingerichtet ge-
dacht werden kann, daB keiner der Eigenwerte verschwindet. Die Grenz-

bedingungen sind
al 0 avu n

wobei auch unendliche Werte von 2 und H, d. h. Bedingungen von der
Form
UP=0, U*=0
nicht ausgeschlossen sind. Wir bleiben bei der Annahme endlicher Werte
von h und H, da andernfalls nur leichte Modifikationen notig werden.
Unter diesen Voraussetzungen gelten nun nach Liouville¥), wenn ¢

den positiven Wert von J/4 bedeutet, die Formeln

’

A4 U . ¥
U=cosgx+;—, -jo—————smgx+?,
1 A4

wobei » = 1,2, .- zu setzen ist und durch ¥, wie auch fernerhin, GroBen
bezeichnet sind, die zwischen endlichen, von » und #'unabhingigen Grenzen
verbleiben.

Um die normierten Eigenfunktionen herzustellen, benutzen wir die fiir
die eingefithrte Gro8e U von Liouville abgeleitete Formel™*)

T A4
fU(a)”da =5+
] .

da nun der angegebene Wert von o ergibf
* Liouville, Journal de Math. (1) Bd. 2. Kneser, Math. Annalen Bd. 58,

S. 116. -
** Math. Annalen Bd. 58, 8. 122.
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A . . ¥ ¥
€08 Q& = COS V& COS —- — SIN & 81N —- = €08 ¥Z + e
. . A4
sin o = sin v& -+ b

so findet man als Ausdruck der normierten Eigenfunktionen

Ed - %_ —
U[fU(cx)gdu] = @,(2) -——V% cos vz + -:i,
0
9_;;5_:::) =-—~V% sin v + »lg,
und die zugehdrigen Bigenwerte sind
.. }’v=92=v2+'¥'
Hieraus folgt

1 1 9,®o,y) 2 cosva cosvy A4
Tv'—"‘i(l“l“ ) = “l“,us"

Die Reihe

v

2 (@) (w) 2(®)

konverglert daher gleichmiBig, wenn # und y das ganze Intervall J mit
EinschluB der Grenzen durchlaufen, und damit ist nach dem in § 3
zitierten Satze von Schmidt die Gleichung (A) erwiesen.

Um auch die Formeln (B) und (C) zu erhalten, gehen wir davon
aus, dafl die aufgestellten Formen der normierten Eigenfunktionen ergeben

k(24

Z%w) %(y) 12811“’(-”-!—:1/) 281!11’(66 ?/)+2
v E] el

Hier ist das letzte Glied der rechten Seite gleichmiBig konvergent, wie
immer z und y im Intervall J sich bewegen mdgen. Nehmen wir
aber an, z durchlaufe ein Intervall, das einen Teil von J bildet, den
Punkt y aber nicht enthilt, so b1e1ben #~y und 2 +y oberhalb einer
positiven Grenze und unterhalb eines Wertes von der Form 2z — ¢,
wobei ¢ positiv ist. Daraus folgt die gleichmiBige Konvergenz auch des
ersten und zweiten Gliedes auf der rechten Seite unserer (leichung; denn
es ist bekannt*), daB die Reihe

: tpw(-’ﬂ) %(?/) q:,,(w) 0,(y )( )__ __ 2sinvzcosvy LY ,,s;

1,00

v

*) Weber-Wellstein, Enc. d. Elementarmathematik Bd. 1, § 135.
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auf jeder Strecke, die durch die Beziehungen
O<e<u<2n-—-¢, ¢>0

definiert ist, gleichmifig konvergiert. Ferner bleibt die Summe der
ersten # Glieder dieser Reihe, wie immer » und » gewshlt werden mogen,
zwischen endlichen, von % und % unabhingigen Grenzen, auch wenn % der
Null beliebig nahe kommt; dieselbe Eigenschaft kommt daher auch der Reihe

1,0
Z (@) 9, )
z’v

zu, wenn z und y Strecken des Intervalls J durchlaufen, die den End-
punkt x nicht enthalten.

Die Formel (C) macht keine neuen Schwierigkeiten; denn unsere
Augdriicke fiir @, (2) und @, (x) ergeben

1,00 , ‘ 1,0: o 1,00

und aus den angefiihrten Eigenschaften der Reihe S schlieBt man sofort,
daB die hingeschriebene Reihe gleichm#Big konvergiert, wenn « eine
zwischen 0 und z liegende Strecke durchliuft. Damit sind die Eigen-
schaften (I), (II), (IlI) und die Formeln (A), (B), (C) in dem vollen
Umfange gesichert, wie sie in § 4 gebraucht werden; die Eigenschaft (IV)
kommt nicht in Frage, da beide Endpunkte regulér sind. Die Resultate
doer §§ 4 und 5 gelten also flir die Sturm-Liouvilleschen Reihen, wie wir
tibrigens auf andere Weise schon frilher nachgewiesen haben.¥)

8§ 1.
Die Darstellung willkiirlicher Funktionen durch Besselsche.

Die einfachsten von der mathematischen Physik gestellten Aufgaben,
die denen des vorigen Paragraphen analog sind und auf Besselsche Funk-
tionen fiihren, konnen in folgender Form susgesprochen werden. Es sollen
die Integrale der Besselschen Gleichung

- a%(xg—g)+lxy=0

gefunden werden, die an der singuliren Stelle a =0 endlich sind, und
an der Stelle b =1 einer der Forderungen

y'=0, ¥+ Hy['=0,

* Math. Annalen Bd. 60.
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iI_l denen H eine Konstante ist, unterworfen und auf der Strecke von O
bis 1 mit ihren Ableitungen stetig sind; man findet leicht

Fnd

y':“J(sz)’ J(x>=1 *%+2’:E~42_29~43~6’+“"

und erhilt fiir 4 eine der Gleichungen

JVA) =0, ViJ V1) + HIY 1) =0.

Um die Besselsche Differentialgleichung auf die Gestalt zu bringen,
die wir in unserer Theorie voraussetzen, substituieren wir

du=2xdz, x=YVu,

und ersetzen % durch z; dann ergibt sich
d 7, dy _

Die Werte o und b und die Form der Grenzbedingungen #ndern sich

nicht; fir y aber haben wir jetzt die Funktion J(}/2#) zu nehmen. Um
den Eigenwert =0 zu vermeiden, ersetzen wir 1 in der letzten Gleichung
durch 1 — g, so daB sie die folgende Gestalt annimmt:

%(4w%} + (A—p)y=0.

Jhre an der Stelle # = 0 endliche Losung ist jetzt

IeVa)= T (VG—wa),
wobei die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind und
A=up+¢*
gesetzt ist, fiir ¢ aber eine der Gleichungen

. J(@)=0, e¢J(o)+ HJ(e)=0
gilt.
Die normierten Eigenfunktionen sind

I (o Va) [Of}J’ (e V%) du}_%

= J(eVa) [210 o J? (o) da}—?

Um sie hinsichtlich ihrer GroBenverhiltnisse genauer zu untersuchen,
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gehen wir von folgenden bekannten Formeln¥) aus, die gelten, sobald z
oberhalb einer beliebig kleinen positiven Grenze & verbleibt:

J(x)=gﬂc+sinw ¥

Vaz ot
J'(x) - CO8 wy—;zsmw + _:?,

in ihnen, wie auch weiter unten, ist das Symbol ¥ vieldeutig und be-
zeichnet GriBen, die zwischen endlichen, von z unabhingigen Grenzen
liegen. Aus diesen Gleichungen folgt sofort:

’ v
T2(a) + J*(5) = = + -
Anderseits ergibt die Besselsche Differentialgleichung leicht*¥)

x

f (o) do = 2 [T(z) + T3(@)],
gpeziell also

fuJ’(@cx)dw=* 5 [7%(0) + (o)),

und hieraus folgt auf Grund der angegebenen asymptotischen Darstellung
von J(z) und J'(z) die Formel

1
fqu(Qa) de = ;1—5-1—::—2,
0

[f wl*(oc) da}"l Vae (1+%),

und die GroBen W, liegen zwischen endlichen, von g unabhéingigen Grenzen.
Nur wenn der Wert ¢ = O vorkommt, verliert diese Formel ihren Sinn;
da wir sie aber nur bei Konvergenzuntersuchungen benutzen, ist das kein
wesentlicher Mangel. Abgesehen von diesem Falle erhalten wir somit
fiir die normierten Eigenfunktionen und ihre Ableitungen die Ausdriicke

¥,
9.(2) =22 7(eVe) (1+ —i),
e
’ 7 — !F
v @)= 5 V3 7va) (1+%)-
e
Lassen wir jetzt « iiber einer beliebig kleinen positiven Grenze

*) Lipschita, Orelles Journal Bd. 56. Jordan, Cours d'analyse Bd. 3, Nr. 215, 216.
**) Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen Bd. 1, § 79.
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bleiben, so komnen wir wiederum die asymptotischen Ausdriicke von
J () und J’(z) benutzen und erhalten folgende Gleichungen:

P, (x) = V—gfﬁ (sing]/i-&— cosgl/a—c—}—;%) (1 + ¥
9, () = 21/;%(00891/5 —sing YV + ;-;’_/:) (1 + %gj)

Hieraus ergibt sich, daB die Gleichungen, deren Wurzeln die GroBen ¢
sind, sobald diese eine gewisse Grenze tiberschreiten, durch eine der
Formen

cos ¢ +sing =0, o(cos ¢ — sin ¢) + H(sin ¢ + cos ¢) =

anndhernd dargestellt werden. Wern daher  von v unabhiéingig ist und
das vieldeutige Symbol ¥ GréBen bezeichnet, die zwischen endlichen von
v unabhiingigen Grenzen liegen, so kann man setzen

A4
9=7+”7z+7:

und hieraus ergibt sich fiir die Kigenwerte

Man findet ferner leicht, wenn u eine beliebige GroBe bedeutet, die
Gleichungen

cospu-—-——cos(¢+un}u+»}, sin9u=sin(r+vn)u+-:—|:—,

benutzt man diese Werte in den fiir ¢,(z) und ,'(z) gegebenen Aus-
driicken, so findet man

?,(%) = V—#/_; {sin (r-{-wt)]/;c + cos (r+wz)]/?c + };_}’

9, () =2V;t/;{°°5 (r+vx) Yz — sin (r+wz)]/,'2 + j;,{‘})

und wenn y ebenso wie x iiber einer beliebig klemen positiven Grenze
bleibt,

»,() p,([¥) = ;17: {sin(r+v2)(Vz-+Vy)+cos (r+ o) (Va—Vy) + _\:_},
9,(@) 9, (@) =55 {cos2(r+vm) Vo + 1},

% (x) ?,()= 1/— {cos(r-{—wz) (Va+Vy)+sin(r+vm)(Vy—Va)+ }
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Da nun die Reihen

1,0 Lo |
cosvyu sln »Y
v ! v
v v

gleichmiBig konvergieren, wenn mit beliebig kleinen positiven Kon-
stanten ¢, ¢, die Ungleichung
cLul2n—¢

festgesetzt wird; da ferner unter dieser Bedingung auch die Summe
& cosS ru

» ?
v

und unter der weiteren Voraussetzung

O<ul2n —¢

die Summe
1,n N
8N vy U

v
v

zwischen endlichen von v und « unabhingigen Grenzen liegt, so ist
ersichtlich, daf die Reihen

1,00
& %M%@ %w%@
R= )2 —2

gleichmifig konvergieren, wenn z und y beliebige, die Stelle 0 nicht
enthaltende Teilstrecken des von O bis 1 reichenden Intervalls J durch-
lanfen; daBl unter derselben Voraussetzung und wenn auBerdem [z — y|
tiber einer beliebig kleinen Grenze bleibt, auch die Reihe

1,00
- 95 (@) 9,@)
r- 3 s

gleichmiBig konvergiert; daB die Reihe

1,00
O 9 (@) 9, ()
U= D

v

3

gleichmiBig konvergiert, wenn z eine zwischen O und 1 liegende Strecke
durchléuft; daB endlich, wenn z, y, 1 — 2 und 1 —y #ber endlichen
Grenzen bleiben, die Summe

. < 9,(@) 9, )
Sz

14

awischen endlichen von # unabhiéingigen Grenzen liegt.
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Das letzte dieser Resultate gibt die Eigenschaft (III) des § 3; um
die Formeln (A), (B), - -- zu gewinnen, iiberzeugen wir uns zunéichst davon,
daB der Kern K(z,y) die in § 3 geforderten Eigenschaften besitzt. Das
wird daraus klar, daB ¢(x) und ¢(x) Integrale der Differentialgleichung
sind, die auch fir die GroBe J)/—ux gilt. Diese hat an der singuliren
Stelle =0 ein logarithmisch unendliches Integral; eben diese Singularitét
weist daher die Funktion () auf, wie auch der in § 6 gegebene explizite
Ausdruck zeigt.

Ferner konvergiert die Reihe

5 (@) 9, ) n z
S 3l B0 (1 2,

v

da die Funktion J(u) bei beliebigen reellen Werten von u zwischen
festen endlichen Grenzen bleibt, gleichmiBig, wenn jede der GroBen z
und y das ganze Intervall J mit EinschluB der Stelle O durchlauft.
Hieraus und aus dem, was iiber die Konvergenz der Reihen R, S, 7
und U bewiesen ist, kann man nach § 3 die Eigenschaften (I) und (II)
erschlieBen.

Unsere allgemeinen Sitze ergeben somit, daB eine Funktion von z
zwischen den Stellen z# = 0 und # =1 auf die Fouriersche Art nach den
Normalfunktionen ¢, (z) entwickelt werden kann, wenn sie auf einer be-
liebig kleinen an der Stelle O beginnenden Strecke mit ihren ersten beiden
Ableitungen stetig, im iibrigen aber auf der betrachteten Strecke nur von
beschréinkter Schwankung ist. Entwickelt man irgend eine zuldssige
Funktion f(Vz) und ersetzt dann z durch 22, so erhilt man die gewshn-
lich benutzte Formel

f af(@Jd(ea)da

f@) = 2 I (oa) °
f aJ2(e)de
Den durchgefiihrten #hnliche Entwicklungen gelten tibrigens fiir
die Besselschen Funktionen J,(x); man ersieht das leicht daraus, daB
J,(Vz) ein Integral der Gleichung

dy n®
N I
ist und daB J,(#) in folgender Weise asymptotisch dargestellt werden
ka,nn*)'

* Jordan, Cours d’analyse Bd. 3,Nr.216. Gray and Mathews, Bessel Functions
Kap. 4, Nr. 91.
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Jo(z) ~ V%_ 60s [M —al;

damit sind die im vorhergehenden fundamentalen Eigenschaften der
Funktion J(z) auf J,(r) im wesentlichen ibertragen.

§ 8.
Die Entwicklung beliebiger Funktionen von beschriinkter
Schwankung nach Besselschen.

Das Resultat des vorigen Paragraphen diirfte fiir alle Anwendungen
ausreichen, da es wohl immer geniigt, Funktionen zu betrachten, die selbst
ebenso wie ihre ersten beiden Ableitungen nur eine endliche Anzahl von
endlichen Spriingen machen, im {iibrigen aber stetig sind. Immerhin
diirfte es theoretisch wichtig erscheinen, die Entwicklungssitze mdglichst
auszudehnen; nach § 5 wissen wir, daB eine beliebige Funktion von
beschrinkter Schwankung nach den Normalfunktionen entwickelt werden
kann, wenn fiir diese die Eigenschaft (IV) des § 3 gesichert isb. Das
wollen wir fiir die Besselschen Funktionen beziiglich des singuldren End-
punktes @ = O durchfiihren, indem wir uns auf den Fall H = oo be-
schrinken, d. h. den Fall, daB die Eigenfunktionen den Gleichungen
9,(1) =0, J(¢) =0 unterworfen sind. Zu diesem Zweck muB der
Kern K(z,y) wirklich gebildet werden. Setzen wir p = — $2, so daB
die Differentialgleichung der Eigenfunktionen in der Form

d d
7z (40 38) + G+ $)y=0

erscheint, so ist die Gleichung, deren Integrale @(«x) und % (z) in der
Bezeichnung des § 3 sind, die folgende
d ay

Sie hat die linear unabhiingigen Integrale oJ (BVx) md K (BVz), letzteres
jim Sinne von Riemann-Weber®) verstanden, und man kann daher
setzen

9(@) = CT(BVa), w(x) =T (BVz) KB —IJ(BKBVa),

wobei C eine Konstante bedeutet, die durch die Forderung

k(o @y@) — @y’ @) =1
bestimmt wird; dann erfillt @(z) an der unteren, ¥ (#) an der oberen

*) Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik Bd. 1, § 73.



H12 A. Kxusex.

Grenze der Strecke J die an die Normalfunktionen gestellten Forderungen
Da nun die Identitit

JEK' —J K=~ 2%

L

gilt, findet man durch leichte Rechnung

22
C=~'§7@,

und demnach bei der Annahme z < £ den Kern

K(z,8) ==L (6yz) [ (W%JJI(({S) — JOK(EVE]

Die Formel (A) ergibt also, da die Eigenwerte die Gestalt
i=o"tpu=¢'—§

haben, die Gleichung

1,00

P, (@) 9,&)
K(x7 E) = 2 o — ‘32‘“

P

und ¢ durchliuft, wir wiederholen es, die positiven Wurzeln der Gleichung
J(e) =0.
" Da nun die Reihe

S%
konvergiert, so konvergiert die rechte Seite der erhaltenen Gleichung
auch bei beliebig festgelegten positiven Werten z, £ und bei komplexen
Werten von 8, und zwar gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Gebiet,
das die Stellen 4 ¢ nicht enthilt. Wir haben eine Partialbruchzerlegung
der GroBe K(z,£) vor uns, die als Funktion der komplexen Grife 8
meromorph ist und die Pole B = +¢ Dbesitzt. Multiplizieren wir die
Gleichung mit 28 und setzen

_2BE (s, £ = 0 (§) = “ELEV2) W)Kgf(};)@ — I @YD K@)

8o ergibt sich

0@ =D 0.@ 0.® {525+ 5a)-

und es ist ersichtlich, daB zu den Polen f=¢ und f=—g¢ das Residuun
9,(%) @, (§) gehort. Integriert man daher in der Ebene der komplexen
.~ GroBen B lings einer geschlossenen Kurve, die die ersten n positiven
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Werte ¢ und die ihnen entgegengesetzten — @, sonst aber keine Pole der
Funktion @ (B) umschlieBt, so findet man

§;c_z.fcb(ﬂ) =2 2 ,(@) 9, (§)-

Entsprechend wiirde man in der Ebene der komplexen GroBe uw um die
ersten # Werte — @ herum integrierend eine Gleichung

[ K@y au = 3 0,0 9,0

erhalten.

Wir nehmen nun als Integrationslinie in der f-Ebene den Umfang
des Rechtecks, dessen Ecken die Punkte + s -+ #7 sind, und dessen Inneres
genau # positive Werte ¢ enthalte. Da ®(f), wie die Partialbruchzerlegung
zeigt, eine ungerade Funktion ist, so liefern die Hilften, in die das
Rechteck durch die imaginire Achse zerlegt wird, denselben Beitrag zum
Integral, und da ®(B) bei reellen Werten von f§ reell ist, liefern die
oberhalb und unterhalb der reellen Achse liegenden symmetrischen Viertel
des Rechteckumfangs konjugiert imaginsre Beitrige, so daB man, wenn
s und ¢ positiv sind, setzen kann

(1

Zm 9, (%) 9,(8) = 28‘%{f¢(ﬂ) ag +f:b(ﬁ)dﬁ},

$ s+t

wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Um die GroBe dieser
Integrale abzuschétzen, schreiben wir

o =Vo, &=VE B=0+7i
P=V2aBs, J(b3), N=2V2xJ(B),
Q="V2=xpV2xpE [J(B) K (BE) — T (BE) E(B)],
Vak o (p) = 22,
und benutzen die Weberschen Formeln *)

V3zu J (u) = ;%) S(2in) + ¢ (-3) S (— 2u),
V2ru K (u)= e_i(u—%) S (2iu) — ei(%%) 8 (— 24u),

in denen der reelle Teil von % und }2wu positiv vorauszusetzen ist,
und S(z) eine Funktion bedeutet, die in der ganzen Ebene der komplexen

*) Riemann-Weber Bd. 1, § 78.
Mathematische Annalen. LXIIL. 33
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GroBen # mit Ausnahme der negativen reellen Achse eindeutig bestimmtb
ist; konvergiert der reelle Teil von w von der positiven Seite her gegen
den Wert Null, wihrend der imaginiire Teil nicht verschwindet, so kon-
vergieren die GroBen S(2iu) und S(— 2¢u) gegen endliche Grenzen und
die Gleichungen bleiben richtig. Da nun in den Ausdriicken P, @, N.
die Argumente der Funktionszeichen J und K nicht negative reelle Teile
haben und auf der Integrationslinie nicht den Wert Null erreichen, so
kann & (B) durch die Funktion S ausgedriickt werden, wenn man noch
festsetzt, daB auch die in P, @, N auftretenden Quadratwurzeln positive
reelle Teile haben sollen. Bei dieser Annahme erhdlt man aus den
Weberschen Formeln

—i(pn -2 ifpz-Z

P=c¢ ( 4) S(2piz,) + e ( 4) S (— 2Bix,),

Q = ¢fU-% §(28it,) S(— 2B0) — e~iP -5 §(— 284&;) S(281).

Nun hat die Funktion S(2) erstens die Eigenschaft, fiir alle Werte
von # dem absoluten Betrage nach unter einer festen Grenze zu bleiben*),
z. B. unter 3,5; daraus ergibt sich sofort

| P| < 3,5 (75 4 e7™)
und, da t nicht negativ ist,
| P| < Ter=.

Sodann nzhert sich S(¢) der Grenze 1, wenn z iiber alle Grenzen wichst;
wenn daher £ tiber einer festen positiven Grenze liegt, also etwa

£>c>0
vorausgesetzt wird, so liegen die GroBen
|S(£ 2889, [S(x£289)]
der Eins beliebig nahe, sind z. B. kleiner als 2, sobald

1Bl>g
genommen wird, wobei g eine von £ unabhéingige positive GrdBe ist.
Unter dieser Annahme findet man aus dem angegebenen Ausdruck von @
durch die Funktionen S sofort
IQ < 4er(1—-&) -+ de—7(l~5) < Sgi(l—‘;x)’
und hieraus
I PQ\ < 56@1(1"514'3:)_

Dieses Resultat wollen wir mit einer unteren Grenze der Grdfe |IV|
kombinieren. Zu einer solchen f’uhren wiederum die Weberschen Formeln,
deren erste ergibt

* Rxemann-Weber Bd. 1, §§ 75, 76.
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N=2Y2xJ(f) = 2 cos (B — ) [S(2i) + S(— 269)]
+ 2dsin (8 — 5) [— S(2B1) + S(— 281)]
—4cos (B— ) (L+p)+ 4qisin (—F);
da nun S(2) bei wachsenden Werten von |z| gegen die Grenze Eins
konvergiert, so ist klar, daB |p| und |g| unter einer vorgeschriebenen
Grenze, etwa unter —1— liegen, sobald |B| eine gewisse positive Kon-

stante g, iiberschritten hat, die ebenso wie g von # und § durchaus un-
abhiingig ist. Somit gelten zugleich die BezieLungen

lp I< :,1,—, <3, 1B1>a.

Da nun der letzte fiir IV erhaltene Ausdruck, wemn e,, e, - - - GroBen
vom absoluten Betrage Eins sind, in der Form

N = 2(ce+e"e) (1+) + 20(ee, +o-70)
=2¢ {e,(1+p) + 96} +2¢7" (& (1+D) + ¢4}
=re* 4+ re®
geschrieben werden kann, und die fiir |p| und |g| geltenden Schranken

die Ungleichungen
lr|>1, |n|<3

ergeben, so folgt
’ |N|> e — 8e-~.

Wenn wir daher zuniichst v = ¢ setzen, also § auf der Strecke von
ti bis s + ¢4 annehmen und ¢ so groB nehmen, da8

@>6, ¢>31g6,
go ergibt die fiir N gefundene Beziehung

|N| > +¢,

-

und die oben gefundene obere Schranke der GroBe |P@| ergibt
| P
Vx1g1 {Cl)(ﬁ)] = t NQi < 112 6’("1‘*1)

Da nun die Differenz & — z mit Riicksicht auf den Zweck der ganzen
Entwicklung tiber einer positiven Grenze bleibt, so daB etwa eine Un-
gleichung

V%-r]/.%=§1-—x1>01, >0

. 33*
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vorausgesetzt wird, so ist klar, daB das Integral

S Va5 0@ dp

tits

dem absoluten Werte nach beliebig klein gemacht werden kann, indem
man einen beliebigen Wert von s festhilt, ¢ aber iiber eine von s, ¢,
und g,, nicht aber von z und § abhingige Grenze hinauswachsen laBt.

Eine andere Erwigung fordert die Strecke von s bis s+ ¢¢, da hier

auch der Wert 7z = 0 zugelassen ist, fir den N verschwinden kiénnte.
. . . . k(2 . .
Um dies zu verhindern, wiihlen wir s so, da s — - ein Vielfaches von =

ist; dann gelten auf der Geraden 6 = s offenbar die Gleichungen
cos (ﬁ — Z—) =4 cos 73, sin (ﬁ - {—) = 4 gin ¢,

N=+44(14+p)costit+4gsinti=2¢{+ (1+p) (1 +e ) +ig(1—e?7)}

—2e({+(l+e ) +m), m=tp(l+e) x gi(l—e ).
Wegen der fiir |p| und |g| erwirkten Ungleichungen ist nun

Iml<g,  ImE(+et)|zl4e —|m| >,
1 T
Die fiir das Produkt |P@| gefundene Schranke ergibt somit
— P o
Vo 10()] =[5 < 1120 6mm,

und hieraus folgt, wenn man geradlinig von s bis s 4 ¢¢ integriert,

s+t

So@ s

SPELL (e tGmm)
(6 — =)

Die rechte Seite dieser Ungleichung bleibt offenbar, da & — z, tiber
einer positiven Grenze ¢, liegt, stets unter einer festen von ¢, z und &
unabhingigen Grenze. Erinnern wir uns nun daran, daB das Integral

s+t

V%IE[ () dp

‘bei jedem festen Wert von s der Null beliebig angenéhert werden konnte,
indem man fiir ¢ einen von § und z unabhingigen, hinreichend groBen
Wert nahm; daB ferner lings der Integrationswege nur die Ungleichungen

Bl>9, [Bl>%
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vorausgesetzt werden, so ergibt die oben abgeleitete Gleichung

12"' 9,(2) 9,(8) = 2R { f<;>+(;i) ap +fcb(ﬂ) dﬂ}

tit s

in der » die Anzahl der Werte von ¢ bedeutet, die zwischen O und s
liegen, folgendes Resultat. Sobald n eine gewisse von § und 2 unab-
hingige Grenze %, iiberschritten hat, liegt die Summe

1L,

Vat > 9,) 9,(8),

in der mit beliebig kleinen positiven Werten ¢, und ¢ die Beziehungen
E—x>¢>0, £>c¢>0

vorausgesetzt werden, zwischen endlichen, von # und £ unabhingigen

Grenzen. Da nun die fir n=1,2,..-, n, gebildeten Summen stetige

Funktionen von z und § sind, kann die Beschrinkung der Zahl » wieder

aufgehoben werden, und da das Integral

Yo
Ve
endlich ist, ergibt sich weiter, daB alle Integrale

z 1L,n

[ 2 9. 9,8 de

zwischen endlichen von #, x und £ unabhingigen Grenzen liegen. Da-
durch ist die Eigenschaft (IV) des §3 in vollem Umfange erwiesen.

8 9.
Entwicklung nach Legendreschen Polynomen.
Die Funktionen P,(z), die durch die GauBsche Reihe in der Form

P (x)=F ( n,n+1, 1 1—x)
ausgedriickt werden, sind diejenxgen Integrale der (leichung
[(1 — a3 ] + iy =0,

die an den beiden sxngularen Stellen 2= —1 und z= 41 endlich
bleiben; solche Integrale hat diese Gleichung, wie aus der Theorie der
hypergeometrischen Reihe entnommen werden kann, nur wenn

A=nmn+1)
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gesetzt werden kann, wobei n eine positive ganze Zahl oder Null be-
deutet. ' Um den Kern der zugehorigen Integralgleichung nach der in
§ 2 gegebenen Regel zu finden, ersetzen wir 4 durch 1 + g, wobei

b= a(l+a)
gesetzt wird und « keine ganze Zahl ist. Die Funktionen ¢(z) und ¢ ()
des § 2 sind dann Integrale der Gleichung

d d
A=) P+ el + 0y =0,

von denen das erste bei z = — 1, das zweite bei 2 = + 1 endlich ist,
und beide zwischen — 1 und 4 1 endlich und stetig bleiben. Man er-
fillt diese Anforderungen, indem man setzt

1 1 —
9@ =F(—u, 1+4 1, 217, 9@ =CF(—0, 1+, 1,15%);
die Konstante C bestimmt sich durch die Beziehung
’ ’ 1
9 @)Y (@) — 9@V (®) =

Wir finden den genauen Wert O, indem wir

1—zx 142
g — % T3

=1—¢

setzen und ¢ unendlich abnehmen lassen. Dann gelten die Néherungs-
formeln¥)

—lge
9@ =F(=u, 1+a 1, 1—8=prfrp
~=+s,igﬂz‘_a.]gg’
g@)=—200 0 @) =1, (@) =—a(l+a)
1 1

und die angegebene Beziehung zwischen @(z) und ¢(z) ergibt

E & 4¢g’
also
P

= Lsinerm
Hieraus sieht man zugleich, daB ¢(2) an der singuliren Endstelle
2 = + 1 logarithmisch unendlich wird. Dasselbe gilt offenbar von ¢(x)
_—
#* Goursat, Sur 'équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la

série hypergéometrique, Thése, Paris 1881, S. 87, Annales de 1'Ecole Normale (2)
Bd. 10.
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an der Stelle z = —1; der mit @(z) und ¥(x) gebildete Kern hat also
die in § 3 geforderte Beschaffenheit und ist explizit

nF(—m1+ml EEQF(_%1+&1‘£%%

Kz, &) = - 4sin am
oder
ﬂ:F(—a, 14a, 1, 1—2_”) F(——oc, 1+« 1, k—;——g)
K(:l;, §) = 4sinow ’

je nachdem 2 <& oder x> E.

Die Eigenwerte sind jetzt n(n +1)— a(e+ 1), wobei #=0,1,2,- .,
zu setzen ist; die normierten Eigenfunktionen sind wegen der bekannten
Formel

die GréBen

a1
E1P.@),

® (x) V q)n-i-l(x) =

2
und die Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen hat, je nach-
dem gz kleiner oder groBer als £ ist, dle erste oder zweite der folgenden
Gestalten:
14 1— ¢
an(—oc,l—{-a,l, : )F(—a,1+a,1,—~2~——)—— 0 ont DE.@P.D
isinam - 2[n(n 4 1) — a(x 4+ 1)]

n

1—x 14§
F(——Ot,1+05,1,-§“‘)F(—“vl'l'“qu"“é‘“)._‘ 0,0 @u4+1)P (2)P,()
4sinan o 512[9%(”4-1)—“(“‘1‘ D]

Diese Formeln sind nach § 2 bewiesen, sobald die dort aufgestellien
Voraussetzungen, unter denen die Formel (A) gilt, als erfiillt nachgewiesen
sind; hier liegt, wie bei den Besselschen Funktionen, der Fall vor, daB
auf den iterierten Kern K*(z, y) zuriickgegriffen werden muf.

Zunichst ist zu beachten, daB die Legendreschen Polynome auf der
Strecke J, d. h. von — 1 bis + 1, zwischen den Grenzen — 1 und + 1
bleiben; hieraus ersieht man sofort, daf die Reihe

7) @B,

, @ 9, <
Suann § b neny

v
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gleichm#Big konvergiert, wenn 2z und y unabhiingig voneinander die
Strecke J mit Binschluf ihrer Endpunkte durchlaufen. Da ferner die
Formel

N _Pn' (x>==anﬁ(w)—nPn_ 1(®)
gilt, so folgt, daB die Reihe

R %) (nP, @ —P,_,(@)P, )

2 3 —Z A—a)[nmn+F 1) — (e ]

v n

1— x®

gleichm#Big konvergiert, wenn y die Strecke J durchléuft, fiir # aber die
Bedingung
—1l14s<z<] —¢
festgesetzt wird, in der & eine beliebig kleine positive GroBe ist.
Etwas tiefer liegende Eigenschaften der Legendreschen Polynome
sind heranzuziehen, um die Konvergenz der Reihen

9, 9,©) 9, (@) 9, ®)
2 A, Z S

4
v v

zu untersuchen. Die Ungleichung, der z unterworfen wurde, kann, wenn
man z = cos 6 setzt, dahin formuliert werden, daB

|sin 0| > ¢
ist, wobei & wie & beliebig klein und positiv ist. Dann gilt*) die asymp-
totische Darstellung

2 1 ¥
\P,,(cos )= l/ e {cos [(n + ?) 6 — g—] + %},
mna ¥ liegt zwischen endlichen, von # unabhingigen Grenzen. Hieraus
folgt zunichst, daB die Reihe
2,

> 9 @9, _ f (+3)20 7

i nn+1) —a(e4+1) ¥ nwsind

Vv

~feos [(n+5) 0~ T]+7)
in dem Gebiete

—l4+e<ae<l—s, —1<y<+1
gleichmiiBig konvergiert, nimlich mindestens so gut wie die mit einer
passenden Konstanten multiplizierte Reihe

2
kY
ne

*) Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1, § 40.

v
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Stellen wir endlich auch P,(y) asymptotisch dar, indem wir
Y = cosq
getzen und die Ungleichung
Ising| > ¢
festhalten, so ergibt der schon einmal benutzte Ausdruck fiir P/(z) die
@leichung

1
@@ (T ) E@R0) n (2 +3) 2, @P,0)
by y1 Tt — e+ D)@ -1 @ —Dht 1) — al@+1)]
n (n—}- —;) cos 6 9

T T 1) —ale+ DI py Ysngsing
foos [(n+ ) 0 =TI+ ]eos [0+ 3) 1 = F] 45

1
+ "+ 5) . :
[nn +1) — a(e+ 1]sin®0 7 y/pm — 1)sinfsing

feos[(n=5) 0 =TT leos[(w+ 3) n =TT+ 30,

oder, indem das Symbol ¥ wie frither vieldeutig, aber immer im Sinne
der gegebenen Definition gebraucht und dazu benutzt wird, GroBen, die
mit wachsenden Werten von # der Grenze 1 zustreben, in der Form

14—~
darzustellen,
P 41 (@) §°n+1(11)
L
= et {eos [(n +3) 0 = FJoos[(n+ 3) 1 —F] + 3]

+ nnsin’@}jm {cos [(” _%) 0— ;:_] cos[(n + %) K ”’Z—] + l:—}
= ey (o (4 ) O+ )+ eon (p+3) 0 =) 437
1
%7 8in6 J/ sin 0 sin 4
{sin [n(8 + m) + L (n— 0)] + cos[n(6 =) — 5 (1 + O]+ 3}
* oder endlich, indem man durch 4, B, C, D von % unabhiingige GroBen

bezeichnet, die bei den fiir # und y geltenden Voraussetzungen awischen
festen endlichen Grenzen liegen,
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T2 %0010 _ & i (0 + 1) + Zsinn(0— 1)+ 2 cos (0 + )
n+1
A 4
+€—cosn(0—1])+7—z—2,
speziell findet man
7 8in® 0 Ysin 0 siny D = — cos 6 cos 2= "+cos"+ = sin @ sin 9—';—'1~

Nun konvergieren die Reihen
1,00 1,00

sin v % 1 CosvU
vy v

bekanntlich gleichm#Big unter der Voraussetzung
i c<u< 22 —c¢,
wenn ¢ und ¢, beliebig kleine positive Werte sind; anderseits sind bei

unseren Festsetzungen die Winkel 6 und % in Grenzen von der Form ¢
und = — ¢, eingeschlossen, so daf eine Beziehung von der Form

c<O0+n<2%—¢

gilt. Setzen wir daher noch fest, da z — y und damit 6 — % iiber einer
beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat man auch eine Beziehung
von der Form

<0 —n<2x — ¢,

und jetzt konvergieren die Reihen

1,0 1,0 . 1,00 1,0
cos v (0,4 1) sin v (6 + 1) cos v (6 —n) sin # (0 — 7))
2 v 4 2 v ? Z v ’ Z v
v v v v

gleichmiBig, mithin auch die Reihe

< 9, (@) 9, @)
>

v

unter der Annahme
—1+e2L1—¢ —1l4+5ZyS1—g, |2—y[> 4,

wobei &, &, & beliebig kleine positive Grofien sind.
Man sieht ferner leicht, da auch, wenn x gegen einen festen zwischen
— 14 ¢ und 1 — ¢ liegenden Wert von y heranriickt, die Summe

< 7@ 9,1)
>

v

zwischen endlichen, von % und z unabhingigen Grenzen bleibt; denn
ersichtlich gilt dies von den GroBen
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1,7 Ln 1,2
L 4 sin v (0 4 ) cosv (@ +mn) sinv (6 —7)
»2? 2 , v ’ 2 v IR 2 v ’

v r v v

Ln

ebenso aber auch von der Summe

1Ln
- —
D cos v (6 —mn)
v
14

auf Grund des oben angegebenen Ausdrucks fiir D; diesey ergibt néimlich

1,7
x sin? 0 /sin 6 siuw g D 2308—”%9—“1@

L,n
- __sinf 2 2 sin (6 —n) cos » (0 —n)

/] v
4c08 ——— 2” »

—smO 2 gin (» —1) (0-—-71) sin (v +1) 0 —1n)

4eos~—2——
1,n—1
— 8in@ sinv@—mn) |, ¥ sin (m4-1) @—n)
- s 2 X (BG= ) mekplea)
2 v

und hieraus folgt das Behauptete, da bei den fiir # und y festgesetzten
Schranken die GroBen sin 0 und sin % iiber festen positiven Grenzen
bleiben, und die Summe

. 1,7~1
—8in 6 Zsinv(9~m
6 — »
2 cos 3 K v

in dem angegebenen Sinne endlich ist. Die Eigenschaft (III) des § 3 ist
also ebenfalls fiir unsere Normalfunktionen gesichert. Endlich ist die
Bigenschaft (IV) in einer Abhandlung von Darboux¥®) genau in der fiir
unsere Zwecke brauchbaren Form nachgewiesen.

Damit werden die allgemeinen Resultate des § 4 anwendbar und es
gilt fiir jede Funktion f(z), die von # =—1 bis =+ 1 beschriinkte
Schwankung hat, die (leichung

0,00

S'(v+ 1) B,@) [1@) P, (@) da = L[fa+0) + fa—0)],

v

¥) Sur lapproximation des fonctions de trés grands nombres et sur une classe
étendue de développements en série. Journal de math. (3) Bd. 4, S. 889,



524 A.Kwzser. Integralgleichungen und Darstellung willkiirlicher Funktionen.

die aus der Theorie der Integralgleichungen bisher nur fir Funktionen
mit stetiger erster und zweiter Ableitung abgeleitet war.

In ganz hnlicher Weise wie die Legendreschen lassen sich auch die
Jacobischen Polynome¥)

X,(u)=Fla+n,—n,y,u)
bei der Voraussetzung
yp>0, «4+1—p>0
behandeln. Sie sind néimlich einmal Integrale einer der Legendreschen
sehr shnlichen Differentialgleichung; sodann hat Darboux in der zitierten
Abhandlung eine asymptotische Darstellung in der Form

1

# {cos (@n+ 0+ 1) + —- }

ST

1
X, (sin?g)= Asing? cosg

gegeben, in der 4 und % Konstante sind, ¥ aber dieselbe Bedeutung wie
oben hat; durch diese Formel wird die oben gebrauchte asymptotische
Formel fiir P,(cos §) direkt verallgemeinert, wenn man 6 = 2¢ setzt.
Ubrigens ist die Frage mnach der Darstellung willkiirlicher Funktionen
durch die Jacobischen Polynome von Darboux in der zitierten Abhandlung
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen erledigt und zwar nach einer
Methode, die der von Dirichlet fiir die Fouriersche Reihe angewandten
insofern #hnlich ist, als sie auf der Summation einer endlichen Anzahl
von Gliedern der zur Darstellung dienenden Reihe beruht.

Die durchgefithrten Beispiele zeigen wohl, von welcher Art die
Vorteile sind, die man aus der Theorie der Integralgleichuugen fiir die
Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen von einer Variablen
ziehen kann. Ahnliche Untersuchungen beziiglich der Funktionen von
zwei Variablen hoffen wir in einer folgenden Abhandlung geben zu kénnen.

*) Jordan , Cours d’analyse Bd. 3, Nr. 186.
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The Inversion of a Definite Integral.
By

H. Batemaxn of Cambridge (England).

The following paper is intended as a contribution towards the solution
of a problem proposed by Abel*). Let f(s) and x(s, ) be twoO given
functions and ¢ a given path of integration, it is required to determine
if possible, a function ¢ (¢) such that

6] £(s) = { =(s, ) (t) dt.

This problem is not soluble in general because a function defined
by a definite integral is usually subject to certain restrictions depending
on the nature of the function x(s, £), accordingly there are two goals to
be aimed at: we must first find necessary or sufficient conditioms to be
satisfied by the function f(s) in order that the equation may e soluble,
and then we must give a method of determining the functiom qo (#) when
it is known to exist. )

Fredholm has remarked**) that the above equation may be considered
as a particular case of the more general equation

V() = 11(s) = 9() + 4 [ #(s, 1) 9(¢) ¢

in which the parameter 4 is finally made infinite, but it is difficult to
find conditions that the formula which he gives for the solution of this
equation should have any meaning when 4 tends to infiniky; also this
method requires that the function f(s) should be given for ~walues of s
lying between a and b.

We must therefore seek another method of determining the funection ¢
which will lead more directly to the conditions to be imaposed on f.

¥ Collected Works, Vol. II, p. 67.
**) Acta Math. 1908.
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This is what I have endeavoured to do in § 1, the results are not very
satisfactory, but the method is one of direct caleulation and so can be
used to give in a descriptive way a sufficient criterion for the existence
of a solution; also when the function x(s, ¢) is subject to certain restrictions
the method will certainly lead to the solution if it exists.

In § 2 a particular integral equation is considered and the solution
is obtained by means of Potential Theory. The result is then used to
reduce the solution of a more general integral equation to that of an
integral equation of the second kind.

In § 3 the partial integral equation

ff(S, z) %z, t)dx =ff(x, t) (s, ) dx

is dealt with, it appears that if x(s,t) is the Green’s function for the
differential equation L,(u) =0, then any solution f(s, #) of this integral
equation is also a solution of the partial differential equation

Ls (u) = Lt(%)
The solutions of a partial differential equation of this kind can therefore
be divided into groups, each group being associated with a Green’s
function for a particular set of boundary conditions and every member
of the group being a solution of the corresponding integral equation.
In § 4 some instances are given in which the series

¥, () ¥, {t)
>

represents the fundamental function x(s, ¢) even though it is non-uniformly
convergent in the neighbourhood of certain points. It follows then that
when the series is multiplied by v,(s) and integrated term by term we
shall obtain a correct result. ﬁ

It is known that a series which is non-uniformly convergent for
values of s in the neighbourhood of a point-¢ can be integrated term.
by term when the radius of non-uniform convergence for this point is
finite*). It would be interesting if a series of the above type could be
shown to satisfy this condition, or if some definite criterion for tEé
legitimacy of the integration could be obtained. S

It may be worth while to mention a very general class of series
which can be mtegrated through a point of discontinuity.

Let w,(s)---4,(s)--- be a system of functions such that any

* E. W. Hobson. The integration of series. Acta Math. 1903. o
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function f(s) with only a finite number of discontinuities can be expanded
in the form

2 ¥a(8) f f(8) @ () dt.

Construct the expansion 21/;,,(3) a,(t) for the discontinuous function
0

F(s) = +1(5) s>

0 s=t¢
—2(s) s<t
then ,
) = = [9.() 1) ds + [ @u(9) 2(5) ds
and a 13

2 0.t) = — 21(0) 9, (2)-

The expansion for f(s)y(s) is

OO = D) [FO ) ea(t)at

= — 5 D . @) a, (00 + 5 D 9.6) [T/ (1) a, (1) a.
Now ’ ‘
D) 0s) =+ 1(5) s>1,
=—z(s) s<?

and the series 2%(3) a,(8)f (t) is non-uniformly convergent in the

neighbourhood of ¢=1s (since it is discontinuous), but still it can be
integrated through this point, for the equation obtained by integrating

term by term is
) x(s) =
1 e i
+ $16) + @z + £ [rOamat—% [rormar,
and this is evidently satisfied.

Hence the series Zzp,,(s) a,(t)f'(t) can be integrated through its
0

point of discontinuity ¢ = s.
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The remainder of this section is devoted to.the consideration of the

equation ,

15) = 9(s) — [ #(s, 1) 9 (8) dt

as b varies and it is shown that if the solution ¢(s) is known for all values
of b within a range a to a + 4, and f(s) is independent of b, then the
function x(s,¢) can be uniquely determined. The proof depends upon =2
theorem due to Volterra and assumes that the limitations stated in his
theorem are satisfied.

In conclusion I should like to thank Prof Hilbert for the interest
he has taken in the work and for some useful suggestions.

§ L
The conditions to be satisfied in order that the integral equation
of the first kind may be soluble.
Only a few cases are known in which a general formula has been
given for obtaining the function ¢(¢) from the equation

€y Fs) = [ GG, t) p(t) dt

and in these the expression for ¢ takes one of two forms. In the classical
cages given by Fourier, Riemann and Hankel the function ¢ is
expressed as a definite integral similar in form to the original one, but
when G(s, ) is the Green’s function corresponding to certain boundaxy
conditions for a self-adjoint linear differential equation of the second
order and f(s) satisfies the same boundary conditions and possesses a
continudus second derivate, Hilbert has shown that ¢ is given by
operating on f with the given differential equation.

In order to solve (1) by means of a definite integral we may seek
a relation of the form '

3
- d

(@) JG(s, t) F(t, ) dt = 7 H(s, 2).

A solution will then be given by

90 = [ Ft, )z

provided
H(s, #y) — H(s, ) = f(s).
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Let us now suppose that the function G(s, ¢) is finite and integrable (in
which we include the conditions for a change in the order of integration)
for ¢e<t<d and a <s<b and that f(s) is also finite and integrable
for these values of s, then we can construct two such functions F and
H as follows.

Forming the symmetrical function

3) x(s,t) = dG(s, MG, r)dr

we write

F(5) = [5(s, ) F() Aty + - -, £,(8) = [5(s, 1) fo_y (1) 8,
@ 9.(t) = f CRIAOLE
F(t, 2) = g, (8) — & 9,8 + T 95 — -

H(s,2) = () — 5 () + 5 i) — & fo(®) + -

“These series are absolutely and uniformly convergent for all finite values
of x, for if G and f are the maximum values of | G(s, £)| and |f(s)| for
the given values of s and ¢ we have

If©I<[b—al@rfle—dl, g6 <|b—al*|c—dr @i,

and so the series converge like exponential series.
Observing now that

d a b
S 66,00, = [G(s, 8) at[ Gu, )f, () du
[ c , a
=) f ) du=£,,,()
we find that ‘
a

®) f G(s, ) F(t,5)dt = — 2 L (H(s, 2)},
an equation of the required form.

‘We must now see whether this relation can be used to obtain a
solution of equation (1). If we write

(6) p(t) =2 fM Ft, ) dw

Mathematische Annalen. LXIIT. 34
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and substitute in the equation we get
d d M
M e et =2[ 66 k[ F, )iz
[4 ¢ 0

= —bf% H(s, z)dz
— H(s, 0) — Hi(s, M) = f(s) — H(s, 1).

Two courses are now open to us, we may either write W(s) instead of
f(s) in equation (1) and endeavour to determine f(s) so that
f(s) — H(s, M) = ¥(s)

or we may try the effect of putting M = oo, in which case the method
will succeed if the function f(s) is such that the quantity H(s,«) is zero for
2z infinite and the processes which have been gone through are legitimate.

Every step can be examined directly if the functions f(s) and G (s, )
are known, hence we can determine if a particular function f(s) will
lead to a solution, but for most purposes it is convenient to have a
definite criterion.

It has been shown by Hilbert¥) that if a symmetrical function x%(s, ¢)
is such that to every small positive quantily & and every continuous
function g(s) there corresponds a function %(¢) for which

e

Sls6 =[x nwatfas<e

a a

then any function f(s) which is defined by an equation of the form

£s) = [ x(s, O) (1) dt

can be expressed in an absolutely and uniformly convergent series of the
funetion, ¥,(s) which satisfy the homogeneous equations

$a(8) = 4, f #(s, £) 0, (¢) di (n=1,2,--2).

This theorem suggests a type of function for which the integral
equation of the first kind may be soluble and we accordingly consider
a function f(s) which can be expanded in absolutely and uniformly con-
vergent series .

*) Gottinger Nachrichten 1904. Erste Mitteilung; following E. Schmidt (Inangural-
Dissertation, Gottingen 1905) the first supposition for x(s, t) can be left.
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®) £) =2 RO

where the quantities 1, are supposed to be arranged according to their

absolute values.*)
Multiplying by x(s, ¢) and integrating term by term we have

L6 =D 206, s 0 = 35 0l

Therefore

m-—-1

H(s,0) = 2(-— 1y 2 2;, %,(5)
+Z’(—1\r a 212, ¥, (9)-

Now corresponding to any small quantity & we can choose m so that

D leta )] <e

also .
(4,0 > 14, if #>m,
therefore
Z 121' d"‘n( )|< "27"
Hence
x’
1y 2o 12, ,(s) <2 ;,——ﬁ;<sel
Thus
me—1
H, x>=-=2c S
where
n<e&- e"—;;.
Making ¢ tend to zero we have
© a*
©) H(s,2) = D c,e  9,(9)- .
1

* It is known that the quantities 1, are all real.
34*
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Similarly it can be shown that

F(t,2) = [ (s, ¢) R(s, @) ds

where

(10) R(s, 7) = 20——9 Mp(s),

Now let & be any arbitrary finite small positive quantity, then a number

m can be found so that
PALRAO RS =

‘and a large quantity M can be chosen so that

m M2

Slese 5,9 <&

1
Then will
M2

m~1 M2 ' o
[ IDl=| Do Bu,6)+ e mul) <f+i<e
1 m i

accordingly we have the following theorem.
“If f(s) cam be expamded in an absolutely and wuniformly convergent
series of the functions ,(s) then a function @(t) can be determined so

that f G(s, t) o (t)dt differs from f(s) by a gquantity less than w.
If however we wish to make f G(s,t) p(t) dt exactly equal to f(s)

it is necessary to make M mﬁmte and then it is by no means certain
that the integral for ¢(¢) has a meaning. Two points remain to be settled.

(1) We must show that the function F'(, x) given by formula (10)
can be integrated with regard to x up to z =

(2) We must show that the order of mtegra,tion in the double in
tegral

. fd G(s, at [ e;4"(15, x)dw
- c 0

can be inverted.
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The general case is rather difficult to deal with, accordingly we shall
content ourselves by showing that if the function ¢(f) has a certain
form our method does certainly lead to its determination.

Let us assume that the function ¢(f) can be expanded in an ab-
solutely and uniformly convergent series of the functions g,(f) which
satisfy the homogeneous equations

1a(8) = o f (s, £) 2 ()

where

h(s, ) =fG(r, s) G(r, t)dr.

Then since

£s) = G(s Hoat

and

o0

o(t) = > tu1a()

1

it follows that

(11) Ft z)= Z i{; e_f‘?aﬁxn(t).
1
For

) = [ &, ) f,(du
=jG(u, t)dufdG(u, fv)d'vfG(w, v) f(w)dw
gjb(}(u, t)duf;(u, v)dy f;(w, v)dwfdG(Wﬂ)‘P(’)d’

= J1(t,v)do [ B(v, P p(r)ar.
Similarly
9.(0) = _f 1t 0)g,_1 () do

hence
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a,() = S 1(t, vyav [ h(z, ar 2 @0 2a(7)

- a
= 2 Ff:' xn(t)
1 n

and

L4

5.0 = 3 i

1
which lead to the required result.
We must now determine 2 f F({, 2)dz and to do this we must in-
0

tegrate the series (11) term by term and this will be legitimate if the
following sufficient conditions are satisfied.

1°. The series u,(x) + uy(«) + -+ should be uniformly convergent in
an arbitrary interval.

20, f u,dz should exist for all values of n.

3. 2 f u,(x)dz should converge for values of ¢ within the range

n=1a
of integration.
4%, A number p can be found independent of  and such that

Zr" ﬁ,,(x)dw

a=1 x

<&

for all k's greater than p. )
The first three conditions are evidently satisfied on account of the

uniform convergence of the series 2 a,1,(f). The fourth condition will

1
be satisfied if p can be found independent of » such that

r »2

D a,e ()

n=1

<&

for all ’s greater than p. Now since the series 2 a,%,(f) is absolutely
1

convergent we can determine a number m such that
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Dllen®)] <5

and then

r

2

m

22
aye g, (f)

2
ae 4,0 | <5

<3

also we can determine a number p such that

m »#2

> ae #ig, (0

1

&
<%

if % > p, and then we shall have

r »2

D ae g, (t)

n=1

<t +i<e

All the conditions being satisfied the integration term by term may
be effected and we have

x2

2 [Ftoyia=2 [ D' = e M aa(0) do
0 0 1"

zj?%%@=¢@=

Hence the proposed method is in this case successful. It can also
be used in some cases when the limits of integration are infinite pro-
vided the functions g,(f), f-(s), are defined by the equations

9, () =fG(u, t)dufG(u, v)dvfG(w, v) f(w)dw
0,0 = [ 6w Hiu [ G 0) g, (0) dv

fu(s> =IG(S, U) dv fG(’w; ”)f,,_l(;ﬂ)dw.

For example if

70 =0f Ty(st) Vst p(f)dt
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where J, denotes the zeroeth Bessel function, it has been shown by
Hankel*) that

p(t) = of :}o(St) Vstf(s)ds
and our function F(¢, z) is found to be
ze—® t[::To(st) Vstf(s)ds
0
and so the method leads to the correct result.
§ 2.

Solution of a particular equation.

We shall now consider the particular integral equation

+1
f(s)=/—-——1(ﬂf———; r=153-) (1<s<+1)
A — 2ts 492 '

and shall show that if f(s) is regular within the unit circle |s| =1, the
solution is given by

n-—-1

o) = 1= (1= 2 [[nf{t+3YT— 8 cose)

27

+2{t+ YT —Beosa} 4 {t+4)1—cose)]sin*~lade.

Let #,, &y, - -+, @,, be a system of rectangular coordinates in a
space of » + 2 dimensions and r* =22+ 2+ -  +27,9=1 a unit
hypersphere situated in this space.

The equations

Vy = f(a; + i2)

- )

define a potential function for points inside and outside the hypersphere
respectively. This potential function is continuous at the boundary and
so will be due to a boundary distribution @, the conditions of being con-
tinuous within the hypersphere and of vanishing at infinity being fulfilled
since £(s) is regular for |s| < 1.

*) Mathematische Annalen, Bd. 8 (1875), p. 482. The function f(s) must of course
be such that the improper integral has a meaning.
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Poisson’s equation for the space we are dealing with is
Fr .'13‘2 SR o a xg ‘i‘ '{Q =

where 4 is n times the total area of the bounda.ry of a unit hypersphere. The
corresponding equation for determining the surface density is accordingly

v,
on,

oV, —
+~a—n;+la-—0

where the normals are drawn into the two portions of space separated
by the boundary.
Substituting the above values of ¥ for the boundary » =1, we
find that
Ao = nf (z+ izy) + 2(z, + i25) [ (2, + i2,).

The potential at the point (s, 0,0, - - -) when calculated by direct integra-

tion is
V= /\m__.____" d.‘g___n_.
(1-—-2.1:,3—}-&”)7
Put
#;, == cos 0
Zy = 8in 6 cos @
Zg ==smesmqacosx
%,y -~sm051n<psmx - €OS ®
Zypp=8inOsingsing .- sino
then
dS =sin"0 -sin"'p-..dldyp - -do
accordingly
7 27 2n 2n .
* 27 R R
V=/fm 9 sin 'pGdgjq/:/-\--sin"‘zx---dx---dw.
. (1-—280080—'—82)?
0 0 0 0
and

Sx 2

l—nffs1n"081n"*1¢td0d¢ff -gin*~fy...dy---do.

Now by an easy “calculation we find that

n 2n
S fsinn 6 sinr=1 920 dgp — 22
00

hence our equation becomes
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Tt 2n

n lesin®@sin* " lop.dody
fs) =V = H// L -
o . (1—2800894—82)2
0

7
f(s) =/ ¢ (cos 6) sin 6 40
4 (1—2sc050+s’)_2—

¢(cos 0) = '43? sin®—1 Bflo‘ sin"~1 @ -de.
0

<

i e if

then

Putting cos 6 =% and substituting the value of 1 ¢ obtained above, we have

o) =1 (1 - t”) 7 f[nf(t—{—zy 1—#% cos &)
+2(t+o]/1—tzcos @) F (t+iY/1—fcose)|sin*~Lada

which is the formula stated.
If we put =1, q:(t) P, (t) where P, is the Legendre polynomla.l

we find that f(s) = 2m+1

s®, and our formula gives

2r

¢(#)=P,0) = %'f(t—i—l/t—é—:_l— cos &))" de

which is Laplace’s formula for P, (f).
Our formula may also be written in another form. If we differentiate

the equation 1

f(S) — (P(t)dt
(1 —2ts 4+ 8%

©|3

+1

2(s) =nf(s) + 2sf'(s) = / A—sV 9@ dt -
a— 2ts+32)2

accordingly the solution of .

Ao / n(l_ss)wz p(t) dt
(1—2ts+s? ?
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is given by

®

-1
(1——~t’)T 27 -
() =" fx(t-i— VBT cos ) sin" ' &-de.
0

The result may be obtained by another method which also applies
when % is an even integer.

n—1
s
The fanction L =82 = tzz +5- only differs by a constant factor from
1 —2¢ 2 T
26 ( s+ 5%

Z where G is the Green’s function for the hypersphere, and the formula

7T
V"“jfx (x, + Vr¥— . cos o) sin"1a- de
[

represents a potential function which is a function of # and z, only and
which takes the value

k4
fz(s) sin"~le - de
0

at the point (s, 0,0, ).
" The values which this potential function takes at points on the
hypersphere will be given by

L4
| 40) =./1x(t + V#=T1cosa)sin" e de
0

and Green's formula V= %—? V() ds gives us the required relation,
hence we have the following theorem:
If y(s) ds regulor within the unit circle |s| =1, the integral equation

+1

% () =/w&“:f—?m—g p@®dt  (n=1,238,--,00)

4 (1—2ts-+s%) &

is satisfied by

n—1
_a—e?* 7 — .
o) = wg—“fx(t +V#—1 cos &) sin*~*e - do.
0
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The previous relation may be deduced from this; hence if
+1

f(s)rz/AMT (1=1,2,3,-) (—1<s<+1)
(1—2ts L 572

then

n-1 T

o)== (1—t2)7f[nf(t + VFZT cos )
0
+ 2@+ VE—T1cosa)f (t+ VEE—1 cos a)] sin"~'e- de.

An interesting case occurs when »n =2, for if s+ —2— = 22 the first

equation may be written
+1

F(2) =sf(s) =—;—fzqi_(_t)t dt

. 21
and the second equation gives

9(f) = [(t + VY —1cos a) f(t + V& —1 cos oc)]

The function F (z) is in general a many-valued function of the form
Ly
differ by 2¢m we see at once how the above formula will give the
correct result. )

The formula which we have obtained may be used to make the
solution of an integral equation of the first kind depend upon that of
an integral equation of the second kind.

Let +1

x@%z/ G@@+—4ﬂ:f%ﬁ}¢@dt
(1—2ts4s?) 2
-1

then if 7

n

(t)—-——~———— Jx(t—}-vtz I cos @) sin"~1 ¢ - de

we shall have

$(t) = 9(t) + [ 2G5, 9) 9 (0) dt

where
n—1 1

f(r(s—l-]/ — T cos e, t)sin* e de.

”(s, (1-—s)
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Now this is an integral equation of the second kind and so can be
solved by Fredholm’s method provided the determinantal fumction ¢ is
not equal to zero.

§ 3.
A partial integral equation.
The theory of the integral equation of the second kind

b
) F&) =96 —1[x(s,0) 9(t) s
is closely connected with that of a certain partial integral equation
b 5
@) Sx(s, @) F(@, 8) do = [u(z, 1) (5, 2) da.

This equation has many remarkable properties, for instance if f(s, ¢) and
9(s, t) are two solutions then the function

ks, ?) =ff(37 %) g(z,?) dx

is also a solution.
For if we multiply both sides by g(r,s) and integrate with regard
to s between a and b we have, assuming that the order of integration

can be reversed,
b

S f g, 5) x(s, @) F (w, 8) dsdw = [ x(z, 9 h(r, ©) dz

a a a
or

f:/’u(aﬂ, $)g(s, x) f(z,§) dsdx = | #(z, ) h(r, z) dz

since g(r,s) is a solution of (1).
Hence

.[‘”(”’ s) h(s, t) ds =g/ﬁx(w, O h(r, =) dz

which proves the proposition.
The function #x(s,?) itself is evidently a solution of (2) hence we
can form at once a number of other solutions, namely
b

%x(s, 1) =‘fn(s, z) %(x, t)dz,

/1

xun(s, f) =fx(s, z) xx(x, t) dz,



542 H. Bazemaw.

The solving function K(s,?) of the equation (1) is also a solution
for we have the equations

x(s, t) =K (s, t) — 4 | (s, r) K (r,?) dr,

K(s,t)= u(s,t) + Zl[‘bK(s, r) x(r, t) dr.

Again, if we seek a solution of the form @(s) ¢¥(f) =f(s,?) we find ab
once that we must have

9@ —1 b%(s; 1) ¢(t) dé =0,

(t) — 4 fx(s, 1) 9(s) ds = 0

and it is known®) that these equations are satisfied by functions ¢(s)
and ¢ (s) when A is one of the roots of the determinantal equation

0(4) =0.
Now let us consider the particular case in which the function x is the

Green’s function corresponding to boundary conditions I ... IV *¥)
for the self-adjoint linear differential equation of the second order

L,(u) = 0.
It is then evident that a function f(s,?¢) which satisfies the integral
equation

3) [ 66,9 (@t dw= [ G, s, ) da

must satisfy the same boundafy conditions as G (s, ).
For instance if we take boundary conditions I, viz.

G(a,2)=G(@®,z)=0
we have, putting s = a in the above equation,

0= [ G, 80,2 do.

But if ¢(f) is a function which has a continuous second derivate and
which satisfies the given boundary conditions, the solution of the equation

o) = Gz, f() da

* Plemelj, Zur Theorie der Fredholmschen Funktionalgleichung. Monatshefte
fiir Mathematik und Physik. XV. Jahrg., p. 93 u. p. 337).
*n Of. Hilbert, Gott. Nachr. 1904, Zweite Mitteilung.
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is given by f(2) = — L.{@(x)} and this solution is unique, accordingly
we must have [(0,z)=0.

If we refer to the definitions of the functions G (s,?) in Hilbert's
paper it is easy to see that they are all solutions of the partial differential
equation
(4) L(w) = L,(w).

We can now show that a continuous solution of equation (3) is also a
solution of this partial differential equation. If we write

9, 8) = [ G(s,2) (2, 8) do = [ G(z, 1) {5, ) dw

we have
f(s,t)=—L,gp(s, t)
b

= —fG(x, ) L,f(s, x) dz.

But since f(s, f) satisfies the given boundary conditions we have

14
(s, 9= _‘Q['G(x: t)L,-f(s, ) dz
therefore ’ ‘

0 =fG(x, ) [L,f (s, x) — L,f (s, x)] d=.

b
Now the equation 0= f G(z, %) ¢ (%) dt only possesses one solution viz.
¥ (¥) = 0, hence we have
L,f(s,8)— L, f(s,8) = .
Thus corresponding to each Green’s function for IL,(u)=0 there is a

group of solutions of the partial differential equation, and if £ (s, ?), g(s, )
are any two members of this group the function

h(s, t) =ff(s, %) g(z,t) dx

will also belong to the group.
If 9,(s) is an ‘Eigenfunktion’ belonging to the function G{s, 1) the
quantity 9,(s) v,(f) is a solution of (3) and se

ff(s’ ) b, (2) ¥, (8) da

is a solution and is of the form @(s)¥.(), hence we must have
@ (8) = pata(s), that is
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b tn(s) = [ £ (s, %) 0,() da.

This equation shows that the functions v,(s) are also Eigenfunctions for
the ‘Kern’ f(s, ?).

There are other types of integral equations which are satisfied by
certain groups of solutions of a partial differential equation. For example
we can show that if F(z,y,2) is a solution of Laplace’s equation

kd 27z
%fF(x,y,z—l—ipcosO)dO==?1;J"F(x+gcos¢p, y+osing, 2) do
1] 7]

provided the integrals have a meaning.

In other words the integral of a solution of Laplace’s equation round
a circle of radius ¢ is equal to the integral of the same solution multi-
plied by a certain definite function, along an axis drawn through the
centre of the circle and perpendicular to it, the integration extending
from the centre of one point sphere passing through the given circle to
the centre of the other.

A gimple proof of this relation may be obtained by remarking that
each integral represents the solution of

o*v o'V , &V, 10V
EE R T TR T

which reduces to F(2,y,2) when 9 =0, and this solution is known
to be unique.

The two paths of integration appear to be related in some way to
the characteristics of the differential equation

2 2 2
%;}: %% + %—},—7 =0;

if the relation could be expressed in a more definite form it might
suggest how similar integral equations could be obtained for more general
partial differential equations.

§ 4.
Construftion of an integral equation possessing assigned solutioms.
The problem of determining a function x(s, ¢) so that the equation

-

9 () =1 [ x(s,8) p(t) dt

may be satisfied for a given set of functions ¢,(s) and for a given set
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of values of 4, has been considered by Hilbert. If the functions 9,(s)
possess the orthogonal properties,

fzpm(s)z,b(s)ds—() m+n
=1 m=n
and the series 2% ¥,(8) ¥, (t) is uniformly convergent it will furnish

a solution of the problem. It is however not necessary for this series to
be uniformly convergent as the following example will show.

Choosing the Legendre polynomials for our given set of functions
we remark that they satisfy the equations

ds{(l——sz’) ir }+ n(n+Du =

and so we can obtain a simple function developable in the form

D 4,P,(5) P,(t)

by finding a suitable solution of the partial differential equation

d on
%{(1 )38} {<1 tg)é'f}'
Assuming a solution of the form x = F(s*+1#*) we obtain
1
V1—s*—1¢*

‘We shall now show that the function
1
1—s2—1t?

=0 sS+E>1
gives us a solution of our problem.
If we integrate the expansion

P, (st+V{IA=)1—8) cos ) = ”(8>P"(t)+22g+::§: Py (s)Pu(t) cosm e

%(s, 1) =

x(s, 1) = sS4

between 0 and = we obtaix}

7
P, (st+ VT =1 =) cos &) du=n P, (5) P, ()-
0
Putting 2 = st + /(1 —s®) (1—#) cos « this relation gives
P, (x)dx .
S = —xP,(5) P, (1),

— st — ¢4 2stx
Mathematische Annalen. LXIIL 35
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the integral being taken over the values of z between —1 and 4+ 1 for
which the quantity under the square root is positive.
When ¢ = 0, this gives

f = "@d” . =z P,(s) P, (0)
—Vi=g

which shows that with the above function %(s, #) the fanctions P,(s) are
solutions of the homogeneous integral equation.

The corresponding expansion is obtained by making use of a theorem
of Darboux’s.*)

Sufficient conditions that a function f(s) may be expanded in a
convergent series of Legendre polynomials for values of s lying between
—1 and +1 are that

+1
(1) The integrals 2";_ dsf(s) P,(s) should have a meaning, this

<1

requires that if f(s) becomes infinite within the range it should
become infinite to an order less than unity.

(2)If P,(s) becomes infinite at one of the points 41 it should

. B 3
become infinite to an order less than e

(8) f(s) should satisfy the conditions laid down by Dirichlet for a
function developable in a Fourier series, i e. it should only have
a limited number of maxima and minima and of discontinuities
within the range.

When these conditions are satisfied the series

S p ) (09 P ds

0

will converge to the value f(s) at all points where f(s) is continuous,
and to the value

5 D Fs+0) + F(s—0)]

at any point where f(s) is discontinuous.
Applying this theorem to the function

=

) =(1—s2—a?— 4+ 2stx) * 1—s'—u2— 4 2si2>0
= 1—8—22— 4 2st2 < O

*) Approximation des fonctions de trés grands nombres, Journ. de Math. (8 série)
tome IV, (1878), p. 893.
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we obtain the series
5 D@n+1) P,(5) P,(t) P,(a).
0

Putting # = 0 the expansion becomes
1

¢! ——82—-t2)_ T 1>s442

1-8...2n—1
e At DR, P, 0= 1<s+8

4../ (’" rs3
the particular case when ¢ = 0 has already been given by Heine.¥)

Other expansions may be obtained in a similar way, for instance if
PR 52

A X 121 X
n\&) aX - ”__—Q_s_—‘:: 2 D2
fl/l——s’—t’ f]/1 z P,(0) Vi—s—¢ =* P}(0) Pu(t).
-Vi-g -Vi-g -Vi-£
The left hand side becomes on changing the order of integration
+Vi- d +V1i-¢# i
P $ 8
f n@)ia [t f P,(0) ds [
“m’ C_ViZe
+V1 x* d
8
f P@) d”f Vi—g e~
—Vica

hence if 4K is the period of the Jacobian elliptic functions
2n—1) 1—s?
2(4n+1) 3 42( Z;W P,.(s) P,,(t) = V;:__?K( T_.%) $#> 1

= 11—32K(Vg;) sE< B2

Putting # =0 we have the expansion
’ S (2n—1
K'(s)= %Z(—l)"(4%+1) W%;%TL P, (S).
0
If the solution of the integral equation of the second kind

f(s) = o(s) —J #(s, %) @(¥) dt

is known for values of b contained within the interval a to a + 4, the
function x(s,t) can be uniquely determined.

*) Handbuch der Kugelfunctionen Bd. 1, p. 85.
35*
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For when b =a we have @(s) = f(s), and so the equation may be
written

b
(5,0) — 9(s, a) = [ p(t, B) (s, £) dt
and is therefore of the form ’

F(b) — Fla) = [0, 1) w(t) at.

Now Volterra*) has shown that if in an integral equation of this

kind F(b) and F”(b) remain finite and continuous for values of b between
o and a + 4, and the functions

ot b) and g—gz = H(t, b)
are always finite for b > ¢> @, a+ A>b>a, and are integrable, and
if the lower limit of the absolute value of ¢(b,d) is different from zero,
there will exist one and only one finite and continuous function ¢ (f) which
satisfies the functional equation for values of b between @ and a+ A4 and
this function will be given by

b ©
F'@ 1 ’
() = 2o ——ma'fF (x);’ S,(x, by dz

where

H(z,b
S (=, b) = ‘P((Zi b))

8@ 8) = [ 8i_;(@, §) 8,_, (& ) di.

Applying this theorem to our equation we see that the function %(s, )
can be uniquely determined provided the above conditions are satisfied.

Gottingen, March 6% 1906.

*) Sopra alcune quistioni di inversione di integrali definiti. Annali di Mate-
matica 1897.
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Uber das Anwachsen analytischer Funktionen.*)

Von

Geore FaBer in Karlsruhe.

Unter M(r) verstehe ich, wie iiblich, den Maximalwert, den der
absolute Betrag der im Kreise |z < reguliren analytischen Funktion

«©

f(#) = Dva,x* auf der Peripherie dieses Kreises annimmt. Die Funktion
0

M(r) spielt bekanntlich bei funktionentheoretischen Uberlegungen, be-
sonders auch in der neueren Theorie der ganzen Funktionen eine groBe
Rolle. Es ist allgemein bekannt, daB M(r) mit » monoton zunimmt, und
es ist leicht zu beweisen, daB M(r) eine stetige Funktion von r ist;
ferner ist unschwer einzusehen, daB nicht zu jeder stetigen monoton zu-
nehmenden Funktion ©(r) eine analytische Funktion f(z) gehtrt, deren
M(7) = &(r) wire. Es erhebt sich daher die Frage: welchen weiteren
Einschrinkungen unterliegen die Funktionen M(r)? Diese Frage, deren
Liosung auch Herr Borel®¥) als wiinschenswert bezeichuet, scheint nicht
niher untersucht zu sein; einen kleinen Beitrag hierzu liefere ich im
folgenden, indem ich zeige, daf in einem rechtwinklgen (£, n)-Koordinaten-
system die Kurven vy = Ig M(¢f) — wo also 7 = ¢ gesetzt ist — nirgends
konvex sind.
Die Funktion der zwei komplexen Verdnderlichen z, y:

*) Nachdem ich die vorliegende Note der Annalenredaktion eingereicht hatte,
teilte mir Herr Blumenthal mit, daB er schon im August d. J. von einer ganz
apdern Seite her zu dem gleichen Satz gelangt ist und denselben in den Jahres-
berichten der D. Math.-Ver. zu vertffentlichen gedenkt (vgl. Bd. 6, Heft 2).

*+) Lecons sur les fonctions entiéres p. 120.
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ist regulir, solange |z <7, ¥y < M%ﬁ bleibt (denn in diesem Gebiete ist
ly .f)| <1); dagegen hat die Funktion sicher eine singulire Stelle fiir
lz| =7, |y = M(r)’ denn fiir mindestens einen Wert z =17 ¢ des Kreises
|x|—¢ wird |f(2)| =M(r), also f(z)=M(r)¢%, dann wird fir 2 = r-é?d,

y = m ¢~*% die Funktion F(z,y) = oo

r ud G (1 sind demnach zusammengehdrige Konvergenzradien der

o

Potenzreihe F'(z, y) =24,vamxﬂy"; daraus folgt*) zunichst, daB M(r)
0o

differenzierbar ist (wenigstens in dem Sinne, daB die zwei vorwérts

und riickwirts genommenen Differentialquotienten

(%), =t ().

exigtieren, ob sie voneina.nder verschieden sein konnen, bleibe dahin-

gestellt); sodann, daf R = g () der Differentialungleichung gentigt:

d*R d R\? 1 (AR
(@), <5 (&), ~+ (@),
2
wo unter (%r_{k) , solange die Existenz des zweiten Differentialquotienten
+

picht feststeht, der obere oder untere Limes fiir A =0 von

(d M (rd-t m~! )+_ (d M ;:)— ! >+
h .

verstanden werden, und der Index + durchweg durch den Index — ersetzt .
werden darf.

Setzt man nun 1g » = &, g M(7) = 7, so geht nach einer ganz elemen-
taren Rechnung die obige Differentialungleichung, abgesehen von dem

2
stets positiven Faktor ¢7- e~ %, iber in (g—gg) =0, womit die Behauptung
+

bewiesen ist. Die so gefundene notwendige Beschrinkung fiir die Funk-
tionen M(r) ist nicht hinreichend, um dieselben vollstéindig zu charakte-
risieren.

Zum Schlusse will ich noch bemerken, daf die bekannte Lemairesche
Grenzbeziehung zwischen den zusammengehdrigen Konvergenzradien nun

*) 8. Fabry C. R. Bd. 134 (1902), p. 1190—1192, — Faber, Math. Ann. Bd. 61
(1905), p. 300. — Hartogs, Math, Apn. Bd. 62 (1905), p. 77.
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auch einen Grenzausdruck fiir die Funktion M(r) liefert: Bedeutet wieder
a,, den Koeffizienten von z* in (@, + o, + ag2* 4 - - -)’, so ist:

o u+tv "
lim Q| =
- VI ;n] (M(r))v
Statt der hier benutzten Hilfsfunktion F'(z,y) hitten natiirlich auch
beliebig viele andere dem gleichen Zweck dienen konnen; diese Bemerkung

188t sich vielleicht verwerten zur Herstellung anderer Grenzausdriicke fiir
M(r), die zu weiteren Folgerungen geeigneter sind als der obige.

Karlsruhe, den 14. Oktober 1906.
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The Finite, Discontinuous, Primitive Groups of Collineations in
Three Variables.*)
By
H. F. Bricurerpr of Stanford University, California, U.S. A.

A complete enumeration of all finite, discontinuous groups of col-
lineations in three variables was first attempted by C. Jordan in his
well-known paper Mémoire sur les équations différenticlles lindaires &
ntégrale algebrique, Jowrnal fiir die reine wund angewandte Mathematik,
84 (1878), p. 89. It appeared, however, shortly afterwards, that Jordan
had overlooked two important groups, viz.: the G4, discovered by Klein
(Mathematische Annalen, 14 (1879), p. 428), and the Gy, discovered by
Valentiner (Copenhagen, Videnskabernes Selskabs Skrifter, 6. Raekke,
1889). No other groups have since been added to Jordan’s list. It seems
therefore desirable to have a new and rigorous proof of the fact that
Jordan’s groups together with the G and the G form indeed a complete
set of the finite, discontinuous groups of collineations in three variables.
This is the theorem to be proved in the present paper.

1. We consider only finite groups of linear projective transfor-
mations of the plane (z:y:7), and we call such groups Collineation-groups
in three variables. We represent them by isomorphic groups of limear
homogeneous substitutions of determinants wnity in three variables (z, y, 2),
which groups we call Linear Groups (or groups, simply, where it cannot
" be misunderstood). The isomorphism will be 1:1 or 1:3, actording
as the linear group does not or does contain the group F' of similarity-
substitutions of order 3:

x"_"w) yl—_‘?/y ZI‘_“-zi
Filod=02, =0y, =z
¥ =o'z, y=0oY =0 =1, w==1.

*) For a bibliography of this subject consult Wiman: Endliche Gruppen linearer
Substitutionen, Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, Bd. I, pp. 528-—530.
See also two papers by the author, On the Order of Lineor Homogeneous Groups,

Tramsactions of the American Mathematical Society, vol. 4 (1908), pp. 387—897, and
vol B (1904), pp. 310—825,
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Thus, to the three linear homogeneous substitutions
o =0(a,x + by + ¢2), Y = 0(a,2 + byy + ¢;2),
7 =0(asx + byy + ¢2), =1,
will correspond the one collineation
2y d = (o @+ by + c,2): (a2 + by + 638) : (4% + by + ¢52).

2. We say that the group is primitive if it does not leave invariant
a point or a triangle. A finite group leaving invariant a point will also
leave invariant a straight line not passing through the point and vice
versa (the group is completely “educible’®). We call such a group
intransitive®). A group which leaves invariant the triangle of reference
is said to be written in monomial form**¥). Its substitutions merely
permute among themselves the variables x, y, #, in addition to affecting
them with certain constant factors, A substitution or a group which
leaves invariant each of the vertices of the triangle of reference, is said
to be written in canowical form. The variables z, y, # are merely mul-
tiplied by certain constants by the substitutions of such a group. A sub-
stitution S of finite period =

r=a2+by+cz, Y =aux+by+cz, F=a,2+by+ce

can always be transformed, by a proper choice of new variables 2y, ¥,
2y, into the canonical form:¥*¥)

@ =02, Y =0y, & =0
The quantities 6,, 6;, 0, called the multipliers of S, satisfy the
equation 6"=1. We have the equation

[S]=0;+ 0,+ ;= a, + by + ¢5-
The quantity [S], so defined, shall be called the weight of S.

3. The more fundamental phraseology and theory of abstract groups
and permutation-groups will be supposed known.t) In particular, it may
be mentioned that an abelian group consists of mutually commutative
substitutions, and that a simple group contains no invariant subgroup.
The only simple groups whose orders are < 504 are the following: the
alternating permutation-groups in 5 and 6 letters, of orders 60 and
360 respectively; a group of order 168 and one of order 504{t). The

*) Maschke, Mathematische Annalen 52 (1899), p. 363.
**) Maschke, American Journal of Mathematics 17 (1896), p. 168.
*¥) See Moore, Mathematische Annalen 50 (1898), p. 216 for proof and
references.
4) Consult Burnside, Theory of Groups, Cambridge University Press, 1897;
and Weber, 4lgebra, Bd II, Braunschweig (Vieweg und Sohn), 2°¢ edition, 1899.
1) Burnside, Theory of groups, pp. 371—375.
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usual way of executing a consecutive set of linear substitutions ABC. ..
in the order from left to right will be adhered to here. For instance,
if we restrict ourselves to two variables z, y, and 4 is the substitution
¢ = a2 + by, y'=ca +dy, B the substitution o = ;7 + byy,
Y = ¢ + dyy, so that

&’ = (a,ay + bics)x + (ayby + bydy) 9,
Y'= (o0 +dc)z + (eyby + dydy)y,

we write instead but one accent in the two substitutions 4, B (i. e. B as
above, A:9'=a,x+ by, ¥ =e¢,z + dy), and then indicate the order
in which the two substitutions are executed by the symbol A4B.

By the order of a group (i. e. total number of substitutions of the
group) shall be understood the order of the corresponding collineation-group,
unless otherwise stated.

4. A list of the finite, non-abelian, groups of linear homogeneous
substitutions, of determinants =1, in two variables z, y, will be useful
for later references and is therefore given here. Each group is represented
by a set of substitutions that generate it.¥)

1%, The Dihedral group of order 2n:

{S: ¥=cx, y=0oaly, a"=1;
T: 2=y, y=—u—
20, The Tetrahedral group of order 12 (as a collineation-group;

of order 24 as a linear group. When written as a linear group, it
contains the group of similarity-substitutions in two variables: z =z,

Y=y; &' ==y =—y:
§: &=y, Y=—um
T: =iz, y=—1iy, E=-—1;
l U: o= (—1—Da+41+0)y,
V=5 (l+dot5(-1+y.
8% The Octahedral group of order 24 (as a collineation-group; of
order 48 as a linear group):

S, T and U of 29

;1 : , 1 .
V: & =ﬁ(1k—!—z)z, y =V§(1-—z}y.

*) See Klein, Vorlesumgen 4iber das Ikosaeder (Leipzig 1884), pp. 36 —42;
Weber, Algebra, Bd. II, pp. 269 —287 (204 edition, 1899).
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4°. The Icosahedral group of order 60 (as a collineation-group; of
order 120 as a linear group):
8: o=y, Y =—z;
T: ¥ =eaz, y=ealy, =1, asl;
U: «

4

— E—@+eady), y= a-_}a;i(—— (@ +a= ) z—y).

5. The arrangement of the analysis is as follows:
I Preliminary Theorems.

IL. The Order is not Divisible by any Prime > 1.

IIl. The Order is a Factor of 2%-3%.5%.7% It is shown that, if
the order is divisible by 2% or 3* etc., then will the group considered
contain a certain invariant subgroup H, and will not be primitive unless
the order of H is of the form 3% The primitive groups containing in-
variant subgroups of this order are the ‘Hessian’ group of order
216 = 2%. 3% and some of its subgroups (art. 23). The Theorem III is
therefore established.

IV. Awailiary Theorems. In any case where the order is divisible
by 3.5, 3%.7, 5% 7% or 5.7, the group has an invariant subgroup H
and is therefore not primitive. Hence, the order is a factor of one of
the numbers 2%.38% 28.3%.5, or 25.3%2. 7.

V. Classification of the -Primitive Groups. The results are as
follows:

A. Primitive groups having invariant intransitive subgroups
(none).
B. Primitive groups having invariant monomial subgroups:

1%, The Hessian group of order 216 as a collineation-group, of

order 648 as a linear group:

S: =y, ¢y =2z, d =z

T: o=z, y=o0y =0 o’=1, o+l;

U: o' =9z, y =9y, =90z ¢’'=o%

Vi @ =0@+y+4), ¥=0@@+oy+o®), =9+ o’y+ as),
1

0= o
20, A subgroup of the Hessian group, of order 72 as a collineation-
group, and of order 216 as a linear group:

‘ 8, T and V of 1%
UVU-': #=9@x+y+0%), =0+ oy+ wr),
7 =g(wx+y+ ws)
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30. A subgroup of the Hessian group, of order 36 as a collineation-
group, and of order 108 as a linear group: S, T and V of 1°
C. Primitive groups isomorphic with simple abstract groups:
4% Group of order 60, both as a collineation- and as a linear group:

El; x’zy’ y’=z, Z’=.’I7;
Ey: o =2, §=—y, &=—2
,_ 1 .
E;: x=§(—-x+u2y+mz), y=?(y2x+ply—3),

(= (mr— Y+ ),
w=a+t et =2 (—1+V5), by =t + =5 (—1—VB),

b =1,
k

5. Group of order 360 as a collineation-group, of order 1080 as

a linear group:
{El, E, and E; of 4°;

E: od=—z y=—o0z i=—0o, o' +o+1=0

6% Group of order 168, both as a collineation- and as a ﬁngar
group:
S: o =s&x, y =4¢y, 7 =2¢s, =1, s=1;
T: #=2, y=2, Z=y;
U: o =h(ex+By+ve), y=nBa+ry+as), &=h(yatey+pa),

«=¢—¢t Pf=&—¢ y=s—¢,

1 1
k=-7A(s+52+e4—.9“1—£‘2—£‘4)=~—~—-

V—1
6. For a detailed study of the subject of linear groups consult the following
memoires, in addition to those mentioned in the footnmotes and in the synopsis by
Wiman, ‘Endliche Gruppen linearer Substitutionen’, Encyklopdidie der Mathe-
matischen Wissenschaften, Bd. 1, pp. 522—5564¢ )

Weber: Algebra I, Lineare Gruppen.

Frobenius: a series of articles in the Sitzungsberichte der Kgl. Preuf. Aka-
demie der Wissenschaften, beginning with ‘Uber Gruppencharaktere’, Sitzungsberichte
1896, p. 986. i

I Schur: ‘Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene lincare
Substitutionen’, Jowrnal fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 127 (1904),
p. 20; also articles given in the Sitzungsberichte der Kgl. Preup. Akad. d. Wiss.,
beginning with ‘Uber eine Klasse von endlichen Gruppen Unearer Substitutionen’,
1905, p. 717. .

W. Burnside: & series of papers in the Proceedings of the London Mathe-
matical Society, beginning with ‘On group characteristics’, vol. 33 (1900), p. 146; also
a paper ‘On the reduction of a growp of homogeneous Unear substitutions of finite
order’, Acta Mathematica 28 (1904), p. 869.
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A. Loewy: ‘Uber die Reducibilitit der Gruppen lnearer homogener Substitu-
tionen’, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 4 (1908), p. 44, and
further papers in the same journal.

On the special problem of the collineation groups in four variables consult
Bagnera, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1901, p.161, and 1905, pL;
Autonne, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1901, p. 8561; Blichfeldt,

Transactions of the Am. Math. Society, 1905, p- 280 and Mathematische Annalen,
1905, p. 204.

L. Preliminary Theorems.

7. The Theorems 1—3 will be assumed true for all linear groups
in two variables, as they may be verified either directly from the list of
the binary groups given (art. 4), or by employing the methods used
below in the case of three variables to the case of two variables.

Theorem 1. An abelian group can be written in canonical form.

An abelian group G which is not the group F (art. 1) merely (for
which the theorem is evident), contains an invariant substitution 4 which
is not & similarity-substitution. Let us choose the variables so that 4
is written in canonical form (art. 2), say

&=z, y =Py, #&=ys
If no two of the multipliers «, 8, y are equal, we prove the

theorem simply by determining the general form of any other substi-
tution B of &, which must satisfy the relation

AB= BA.

If «=p+y, we find the general form of B (i. e. of every sub-

stitution of @) to be the following:

& =o0x+by, y=cr+dy, 2 =ez
The substitutions
‘=az+ by, Y =czx+dy
form an abelian group in two variables, which can be written in canonical
form. New variables 2,, y,, certain linear functions of z, y, may there-
fore be choosen so that every substitution of G is of the form
2 = 0,2y, Y =0y, & =0,

Theorem 2. A group G containing an invariant abelian subgroup
H = F is either intransitive or can be written in monomial form.

We prove the theorem simply by writing H in canonical form, and
then find the general form of a substitution B of G such that BA, = 4, B,
where 4, 4; belong to H. .

Theorem 8. A group G whose order is the power of a prime p
can be written in monomial form.
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Consider a group G of order p™. We can construct a series of
groups
G} Gl) Gm e
of orders pm, pm—1, p»=2 ..., each of which is contained in all that
stand to the left of it and is invariant in G*¥). Now, if G is abelian,
the theorem is true (Theo. 1). If G, is abelian, but G not, then can
G, not be the group F, whose substitutions are commutative with every
substitution of G**). Hence, G is intransitive or can be written in
monomial form, by Theo. 2. If G is intransitive, say of the form
¥ =ax+by, y=cx+dy, 2 =es,
the group formed of the substitutions
¥ =ax+by, Y =cx+dy
will be of order p». The Theorem to be proved being true for two
variables, it would be true for three.

If G,,, is abelian, but G, not, then is G, ,,+F. The group @,
leaving G,,, invariant, could be written in monomial form, and the
Theorem is proved.

8. Lemma 1. Let X =0 be a true equation, the left-hand member
of which is the swum of a finite number of roots of umity. A certain root
of unity of order p* (p being a prime), say 6, may be selected so that every
term of X is the product of a power of 6 and a root whose index®*¥) 45
prime to p. Then, if 0 be replaced by 1, the resulting equation may no longer
be true, but the left-hand member will become p>< (the sum of a finite
number of roots of unity).

This follows immediately from a Theorem by Kronecker+) which

says that, 8 being regarded a variable, the quantity X either is divisible
by the expression ~

146" g2t p. .. gle-npnt

or vanishes for all values of 6. If §, represents 62", so that 6, is a
primitive root of the equation 6, —1 =0, then we can write every
power of 6 occurring in X in the form 6'6%, where ¢ <p, t, <p. Then
Kronecker's Theorem says that either will X vanish for every value of 0
and 0;, or must be divisible by 146, + 6,24 ---+ 6,2-%. In other

*) Burnside, Theory of Groups, p. 64.
*¥) Ihid. p. 68.

***) By the index of a root of unity ¢ we mean the least positive integer m
for which ¢™ = 1.
1) Mémoire sur les facteurs irréductibles de Pexpression 2" — 1, Jowrnal de
Mathématiques pures et appliquées, t. 19 (1854), p. 178.
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words, i 2 be arranged according to powers of 0y, then are the coeffi-
cients equal.
9, Let 6, «, B, .- represent a system of primitive roots of the
equations
" —1=0, " —1=0, ' —1=0,.-,
and 0, «;, B, - primitive roots of the equations
011’-—1-—=0, o?—1=0, 7—1=0,--,
0, 4,7, being different primes. We shall suppose the system 0, «, §,-- -
chosen so that every term of X can be written in the form of a pro-
duct of powers of roots of the system. Then a little consideration of
Kronecker’s Theorem will convince one that the terms of the quantity =
can be arranged in the following form:
2= T(l + 6, + 012"“ cet 91:0_.1)”" A+ o+ a4+ 0‘1‘1-1>
+ B(l + B+ ﬁ12+ i ﬁ17_1)+ I
where the powers of 0 contained in 7' are <p, those of ¢ in A4 are
< g, those of 8 in B are <r, ete. It is then apparent that the equa-
tion X = 0 is satisfied whatever finite values be given to the roots 6, ¢,
By 0% 0f B2y ebe 0,0, By, 0% o0 B - -, ete., regarded now
as independent quantities, so long as
1+01+012+,..+01p—1___0, l+0£1+6£12+"‘+061”"1=0,
L+ B +B 4+ =0,---.
In particular, we may put O for every 6,60%, ..., 67-1 «, 0% ... at-!
8, B, -, p—% - oceurring in T, 4, B,---, and replace 6,, 0,% -
0.7~ o, e, -, 00 B, 8% -, 877 .- in such a manner by the
numbers O, 1, — 1 that we have 146, + 62+ .-+ 0,2-1 =0, ete.
If, however, this scheme be carried out only with reference to the roots
6,6% ..., 07 o,ef -, 00 B, a? .-, B, -, at the same time
replacing each of the roots 6,,6,% ---, 6,2=* by 1, the quantity = will
not necessarily be =0, but will certainly be =0 (mod. p). We shall
state this result in the following form:
Lemma 2. Let every term of X be written in the form
(Gtaxp® ) (Breypy ), 4 <p; @, a,<q; b, b <7,
Then if every factor (6'af®---) which is not already =1 be replaced
by O, every factor 0,5 by 1, and the powers ey, &2 ---, 0,974 B,, B2, -+,
=Y, .-, regarded now as so many independent quantities, be replaced
by O, 1 or — 1 in such a manner that the equations
Lot ol ottt =0, L4B i+ +fr =0,
are satisfied, then will the resulting value of X be an integer =0 (mod. p).
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II. The Order is not Divisible by any Prime > 7,

10. Let G be a group whose order is divisible by a prime p > 7.
Then it contains a substitution S of order p, which we may write in
canonical form:

8: &' =0z, y =0y, &=0, 0,2 = 0gf =6 = 1.
Two cases may arise: the multipliers are all different, or 6, =6, < 4,.
‘We shall consider only the first possibility, remarking that there will be
hardly any difference in the manner of procedure in the two cases.

Let T be any other substitution of order p in G:

T: &=ax+by+ez §=az+by+ e, 7= ayw + by + Cg4.
Let us form the substitutions 7'S, 7'S% T'S* We have (art. 2)
[T]1= a + b + ¢,
[T8]= a6, + B30, + ¢305,
[T8%]= a,0,® + by0,® + ¢;6,%,
[T8%] = a,0* + by0,* + ¢;0,*
Eliminating the quantities a,, b;, ¢; we get the equation
[rf1 1 1 1
W (5] 6, 6, o,
(787 6. 65 6°
[T58% 6} 6 65
Dividing by (6, — 6,) (0, — 0;) (6, — 0,) we get
[T8% + [T] £, + [TS] Z, + [TS87] Z; =0,
the coefficients X, X,, %, being certain integral functions of 6, 6,, 6;.
The weights [78%], [T], - - - being each the sum of three roots of
unity (art. 2), we have an equation X =0 of the type comsidered in
articles 8—9.
We shall apply the Lemma 2, and put 1 for every root whose in-

dex is p. To such roots belong 6,, 6, and 6,, and the quantities X,
Z, and X take the values

L G=1@A—2)
g

=1
2

respectively, as may be proved readily. To clear of fractions we multiply
throughout by » + 1. The weights [T'S*], [T'], etc., being each the sum.
of three roots of unity, will take integral values lying between — 3 and
+ 8, inclusive, by the process of article 9. Indicating the resulting value
of the indeterminate quantity [T'S*] by [7'S8*], we obtain, finally, a con-
gruence of the form

A(A—2),
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[TS=al®+bA+¢ (mod. p), 4=0,1,2,-- ., p—1;
a, b, ¢ being certain integers independent of 2.

Bearing in mind that [7'S*]' can have only 7 different values, namely
+3, +2 +1,0, we find without much trouble that the congruence is
possible only if @ =0=0 (mod. p) when p > 7. It follows that

[TS7=TY=3 (mod. p),
since 7' was, by assumption, a substitution of order p.

Now, the weight [7'S*], for any given value of 1, could contain no
roots not satisfying the equation 6# — 1 =0. For if it did, we could at
the outset have made one such root O by the scheme laid down in ar-
ticle 9, in which case the quantity [7'S*] (for the value of 1 given)
would have had ome of the values + 2, + 1, 0 only. No ore of these
numbers is, however, =3 (mod. p), if p > 7.

11, The product of any two substitutions of G each of order p, as
T'S, must therefore be the identical substitution (whose weightis 1++1-1)
or be a substitution of order p. It follows that all the substitutions of
order p contained in (, together with the identical substitution, form a
group by themselves. This group, H say, is transformed into itself by
the substitutions of (f, as a substitution of order p is transformed into
one of the same order. The order of H is evidently a power of p. It
can therefore be written in monomial form (Theorem 3). A monomial
group will, however, contain substitutions of order 2 or 3, unless the
monomial form is the canonical merely, in which case the group is evidently
abelian. Accordingly, H is an abelian group, and G can not be primitive
(Theorem 2). Hence, finally, a primitive group can contain no substitu-
tion of prime order p > T. .

Theorem 4. The order of a primitive group is not divisible by any

prime p > 1.

IIL. The Order is a Factor of 2%.3%.5%. 72

12. We may study a group whose order is the power of a prime
very easily by writing it in monomial form (Theorem 3). We shall not
enter into the details of this simple problem, but merely state the fol-
lowing results:

«. A group of order 2* must contain a substitution of order 8, or
a substitution of order 4 whose weight has the form (— 1+ ¢+ 9),
?=—1.

B- A group of order 3* (of order 8° as a linear group containing F)
must contain a substitution whose 3" power is neither the identical sub-
stitution nor a similarity-substitution.

7. A group of order p?, p>>3, must contain a substitution of order p*

Mathematischo Annalen. LXIIL 36
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‘We shall proceed to show that a group ( containing any of the special
substitutions just mentioned must leave jnvariant a certain subgroup H,
defined below, and that as a conmsequence it cannot be primitive. Now,
by a well known theorem, a group whose order is divisible by p* (p
being a prime) contains a subgroup of order p"*) It follows, from
Theorem 4 and from the results stated under «, B, y, that the order of
a primitive group must be a factor of 23.3%.52. 72

13. Consider a group G containing a substitution S of order 8,
whose multipliers are ¢y, ¢5, @5. At least one of these must be a pri-
mitive 8% root of unity, and we shall, for the present, assume that they
are different one from the other. We choose the variables of G so that
S is written in canonical form.

Let T be any other substitution of G@. We can form an equation
in the same manner as we formed (1) of article 10, by eliminating cer-
tain quantities a;, by, ¢; from the weights of the substitutions 7, 7'S%,
T8 and T8% namely the equation:

[ [r8] 1 1 1

[TS'] 9* @t o5t

[T8] ¢, ¢ o

[T8%] 9.° @.° @y 4

After multiplying out we divide by (@, — @,)(®y; — @5) (9 — @,).
The weights [7], etc., being each the sum of three roots of unity, we
obtain an equation X =0 of the type considered in articles 8—9. We
shall apply the Lemma 1, and put 1 for every root whose index is a

power of 2. Indicating the modified weights by the symbols [7'],,
[T84],, - - -, the resulting equation will be found to be of the form

3[T], — [T8%,— S[TS], — 6[T8%, =0 (mod. 2),

[T],=[78%, (mod 2).

14. The group G considered may contain other substitutions S;, S, -,
besides S* enjoying the same property, viz:
2) (T=[T8), [Th= [Z8:)s ---  (mod. 2),
T being any substitution of G. We shall prove firstly, that all such sub-
stitutions form a group H, and secondly, that this group is invariant in G.

Firstly, to show that, if S, and S; satisfy the congruences (2), so
will 8,8;; i. e. to show that

[T, =[T(55)) (mod. 2).

= 0.

or

* Sylow’s Theorem; see Burnside, Tkeory of Groups, p. 90-
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Now, as T represents in turn all the substitutions of G, so does
T8,. Substituting 7'S, for T in the second of the congruences (2), we have

(78),=[(T8)S;]; (mod. 2),

(78] =[T(5,8,));
= [T} (mod. 2)

by the first of the congruences (2), proving the proposition.

Secondly, to show that, if T' and ¥ be any two substitutions of G,
and if S, be a substitution of H, then is also VS V~! a substitution of
H. We have

(3) (V-1IV],=[(V-*TV)S], (mod 2)

by (2). But, we may readily prove that
(B] = [4BA~],

whatever be the substitutions (of finite orders) A and B. Hence,
[(V=217v]=[T],

(VIS = [V(V1TVS) V=] = [T(VS, V)]
Substituting in {3) we get
[Th=[T(VSV-"] (mod 2),

proving that V'S, ¥—! belongs to H. That is, H is an invariant sub-
group of G. The group H can neither be the group F nor the iden-
tical substitution, since, H contains a substitution of order 2, namely S*
(art. 13).

15. We have so far studied the effect of the presence in G of a
substitution S of order 8, with three distinet multipliers. In like manner
we may deal with the cases where (f contains a substitution §” of order
8, two of whose multipliers are equal; or a substitution S” of order 4,
whose multipliers are — 1, ¢, 4; i*= — 1. We begin with a determinant
differing from the ome of article 13 simply by lacking its last row and
column in the former case, and its second row and last column in the
latter. We show the presence of an invariant subgroup H in both cases,
containing a known substitution of order 2, namely (S8°)* in the former
case and (S”)? in the latter.

It remains for us to study the group H. It cannot contain a sub-
stitution whose order is a prime number ¢+ 2. To prove this, let 7' in
the congruences (2) be the identical substitution. Then we have

[7,=3=[5], (mod 2),
S being a tentative substitution of H of order g, and S/ any power of 8.
If the multipliers of S are «, §, y, we have

1. e.

36%
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3=[8, =o'+ p +¢ (mod 2)
and therefore

9 9
3 X w= SV P+ (od 2)
= ]=

7 being a root of the equation 62 — 1 = 0, which equation is also satisfied
by «, § and . Now, if none of the latter roots are = 1, we get, by
putting n = 1, the impossibility

3¢=0 (mod. 2).
In all other cases we get similar impossibilities by choosing a suitable
value for 7.

It follows that the order of H is a power of 2. We can therefore
write this invariant subgroup of G- in monomial form. When so written,
we find it to be either

a) abelian, in which case G is not primitive (Theorem 2), or

b) intransitive, having a single invariant straight line. This line
should evidently also be invariant under G, in which case G is intran-
sitive, not primitive (art. 2).

To resume, if the order of G is divisible by 2% then will G contain
a substitution of order 8, or one of order 4 whose multipliers are —1, 4, 4.
The group G will, in both cases, contain an invariant subgroup H and
is not primitive. Accordingly, the order of a primitive group is not divi-
sible by 24

16. In exactly the same way we prove that if G has a substitution
of order p® p > 3, then it has an invariant subgroup H of order p™
Such a group being abelian (cf. art. 11), it follows that G is not pri-
" mitive (Theorem 2). Hence, the order of a primitive group is mot divisible

by p® p being a prime > 3.

: In the case p =3 we find that a linear group can have no substi-
tution of order 3™ whose 3 power is not the identical or a similarity-
substitution, unless it has an invariant subgroup H of order 3 Tt will be
shown later (art. 23) that there are three primitive groups which contain
invariant subgroups whose orders are powers of 3. A cursory examina-
tion of these groups reveals the fact, however, that they contain no sub-
stitution whose 3*¢ power is not the identical or a similarity-substitution.
It follows that the order of mo primitive collineation group is divisible by
3% (cf articles 12 and 16). Hence, finally, we have the

Theorem b. The order of a primitive group is a factor of 2%.3%.52.72,
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IV. Auxiliary Theorems.

17. Theorem 6. If the group G contains a substitution 8 of order 5
and one T of order T; 4. e. if the order of G is divisible by 5 - 1, then
will G contain o substitution of order 5 - 1.

Let [8]= e, + o, + ¢5. Choose the variables so that 7' is written
in canonical form. Then if a,, &;, ¢; be the coefficients in the principal
diagonal of the matrix of S, we have

[8T]) = a8, + by B’ + cs By, = 0,1,2--6.
Hence, if § be a primitive 7% root of unity different from g,~% §,~%,
B;~ %, then
(4) [ST+BIST]+ BLST®) + P[ST) + B[S T4] + °[ST®] + °[S T¢] =0

Assume the theorem not true, so that none of the weights [S7"]
contains both 7™ and.5™ roots at the same time. Let us arrange accord-
ing to powers of B. Then must the coefficients of the different powers
be equal (art. 8). Now, .

a) if none of the weights [S7] contains 7* roots of unity, the
equation considered is already arranged, and we have

[S]=[ST];
b) if some of the weights contain 7% roots, say [ST], [SZ?], - -
then we will write the sum of the corresponding terms in the form
BIST]+ BIST N+ - - - = ko + Bk + Bhy + - - + O,
and (4) becomes
{[S1+ k! + Bk, + 82 (ke + [ST?]} + PRy +--- =0,
from which follows:
) [S1+ ky="ly, or o + ag+ o5+ ky— kK, =0.

Arranging this equation according to the five different powers of «,
the coefficients should be equal (art. 8). But, %y — %, being free from
5% roots, the equation (5) has at most four different powers of &, so that the
coefficients should all be = 0, which is absurd. Hence, only (a) is tenable.

By writing S in canonical form instead of 7, still assuming the
theorem to be proved not true, we get in the same way

[T] + «[ST] + «2[S2T] + a¥[S*T] + eA[S4T] = 0,
[7] = [ST].

[S]=I[T], or e+ a5+ a5=p+ B+ Bs,
which, like (5), is an impossibility. Accordingly, at least one of the
weights [S7%] must contain both 5® and T7* roots of unity, and the
theorem is proved.

and

Hence,
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18, Theorem 7. If a linear group G has a substitution S of order 5
(or T) and & substitution T whose multipliers are @, , po®, where ¢* = o,
o + @+ 1=0, then it has one of order 9-5 (or 9-7).

Proceeding as in article 17, we obtain an equation of the form

(6) [8]+ ¢*@[ST] + o[ST] = 0.
Now, it follows from Kronecker’s Theorem (art. 8) that the equation
A+ 9B+ ¢'C=0,

(4, B, C being sums of roots of unity none of which can be written in
the form spw® or s@?w?, where ¢ is a root whose index is prime to 3)
can be satisfied only if 4= B = C=0. Then the assumption that none
of the weights [SZ7] and [ST®] can contain both 9* roots and 5%
(or T™) roots at the same time is readily proved untenable.

19. The two preceeding theorems state that G contains a substi-
tution ¥ of order p”q, p and ¢ being prime to each other, under certain
conditions. This is the same as saying that, when these conditions are
fulfilled, G contains two commutative substitutions S (=V#") and T(=V7)
whose orders are prime to each other. In such cases G will have an
invariant subgroup H, as we shall proceed to show, unless the weights
of S and T are of certain types.

Theorem 8 Let 8 and T be two commulative substitutions of a
group G, of orders q and p* respectively; p and g being different prime
numbers. Then if two of the multipliers of S be not equal, G has an in-
variant subgroup H.

The substitutions S and I’ generate an abelian group, which we will
write in canonical form. We suppose

S: 2 =z, ¥ =0y, &=ouz
T:2 =Bz, y=pHYy =040
and assume that &, o, and &, are all different. Let 4 be any substitu-
tion of G, and let the coefficients in the principal diagonal of the matrix
of 4 be a,, b, and ¢,. Then if we eliminate the three last quantities
between the four equations obtained by writing down the weights
[4] = a; + by + ¢y, [AT)=a,p; + by By + €35, [AS] = etie,, [45?] = ete,
as in article 10, we get the equation
} 4 1 1 1
[AT] B B B
(48] o & o
(487 o & |

=0.
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We shall apply the Lemma 1, and write 1 for every root whose
index is a power of p. Then we have

{[A]p“ AT ]p} oy — o) (g — eg) (g — &) =0 (mod. p).
This congruence can be changed into the following
[4],— [AT],=0 (mod. p),
by multiplying both sides by a suitable factor. Now, 4 being any sub-
stitution of @, this last congruence indicates an invariant subgroup H of
the kind defined in article 14 for p =2.
) 20, It is thus shown that, if G contains a substitution V of order
p*q, p and g being different primes > 2, and is to be primitive, then
must the substitution V#", when written in canonical form, be of the
type:
(M) V9o =z, f =0y, & =02 of=0at=1.

Again, if the order of G is divisible by 5 (or by 7%), then G has
an abelian subgroup of order 5% (or 7%) (cf. art. 11) and must necessarily
have a substitution of order 5 (or 7) of type (7). This we prove readily
by constructing the different possible types of canonical groups of order 52
(or %), omitting the cases where such groups contain substitutions of
order 5% (or 7%) (cf. art. 16).

Let us now consider a group G having a substitution 8, of type (7).
This substitution leaves invariant a point (x = 0, y = 0) and every straight
line through it. Let S, be another substltutlon into which §; is trans-
formed by a substitution of G; S; will also leave invariant a certain
point (say & =0, 7 =0) and every straight line through that pomt
Therefore, the straight line joining the two points, (# =0, y = 0) and
(# =0, ¥ = 0), must be left invariant by both S, and S;,. Accordingly,
S, and S; will generate an intransitive group (art. 2) say of type
(8) ¥=ar+by, y=cx+dy, &=cz.

The substitutions
©) 2 =oax+by, y=cxr+dy
will form a finite group in two variables.

21. Let S, be of order 7. A substitution of order 7, contained in
a group of type (9), must be commutative with every substitution of the
group (cf. art. 4). Hence, the substitutions S, and § must be commu-
tative with each other, as far as they are looked upon as transforming
the variables x, y. But then it is readily seen from the form of (8) that
they 'are completely commutative. Accordingly, all the substitutions
8S;, S;, - - -, which are transformed one into the other by the substitutions
of G, are mutually commutative, and will therefore generate an abelian
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group, evidently contained invariantly in G. In this event G is not pri-
mitive (Theorem 2).

22. Let S, be of order 5. If S, and S, are not commutative, the
group (9) generated by them must be the Icosahedral group 4° article (4).
Among its substitutions are found the two, A, of order 3, written in
canonical form, and B, a similarity-substitution of order 2:

A:2 =0z, ¥ =0’; o'+o+l=0;
B:W":"'x’ ?/’=_'y'

The group (8) will then contain the substitutions

A 2 =0z, ¥=0Y, &F=eqz

B :&=—z y=—y, &=ez.

The quantities e, and ¢, are 1 or are 5% roots of unity, (8) being
generated by substitutions of order . It is therefore allowed to put
e, = ¢ =1, which is equivalent to replacing A4, and B, by their 5%
powers. But, 4, and B, being commutative, we may call them S and 7'
respectively and employ the reasoning of art. 19 to show that G has an
invariant subgroup H. Hence, if G is to be primitive, S, and S; must
be commutative. However, by following the reasoning of the latter half
of article 21, we find that G cannot be primitive in this case either.
Hence, finally, a primitive group G can have no substitution of order 5 or 7
and of type (7).

Constructing the different possible types of collineation-groups of
order 8% allowed in a primitive group after article 16, we find that
all such groups have a substitution 7' of the kind mentioned in Theorem 7.
Now, by referring to the theorems 6, 7 and 8, we verify the following:

Theorem 9. The order of o primitive group G is not divisible by
38.5, 8517, 5% T2 nor by 5-7. The order is therefore a factor of one
of the numbers 23 - 3% 23.8%.5 or 28.3%. 7.

V. Classification of the Primitive Groups.
A Primitive groups having invariant intransitive subgroups.

23. No such subgroup could be abelian (Theorem 2). If an in-
transitive group is not abelian, it has a single invariant point. This
point must evidently be transformed into itself by any group G con-
taining the given intransitive group invariantly, and such a group G
could not be primitive (art. 2).
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B. Primitive groups having invariant monomial subgroups.

Let @ contain an invariant monomial subgroup K. This subgroup
leaves invariant the triangle whose sides are # =10, y =0 and 2= 0.
If this is the only triangle left invariant by K, then must G evidently
leave that triangle invariant also. We therefore seek the form of a mo-
nomial group K leaving more than one triangle invariant, and yet not
being intransitive. We readily find but one type for K, namely that
generated by the substitutions:

S:a'=y, y=2 #=u;
{T:x’=x, ¥ =o0y, =0 o+tot+tl=0.

This group is of order 9 (as a collineation-group) and leaves in-
variant each of the four triangles:

t=@x=0,y=0,2=0),
by lyyty=@+y+02=0,2+ oy +0c’2=0, x + 0’y + oz =0);
0=1,0 o
The primitive groups permuting among themselves these four tri-
angles are generated by the substitutions
U= (tst): @' =9z, ¥ =gy, { =90z ¢ =0}

V={(tt;)(%4): 7' =e(z +y +2), ¥= o(z + oy + o®2), -
7 =0z + 0’y + a2), 9=;;;1:;;§§
UVU-* = (4 (1) 4 = 05 + 9+ 6%, ¢ = o(a + ay + 03,

7 =o(ox+y+ 02);
as follows:

1°. The Hessian group of order 216%*):
Sand T of X, U and V.

20 An invariant subgroup of the Hessian group, of order 72:
8, T, V and UVU-L
3° An invariant subgroup of 29, of order 36:

S, T and V.

These groups, when written as linear groups, all contain the group F
of similarity-substitutions, and their orders as linear groups are therefore
648, 216 and 108 respectively.

# Cf. Jordan, Mémoire sur les équations différentielles lindaires ¢ entégrale
algébrique, Journal fir die reine und angewandte Mathematik, 84 (1878), p. 209.
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C. Primitive groups isomorphic with abstract simple groups.

24. We found that the order of a primitive collineation-group was
a factor of one of the numbers: 2%.3% 2%.3%.5 and 2%.3%. 7 (art. 22).
The greatest of these numbers being 504, the question is therefore to
determine all the primitive groups isomorphic with the four simple
groups whose orders are not greater than this number; viz. the well known
simple groups of orders 60, 168, 360 and 504 (art. 3).

There can be no group in three variables isomorphic with the simple
group of order 504. For, this has an abelian subgroup of order 8, formed
of 7 distinct substitutions of order 2 and the identical substitution.¥)
Attempting to write this subgroup in canonical form, we find it impos-
sible as a group in three variables.

There is one, and only one, type of a primitive group isomorphic
with each of the simple groups of orders 60 and 360 respectively, as
shown by Maschke in Mathematische Annalen, Bd. 51 (1899), pp. 264—
267. He derives the following types: )

4°. A simple group of order 60, generated by the substitutions

E o=y, y¥=2 &=uw;
4 ’
By =3, y=—y, d=—2

7 1 7 1
Byt =5 (—o+ wmy +u,9), ¥ =5 @r+uny—2),

- , 1
{ =5 (W —y+ 2,

~‘al=——-oc+a,4=~;»(-1+1/5), y2=u2+a3='-;-(—1~]/5), b =1.

This group does not contain the group F' of similarity-substitutions
and is therefore of order 60 as a linear group. It is simply isomorphie
with the alternating permutation-group in five letters a, b, ¢, d, ¢, and its
generating substitutions can be identified with the following permutations:

E, = (abc), E,= (ab)(cd), E;=(ab)(de).
5% A simple group of order 360 generated by*¥)
E,, E, and E; of 4%
E:d=—2z, ¢yy=—0z f=—0'y, o*+o+1=0.
This group contains F and is therefore of order 1080 as a linear

* See Burnside, Theory of Groups, p. 878.
*#) See also Valentiner, De endelige Transformations-Gruppers Theori, Copen-
hagen, Videnskabernes Selkabs Skrifter, 6. Rekke (1889), p. 192.
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group.®) It is simply isomorphic with the alternating group in six

letters a, b, ¢, d, ¢, f:

E, = (abo), E,= (ab) (cd), By = (ab) (de), E, = (ab) (ef)-

There is one, and only one type of a collineation-group simply iso-
morphic with the simple group of order 168, as shown by Weber in his
Algebra, Bd. II, pp. (497—502) 2% edition, 1899).%¥) This group is
generated by the substitutions:

6°. S:a'=ex, y =&y, F=ctz, =1, e1;

T:d =z, y=x, #=y;

U:&' =h(ez + By + p2), ¥ =h(Bs + py+ z), 4 =h(yz+ay + B2),
a=&—&t B=8—¢? p=c—il
k=—;—(s+s2+e4——e“1—-a‘2—s"4)=-i——7-

This group does not contain F and is therefore of order 168 as a
linear group. We can represent the group as a permutation group in
T letters a, b, ¢, d, ¢, f, g, in which case the generating substitutions given
will appear in the forms

S, = (abedefg), 1I,= (abd)(cfe), U,= (ab)(ce).

D. Primitive groups having primitive invariant subgroups.

We saw (art. 22) that the order of a primitive collineation group
should be a factor of one of the numbers 28.3% 28.3%.5 or 2%.3%.7.
The groups 1° and 5° can therefore not be contained as subgroups in
larger groups. The groups 2° and 3° have each a single invariant sub-
group of order 9, namely the group K (art.23). A group containing
either 2° or 3° invariantly should therefore also leave K invariant, and
could be none other than either 1° or 2°. We find that 1° contains
2 invariantly, and 2° contains 3° invariantly.

Consider the group 4% of order 22.3.5. A group G containing
4% invariantly must be of order 2%+«.31+2.5 Now, 4° has 10 sub-
groups of order 3, which must be permuted among themselves by the
substitutions of G. Accordingly, there is in G a subgroup of order
2+a. 31+, 5110 = 21+4. 3145 which transforms a given subgroup of 4°
of order 3 into itself. Therefore, if @ > 0, G contains a substitution of

*) That the linear group cannot be written without similarity-substitutions, is
seen in the following manner. The simple Gy, has an abelian subgroup of order 9,
containing 8 substitutions of order 8. No such subgroup can be written in three
variables directly as a linear group.
**) Cf. Klein, Mathematische Annalen, 14 (1878), p. 444.
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order 2 commutative with a substitution of 4° of order 3. This is im-
possible, by Theorem 8. Hence, a = 0. Again, 4° has 6 subgroups of
order 5. If b>0, we would find in G a substitution of order 3 com-
mutative with a substitution of order 5, which is likewise impossible by
Theorem 8. Thus, the order of G is 22-3 .5, and G = 4°

Consider the group 6° of order 28-3.7. A group G leaving this
invariant should be of order 23.8'+’.7. Now, 6° has 8 subgroups of
order 7, and a substitution of order 3 which transforms a given substitu-
tion of order 7 into its 2°¢ or 4™ power. If >0, G must contain a
substitution of order 3 which is commutative with a substitution in 6°
of order 7. But this is impossible by Theorem 8.
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Uber Flachenscharen, deren orthogonale Trajektorien
ebene Kurven sind.
Von

Erica Moscr in Charlottenburg.

Die Untersuchungen von Flichenscharen haben sich bisher meist auf
die dreifach orthogonalen Systeme bezogen; im folgenden soll auf eine Auf-
gabe eingegangen werden, die zuerst 1899 von der Académie de Toulouse
gestellt wurde — soweit mir bekannt, ohne eine Beantwortung zu finden —:
Fliachenscharen zu untersuchen, deren orthogonale Trajektorien eben sind.
Anfang 1905, als der erste Teil dieser Arbeit schon abgeschlossen war,
erschienen in den Comptes Rendus zwei Noten von Carrus und Darboux¥),
die darin zu Resultaten gelangen, wie sie auf anderem Wege auch in der
vorliegenden Arbeit erhalten werden. In einer weiteren Note (C. R,
Band CXLIII, 1906) erledigt Carrus den in vorliegender Arbeit nicht
behandelten Fall, daB die Flichenschar einem dreifach orthogonalen System
angehort und orthogonale Trajektorien hat, deren Ebenen alle durch einen
Punkt gehen. SchlieBlich ist noch ganz kiirzlich in den Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse (série 2, tome VIII, 1906) eine Arbeit
von Goursat erschienen: Sur les familles de surfaces & trajectoires ortho-
gonales planes. Leider habe ich mir diese Arbeit nicht verschaffen konnen.

In § 1 sollen einige allgemeine Resultate iiber die Trajektorien ab-
geleitet werden. Die dann erfolgende Wahl des Koordinatensystems ndtigh
zu einer Teilung, in § 2 wird die Theorie von Scharen nichtabwickelbarer
Flichen in Angriff genommen, in § 3 werden einige einfache Beispiele dazu
gegeben, worauf in § 4 auf die Theorie von Scharen abwickelbarer Flichen,
inshesondere von Ebenen- und Kegelscharen eingegangen wird.

§ 1.
Allgemeines.
Es sei eine Schar von ejnfach unendlich vielen Flichen mit dem
Flachenparameter ¢ gegeben durch

(1) z=2z(uve), y=y(uve), 2=2z(uvg).

* C. R., Band CXL, 23. Janvier 1905.
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Bezeichnet man die Richtungscosinusse der Flichennormalen mit XY Z,
so lauten die Differentialgleichungen der orthogonalen Trajektorien von (1):

2) x~1v~ 7z

wo dT das Linienelement einer Trajektorie ist. Die Bedingung dafiir,
daB die Trajektorien eben sind, lautet dann bekanntlich:

(3) E+ XdYdZ =0,

wo die d Zuwiichse lings der Trajektorien bedeuten und mit Hilfe von
(2) 2u berechnen sind. Statt (3) kann man auch schreiben:
4) 2dXd(YdZ—24aY)=0,
wo das Summenzeichen — wie stets im folgenden — eine durch zyklische
Vertauschung entstehende Summe bedentet. Nimmt man mit (4) zusammen:
ZXd(YdZ—2Z4Y)=0,
so folgt weiter:
A(YdZ~2dY):d(ZdX—~XdZ):d(XdY— YdX)
= (YdZ~2dY): (ZdX—XdZ): (XdY~—YdX).

Ist also keine der Groflen der rechten Seite Null, so kdnnen wir die
Gleichung des Problems auch erhalten, indem wir eines der drei Verhéltnisse
(5) (YdZ—ZdY):(ZdX—XdZ): (Xd¥Y—YdX)
nach 7' differenzieren und das Resultat gleich Null setzen. Die drei
GréBen (5) sind tibrigens den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen
proportional. AuBerdem folgt, daB die GroBen

' YdZ—ZdY ZdX —XazZ
) Xav—71aX ~% Xay—vix ~ @
lings der Trajektorien konstant, die Gleichungen (6) also die Gleichungen
der oo? Trajektorien sind. Fassen wir die Kurve ¥dZ—-ZdY =0,
XdY— YdX =0 (woraus ZdX — XdZ = 0 folgt), oder, was dasselbe
ist, die Kurve d X =dY =dZ = O ins Auge, so sehen wir, daB ¢, und ¢,
lings dieser Kurve unbestimmt werden, d. h. alle Trajektorien treffen sie.
Betrachten wir noch den Kriimmungsradius Ry einer Trajektorie:

1 d2x\2 O /A X\2
™ 7= ) =2 (@)
so sehen wir, daB er fiir die Punkte jener Kurve = oo wird, die Trajektorien
haben hier also Wendepunkte. Fassen wir zusammen, so haben wir den
Satz. Hat man eine Fldchenschar,” deren orthogonale Trajektorien
eben sind, so erhilt man die Gleichungen der Trajektorien durch Differen-
tiation. Alle Trajektorien treffen eine bestimmic Kurve und haben hier
Wendepunlte.
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§ 2.
Scharen von nichtabwickelbaren Flichen.

Wir wihlen jetzt die krummlinigen Koordinaten %, v und setzen

noch voraus: .
8) + 50 o2 e F0
Ein Nullsetzen dieser Funktionaldeterminante liefert bekanntlich die Um-
hiillungsfliche der Schar (1). Wir wihlen » und » so, daB diese beiden
Kurvenscharen bei der GauBschen Abbildung auf die Einheitskugel in die
Schar der Meridiane und Parallelkreise iibergehen, daB also das Linien-
element auf der Einheitskugel die Form annimmt:
9) ds = du? + sin® u do
AuBerdem fithren wir zur Bestimmung eines Flichenpunktes Wein-
gartensche Ebenenkoordinaten ein, d. h. XY Z und den Abstand w der
Tangentialebene vom Koordinatenanfang. Mit der Wahl dieser Koordinaten
beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung von Scharen wnichi-
abwickelbarer Flichen. Auf die abwickelbaren Flichen, die nicht mit Hilfe
von Ebenenkoordinaten behandelt werden konnen, werden wir spiter (in § 4)
eingehen. Dann geniigen XYZ den folgenden Differentialgleichungen®):
(10) g-j—g=—a‘), %== ctgug—“—:, -g%?=—~sinucosug%——sin’u-ﬂ.
Als allgemeinste Werte fir XY Z ergeben sich daraus folgende:
(11) X =(eysinv+p cosv)sinu+yp,cosu, Y=:.., Z=- -,
WO o 050t f3; + - - 75 Funktionen von ¢ sind und auBerdem

Tl =2 =2pt=1, Zaf=Zay=2Zfy =0 usw.
ist. Weiter ist dann (Bianchi p. 140):
(12) x=wX+g%vaa—i{+%%0%%, Y= 2=
Kennt man also auch noch w, so ist die Flichenschar bestimmt; das
Problem wird demnach auf die Bestimmung dieser Funktion hinauskommen.
Ubrigens 1iiBt sich leicht folgende geometrische Deutung der Koordinaten-
scharen » und o verifizieren:

Satz. Schneidet man eine Fliche mit eimer Schar paralleler Ebener
und verbindet immer solche Punkte, in denen die Fliche unter gleichem
Winkel geschmitten wird, so erhélt man oo Kurven auf der Fliche. Ver-
bindet mam jetet weiter immer solche Pumkte, in denen die Tangenten der
Kurven der ersten Schar einamder parallel sind, so liefert dies eine aweite

* 8.z. B. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Deutsch von Lukat.
p. 122,



576 Erica Moscn.

Schar von oo Kurven. Bei der sphirischen Abbildung gehen diese beiden-
Scharen in die Scharen der Parallelkreise und der Meridiane iiber; es sind
also unsere Kurven w und v.

Wir spezialisieren unser Koordinatensystem noch, indem wir in (11):

ag=1, qy=0a=0, f=1, g=0=0,p=1, yy=9=0
setzen. Geometrisch bedeutet das, daB wir alle Flichen der Schar mit
derselben Schar von Ebenen schneiden. Dann wird:
(18) X=sinusiny, Y=sinucosv, Z=cosu.

Ferner seien hier noch einige Formeln zusammengestellt, die spiter
gebraucht werden. Sind EF G die Koeffizienten der ersten, DD'D” die
der zweiten Fundamentalform einer Fliche, », und », deren Hauptkriim-
mungsradien, so ist:

02w , 0? ow

‘ D=~z —w, D=— g +otguy,
(14) ' 0w . ow .

D" = — W-—smucosu%~—sm2u~w.

(15) E=D+ -2 F=D(D—{—Sm, ) G=D%+

snn2~ ’ sm2 w’
DD —D*
(16) "1+’“2*—(D+smz )) Tty = T,
bu__pdX_ D 92X dw_ _ p0X_ D X
an ('m du  sin’w pv’ Qv 2u  sinfu ov’
_xle X Te | 10X pw
?39 ou dude ' sin?u ov ¢vle

Wir betrachten jetzt die Gleichung (3) des Problems. Da XY Z nur
von # und v abhéingen, kann man (3) auch fiir die Einheitskugel deuten,
deren Punkte ja durch XYZ gegeben sind. Hier bedeutet (3) nichts
anderes als die Gleichung der co? groBten Kreise, oder was dasselbe sagt,
die Schar aller geoditischen Linien. Deren Gleichung lautet aber
{Bianchi p. 154):

(18) dud?v — dvd®u + 2 etg udu?dv 4 sin u cos u dv® = 0.

Das ist eine andere Form der Gleichung (3), zu der man auch durch
Einsetzen der Werte XdX d*X ... in (3) hitte kommen konnen. Jetzt
sind du dv d®u d*v zu berechnen. Multipliziert man die drei Gleichungen:

2% qu+ 22 av +a do = XdT, -

0
. . 0X0Y0Z 06X0Y0Z
der Reihe nach mit XYZ, S Fu 50 Do 35 30

so erhilt man wegen (17) und (9):

und addiert jedesmal,
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a'w 8 Pw

dQ——dT Ddu+Dd'D==‘a‘“’b—dQ,, D,d%+ .D"d’li a dp,

oder statt der zwei letzten Gleichungen:

(19)

ow r du ;0w , o%w
o) (50 D DY) gp= D55 —D 5—-1,3?,
Bw ’ dv 7
]%(DD— 2)ﬁ=—D 8u89+D8¢J39
d*uw d®» werden fiir das Folgende nicht gebraucht. Man tibersieht aber
leicht, daB (18) eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung fiir w wird.
Betrachten wir jetzt (18). Man kann diese Gleichung, vorausgesetzt, daf

du == 0 ist, auch schreiben:

1) ddu g:j + 2 ctg u du + sin % oS ¥ (gv)3= 0

und hieraus folgt

fji) weiter: gz ;m—“—é-:i__n—;a—fi .
(28) V= i are sin [(0—1§sin=u - gti] +C

wo C und O’ zwei Funktionen sind, die lings der einzelnen Trajektorien
invariant bleiben. Fir O und C’ ergeben sich die Werte:

du®+sin’u do? ' 1 . ginucosdu dov® — du?
(24) 0= gintu do® C'=0v+ 5 A o w A 0T -+ du? )

Setzt man fiir du und dv ihre Werte aus (20) ein, filhrt auBerdem statt
C und O’ die Funktionen © und A ein durch:

1 f
) C=sr C=T-MN
g0 erhidlt man fir © und A die Ausdriicke:
22w \2 Pw 0w o%w \2
1 G(M@g) e avae T (31: 89)
cos?@ . 0w , %w\? ’
sin?y (D 5070 —_ 3mu90)
(26> pr e o'w , 0w
8u39 %6
sin % cos % ( 8u39 -+ D 50 39)

Wir hatten schon in (6) zwei Funktionen ¢, und ¢, gefunden, die
lings der Trajektorien sich nicht #nderten. ¢, und ¢, stehen mit © und A
in dem folgenden Zusammenhang, den man leicht durch Rechnung
verifiziert:

Mathematische Annalen. LXIIL 37
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[tg/\=_z—:, ‘¢, = sinAtgo,

[tg O =Veli+ 6’y ¢ =—cosAtgo.

Da auBerdem ¢, ¢, 1 den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen pro-
portional sind, also ¢, X 4+ ¢, Y + Z =0 ist, so besteht die Relation:
(28) tg © cos (v+A) = cos u. A

Aus der Form von (26) kann man wieder den in § 1 bewiesenen Satz
ableiten, daB alle Trajektorien eine Kurve treffen, nimlich die durch die
Gleichungen

27)

0w o0*w
(29) uoe = 2voe =0
gegebene, und in den Punkten dieser Kurve Wendepunkte haben.

Wir gehen jetzt zu den Ebenen der oo? Trajektorien iiber. Die Rich-
tungscosinusse ihrer Normalen sind ja wegen (27) proportional

sin A, —cosA, ctg©O.

Bedeutet also &5 ¢ den laufenden, zy# einen festen Punkt einer Trajektorien-
ebene, so lautet die Gleichung dieser co? Ebenen:

(80) EsinA—necos A+ §etg©® =z sin A —ycos A 4 2 ctg O.

An sich enthalten zyz alle drei Variabeln uvo; da es aber nur oco? Ebenen

geben darf — jede einzelne ist durch je einen Wert von © und A be-

stimmt — so muB die rechte Seite eine Funktion von © und A allein sein.

Also:

(31) zsin A — ycos A + 2 ctg © = f(AO).

Denkt man sich hierin fiir © Azyz ihre Werte eingesetzt, so kommen

von w nur die Differentialquotienten bis zur 2. Ordnung vor; auBerdem

enthilt die Gleichung eine willkiirliche Funktion . Wir haben damit den
Satz. Die Gleichung (31) ist eine Integralgleichung 2. Ordnung der

allgemeinen Gleichung 3. Ordnung des Problems.

§ 3.
Beispiele.

I) Wir stellen uns zunichst die Aufgabe, alle Kugelscharen zu finden,
deren orthogonale Trajektorien eben sind. Aus der geometrischen Be-
deutung von » und v folgt, daB diese Kurvenscharen in unserem Fall
Kriimmungslinien sind, daB also, wenn durch R(¢) die Kugelradien ge-
geben sind, D’ = 0, ferner wegen (16)

D = — R(o), D’"=— Rsin®u
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ist. Aus (14) und (12) folgt dann fiir w, zye:
w = R + [a(p) sin v + (g) cos v] sin u + p(p) cos «,
2z =a(g) + R sin u sin v,

y = B(o) + B sin u cos v,
2=7y(9) + R cos u.

Aus (20) ergibt sich durch Einsetzen der Werte yon DD’ D":

(32)

2w
du o au ae
av~* tu 0w
ovdo
und hieraus:
' 02w
dv Pu — dud® = 2 otg u du? dv + sinu do @ 2.
ovoe
Die Differentialgleichung (18) wird damit zu
2w
de? | d 3;622)0 —ctgudo | =0.
0vade

Lassen wir zunichst den Fall dv = 0 beiseite, so vereinfacht sich die
entstandene Gleichung nach der Differentiation und durch Einsetzen der
sich aus (14) ergebenden dritten Differentialquotienten:

Pw _ p 0w W o u o*w
outde og’ oudvde E U 5ode’
@s’w _ /2 . 32'10  ain? é_’u_}
m—g——-R sin’ u—smucosum—g sin “89
zu:
P Pw _ Pw Pw
dvdo 0w oe: oOude 0voe:
1w 9w

Diese Gleichung sagt aus, dafl das Verhdlnis =70 2 o0 frei von ¢ sein
muB, d. h. wegen (32), daB

(o sin v - B’ cos ) cos u — y’ sin u
(e cos v — B sin v) sin u

o nicht enthalten darf. Dies filhrt auf folgende Werte fiir afy:
a=as(e)+ay, P=0be()+by v=0c2(0)+0
wo die abc Konstanten sind. Die Gleichungen der Kurve der Mittelpunkte

T =, y=ﬂ: &=y

37*
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zeigen dann, daB diese Kurve eine Geerade ist. — Der vorhin ausgeschlossene
Fall dv = 0 ergibt wegen (20) &0 _ 0 und wegen (32)

ovade
o sinv+ f cosv=0

d.h o/ =p =0. ¢ und B miissen Konstante sein. Die Kurve der Kugel-
mittelpunkte ist eine der z-Achse parallele Gerade. Wir haben also den

Satz. Eine Kugelschar hat nur dann ebene orthogonale Trajektorien,
wenn die Kugelmitielpunkte auf einer Geraden liegen; die Grife des Kugel-
radius kann sich dabei nach einem willkiirlichen Gesetze dndern.

Die Gestalt der Trajektorien ist in diesem Falle besonders einfach.
Um sie zu tibersehen, nehme man eine Schar von Kreisen, deren Mittel-
punkte auf einer Geraden liegen, und konstruiere deren orthogonale Tra-
jektorien. Man erhdlt Kurven, deren jede auf der Umhillungskurve der
Kreisschar eine Spitze hat, deren Verlauf im iibrigen von der Funktion
R(p) abhiingt und die die Gerade der Kreismittelpunkte als Asymptote
haben. Im Falle gleich groBer Radien ist jede Trajektorie eine Tractrix.

II) Als zweites Beispiel wihlen wir den Fall, in dem die Trajektorien-
ebenen alle einer festen Geraden, etwa der z-Achse, parallel sind. Dann

ist © wegen seiner geometrischen Bedeutung = —;— (vgl. (30)), auBerdem
wegen (28) A = ; — v und wegen (26):

, 0w *w
(33) D Gude D voe — 0.
Statt (833) kann man wegen (20) auch schreiben dv =0, d. h. v ist lings
der Trajektorien konstant. Die Hauptgleichung (18) ist mit dv =0 erfiillt,
so daB wir es nur mit (33) zu tun haben. Diese Gleichung wandelt man
mit Benutzung von (17) und (12) leicht in die folgende um:

(34) wcosu—g%sinu=¢(g—?,g),

wo @ eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente ist. Von der Integration
dieser G(leichung 1. Ordnung hingt die Losung des Problems ab. Die
"Gleichung ist allgemein nicht integrierbar. Es seien aber noch einige
Eigenschaften der betreffenden Flichenscharen angezeigt. Zun#ichst kénnen
auch hier, wenn auch die GroBen © und A versagen, die Gleichungen der
Trajektorien in endlicher Form gegeben werden. Erstens ist fiir dieselben
v =¢,, zweitens folgt aus der Gleichung der Trajektorien, die in diesem
Fall, wie leicht zu iibersehen,

(35) Ecosv—msinv=2xcosv—ysinv

heiBt, durch Einsetzen der Werte aus (12) und unter Berticksichtigung
des Umstandes, daB es nur oo? Trajektorienebenen gibt, daBl
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1 ow
(36) V=20, ihude 0
die gesuchten Gleichungen der Trajektorien sind.

Eine andere nicht ganz einfache Eigenschaft, die leicht zu verifizieren
ist, ist die folgende: Die Flichenschar v —c¢, schneidet jede der Flichen ¢
in oo! Kurven dv=0. Die oc® Trajektorienebenen andererseits bestimmen
in jedem Flichenpunkte eine Fortschreitungsrichtung und man erhilt so
oot Kurven D'du + D" 8v=0. Bezeichnet man den Winkel, unter dem
gich zwei Kurven dieser beiden Scharen in einem Flichenpunkte treffen,
mit &, die beiden Normalkriimmungen der beiden Kurven mit L und —1—,

1 Qs
die Totalkriimmung und mittlere Kriimmung der Fliche in jenem Punkte

mit K und H, so besteht die Beziehung:
(H—Kp, cos® #)g, = 1.
SchlieBlich kann man leicht folgende Eigenschaft ableiten:
Satz. Die Umhillungsfliche der Fldchen o beriihrt die Flichen nach
chenen Kurven, deren Ebenen senkrecht auf der z-Achse stehen.
In einem Falle liBt sich die eben behandelte Aufgabe ganz durch-
fithren: wenn die Schar der Trajektorienebenen sich auf eine einfach

unendliche reduziert. Dann ist offenbar wegen (36), wenn ¢ eine will-
kiirliche Funktion von v ist:

(37) e 7e = 9.

sinu 0o

Hieraus folgt durch Differentiation nach ¢ und u:

0w dw 0w ’
(38) YT 0, ctg u o T Budn — D =0,

Aus IV =0 folgt wegen (15) noch F =0, d. h. die Kurven « und v sind
Kriimmungslinien. Andererseits sind die Schuitte der Ebenen senkrecht
zur_ z-Achse mit den Flichen ¢ gegeben durch 82 =0, oder, entwickelt,
wegen (17) du = O, das sind aber die Krimmungslinien der einen Schar.
Die Flichen haben also eine Schar Kriimmungslinien in parallelen Ebenen.
Aus (37) folgt noch:

(39) w = p(v) sin u + 7(ue),

wo P(v) = f @(v) dv gesetzt ist. Um die Form und Lage der Trajektorien
zu untersuchen, beachten wir, daB deren Ebenen

(40) £ cos v — sin v = ¢'(v)
einen Zylinder umhiillen, dessen Gleichungen aus (40) sich in der Form ergeben:
(a1) {§== w:cf)sv~dx::sinv,

y=—19 SIMV—YP COBYV.
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Diese Gleichungen geben zugleich die Form der Leitkurve des Zylinders
in der £7-Ebene an. Das Linienelement d¢ dieser Kurve ist:

(42) do=— (¢ +¢")dv.
Die Flichen der Schar sind dargestellt durch:

z=1sinv+ ¢ cos v+ (%sinu-l—%cosu) sin v,

(43) y==¢vcosv—-1p'sinv——(xsinu+%cosu)cosv,

z=xcosu—g—zsinu,

wo ¢ und y beliebige Funktionen ihrer Argumente sind. Andererseits
kann man (43) auch als die Gleichungen der Trajektorien betrachten,
jeder Wert v = ¢, liefert eine Trajektorie. Um dariiber AufschluB zu ge-
winnen, wie die Trajektorien in den Ebenen verteilt sind, greifen wir
eine solche Ebene heraus und fiihren ein neues Koordinatensystem ein.
Als 3-Achse wihlen wir die Gerade, lings deren die Ebene den Zylinder
(41) bertihrt, als y3-Ebene die Trajektorienebene selbst. Nach der Trans-
formation erhdlt man die Gleichungen der Trajektorien in der Form:

E=O,
g=zp+¢"+xsinu+g—}icosu,
3==xcosu—g—gsinu.‘

Beachtet man, daB 3 fiir alle Trajektorienebenen dieselbe Funktion von
% und ¢ ist, da es von v unabhingig ist, beachtet man weiter, daB §-+ ¢
wegen (42) auch von v frei ist, so erhilt man das Resultat, daB die
Kurven aller Ebenen kongruent sind, sowie, daB die Kurven einer Ebene
mit denen aller andern dadurch zur Deckung gebracht werden kénnen,
daB man ihre Ebene auf dem Zylinder rollen liBt. Wendet man jetat
noch einen bekannten Satz von Ribaucour tiber die Umhillungsfliche der
Trajektorienebenen an*), so kann man den umbhiillenden Zylinder durch
eine beliebige abwickelbare Fliche ersetzen und hat damit den

Satz. Nimmt man eine belichige abwickelbare Fliche, konstruiert in
einer shrer Tamgentialebenen eine emfach unendliche Kwrvenschar und lipt
die Tangentialebene samt der Kurvenschar auf der Abwickelbaren rollen,
so sind die so erzeugten doppelt unendlich vielen - Kurven die- orthogonalen
Trajektorien einer Flichenschar.

* 8. z. B. von Lilienthal, ,Grundlagen einer Kriimmungstheorie der Kurven-
scharen“, p. 58. -
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§ 4.
Scharen von abwickelbaren Flichen.

Im vorhergehenden konnten infolge der Benutzung von Ebenenkoordi-
naten nur nichtabwickelbare Flichen betrachtet werden. Die dadurch ent-
standene Liicke wollen wir jetzt ausfiillen und nach Scharen von Abwickel-
baren fragen, deren orthogonale Trajektorien eben sind.

I) Ebenenscharen. Die orthogonalen Trajektorien einer Ebenenschar

a,(0)z + a3 (Q)y + a5(0) 2 = a,(0), @+ 0’ + a? =1
gind gegeben durch

Damit die Trajektorien eben sind, mu8 2-1— gf_;, ;;yg dd;s =0 sein. Die

Bedingung kommt, wie leicht einzusehen, auf die folgende hinaus:
2+ aa)a" =0.
Setzt man
a, = —v~———~___2'_.__, U= —=to gy = A
Vit Vitrte 0 yifaetet
so nimmt obige Determinantengleichung die Form an:
Vo' — 2" =0
und liefert
L=cv(e) + ki, !‘=027’(9)+792~
Die Gleichung der Ebenenschar wird damit

(v 4k)x + (gu+k)y + 2 = a, V1 +-(e,v+k ) + (ev+Ky)°.
Als Umbillungsfliche dieser Ebenenschar findet man einen Zylinder. Da
auch umgekehrt klar ist, daB eine Ebenenschar, die einen Zylinder um-
hiillt, ebene orthogonale Trajektorien hat, haben wir den

Satz. Eine Ebenenschar hat domm und nwr dann ebene orthogonale
Trajektorien, wenn die Ebenen der Schar eimen Zylinder wmbhiillen.

IT) Kegelscharen. Eine Schar von Kegelflichen sei durch die.Glei-
chungen gegeben:

2 =p(o) + ul(ve),
¢y = g(e) + um(ve),

2 =1(0) + un(ve). «
Die Funktionen pl- - - konnen unbeschadet der Aligemeinheit so gewihlt

werden, da
@ Zpr-1, | DP=1, ZL=1

ist, wo L= a%f ... gesetzt ist. Dann bedeuten die Gleichungen
3) z=ple), y=4ql), =z=r(o g
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die Kurve der Kegelspitzen, ¢ den Bogen dieser Kurve, Im # die Richtungs-
cosinusse der Erzeugenden der Kegel; endlich liefert w = 1 fiir jeden be-
stimmten Kegel ¢ die Kurve, deren Punkte um die Einheit von der
Kegelspitze entfernt auf den erzeugenden Geraden liegen, v ist der Bogen
dieser Kurve.

Fiar die Richtungscosinusse der Kegelnormalen hat man
€)) X=mN—nM, - - .-
und die Bedingungsgleichung dafiir, da8 wir es mit ebenen orthogonalen
Trajektorien zu tun haben:

2dXd(YdZ—ZdY) =0,

nimmt nach Einsetzen der Werte von XdX usw. und gehoriger Verein-
fachung unter Beriicksichtigung von (2) und den sich aus (2) durch Dif-
ferentiation ergebenden Formeln die Gestalt an:
(5) XZ(dld*L—dLd*)+ ZLA[3(ZdLP Zdl?) — 4(ZLdl*] =0
Fithrt man die Differentiationen weiter aus, so erhdlt man eine Gleichung
von der Form

(6) Fy(dod*v—dvdig) + F,dv*+ Fydv*de + Fydvde®+ F,de*=0,

worin .
=S B=3E -1
B e+ 25 w3 5[ 2 (G) 1,
F—2 R - D e pa 6 DL D5 5
—6(35)+3 3 (F)
PRS-t S G +3 3G
“4(2’3%)2}

(7) 3

zu setzen ist.
Fiir du dv do findet man aus den Gleichungen

Az =(mN—nM)dT usw.,

da

ox ox ox
(8) u=b =l =9 tu ag
1st:

(9) du=— 2 de, dv=—(3 DLy+ DL a%f-) d

ond hieraus:
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dodo—doPo=— 5 DLy’ >yl dgd— (S o dv+2p’
+2Lp"d9)d92_(2Lg¥dg;_20@: 2Ly, +2@z oL 4 )

Durch Einsetzen von (9) und (10) in (6) erhalt diese Gleichung die Geestalt:

(10)

(11) hyhyhypoo,

worin

fo=— Fy(ZLp), |
= SRSy & - Sw) o5 Sty Su e 5, S0,
o B(Sefh S S - S+ Sy S8 2
- 3F12Lp'(2L§EZ) +2F, D1y ZL% ~F, DLy,
- (- SrEe S S E -3 - n(Te
+E(SL5) - B L + T
ist. Da die Funktionen f die Variable » gar nicht enthalten, muB wegen

(11) einzeln:
fo=fi=fi=f=0

sein. Betrachten wir zunichst f,=0. Das bedeutet entweder F, =0 oder
ZLy =0.
A) Fi=0. Aus (7) folgt dann 2(—?—5)2= 1. Dann ist aber, da

ZIL =0, also 2’1-——~—2L2=‘1
Sle ) =2 2G-S -

. b .
(12) l=—

ist:

Betrachten wir nun eine Kurve « = const. eines Kegels ¢, also eine Leit-
linie. Fir sie ist:

x=p+ul, -
ferner )
, M 1 oL 't l—_ Qig:
x=L, w=—d‘"a-;v*, = Gv*?

und wir erhalten fiir ihren Kriimmungsradius k¥ und ihre Torsion 7':
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) 1 1 oL 1 ‘L%é %:3?‘
@ a2 ooy

% ist konstant, 7T ist wegen (12) Null; wir haben es also mit einer Schar
gerader Krelskegel zu tun. Den halben Offnungswinkel ¢ eines dieser
Kegel erhilt man aus:

(14) sin g = =
Also ist wegen (13) 6 = <5 die Kegel arten in Ebenen aus, wir kommen

auf den oben schon erledlgten Fall der Ebenenschar
B) >'Ly'=0. Dadam auch D'y’ 2L —0und Z’Lp"+2p 9L o
ist, so0 werden f. und f, identisch Null; es bleibt nur noch

fo=0
zu betrachten librlg Zunichst sei noch folgendes bemerkt Aus
2Ly =0, S =0
folgt:
(15) p= Ty

VZ(“” ’

Andrerseits folgt aus ZLZ =0, ZL %£ =

aN 3M
"o 8v

N CE

und hieraus nach Multiplikation mlt LMN und Addition:

= I

Aus ZLp =0 folgt weiter Zlp’= (o), also mit Riicksicht auf (15), (16):

" VG -1=9@V 3G

{amn > (gf) {;—1—2@ ¥ (0).

Aus (15) ergibt sich dann durch Differentiation nach v, wie leicht zu
iibersehen:

(18)

L
Bv"

Tvze
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Durch Multlphkatmn dieser Werte mit LM N und Addition erhilt man,

o 3125 3
1/2 a”L

und wegen (18) sind also L M N durch die Differentialgleichungen bestimmt:

(19) Ly(o)+ 2 0, .
Die allgemeinsten Losungen derselben sind:
(20) =1 cos (pv) + ‘ sin (o) + 0y, v vy v - e

Die ABC, die Funktionen von ¢ sind, geniigen dabei wegen der zwischen 7
und seinen Ableitungen bestehenden Formeln den Beziehungen:

(1) ZA4'==B*—1, ZAB=3AC=3XBC=0, =(:— “”’w—l

Setzt man jetzt die Werte fiir Imn in die Gleichung f; =0 ein, ver-
einfacht gehdrig und filhrt zur Abklirzung noch die Funktionen gpyo ein
durch:

(22) ZAB=¢9(p), ZAC=y(9), ZB'C=onp),

so erhdlt man eine Gleichung von der Form:
(23) a,sin’(Ppv)+ aycosd () + agsin®(Yv)cos(Yv)+ -+ ay cos (P v) + ayy = 0.

In den Koeffizienten ¢ kommt der Winkel ¢v nicht vor, es sind Funk-
tionen von ¢ allein. (23) muB also identisch verschwinden: Dies liefert,
wenn durch & der Koeffizient des betr. Arguments bezeichnet wird, die
Relationen:

R (sin®) = R (cos® sin) = — R (sin),

R (cos?) = R (sin? cos) = — & (cos),

R (sin?) = R (cos®) =-—-8(1),

& (sin cos) = 0.

(24)

Fihrt man die Rechnung durch, so erhilt man als Ergebnis nur die
beiden Gleichungen: '

0yt (of + 1) — @ 1 ¥¥ — 309* + Y(ay” —a'¢) =0,

25 ’ ” 4
(26) {xw“(m%x*’)—-¢m¢¢’—3x¢*+¢(x¢ —1¥)=0,
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denen-man auch die Form geben kann:

(26) { o — 0’ = 9(z’+ o),
¥ (0’ + 17— 390" +4°) + ¥ ¥ (@* +27) — ¥ (w0’ +47) = 0

Wir gehen zur Deutung dieser Gleichungen iiber. Aus (13) ergibt sich
fiir Kriimmungsradius und Torsion einer Leitlinie » = const. eines Kegels o:

¥

1
T e
d. h. lings der Leitlinie ist % konstant,

) oL 9*L
Frar T
T ov ov

oL\2

« 2 (5)

Die Kegelschar besteht demmach aus geraden Kreiskegeln. Bezeichnen wir
weiter Krtimmungsradius und Torsion der Kurve (8), die von den Kegel-
spitzen gebildet wird, mit %, und T, so erhilt man mit Beriicksichtigung

von (15) und (20) und nach Einfithrung der Funktionen ¢yo die Aus-
driicke:

= 0 wegen (19).

[N

@k ede?
T B W

b

@7 ) ;
\7; = pra @0 —20'— 9+ o).

Aus der ersten Gleichung (26) ergibt sich sofort daB die Kurve der
Kegelspitzen eben ist,

Um die Kegelschar konstruieren zu konnen, miissen wir noch fiir
jeden Punkt der Kegelspitzenkurve den Offnungswinkel des zugehérigen
Kegels kennen. Diesen liefert uns die zweite Gleichung (26). Der halbe
Offnungswinkel 1 ist ja bestimmt durch:

1 1

. k
(28) sm}'=37=2p7’ Y=

Aus der ersten Gleichung (27) felgf dann:

2
@) 2+ ot =5

Setzt man die Werte (29) und (28) in die wweite Gleichung (26) ein,
so kommt:

(30) 1= k}z'? —kk) X tg A— k21" tg 4 =0,
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Aus dieser Gleichung findet man durch zwei Quadraturen:

. (31) cosl=03in(f%£+cr)

und diese Formel liefert fiir jeden Punkt der Kegelspitzenkurve die Offrung
des sugehirigen Kegels.

Wie liegen schlieBlich die Kegelachsen? Die Tangenten der Kegel-
spitzenkurve:

E=—p_n—q_t—r
p’ ql 1"

bilden im Punkte pgr mit den Erzeugenden des Kegels, deren Richtungs-

cosinusse ja Imn sind, einen Winkel, dessen Cosinus gleich Zl 1y — V«FE—I"
also =cos i, d h. der gleich dem halben 6ﬁ’nungswinke1 ist. Die

Kegelachsen sind demmach die Tangenten der Kegelspitzenkurve. Wir haben
damit folgende Konstruktion der Kegelschar:

Satz. Man gibt sich eine belicbige ebene Kurve, konstruiert in allen
Punkten die Tangenten am diese Kurve und benutzt sie als Achsen, die
Beriilrungspunkte als Spiteen der zu konstruierenden Kegel. Als halben
Offnungswinkel nimmt man den Winkel A, der sich aus der Formel (31)
ergibt, worin CC’ willkiirliche Konstanten sind und ¥, den Kriimmungs-
radius der gewdhlten Kurve in dem betreffenden Punkte bedeutet.

Wihlt man, um eine einfache Konstruktion zu erzielen, (=1, ¢’ =0,
so daB

. ]
cos 1 = sin 7:3
wird, so bemerkt man, daB das Integral den Winkel darstellt, den eine
Tangente der Kegelspitzenkurve mit einer festen Tangente bildet. Dies
fithrt zu dem
Satz. Man gibt sich eine belicbige ebene Kurve und auf ihr eine feste
Tangente. Von jedem Punkte der Kurve aus follt man das Lot auf die
feste Tangente. Durch Rotation dieser Lote wm die Tangenten in den zu-
gehorigen Kurvempunkten erhili man die Kegel der Schar.
IIT) Scharen von Zylinderflichen und von beliebigen Abwickelbaren.
Fiir diese Flichenscharen seien hier nur die Resultate angegeben.
Geht man von #hnlichen Parameterdarstellungen aus wie in dem eben
behandelten Beispiel, so erhilt man in beiden Féllen #hnliche, nur noch
weit kompliziertere Rechnungen als im Beispiel der Kegelscharen. Die
Diskussion der dadurch erhaltenen Gleichungen fiihrt zu einfachen Ergeb-
nissen, die in keinem Verhiltnisse zur Langwierigkeit der Rechnungen
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stehen, so daB die Hoffnung besteht, es werde gelingen, diese Resultate
auch auf einfachem Wege abzuleiten. — Man gelangt zu folgenden Sitzen:

Eine Schar von Zylinderflichen hat nur dann ebene orthogonale Tra-
Jektorien, wenn die erzeugenden Geraden der Zylinder simtlich einander
parallel sind.

Um 2ur allgemeinsten Schar abwickelbarer Flichen zu gelangen, deren
orthogonale Trajektorien cbene Kurven sind, geht man von einer Fliche
aus, deren Kriimmungslinien der eimen Schar eben sind. Die Abwickel-
baren lings der Kriimmungslinien der zweiten Schar bilden damn die ver-
langte Flichenschar.
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Einladung zum 4. Internationalen Mathematiker-Kongre§
in Rom 1908.

Der OrganisationsausschuB des Kongresses hat folgende Einladung erlassen und um
ihre Verbreitung durch die mathematischen Zeitschriften gebeten:

Hochgeehrter Herr!

Der OrganisationsausschuB hat die Ehre, Sie zur Teilnahme an dem
vierten internationalen Mathematiker-Kongresse einzuladen, der

vom 6, bis zum 11. April 1908 in Rom

stattfinden soll. Wie Ihnen bekannt, fanden die friitheren Kongresse in
Zirich (1897), in Paris (1900) und in Heidelberg (1904) statt; bei dieser
letzten Versammlung wurde Rom zum Sitze des niichsten Kongresses gewihlt.

Unser AusschuB hat den KongreB unter die Leitung einer zahlreichen
internationalen Vertretung der «R. Accademia dei Lincei» und des «Circolo
Matematico di Palermo» gestellt*), und wird sein moglichstes tun, damit
der KongreB der hervorragenden Geelehrten, die an ihm teilnehmen, wiirdig
ausfalle und der Wissenschaft gute Dienste leiste.

Im Hinblick auf die Zwecke, fiir welche diese internationalen Kongresse
ins Leben gerufen wurden, glaubt der AusschuB, daB, bei dem gegen-
wirtigen Stande der mathematischen Wissenschaften nach einem Jahrhundert
unermiidlicher Forschung, es niitzlich und willkommen sein wird, einen
Uberblick iiber die hauptsichlichsten bis jetat erreichten Resultate zu
geben und zugleich die wichtigsten Fragen zu beleuchten, die heute im
Vordergrunde stehen.

Wir haben uns daher bemiiht, eine Reihe von Vortriigen anzuregen,
die einen Uberblick tiber den gegenwirtigen Stand der mathematischen
Wissenschaften und deren Anwendungen zu geben bestimmt sind. Zu
unserer Freude konnen wir Thnen mitteilen, daB, unseren Absichten freundlich

*) Zur Teilnahme am internationalen AusschuB sind, vom Prisidenten der
«R. Accademia dei Lincei», alle italienischen und auswartigen Mitglieder der mathe-
matischen und mechanpischen Sektion der genannten Akademie eingeladen worden,
auBerdem der Prisident und die Mitglieder des «Consiglio Direttivoy des «Circolo
Matematico di Palermo».
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entgegenkommend, die Herren G. DarBOUX, A. R. ForsyTH, D. HILBERT,
F. KuewN, H. A. LoreNTz, & MiTTAG-LEFFLER, S. NEWCoMB, E. Picarp,
H. POINCARE geneigt sind in den allgemeinen Sitzungen Vortrige zu halten,
deren Themata spiter angezeigt werden sollen.

BLASERNA, Prdisident.

. CASTELNUOVO, Generalsekretir.
REva, Kassierer.

CERRUTI.

D1 LecGE.

PITTARELLI.

SELLA.

ToNELLI.

. VOLTERRA.

Der OrganisationsausschuB:

dpprar<d<da

Fir alle auf den KongreB beziiglichen Auskiinfte wende man sich an

Prof. G. CasTELNUOVO,
b Piazza 8. Pietro in Vincoli, Rom (Italien).
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MATHEMATIKER-KONGRESS
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des IV. internationalen Mathematiker-Kongresses:

P. Blaserna, Prisident. 6. Castelnuove, Generaisekretir, V. Reina, Kassier,
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