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Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.

I Teil: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen
vorgeschriebener.*)

Von

Eruarp Scemipr in Bonn.

Einleitung.

Fredholm**) hat eine Auflosungsformel der inhomogenen linearen
Integralgleichung

Fs) = o(s) — 1 [ K(s, t) p(t) dt

entdeckt, welche das Resultat enthielt, daB diese Gleichung nach @(s
stets aufgeldst werden kann, wenn A nicht eine der Nullstellen einer
gewissen ganzen Transzendenten d(A) ist. Fiir diese Werte von 4, in
Hilbertscher Bezeichnung die sogenannten ,, Eigenwerte des Kernes K(s,¢)“
und nwr fiir diese 168t, wie Fredholm ferner zeigte, die homogene
Gleichung

0 = g(s) — fo(s, £ g(t) dt

Losungen zu, die nach Hilbert ,zum betreffenden Eigenwert des Kernes
K(s, t) gehirige Eigenfunktionen genannt werden. Hilbert***) hat die
in der Theorie der partiellen und gew&hnlichen Differentialgleichungen sc
wichtigen Fragen nach der Existenz sogenannter Normalfunktionen und
der Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach ihnen durch Ein-
filhrung der Greenschen Funktion suf das viel allgemeinere Problem
zuriickgefiihrt, die Existenz von Eigenfunktionen eines in s und ¢ sym-

*) Dieser Teil ist bis auf das neu hinzugekommene IV** Kapitel, den § 13
und unwesentliche Anderungen in den tbrigen Kapiteln ein Abdruck meiner im
Juli 1905 erschienenen GUttinger Inauguraldissertation.
**) Acta Mathematica Bd. 27.
**¥) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen. M&them~
Phys. Cl. 1904 Heft 3. i
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434 Ennarp Scumior.

metrischen Kernes K(s,t) zu beweisen und die Gesetze der Entwickel-
barkeit willkiirlicher Funktionen nach ibnen aufzustellen. Die Greensche
Funktion selbst wird durch eine Integralgleichung mit unsymmetrischem
Kerne bestimmt, wobei die Kredholmschen Formeln zur Anwend
kommen. Indem nun Hilbert*) das fiir die willkiirlichen stetigen Funk-
tionen z(s) und y(¢) gebildete Doppelintegral

f.bfb K(s, t)z(s)y(t) dsdt

als quadratische Form von unmendlich viel Variabelen betrachtet, erhalt
er durch Grenziibergang den der kanonischen Orthogonalzerlegung quadra-
tischer Formen entsprechenden Zerlegungssatz

S K6 Da@@asar=3} [alpds- [o0r,0)at

Hierbei durchléduft ¢,(s) alle Eigenfunktionen des Kernes — jede mit
einem solchen Faktor versehen, daB das Integral iiber ihr Quadrat 1
gibt — und 1, die zugehdrigen Eigenwerte. Aus diesem Satze folgt
zunéichst unmittelbar, daB jeder symmetrische Kern Eigenfunktionen hat.
Unter der Voraussetzung, daB der Kern ein ,allgemeiner ist, d. h. daB
es zu jeder stetigen Funktion «(s) und jeder beliebig kleinen positiven
GroBe & eine stetige Funktion ﬂ(s) glbt so daB '

f{a(s) -fK(s, 1) B(¢) dt)2ds < &

ist, leitet dann Hxlbert den grundlegenden Entwicklungssatz ab, daB jede
unter Vermittelung einer stetigen Funktion h(s) durch das Integral

9(s) = JZK(s, t) h(2) dt

darstellbare Funktion g(s) in eine absolut und gleichm#Big konvergente,
nach Eigenfunktionen des Kernes K(s, t) fortschreitende Reihe entwickelbar
ist. Diese S#tze enthalten implicite auch die analogen fiir die Integral-
gleichung

.

0=9(s) - 1 [ G(s, )p(t) v (t)dt

— wo G(s,t) symmetrisch und p(¢) > 0 ist —, welche durch die Sub-
stitution
Vo) w(e)=9(s), - VP(s): G(s, £) - V() = K(s, £)

* Nachrichten der K. tiesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathem.-
Phys. Cl. 1904 Heft 1.
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auf die obige Gleichung
b
0= g(s) — 4 [ K(s, 1) g(t) dt

zuriickgefiihrt wird. Eine Reihe verwandter und z. T. siquivalenter Theoreme
hat Stekloff¥) mit Hilfe der von ihm weit ausgebildeten Schwarz-
Poincaréschen Methoden erhalten.

Nach Erledigung einiger Hilfssitze im ersten Kapitel der vorliegen-
den Arbeit finden im zweiten die Hilbertschen Sitze, unter Vermeidung
des Qrenzlibergangs aus dem Algebraischen, sehr einfache Beweise. Zu-
niichst wird die Existenz von Eigenwerten durch ein Verfahren bewiesen,
das, einem beriihmten Beweise von H. A. Schwarz nachgebildet**), in der
Sprache der Fredholmschen Formeln darauf hinauskommen wiirde, daB
die Gleichung

. 0(4)=0

nach der Bernoullischen Methode aufgelost wird. Aus dem Existenzsatz
ergeben sich die Entwicklungssitze in analoger Weise, wie aus dem
Fundamentalsatz der Algebra die Entwicklung einer ganzen Funktion in
ein Produkt von Linearfaktoren. Hierbei stellt sich die Giltigkeit des
Hilbertschen Entwicklungssatzes als unbeschréinkt heraus, postuliert also
insbesondere nicht die von Hilbert gemachte Voraussetzung der ,All-
gemeinheit® des Kernes. Das erwihnte, der kanonischen Orthogonalzer-
legung quadratischer Formen entsprechende Hilbertsche Zerlegungstheorem
kann dann aus dem Entwicklungssatz durch Integration unmittelbar ge-
wonnen werden. Die durch mehrfache Nullstellen der Funktion d(1)
verursachten Komplikationen treten bei der hier gegebenen Beweisanordnung
nicht auf. Die Fredholmschen Formeln werden nicht bemutzt, vielmehr
liefert die unbeschriinkte Giiltigkeit der Entwicklungssitze fir den Fall
des symmetrischen Kernes eine neue Gestaltung der Aufldsung der in-
homogenen linearen Integra.lgleichung #kk)  Jede unsymmeirische lineare
Integralgleichung 1aBt sich aber, wie in § 13 gezeigt wird, durch eine
einfache Substitution auf eine symmetrische zuriickfithren.

Indem im dritten Kapitel die Voraussetzung der Symmetrie des Kernes
fallen gelassen wird, werden die Funktionen ¢,(s) und 9,(s) dann als

* Mémoires de 1'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg 1904 p. 7 ete.
Annales de la Fac. de Toulouse 22 8., VI 1905.

* H. A. Schwarz, Gesammelte Abha.ndl\mgen Bd. 1, 8. 241—262,

*+%) Vergl. noch die wihrend des Druckes vorliegender Arbeit von Hilbert ver-
offentlichte umfassende Neubegriindung der Theorie der Integralgleichungen auf
Grund der von ihm geschaffenen Theorie der quadratischen Formen von unendlich
viel Variabelen. Gottinger Nachrichten 1006, Vierte und Finfte Mitteilung.

' 28*
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ein zum Kigenwerte 4, gehoriges Paar von adjungierten Eigenfunktionen
des Kernes K(s, ¢) definiert, wenn die Gleichungen

9.() =4, [K(s,0)v,(t) dt

8.05) = 4, [ K(49)9,(0)

bestehen; ¢,(s) moge eine Eigenfunktion der ersten, v,(s) eine der
zweiten Art heiflen. Es ergeben sich dann die Entwicklungssitze in
folgender Gestalt: Ist die stetige Funktion g(s) unter Vermittelung der
stetigen Funktion 4(s) durch das Integral

g(s) =./3K(s, £ h(t)dt

darstellbar, so ist g(s) in eine absolut und gleichm#Big konvergente nach
Bigenfunktionen erster Art fortschreitende Reibhe entwickelbar; ist

o) = Kt ) (9 a,

so 1aBt sich g(s) in gleicher Weise nach Eigenfunktiomen zweiter Art
entwickeln. Aus diesen Sitzen wird durch Integration der der kanonischen
Orthogonalzerlegung bilinearer Formen entsprechende Zerlegungssatz ge-
wonnen

b b b [
JTEG, 2@ y@dsdt = D+ [o6) 9. () ds [y v,@) dt.
Die Sitze des dritten Kapitels sind meines Wissens bisher nicht bekannt.

Die Entwicklungen von Funktionen zweier Variabelen nach Potenzen,
nach trigonometrischen, nach Kugel- und vielen anderen Funktionen
lassen sich in Gestalt einer Reihe schreiben, welche nach Produkten einer
Funktion der einen Variabelen mit einer Funktion der anderen fortschreitet.

Im AnschluB an diese Bemerkung entspringt fiir die Variations-
rechnung folgende Frage, welche den Gegenstand des vierten Kapitels
bildet: Gegeben sei eine stetige Funktion K(s,?) von zwei Variabelen
s und £. Gesucht wird ein System von hochstens m Paaren einer stetigen
Funktion von s und einer stetigen Funktion von ¢, so daB die Summe
ihrer Produkte die gegebene Funktion K(s,?) moglichst gut approximiert.
Das MaB der Approximation, dessen Minimum die Problemstellung fordert,
soll wie gewdhnlich durch das Doppelintegral iiber - das Fehlerquadrat
definiert werden. Es wird bewiesen, daB die Losung des Problems durch
die m ersten Paare adjungierter Eigenfunktionen des unsymmetrischen
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Kernes K(s, t) gebildet wird. Fiir das MaB der besten Approximation M,,
ergibt sich die Formel

M, ~ fjf(K(s, H)*dsdt —Em%,
o a y=1

wo 4, die m ersten Eigenwerte des Kernes K(s,¢) durchliuft, und es
zeigt sich, daB das MaR der besten Approximation mit wachsendem m
verschwindet.

Alle Sitze und Beweise der vier ersten Kapitel behalten ihre Giiltig-
keit, wenn s und { Punkte eines #-dimensionalen ganz im Endlichen
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden
Gebildes in einem (% - m)-dimensionalen Raum bedeuten, und ds und d¢
die entsprechenden Elemente.

Das fiinfte Kapitel setzt das zweite, dritte und vierte micht voraus,
sondern nur die im ersten bewiesenen Hilfssiitze. Die Theorie der Ent-
wicklung von Funktionen nach Potenzen und Polynomen, nach Fourier-
schen Reihen und unendlichen Reihen endlicher trigonometrischer Reihen,
nach Kugelfunktionen und nach Normalfunktionen partieller und gewohn-
licher Differentialgleichungen legt die Frage nahe: Glegeben sei eine un-
endliche Reihe im Intervall a <o < definierter reeller stetiger Funktionen
o, (@), @ (), -, 9,(®),---. Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede
im Intervall a <o <b definierte stetige Funktion sich in eine gleichmiBig
konvergente, nach den Funktionen ¢,(#) oder endlichen linearen Aggregaten
derselben fortschreitende Reihe entwickeln 188t? Oder mit andern Worten:
Was sind die Bedingungen dafiir, daB jede im Intervall a <2 < b defi-
nierte stetige Funktion durch Funktionen des Funktionenkérpers, welcher
aus der Reihe der ¢,(2) durch die Operationen der Multiplikation mit
Konstanten und der Addition entsteht, gleichmiBig approximiert werden
kann? Und wenn das der Fall ist, wie bestimmen sich die Koeffizienten
einer solchen Entwicklung?

Nennt man nun das gegebene Funktionensystem der ¢, (x) dann ein
abgeschlossenes, wenn es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x)
gibt, so daB fiir jedes »

S @) g,@)dz =0

. ist, so erhellt vorweg, daB die Abgeschlossenheit des Systems der g, ()
eine notwendige Bedingung fiir unsere Forderung darstellt.*) Anderenfalls
miissten némlich alle entwickelbaren Funktionen der Bedingung geniigen,

*) Diese Bemerkung ist schon von J.P. Gram, Crelles Journal Bd. 94, S. 58
gemacht worden.
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daB ihr Produkt, mit f(z) von @ bis b integriert, Null ergibt, und diese
Bedingung wiirde z. B. von der Funktion £(z) selber und allen geniigend
wenig von ihr abweichenden nicht erfiillt werden.

Es wird nun gezeigt, daf ebenso wie die Abgeschlossenheit des vor--
geschricbenen Funktionensystems eine mnotwendige Bedingung fiir unsere
Forderung darstellt, die Abgeschlossenheit des Systems seiner zweiten Ab-
leitungen eine hinreichende ist, wenn noch nétigenfalls die Funktionen 1
und « adjungiert werden. Ist die darsustellende Funktion einmal stetig
differenzierbar, so ergeben sich fiir die Koeffizienten der Darstellung gone
allyemein giiltige einfache Formeln.

In einer an die hier vorliegende sich unmittelbar anschlieBenden
Abbandlung wird zunichst eine neue und sehr einfache Methode zur
Auflosung der linearen unsymmetrischen Integralgleichung auseinander-
gesetzt werden. Die dieser Methode zugrunde liegenden Prinzipien er-
mbglichen auch eine Behandlung der nicht linearen Integralgleichungen,
welche den Gegenstand des zweiten Teiles dieser Abhandlung bilden wird.
Unter einer nicht linearen Integralgleichung verstehe ich eine Funktional-
gleichung, welche eine solche Bestimmung der gesuchten Funktionen
fordert, daf eine gegebene Funktion einer konvergenten unendlichen
Reihe gleich wird, deren Glieder aus den gesuchten Funktionen und
weiteren gegebenen Funktionen durch die Operationen der Integration
und Multiplikation und also auch Potenzierung zu positiven ganzzahligen
Exponenten entstehen. So ist z. B.

£&) — [ [E(s, 4, 7) (9" (9@ dtdr =0,

wo ¢(s) gesucht und f(s) und K(s, %, ) gegeben sind, eine solche nicht
lineare Integralgleichung. Ebenso nun wie die gewdhnliche nicht lineare

Gleichung )
, y = f(

in der Umgebung einer Losung eine und nur eine Losung zuldBt, wenn
f'(2) nicht verschwindet, im anderen Falle aber Verzweigungen eintreten,
so hingt auch der Losbarkeitscharakter einer nicht linearen Integral-
gleichung in der Umgebung einer Losung von einer abgeleiteten linearen
Integralgleichung ab. Verschwindet fiir diese der Fredholmsche Neuner
0(1) nicht, so hat die nicht lineare Integralgleichung in der Umgebung
eine und nur eine Losung, verschwindet aber 0(1), so treten fumktionale
Verzweigungen ein, fiir welche es gelingt die den Puiseuxschen ent-
sbrechenden Sitze aufzustellen.

Diese Theoreme ermoglichen es z. B. bei den nicht linearen elliptischen
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Abhingigkeit der
Losungsflichen von den Randwerten zu verfolgen und zwar mit vollstindiger
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Beherrschung der Verzweigungen d. h. derjenigen Lésungen, in deren
Umgebung es fiir willkiirlich aber wenig verinderte Randwerte nicht
mehr eine sondern mehrere Losungsflichen gibt. Der Verzweigungs-
charakter hingt davon ab, ob die Jacobische derivierte lineare Differential-
gleichung bei den Randwerten Null von Null verschiedene Losungen hat
oder nicht, was durch die Betrachtung einer linearen Integralgleichung zu
entscheiden ist.

Auch die von Poincaré entdeckte Bifurkation in der Theorie der
rotierenden Gleichgewichtsfiguren ist eine solche Verzweigung einer nicht
linearen Integralgleichung. In einer dritten Abhandlung werde ich diese
und noch mehrere andere Anwendungen ausfiihrlich auseinandersetzen.

" Erstes Kapitel.
Vorbereitende Sitze iber orthogonale Funktionen.
§ 1
Die Besselsche und die Schwarzsche Ungleichung.

Es seien 9,(x), ¥,(2), - -+, ¥,(2) n stetige im Intervall a Lz <b
definierte reelle Funktionen, welche simtlich zueinander orthogonal sein,
d. h. fiir jedes Paar voneinander verschiedener Indizes 4 und » der Gleichung

S¥.@ ¥, (@) de=0

gentigen mdgen, und welche auBerdem noch sédmtlich normiert sein, d. h.
fiir jedes » der Gleichung

b
tf(zjz,(x))’olav =1

geniigen mégen. Dann gilt fiir die beliebige reelle stetige Funktion f(z)
die Besselsche Identitit

y=n =2

j(f(x)—-Z«p (x)ff(y)w (y)dy) dx _f(f(x)>2 dz “‘Z(ff(?/)ﬂ’ (y)dy)
2 (f F),() dy)’g f (fa)ds.

Ist die gegebene Relhe der zueinander orthogonalen und normierten
Funktionen unendlich, so ergibt diese letzte Ungleichung wegen des
positiven Vorzeichens aller Summanden die Konvergenz der Reihe

2 ( ff(y) ¥,(y) dy)"

y=1
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Es seien nun f(x) und ¢(x) zwei reelle stetige Funktionen. Setzt

V f () dy

Ungleichung fdr den Fall n =1 ergibt

, s0 ist ¢, () normiert, und die obige Besselache

([@ 0@ dz)' < [(f@) dz

(ff@) 9@ da)'S [(f@)dz - [(pw)da.

Das ist die bekannte Ungleichung von Schwarz. Die Besselsche Identitit
und alle in diesem Paragraphen aus ihr gezogenen Folgerungen bleiben
giltig, wenn f(x) eine reelle integrabele Funktion ist, deren Quadrat
von a bis b integriert auch einen endlichen Wert gibt, woraus wegen

@) - v,(2) £ (f@) + (¥,@)
auch die Endlichkeit und Bestimmtheit von

JT@v @) da
folgt. a

§ 2.
Ein Konvergenzsatz.

Es sei Q(2 «) innerhalb des Gebietes a <2z < b, a L 2L b als reelle
nach z integrabele Funktion von z und x definiert, und es gelte fiir
a < 2L b die Ungleichung

3

J @6, 0)rd < 4,
wo A eine Konstante bedeutet; es sei ferner 9,(z), ¥,(2), - -, ¥, (&), -
eine unendliche Reihe reeller stetiger Funktionen, welche in der Be-
zeichnungsweise der vorigen Paragraphen normiert und zueinander ortho-
gonal sein modgen. Dann konvergiert, wenn f(x) eine beliebige reelle
integrabele Funktion bedeutet, deren Quadrat von a bis b integriert auch
einen endlichen Wert ergibt, d].e Reihe

= =0

> ff(y)w () dy f 0z, 2) v, (@) dz = ZU@

y=31 a
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fir ¢ <z < b absolut und gleichmiBig; und zwar ist

Zl U(s)| <2V4 1/2 f £(4) 9,(y) dy)

wo der Ausdruck auf der rechten Seite, wegen der im vorigen Paragraphen
bewiesenen Konvergenz der Reihe ( f v, (v dy) mit wachsendem n
verschwindet. v=1

Beweis. Es ist

v=rtm

N0E1 =D U — DU,

wo k diejenigen der Indizes »n, #n + 1, - - ., n + m durchliuft, welche fiir
den betrachteten Wert von 2 positiven Gliedern der Summe, und ¢ die-
jenigen, welche negativen entsprechen.

Vertauscht man auf der linken Seite das Summen- mit dem Integral-
zeichen, so ergibt sich gem#f der im vorigen Paragraphen gegebenen
Ungleichung von Schwarz

2 U@ gl/f (@) dxl/ f (Dlu@ f F(u),(v) dy)’ da

Da nun die Funktionen ¢,(2) zueinander orthogonal und normiert sind,

so ist
S (@) [10)v.0) ay) dz = D (@) wy) dy)*
< S 1w, 0 ) .

und mithin ist

=00

4
U@ VA D [1w)v.6) ).
* r=n a
Dieselbe Ungleichung erhilt man fiir

—2 T,@),

und durch Addition dieser belden Ungleichungen ergibt sich die 0
beweisende. -



442 Eruarp Scumipr.

Zusatz. Wahlt man fiir (2, ) diejenige unstetige Funktion, welche
fir <z gleich + 1 und fiir 2> 2 gleich 0 ist, so folgt, daB die Reihe

fo(y)w (y)dyfw (@) da

fiir a <2 < b absolut und gleichmiBig konvergiert.

§ 3.
Ersetzung linear unabhiingiger Funktionensysteme durch orthogonale.

Es seien ¢, (%), ¢5(), -, ¢,(@) n fir a <2 < b definierte reelle
stetige Funktionen, die als linear unabhéingig vorausgesetzt werden. Dann
konstruieren wir die Funktionen*)

( x) ’391 (@

f (9 )*dy

a

b
9@ — 9. @) [ () ¥, (2) d

Py (o) =

14 [3
Vf(% @ — b ) [ 94 &) ¥, (2)d2)* dy

o=n-1

9, @) 2%@)] P, (2) w,(2) di

a(@) = — :
Vf (9. 2 Yo f 945 B, () d2)* dy

Durch diese Formeln ist fiir jedes v ¢,(2) rekursiv durch ¢,(2),
%(x) *+, @,(«) linear homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar
und umgekehrt auch @, (z) durch ¥,(z), ¥,(#),- -, ¢,(x). In keiner der
Formeln kann néimlich der Nenner verschwinden; denn wire v der erste

" Index, fiir welchen das geschihe, so miiBte

o=yt b
9,@) — D 0,(@) [9,(2) #,(2) 4z = 0
e=1 @

sein, und da die () aus den (), 9,(@), - - -, p,_,(%) linear homogen

*) Im wesentlichen dieselben Formeln sind von J. P. Gram in der Abbandlung
pUeber die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der
kleinsten Quadrate“, Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. -
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mit konstanten Koeffizienten zusammengesetzt werden konnen, so wiirde
sich ein Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der
Funktionen ¢, (2), ¢3(), -, ¢,(%) ergeben. Die Funktionen ¥, (), y(x),
ooy @, () bilden ferner cin normiertes und orthogonales Funktionensystem
d. h. geniigen den Gleichungen

b
/)wﬂ(x) ¢, (x)dz =0 oder 1,

je nachdem » und p verschieden oder gleich sind. Das ist zunichst klar
fir die Funktionen ¢,(%) und 9,(2); nehmen wir nun das Normiertsein
und die Orthogonalitit des Funktionensystems ¥, (%), ¥, (%), %, _, (%) an, so
folgt dasselbe auch fiir das Funktionensystem ¢, (%), ¥,(2),---,¢,_,(®),%,(%),
denn es ist

b b
Sw@yde=1 wd [v,() V(o) =0 fir e<w—1.

. Wenn die Funktionen ¢, (%), @,(2), -, ¢,_,(2) zwar ein linear un-
abhiingiges System bilden, aber nicht die Funktionen ¢, (), (%), -, 9,(2),
dann ist die lineare Abhingigkeit der letzteren gegeben durch die (leichung

Pu(@) = D 0,(0) [ 9(2) 0,6 02 = 0.
¢=1 @

Denn verschwinde dieser Ausdruck nicht identisch, so wiren die Funk-
tionen ¥, (), ¢,(x),- -, ¥,(x) linear homogen mit konstanten Koeffizienten
darstellbar durch die Funktionen ¢, (%), ¢;(x), - - -, ¢,(2) und mithin auch
wegen der vorausgesetzten linearen Abhingigkeit der letzteren durch die
Funktionen ¢, (%), ,(#), - @,_.(%). Es miissen also die Funktionen
¥ (%), ¥, (2), - -+, ¥,(2) linear voneinander abhingig sein. Das ist aber
unmdglich; denn in einem orthogonalen System kann keine Gleichung

von der Form N
201’11)1’ (x) = O

bestehen, wo nicht sémtliche ¢, = 0 sind, wie sich durch Multiplikation
dieser Gleichung mit ¥,(z) dz und Integration von a bis b ergibt.

Wir haben also in den Zihlern der diskutierten Ausdyiicke eine Reihe
von linearen homogenen Formen der Funktionen @,(z), @o(x),- -, 9,(2),
deren Eigenschaft es ist, im Falle einer linearen Abhingigheit zwischen den
letateren dieselbe durch das identische Verschwinden einer der Formen wicht
blof als notwendiges und hinreichendes Kriterium anzuzeigen, sondern auch
daraustellen.
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SchluBbemerkung. Alle Formeln und Sitze dieses Kapitels mit
Ausnahme des Zusatzes zu § 2 behalten ihre Giiltigkeit, wenn 2, y, # Punkte
"eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegenden, aus einer endlichen
Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes in einem % 4 m-dimensio-
nalen Raum bedeuten, und dz, dy, dz die entsprechenden Elemente.

Zweites Kapitel.
Uber die lineare symmetrische Integralgleichung.
§ 4
Begriff der Eigenfunktion.

Es sei K(s,?) eine fiir a <s <b, a <t < b definierte, reelle, stetige
Funktion, die in s und ¢ symmetrisch ist. Dann heiBt jede stetige, nicht
identisch verschwindende, reelle oder komplexe Funktion ¢(s), welche
identisch in s der Gleichung

9() =1 [ K(s,1) p(t) dt

gentigt, wo 4 eine Konstante bedeutet, eine zu dem betreffenden Eigen-
werte von A gehorige Eigenfunktion des Kernes K(s,?).

Zwei au verschiedenen Werten von A gehirige Eigenfunktionen @, (s)
“und @,(s) sind sueinander orthogomal, d. h. geniigen der Gleichung

S 9,(6) 9,(5) ds = 0.

Denn es sel

9,(6) = 4, [ E(s,1) 9, (0) dt,

9,6 = 4, ) E(s,1) 9, dt;

multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit A,¢,(s) ds, die zweite
mit 2,9,(s) ds, integriert von @ bis b und subtrahiert, so ergibt sich
bei Beriicksichtigung der Symmetrie von K(s, ?)

(lv— l,u)fq),u(s) lp,,(S) ds = 0’

woraus die zu beweisende Gleichung folgt.
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Wire ¢, (s) eine zu einem komplexen Eigenwerte von K(s,?) ge-
hérige Bigenfunktion, so wiirde die zu ¢,(s) konjugierte Funktion zum
konjugierten Eigenwerte gehoren, wegen der Verschiedenheit dieser beiden
Eigenwerte miiBten dann ¢,(s) und die zu ¢,(s) konjugierte Funktion
zueinander orthogonal sein, was unmdoglich ist, da das Integral tiber das
Produkt zweier konjugierter Funktionen stets groBer als O ist. Also sind
alle Eigenwerte des Kernes K (s, t) reell.

* Ist y(s) eine komplexe Eigenfunktion, so folgt, weil, wie eben ge-
zeigt, der zugehorige Eigenwert reell sein muB, daB ¢ (s) =g(s)+ip(s),
wo @(s) und §(s) reelle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes sind. Aus
diesem Grunde sollen in allen folgenden Sitzen dieses Kapitels nur die
reellen Eigenfunktionen betrachtet und unter der Bezeichnung ,FEigen-
funtion’ verstanden sein.

§ 5.
Das vollstindige normierte Orthogonalsystem.

Die Anzahl linear unabhingiger zu einem bestimmien FEigenwerte
gehoriger Eigenfunktionen ist endlich.

Beweis: Da jedes aus zum selben Eigenwerte gehorigen Eigen-
funktionen mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare homogene
Aggregat wieder eine zum betreffenden Eigenwerte gehorige Eigenfunktion
liefert, so ergibt die Konstruktion des § 3 zu jedem System von # linear
unabhingigen zum Eigenwerte 1 gehorigen Eigenfunktionen ein System
von ebensovielen Eigenfunktionen desselben Eigenwertes, welche normiert
und zueinander orthogonal sind; dieselben mdgen jetzt durch ¢, (5),
95(s), - + -, @,(s) bezoichnet werden. Die im § 1 gegebene Besselsche
Ungleichung liefert dann fiir jedes s

b v=n b r=n
S &, oparz D K, p,0)dt) = 5 D (0,05
a =1 a r=1

multipliziert man diese Ungleichung mit ds und integriert von o bis b,
so ergibt sich bei Beriicksichtigung der Gleichungen

4
S (o,6)rds =1

die Beziehung b b
n<af f (K, 9)*ds dt,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Ist die Anzahl der linear unabhingigen zu einem Rigenwert ge-
horigen Eigenfunktionen gleich m, so heiBt der betreffende Eigenwert
ein m-facher.
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Ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s, t) soll
ein solches System von normierten und zueinander orthogonalen Eigen-
funktionen dieses Kernes heiflen, daB jede Eigenfunktion dieses Kernes
sich linear homogen mit konstanten Koeffizienten durch eine endliche
Anzahl von Funktionen des Systems darstellen l4Bt.

Die in der Darstellung einer Eigenfunktion durch Funktionen des
Systems vorkommenden Funktionen desselben miissen alle zum selben
Eigenwerte gehdren wie die darzustellende Funktion; denn es sei die
Gleichung

b= 2 6,0
eine solche Darstellung fiir die Eigenfunktion 3 (s) durch Funktionen des
Systems; dann ist wegen der Orthogonalitit der letzteren

¢,=f v(s) 9,(s) ds,

und dieser Ausdruck verschwindet, wenn % (s) und @, (s) zu verschiedenen
Eigenwerten gehoren, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde.

Man erhilt ein solches vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des
Kernes K (s, t), indem man zu jedem Eigenwerte A durch die Konstruktion
des § 3 ein System von ebenso vielen normierten und zucinander orthogonalen
FEigenfunktionen bildet, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwertes
betrdgt.

Durchliuft ¢,(f) eine beliebige endliche Anzahl von Funktionen
eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des Kernes K(s, ?)
und 4, die entsprechenden Eigenwerte, so folgt aus der Besselschen
Ungleichung

S & vpaz D SE 6,0 9,0 1t) = X 5 (9,0
a [4 a ¢ ¢

b b
JJ(K(s,t>)2dsdtgeZ,’lLZ.

Hieraus ergibt sich, dap die Eigenwerte -des Kernes K (s, t), jeder nach seiner
Vielfachheit gezahlt, keine Haufungspunkte im Endlichen haben komnen. Also
lassen sie sich ihrem absoluten Betrage nach in eine Reihe anordnen, und
wenn es threr unendlich viele gibt, so wachsen die absoluten Betrige iiber
alle Grenzen. ’

- -~
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8§ 6.
Die iterierten Kerne,*)
Wir definieren
Ki(s,§) = K(s, t),

Es, 1) = [ K(s,r) E*(r, ) dr,

Ko(s,8) = f K(s,7) E*=*(r, 8) dr.

Denkt man sich dann K"*!(s,t) als n-faches Integral iiber das Produkt
von n + 1 Kernen explizite ausgedriickt, so erhellt sofort

) Ke+o(s, 8) = [ Ke(s,7) K*(r, ) dr,
K (s, t) = K (t, 5).

Ferner kann keine der Funktionen K"(s,?) identisch in s und ¢ ver-

schwinden. Denn wire
K~(s,8) =0,

Kn+i(s, 1) =0,

80 wire auch

und gemdf (1) wére auch
b
S En(s, ) En(r, ) dr =0,

wo n, die ganze unter den beiden Zahlen —275 und Z > ! bedeutet; mithin

wire auch

b [
0= [ Eu(s,r) Kn(r, s) dr = [ (Bns, )t dr,

woraus das in s und ¢ identische Verschwinden von Km(s,?) folgen
witrde. Durch gentigend hiufige Wiederholung dieses SchluBverfahrens
wiirde sich das identische Verschwinden von K(s,{) im Widerspruch zur
Voraussetzung ergeben.

Es sei

o) =4 K5, 0 o) dr.

Dann ist
9(E) = [ Kn(s, 1) p (@) at.

*) Vergl. H. A. Schwarz 1. ¢. Fredbolm L c. S. 384, Hilbert 1. c. 8. 244—247.
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Es ist also jede Eigenfunktion des Kernes K (s, %) auch eine Eigenfunktion
des Kernes K"(s,t). Ist andererseits

w(s) = ¢ En(s,0) w(t) dt,

80 definiere man die Funktionen y,(s) durch die Gleichungen
[ [
() =)+, [ K, v b+ 1 [ K25, ) v dt+ -

b
t+ht [Eo-i(s, g dt (v=1,2,3, ,n),

wobei h, die n Wurzeln der Gleichung A" = ¢ durchliuft. Dann ist,

V=R

weil 2 At nur dann von Null verschieden ist, wenn % durch » teilbar ist,

v=1

@ o) = > 1,0).

v=1

Ferner erhilt man
b
1(5) =, [ E(s,8) 1,0 ar.

Also sind die yx,(s), sofern sie nicht identisch verschwinden, was wegen
(2) nicht fiir alle » der Fall sein kann, Eigenfunktionen des Kernes
K (s,?). Da derselbe nach § 4 nur reelle Eigenwerte hat, muB f,(s)
fiir alle nicht reellen 4, identisch verschwinden. Ist folglich # ungerade,

und bezeichnet man mit A = Ve die reelle Wurzel der Gleichung
hr=c¢, 8o ist

v =Vo [ K(s, ) w(®) at.

Ist aber »n gerade, so muB ¢>0 sein, und wenn dann Ay =+ Ve y
s = — Ve die beiden reellen Wurzeln der Gleichung " =c bezeichnen,

8o ist
() = 2:(8) + 1 (5),

@ =+Ve K ) n@dt,

1(s) =—Ve [ K(s, ) (@) dt,

wobei noch eine der beiden Funktionen z,(s) und g(s) identisch ver-
schwinden kann. Ist also n wungerade, so ist jede Kigenfunktion von
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K~ (s, t) auch eine Eigenfunktion von K (s,?); ist aber n gerade, so ist
jede Eigenfunktion von K"(s,t) entweder eine Eigenfumktion von K (s, ?)
oder die Summe zweier Ssolcher.

Jedes vollstindige mormierte Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) ist
auch ein solches fiir den Kern K"(s,t).

§ 7.
Fundamentalsatz.
Zu jedem nicht identisch verschwindenden Kerne K (s,t) gibt es min-

destens eine Eigenfunktion. Den Beweis dieses Fundamentalsatzes lasse
ich, um hier den Ideengang nicht zu unterbrechen, in § 11 nachfolgen.

§ 8.
Entwicklung des Kernes und seiner Iterationen. *)
Es moégen die Funktionen ¢,(s), @3(s), -+, ,(s), -+ ein voll-
stindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s, ¢) bilden, denen

die Eigenwerte 1,,4,, -, 4,, - der absoluten GréBe nach geordnet
entsprechen mdgen. Wenn dann die Reihe

?,(8) @,
P

gleichmiifig fiir a <s<b, a <t b konvergiert, so ist
2,(5) 9,(8)

(3> K(S)t)=2 _T”)
insbesondere ergibt sich hieraus, daf diese Gleichung stets giiltig st
wenn die Anzahl der Figenfunktionen des vollstindigen normierten Orthogonal-
systems endlich ist.

Beweis: Wir setzen:

(8 9,()
E(s, )~ 3 "7 = Qs ).

Dann ist @(s,?) auch eine stetige symmetrische Funktion von s und ¢
und es ist

b
@ S UG, 1) 9,0 at=0
fir alle Werte von ». Wire nun Q(s,?) nicht identisch Null, so miifite

*) Vergl. Hilbert 1. c. 8. 69—72. — Stekloff 1 ¢. 8. 404—425,
Mathematische Annslen. LXIII. 29
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es nach dem Fundamentalsatz des vorhergehenden Paragraphen eine stetige
Funktion v (s) geben, so daB

v(© =c J QGs, ) w(o) dt

ist. Aus (4) folgt, daB fiir alle Werte von v

® J'w(s) @ (s)ds =0,

mithin ist auch

Ses v at =K@ w0 a,

also ist
b
v(s)=c [ K(s,8) w(0) &,

9 (s) wire also eine Eigenfunktion des Kernes K(s,?), welche wegen
ihrer durch Gleichung (5) gegebenen Orthogonalitit zu allen Funktionen
®,(s) sich nicht durch eine endliche Anzahl von ihnen linear homogen
mit konstanten Koeffizienten darstellen lieBe — im Widerspruch zur
Voraussetzung, daB die Funktionen ¢, (s), @,(s), -+, ¢,(8), - - ein woll-
stiindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s,?) bilden. Also
ist Q (s, ?) identisch gleich Null, was zu heweisen war.
Hieraus schlieBen wir: es ist stefs

() Ki(s, 1 _2 %(8) %(t)

und die Reihe auf der rechien Seite konvergiert absolut und gleichméifig.
Denn da nach § 6 die Funktionen ¢, (s) auch ein vollstindiges normiertes
Orthogonalsystem des Kernes K*(s,¢) bilden, denen die Eigenwerte i3
entsprechen, so folgt unsere Behauptung aus der eben bewiesenen, wenn
nur die absolute und gleichm#Bige Konvergenz der Reihe rechts dargetan
werden kann. Es ist aber

=71+ W v=n4im n=n+m
vzﬂ? %’/s) (p,, &)1 < 1 2 (QJV(S))Q 2 g&fﬁ)j

<o 3
v=n r=n

und da nach der Besselschen Ungleichung

v=n4+m v=n-+m

f (K, ) at > S’ f K(s,t)9,(t) dt)'= > <°°"Z;8’_)i,

Y=
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so folgt
v=n+m
2,5 9, 3
2 14 l é J (K(S, t))Z dt?

woraus die zu beweisende absolute und gleichmiBige Konvergenz sich
ergibt.

§9.
Entwicklung willkiirlicher Funktionen.*)

Es migen wie im vorigen Paragraphen die Funktionen ¢, (s), @y(8), « -
< @,(8)," - - ein vollstindiges normiertes 0rtkogonalsysc‘em des Kernes K(s, t)
bilden, denen die Eigenwerte Ay, Ay, 4,, -+ dem absoluten Betrage nach
geordnet entsprechen migen. Ist dann h(s) eine stetige Funltion, so daf

b
K (s, t)h(t)dt =0

ist, damn ergibt sich durch Multiplikation dieser Gleichung mit @, (s)ds und
Integration von a bis b die fir alle v giltige Gleichung

f (s) @,(s) ds = O

Umgekelrt folgt aber auch aus dem Bestehen dieser Gleichungen fir alle v
die Gleichung

[4
S (s O)n(tyat=0
Beweis. Multipliziert man die im vorigen Paragraphen bewiesene

Gleichung (s) o
K4( t) 2 (pll (p‘lf

mit %(s) 2(¢) dsdt und integriert nach s und ¢ von @ bis b, so folgt

0 -—='fb:/?K4(s, ) h(s)h(t)dsdt

@& a

=fder2(s, r) h(s) deKg(t; r)h(t) at

-——L/l;dr (j)‘Kz.(sz ) h(s) ds)z;

*) Vergl. Hilbert 1. ¢. 8. 72—78. Stekloff L c. S. 404—425.
29*



452 Ermarp Sommipr.
mithin ist identisch in » ,

SB35, ") h(s)ds = 0
daher ist auch ’

0 =ff1fﬁ(s, £) h(s) h(t) ds dt,

und durch Wiederholung des eben angewandten SchluBverfahrens ergibt
sich identisch in #
3
J K@, s)h(s)ds =0,

was zu beweisen war.
Es sei die stetige Funktion g(s) darstellbar durch die Gleichung

96 = [ K ) p(t)at,

wo p(t) eine stetige Funktion bedeutet, damn ist

00 =30, [0 9.0 at= 352 Frtyg,@at

-2 [EsH9,0at [p@He,0)d,

und die Reihe rechis konvergiert absolut und glgichmdfig.

Beweis. Aus der dritten Darstellungsform ihres allgemeinen Gliedes
erlaubt uns der in § 2 bewiesene Konvergenzsatz die behauptete absolute
und gleichméBige Konvergenz der Reihe abzulesen.

Setzt man

96) = D 9.(5) [9(1) 9,1 dt = h(s),

so ist fiir alle »

b

@) Jre),()ds=0

und mithin nach dem eben bewiesenen Theorem
b

®) [E(s, o)ty dt = 0.

Nun ist ’

Stopas= [1@ o) ds -2 [h6) 9,6 ds [90) 9,0t
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und da wegen der Gleichungen (7) die Summe rechts verschwindet, so ist

S @oras= [16)96)as = [ p0)ar [ E(s b as = 0

wegen Gleichung (8). Also ist h(s) identisch gleich Null, was zu be-
weisen war.

BEs mogen p(s) und g(s) zwei stetige Funktionen bedeuten; dann
ergibt sich durch Multiplikation der eben bewiesenen Gleichung mit g(s)ds
und Integration von @ bis b

f fK(s, DeEp@)dsdt= 21 [ 16)9,6)ds [o(t) 9,(2) dt.

Dies ist die Fundamentalformel von Hilbert, welche er aus der kanonischen
Zerlegung einer quadratischen Form durch Grenziibergang gewinnt, und
aus welcher er dann die Sdtze des § 8 und das erste Theorem des § 9 fiir
alle Kerne und das Entwicklungstheorem fiir ,allgemeine* Kerne ableitet.

§ 10.
Die inhomogene lineare Integralgleichung.

Es sei f(s) eine gegebene stetige Funktion; es soll eine stetige Funk-
tion ¢(s) bestimmt werden, so daB

9) f(s) = 9(s) — 4 [ K(s, ) p(t) dt

ist. Wir setzen
P(s) =£(s) + 9(9).

Dann ist

14
(10) 9(s) = 1 [E(s, ) (F&) +9) dt,
es ist foiglich nach dem Entwicklungssatze des vorigen Paragraphen
b
1) 96) = D) 9. [9) 9, (O 2,

wo g,(s) ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des Kernes K{(s,¢)
durchléunft, und die Reihe rechts absolut und gleichmiBig konvergiert.
Multipliziert man (10) mit @ (s)ds und integriert, so folgt
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Jo@o@ds = f(ro+sw)at [ K, 09,605
a2 fovema=1t [ree0a+ L fs0e0,

Jone@at=2 [0 a0,
und also gemif (11)
(13) 9 =6 +1 3 20 [10)9, ar.

Umgekehrt konvergiert aber anch, wenn i von allen 4, verschieden ist,
die letzte Reihe nach § 2 absolut und gleichmifBig, weil

2

28 [roswa-—2; [Koneoa [100.00
a X a a

ist, und es stellt die rechte Seite der Gleichung (13) eine Liosung der
Gleichung (9) dar, wie sich durch Einfiihrung derselben in Gleichung (9)
bei Beriicksichtigung der aus dem Entwicklungssatz des vorigen Paragraphen
folgenden Gleichung

SEG 0= 3% [0 9,0 at

ergibt. Wir sehen also, dafl, wenn A kein Eigenwert des Kernes K (s, t)
ist, die Gleichuny (9) immer eine und nur, eine durch die Gleichung (13)
gegebene Liosung hat. Ist aber A ein k-facher Eigenwert, so ergibt die
Gleichung (12), dafl, damit die Gleichung (9) eine Losung hat, f(s) den

k Gleichungen 5
SO @ n (@) dt =0

gewitgen muf, wo n+ 1, n+ 2, -, n+k die Indices der zum betreffen-
den k-fachen Bigenwerte gehirigen Eigenfunktionen des vollstindigen wormierten
Orthogonalsystems bedeuten; dann ist, wie die FEinfikrung in die Glei-
chung (9) zeigt,

@(s) =1(8) + ¢, 9,.,,(s) + 839,15(8) + 0@, 11 (8) .
#1375 [0 9.0,
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wo v dle Indizes des Orthogonalsystems mit Ausnahme von n+ 1,2+ 2, - -
<o n+k durchliufé, und a, ay, -« -, a, beliebige Konstanten bedeuter. Dies
sind fiir den symmetrischen Kern die wesentlichsten derjenigen Sitze, welche
von Fredholm durch seine Reihen bewiesen worden sind.

§ 11.
Beweis des Fundamentalsatzes.*)

Jetzt gehen wir zu dem in § 7 schuldig gebliechenen Beweise des
Fundamentalsatzes iiber, daB es zu jedem Kerne mindestens eine Eigen-
funktion gibt.

Wir setzen

b b b
U, =fK1(s, s)ds, U, =fK2(s, s)ds,---, U, ==![‘K”(s, s)ds, ..
a a @

Dann folgt aus § 6 (1)

% b
(14) Uisr =ffo‘(s, rYK*(s,r)drds,
L]
(15) U,, =ff(1'f”(s, )P drds.

Da nun K*(s,t), wie in § 6 gezeigt, nicht identisch verschwinden kann,
so folgt, daf alle U,, von Null verschieden und positiv sind. Es sei n > 2;
getzt man dann in (14) n+1 fir g und »—1 fiir » und wendet die in
§ 1 gegebene Schwarzsche Ungleichung an, welche gemif der Schluf-
bemerkung des ersten Kapitels auch fiir vielfache Integrale ihre Giiltig-

keit behilt, so folgt
U}gné U2n»2 * U2n+2,

U2n U2 2
<L An?,

Ugpo = Uy,

Setzt man nun
Uspss

(16) l;;n =C,,
so ist also
(17) Coe1 é Cn

Nun ist nach § 6 Gleichung (1)

# Vergl. H. A. Schwarz'1. c.
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. b
Er+o(s, 0) = [ Kn(s, r) K*(r, t) dr,
b b
(Ko (s, 1) < f (K, ) dr f (K@, r)dr,
b b b b b b
Sf & npasae < [ (&es myrdrds - [ (& @ ryparae.

Also nach (15)
" U2u+ﬁv— U2;u lfﬁw

und wegen (16) und (17)
(18) Uy, 2 €.
Bei Beriicksichtigung von (17) ergibt sich hieraus, daB

Lim ¢, = ¢,

=0

wo ¢ eine endliche positive GroBe bedeutet und

U,,
(19) >y
ist.
Aus (16) folgt, weil ¢, < ¢ ist, daB
U2n +2 U2n
(20) et
Aus (19) und (20) folgt, daB
U
21) Lim "= U
n=w €
ist, wo U eine endliche Zahl >1 ist.
Nun ist
K ihs g K, t)
7l+m cﬂ
2n42m-—2 2n
= “f/K(s, rl){K T Sty K—mc,,_("”')} K(ry, t) dr, dr,,

K+ims o K2 p\2 Lo
( " m(s )—‘ r(ts _t)) g 21?'/1 (K(s’rl)K(rﬁ’t))sdrl dr,><

K2n+8m 2( 7‘) K2n+2m 2(7‘ r Kn 8’,’,, Kzn 2
d"1d7'2{( T pEmel b 2ln+:n) T R 2)'*'( o (1;,,1’,)

)
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Bei Beriicksichtigung von (14) und (15) ergibt sich hieraus

cn +

b b
R2ntem K 2
) KOOV L [(Eerar, [ (K r)dr =

U4n+4m—4 _2 U4n+2m—4 U4n-4 .
>< Antim=2 Artm—2 JETE)

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird aber wegen (21) mit

wachsendem #, unabhingig von m, s und {, unendlich klein. Hieraus folgt,
2n

daB E——éslﬁ mit wachsendem #n gleichmifig gegen eine mithin stetige
[

Funktion «(s, ¢) konvergiert, welche wegen

n=00 n=c C

b b
2n U.
fu(s,s)ds=Limf£‘_~%ﬁ’ﬁf=Lim#= U>1
nicht identisch in s und ¢ verschwinden kann. Ferner folgt aus

b
2n+2 * 22
K &8 _ _(1:_ J K2(s,7) K_é’.gb_@ dr

cu+1

3
u(s, t) = —51- K2(s, r)u(r, t)dr.

Wahlt man nun fiir ¢ einen solchen Wert ¢, daB u(s, ¢,) nicht identisch

in s verschwindet, so ist gem#B der letzten Gleichung u(s,?) eine Eigen-

funktion des Kernes KZ2(s,t). Daraus folgt aber nack § 6, daB auch

K(s,t) eine Eigenfunktion haben muf, was zu beweisen war.

§ 12
Erweiterung der Voraussetzungen.

Auch Unstetigkeiten des symmetrischen Kernes konnen in einem durch
folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden.

I. Die Punktmenge in der s, t-Ebene, wglche aus den Unstetigkeits-
stellen von K(s, ¢) gebildet wird und daher in 8er s, #-Ebene abgeschlossen
ist, soll auf jeder Geraden s = const. den #ufleren Inhalt Null haben.

b
IL f(K(s, ) d¢ soll fiir @ < s < b endlich und bestimmt sein und

eine stetige Funktion von s darstellen.
Man teile das quadratische Definitionsgebiet von K(s,t) durch
Parallelen zu den Seiten in 22" gleiche Quadrate und bezeichne mit @,
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das aus der Gesamtheit derjenigen Quadrate gebildete Gebiet, welche im
Tnneren oder auf der Umgrenzung Unstetigheitsstellen von K(s,#) ent-
halten. Dann kann aus Iund II ohne Schwierigkeit das Ergebms bewiesen
werden: zu jeder beliebig kleinen positiven GroBe & gibt es eine Zahl n,
so daB fiir alle Geraden s = const. sowohl die Gesamtlinge der auf ihnen
von @, tiberdeckten Gebiete als auch der Wert des iiber die Gesamtheit

dieser Gebiete erstreckten Integrals
S (&6, n)rar)
Qn

< ¢ sind.
Hierans folgt zunichst, dad- auch fir alle Geraden s = const.

[1Esnldt<s
n

ist; denn gem#B der Schwarzschen Ungleichung ist
(J1E6 0l@)'< (& tpat - [at < &
@ < Qn

Aus den bewiesenen Ungleichungen ergibt sich leicht: Der planare Inhalt
der aus den Unstetigkeitsstellen von K(s, ?) bestehenden Punktmenge ist

olelch Null. Fiir jede stetige Funktion m(¢) sind f (K(s, $))m(t)dt und
f (K, 0)?mt)dt fir a < s <b endlich und bestlmmt und stellen eine

stetlge Fuoktion von s dar. Ahnlich beweist man leicht bei Anwendung
der Schwarzschen Ungleichung auf das Integral iiber das Produkt der
beiden Kerne, daB auch

b
K2(s, t) = [K(s, ) E(r, ) dr

fir 0 <s<b, a <t <D endlich und bestimmt ist und eine stetige Funk-
tion von s und ¢ darstellt, welche wegen

)
K3(s,5) = [ (K, 1) dr

nur dann identisch verschwinden kann, wenn K(s,¢) in seinem ganzen
Stetigkeitsbereich identisch verschwindet. :

Diese aus den Voraussetzungen I und II gewonnenen Folgerungen
gestatten leicht alle in den §§ 4, 5, 6 vorkommenden Operationen wie
namentlich die hiufigen Vertauschungen der Integrationsordnung auch fiir

*) Es kann statt der Voraussetzungen I und II auch I und die Giiltigkeit dieser
Ungleichung gefordert werden, aus welchen Voraussetzungen sich leicht IT ergib.
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den Fall des unstetigen Kernes zu legitimieren.*) Die Sitze und Beweise
der §§ 4, b, 6 bleiben daher ungetindert giiltig. Der in § 7 ausgesprochene
Fundamentalsatz bleibt bestehen, weil K?2(s,t) als stetiger Kern Eigen-
fanktionen haben muB und hieraus gemiB § 6 die Existenz von Eigen-
funktionen von K(s, ¢) folgt.

Im § 8 muB die Giiltigkeit der Gleichung (3) auf den Stetigkeits-
bereich des Kernes beschrinkt werden, wihrend die Gleichung (6) un-
verindert giiltig bleibt. In den §§ 9 und 10 bleiben alle Sitze und Be-
weise unveridndert bestehen.

Es ist auch zuldissig, daB I und II lings einer endlichen Anzahl von
Geraden s = const. unerfiillt sind, indem der Kern auf beiden Réndern
dieser verschiedene Wertefolgen annimmt, I und I miissen dann aber in
jedem der Rechtecke, in welche das Definitionsquadrat des Kernes durch
die genannten Geraden zerlegt wird, einschlieflich der Rénder postuliert
werden, und es miissen an den betreffenden Werten von s beiden Eigen-
funktionen sowie der Losungsfunktionen der inhomogenen Integralgleichung
Spriinge zugelassen werden.

Ferner kann der Giiltigkeitsbereich des in § 9 erhaltenen Entwicklungs-
satzes noch dahin erweitert werden, daf die Voraussetzung der Stetigkeit
der Funktion p(¢) durch die Voraussetzung der Integrabilitit und der
Integrabilitit ihres Quadrates ersetzt wird.

Ebenso #ndert sich nichts in den Sétzen und Beweisen dieses Kapitels,
wenn S, f, 7, - - -, Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen-
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes
in einem (% + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, df, dr, . - - die
entsprechenden Elemente. ’

Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen I und II einen
Bereich der Zuliissigkeit von Unstetigkeiten.

Drittes Kapitel.
Uber die lineare unsymmetrische Integralgleichung.

§ 13.
Die inhomogene Integralgleichung.

Es seien der nicht mehr als symmetrisch vorausgesetzte Kern K(s, ¢)
and £(s) fir a Ls<b, a <t <L b als reelle stetige Funktionen definiert.
Gesucht wird eine reelle stetige Funktion ¢(s), welche die Integralgleichung

*) Siehe z. B. Jordan, Cours d'Analyse Bd. I, Cap. IT, IL
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(22) : £(s) = ¢(s) — [ K(s, ) o() dt
erfiillt. *

Setzt man )
23) () = 1) — [ K(s,2) 1(s) ds,

so ergeben sich die Identititen

(24) 9(5) — [ K(s, @) at = 1(5) — [ QGs, O 2(t)

(25) Soras =16 (1) — [ @5, 1)) as,

wo
Qs 0) = K(s,0) + K(t, 5) — [ K(s, ) K(t, ) dr

und mithin symmetrisch ist.

Man bezeichne jede von Null verschiedene reelle stetige Funktion,
welche, fiir @(s) substituiert, die rechte Seite der Gleichung (22) identisch
verschwinden 1aBt, als Nulllosung in s des Kernes und jede von Null ver-
schiedene reelle stetige Funktion, welche fiir y(¢) substituiert die rechte
Seite der Gleichung (23) identisch verschwinden liBt, als Nulllisung in .
Gem#B dem ersten Theorem des § 5 fiir 4 = 1, bei dessen Beweis von
der Voraussetzung der Symmetrie des Kernes kein Gebrauch gemacht
wird, sind die Anzahlen der linearunabhingigen Nulllosungen in s sowie
in ¢t endlich. Ist y(f) eine Nullldsung in ¢, so folgt aus (23) und (24),
daB x(¢) eine zum FEigenwerte 4 =1 gehorige Eigenfunktion des sym-
metrischen Kernes (s, #) ist; aus (25) und (23) folgt das umgekehrte.
Mithin erhélt man die Gesamtheit der ersteren Funktionen, indem man die
mit ihr als identisch erwiesene Gesamtheit der letzteren bildet.

Nun st die notwendige und hinveichende Bedingung fiir die Lisbarkeit
der Gleichung (22) die Orthogonalitiit von f(s) zu allen eventuell vorhandenen
Nulllssungen in t, und aus ciner Lisung ergeben sich damn alle durch
additive Hinzufiigung aller Nulllosungen in s*).

Denn die Notwendigkeit dieser Bedingung erhellt vorweg bei Multi-
plikation der Gleichung (22) mit einer Nulllssung in ¢ und Integration;
und daf die Bedingung hinreichend ist, zeigt die unmittelbare Anwendung
der Auflosungstheoreme des § 10 auf die symmetrische Integralgleichung

*) Dieses Theorem ist-auch zuerst von Fredholm l. c. bewiesen worden.
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1) =2) — [ Q(s, £) 2(8) s,

auf welche gemif (24) die Gleichung (22) durch die Substitution

b
() = 2() — [ E(s, ) 1 (5) ds
zuriickgefiihrt wird. ’

§ 14.

Begriff der Eigenfunktion,
Es sei K(s,t) eine fir a <s<b, a <t < b definierte reelle stetige
Funktion, die nicht als symmetrisch vorausgesetzt werden soll. Wenn dann

die beiden reellen oder komplexen stetigen nicht identisch verschwindenden
Funktionen ¢(s) und y(s) den Gleichungen

(26) 9(s) = 4 [ K(s 1) v(t) dt

(27 ¥(s) = [ K, 5) o (¢) dt

gentigen, so sollen sie als ein Paar sum betreffenden Eigenwert A gehiriger
adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K (s, t) bezeichnet werden.
Wir definieren nun

(28) K(s,t) = [ K(s, r) E(t,r) dr
(29) K(s,t) = [E(r, s) K(r,t)dr.

Damn sind K(s,t) und K(s,t) symmetrisch. o
Fithrt man (27) in (26) und (26) in (27) ein, so ergeben sich die
Gleichungen

(30) 9(s) = 1 [E (5, 1) 9(t) dt
(31) oy = K@
Wire nun ¢

@(s) = @1(s) +iga(s) wnd  P() =¥y (s) + 7% (5),
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so wiirde, da A* als Eigenwert des symmetrischen Kernes K (s, 1), wie in
§ 4 gezeigt, reell sein muB, aus (30) folgen

u(s) = 1 [ K (s, ¢) g, (¢) dt
Sooras=2f [ K t) g (t) dsat
— 12 far [K(s, ) 9,(s)ds [ K ), (t) at

14 b b
f(¢1(s))2ds = A2fdr (jK(s, 7) @.(8) ds)2.
Ebenso ergibt sich

14 b
Sigoras=far( &t ng0 05" f

Da nun in mindestens einer dieser beiden Gleichungen nicht beide Seiten
identisch verschwinden konnen, so folgt, daf A? positiv und wmithin A reell
ist. Es miiten mithin ¢, (s) und ¢,(s), @.(s) und 9,(s) je ein Paar zum
Eigenwerte 4 gehdriger adjungierter Eigenfunktionen des Kernes K(s, ¢)
bilden. Aus diesem Grunde sollen im folgenden nur reelle Paare von
adjungierten Eigenfunktionen betrachtet und unter dieser Bezeichnung
verstanden werden. Indem wir iiber das Vorzeichen von (s) geeignet
verfigen, konnen wir die Eigenwerte eines unsymmetrischen Kernes sémtlich
als positiv voraussetzen.

Aus (30) folgt, wenn ¥ (s) durch (27) definiert wird, (26) und durch
Einfithrung von (26) in (27) (31); ebenso folgt aus (81), wenn ¢{s) durch
(26) definiert wird, (27) und durch Einfihrang von (27) in (26)-(30).
Es entspricht also jeder Eigenfunktion des symmetrischen Kernes K (s, t) eine
Eigenfunktion des symmetrischen Kernes XK (s, t) und wmgekehrt — und
awar so, dof3 das betreffende Funktionenpacr ein Paar adjungierter Eigen-
funktionen des unsymmetrischen Kernes K(s,t) bildet.

§ 15.

Das vollstiindige normierte Orthogonalsystem eines unsymmetrischen
Kernes. )

Die adjungierten Funktionen eines vollstindigen normierten O'rthogonal-’
_systems des Kernes K (s, t) bilden wieder ein vollstindiges normiertes Ortho-
gonalsystem des Kernes K (s,t) und umgekehrt.

4
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Bewelis.

f:pﬂ(r) ¥, (r)dr =fdr }.}‘fK(t, ) @,() dtl,fK(s, r) @, (s)ds

)
= 4,4, [ E(5,)9,(8) 9,(s) dsdt;

wegen (30) ergibt sich hieraus

[ron@ds =3 [5,6)9.6ds.

Bilden also die Funktionen g, (s), ®y(s), -+ ®,(s), - - ein vollstindiges
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K (s, t), so folgt aus der letzten
Gleichung, daB auch die adjungierten Funktionen ¥, (s), %5 (5), -+ ¥, (8),*
simtlich normiert und zueinander orthogonal sind. Es sei nun %(s)
eine Bigenfunktion von K(s, ¢) und ¢(s) ihre adjungierte, also eine Eigen-
funktion von K(s,#). Dann ist gemiB Voraussetzung

P(s) = > cepyls),
()

wo ¢ eine endliche Anzahl von Indizes durchliuft, und nach § 5 siimtliche
@o(s) zum selben Bigenwerte gehoren wie @(s). Dann folgt wegen der
Gleichungen

bo(s) = 4 K (4, 9) g (1) dt

b

¥(s) = A K(t ) p(t) dt
das Resultat ’

() = > gbe(s)-

4)

Also bilden die Funktionen v, (s), ¥5(s), -+ 9,(s), -+ - auch ein vollstindiges
normiertes Orthogonalsystem des Kernes K(s,¢), was zu beweisen war;
die Umkehrung ergibt sich in analoger Weise. Unter einem wvollstindigen
normierten Orthogonalsystem des unsymmetrischen Kernes K(s, t) wollen wir

das Paar zweier solcher adjungierter wvollstindiger normierter Orthogonal-
systeme der Kerne K (s, t) und K(s,t) verstchen.
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§ 16.
Entwicklung willkiirlicher Funktionen.

Es mdgen die Funktionen

P1(8), @2(8)y -+ @u(8), - - -
Py (8), Wa(s), - - -, ¥u(8), - -,

denen die Eigenwerte A,, 45, -, 4,, - - der GroBe nach geordnet ent-
sprechen mogen, ein vollstindiges normiertes Orthogonalsystem des un-
symmetrischen Kernes K(s, ¢) in der Definition des vorigen Paragraphen
bilden. Dann gelten folgende Sitze:

Wenn identisch in s

fb K(t, $)h(t)dt =0

ist, wo h(s) eine stetige Funktion bedeutet, so ist auch fiir jedes v

S h6) 9,(6)ds = 0,

wie die Multiplikation der Gleichung (26) mit h(s)ds und Integration von
a bis b ergibt; ebenso ist, wenn identisch i s

1 J bK(s, £) h(t)dt = 0
ist, fiir jedes v : b
SuE) w,)ds=0.
Umgekehrt gilt aber auch, zZenn fiir jedes v
f;»('o‘) P,(s)ds =0
ist, die Gleichung ab
SK@, $)ht)dt =0,
und wenn fir jedes v : \
fh(s) ¥,(8)ds =0
ist, die Gleichung ab
[EG, )ty as=o.
€
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Beweis. Wir beweisen nur die, erste Behauptung, da der Beweis
der zweiten derselbe ist. Da k(s) gemiB Voraussetzung zu allen Funk-
tionen eines vollstindigen normierten Orthogonalsystems des symmetrischen
Kernes K (s,¢) orthogonal ist, so folgt nach § 9, daB

SE(s t)h(t)dt =0,
0= [ K (s,t)h(s) h(t) ds di = [ erg /gK(s,r)h(s) ds [ K(t,r) h(t) dt

b b
—far( [K(s, ) h(s)ds)’
folglich ist identisch in r
b
SE(s,nh(s)ds =0,

was zu beweisen war.
Wenn

g(s) =fK(s, tYh(t)dt

ist, wo h(t) eine stetige Fumktion bedeutet, so ist

96 = 9.6 fo0r9,0 3t = 352 [ntyu, @y ar

= ZJK(S, t)v,(t) dt;/)h(t) v, (t) di;

wenn 5
9(s) = | Kt ) h(z) at

ist, so st &

06 = S0.6) [0 6,00 a8 = 342 (1) g, @) a

P HEIIIOLY (1) 0, #) dt,

und die Reihen rechts konvergieren in beiden (Fleichungen absolut und gleich-
mdpig. \

Beweis. Wir wollen nur die erste Behauptung beweisen, da der
Beweis der zweiten derselbe ist. Aus der dritten Darstellungsform ihres
allgemeinen (liedes gestattet der im § 2 bewiesene Konvergenzsatz die

Mathematische Annalen. LXIII. v Y 30 )
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behauptete absolute und gleichm#Bige Konvergenz der Reihe abzulesen.
Setzt man nun

96) = > 9,05 90) 9,(6) dt = £(5),

so folgt
b
(32) J 1) g, (ds =0
und hieraus ergibt sich nach dem eben bewiesenen Theorem
b
(33) SEG @ at=0
Nun ist ’

SF@)rds = [F(s) g(s)ds = fn(t)at [ K (s, 1) f(s) ds = 0

wegen (33). Folglich ist f(s) = 0, was zu beweisen war.
Es seien p(s) und g(s) zwei stetige Funktionen. Der eben bewiesene
Satz liefert dann

[ &6 a0 @ =352 [u@)v, @ ar

und nach Multiplikation dieser Gleichung mit p(s)ds und Integration von
‘@ bis b erhidlt man

S [0t asat= 3 [56)9,6)ds [atyv,0yar.

Dieser Satz entsprichi der kanonischen Zerlegung einer bilinearen Form.
B ws(®)

1’

Aus der eben bewiesenen Gleichung ergibt sich, daB, wenn 2%
gleichm#Big konvergiert, 4

(34) K(s,f) =2%(3)l:!’w(t)

ist, und daB also insbesondere diese Gleichung stets giiltig ist, wenn das
vollstandzge normigrte  Orthogonalsystem des Kernes K(s,t) nur aus einer
endlichen Anzahl von Funktionenpaaren besteht. T
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§ 17.
Erweiterung der Voraussetzungen.

Wie eine der in § 13 auseinandergesetzten vollig analoge SchluBweise
zeigh, konnen auch Unstetigkeiten des unsymmetrischen Kernes in einem
durch folgende Voraussetzungen beschrinkten Umfange zugelassen werden.

I. Die Punktmenge in der s, -Ebene, welche aus den Unstetigkeits-
stellen von K(s,t) gebildet wird, soll auf jeder Geraden s = const., ¢ = const.
den #uBeren Inhalt Null haben.

b b
1L f (K (s, £)2dt und f (K, s))?dt sollen fiir @ < s < b endlich und

bestimmt sein und stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen
von s darstellen.

Dann bleiben alle Sitze und Beweise dieses Kapitels bestehen, nur
muB die Giiltigkeit der Gleichung (34) auf den Stetigkeitsbereich von
K(s, t) beschrinkt werden.

Ebenso #ndert sich nichts in den Sitzen und Beweisen dieses Kapitels,
wenn s, ¢,7, - Punkte eines n-dimensionalen, ganz im Endlichen liegen-
den, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden Gebildes
in einem (n + m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, d¢,dr,.-- die
entsprechenden Elemente. Auch in diesem Fall bestimmen die Bedingungen
I und IT einen Bereich der Zulissigkeit von Unstetigkeiten.

Viertes Kapitel.

Uber die beste Approximation von Funktionen zweier
Variabeler durch Produktsummen von Funktionen einer
Variabelen.

§ 18.
Das Approximationstheorem.

Es sei K(s,t) eine gegebene, fir a <s<b, a <t <b definierte
reelle stetige Funktion. Es werde verlangt, sie durch eine Summe von
hichstens m Produkten einer stetigen Funktion wvon s mit einer stetigen
Funktion von t moglichst gut zu approximieren, wobei, wie gewshnlich,
als MaB der Approximation das tiber das Definitionsgebiet der gegebenen
Funktion erstreckte Doppelintegral des Fehlerquadrates betrachtet wird.

30*
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Es mégen die Funktionen

(pl(s)7 q>2(s), ) qu(s), T
1111(8), 7/’2(3)’ sy (8,

denen die positiven Eigenwerte 2,, 4,,--, ,, - - - der wachsenden GroBe
nach geordnet entsprechen, ein wollstindiges normiertes Orthogonalsystem
des unsymmetrischen Kernes K (s, 1) in der Definition des § 15 bilden. Im
speziellen Falle, daB die Anzahl der vom Index » durchlaufenen Paare
adjungierter Eigenfunktionen ¢, (s), v, (s) < m ist, liefert die Gleichung (84)
eine unmittelbare und triviale Losung des gestellten Problems. Ist aber
jene Anzahl unendlich oder endlich und > m, so wird die Lisung durch
die Produktsumme

v=m

27%(5) ¥, ()
gegeben. B

Beweis. Das MaB der Approximation M, dessen Minimum die
Problemstellung fordert, wird gemif Voraussetzung durch die Gleichung

b b v=m *
¥, (K(s, £) — 2—*¢~@;”~“>)2ds at
definiert, e =t

Dieser Ausdruck reduziert sich bei Heranziehung der Definitions-
gleichungen (26), (27) und bei Beriicksichtigung der Orthogonalitit und
des Normiertseins des Systems der Funktionen ¢, (s) und des Systems
der Funktionen v,(s) leicht auf die Formel

b b v=m
(35) M, - f ;f (K, )*ds dt -Z%

Wir haben also zu zeigen, daB

(36) f j (K(s, t) -2u,ﬂ,)’dsdtg fb f (K, t))’dsdt_:g’%

ist fir alle Systeme von » stetigen Funktionenpaaren

e (5), ay(s), -+ 5 ,(8);
ﬁ1(t)7 ﬂ,(t), ) ﬁn(t)y

wo n < m ist, und «, statt «,(s) und B, statt g,(¢) geschrieben wird. Wir
kénnen voraussetzen, daB die Funktionen B, 8, - -+, 8, normiert und
zueinander orthogonal sind; denn wire das nicht der Fall, so konnten wir
sie nach § 3 durch ein System von hdchstens » solchen linear homogen
it konstanten Koeffizienten ausdriicken und dann die Produktsumme nach
diesen ordmen. Dann ist
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37 fbf(zf(s, £) —-—S?avﬁv)gds dt= f' f(K(s, t)*ds di

+S.f(“z‘%vfff(s,t)ﬂvdt)ds
b o v=n b s
: 2
- f f (K, t))ﬁdsdt+;' J (o, — ;f K(s, t)6,di)'ds
v=n &b b
2
"ga/‘(&/-K(S, t)ﬁ,dt) ds,

Die zu beweisende Ungleichung (36) folgt also a fortiori aus der Ungleichung

0 _gg%—-g fb ( fb K(s, t) ﬂvdt)zds

und diese, weil # < m ist, wieder a fortiori aus der Ungleichung

(38) 0 gf’ ;, —S / ik( fb K(s, £) B, dt)’ ds,
ra=1 v=1 a a

welche wir jetzt beweisen wollen.
GemidB dem in § 16 gegebenen Entwicklungssatze ist

b b
(39) SEG,0)8,dt= 372 [gu0)at,
a ¢

¢ 4

wo die Summe iiber alle Paare adjungierter Eigenfunktionen g,(s), #,(¢)
des vollstindigen mnormierten Orthogonalsystems zu erstrecken ist. Bei
Berticksichtigung des Normiertseins und der Orthogonalitit des Systems
der Funktionen g,(s) folgt aus der Gleichung (39) leicht

b b b
@ S EG0p ) ds= D ( fBe 0
a a @ a
Da nun gemiB der Besselschen Ungleichung § 1

(1) tm fmarz S (S 00
a « ¢ a

ist, und mithin letztere Summ@‘fionvergiert, so ergibt eine leichte identische
Unformung der rechten Seite der Gleichung (40)
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(42) f ( f (s, 0)B,d1)' ds = 5 +§( =) j B, () )’
- S~ B (Sanoa) - £[1- S fa.v ]
k a e a

wo k alle Indizes > n des vollstindigen Orthogonalsystems durchlaut:.
Die fiir alle Werte von k¥ gemiB Voraussetzung giiltige Ungleichung

Ak ; j'n
und die Ungleichung (41) zeigen, da8

Sl Sanar=
403 fhnoi]zo

ist.  Mithin folgt die zu bewelsende Ungleichung (38) a fortiori aus der
Ungleichung

<3453 3t WS nva
=4§ (v 1') [1 Z(J“’ )8, dt) ]

DaB aber dieser letzte Ausdruck > O ist, folgt aus den gem#B Voraus-
setzung bestehenden Ungleichungen

L4,

und aus der wegen der Orthogonalitit und des Normiertseins des Systems
der Funktionen 8, gitltigen Besselschen Ungleichung

und

V=N

1 af(zp (t))’dtéZ’(fw )8, (t)dt)

§ 19.
Das MaB der besten Approximation. |
Das im vorigen Paragraphen definierte Maf der besten Approvimation -
M, einer Fumktion K(s,t) durch eine Summe von hichstens m Produkten

einer Funltion von s mit einer Funktion von t verschwindet bei unbegrenst
wachsendem m.
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Beweis. Gem#B der Gleichung (35) kann die zu beweisende Be-
hauptung durch die Gleichung

b b X
(43) 2;1‘: f f (K, b)*ds dt
el A

ausgedrtickt werden, wo A alle Kigenwerte des unsymmetrischen Kernes
K(s, 1), jeden nach seiner Vielfachheit gezihlt, durchliuft.
Nach dem Entwicklungssatz § 16 ist

& b
Pe®) %0 9,
(44) fK(s, t) K(r,t)dt =927: JK(r,t) ¥ (0)dt = 92%;_.

wobei die Summe bei festem s gleichmiBig in » und bei festem » gleich-
miifig in s konvergiert. Wenn » = s gesetat wird, erhilt man

(45) Sms oy at= i’”—;}
a @

Aus der Gleichung (45) ergibt sich die zu beweisende Gleichung (43)
durch eine nach s von a bis b erstreckte Integration, wenn diese auf der
rechten Seite gliedweise ausgefiihrt werden darf; also insbesomdere, wenn
die Reihe auf der rechten Seite der Gleichung (45) gleichmdifieg konvergiert.
Den zur SchlieBung des Beweises allein noch erforderlichen Nachweis
der gleichmiBigen Konvergenz der Reihe (45), aus welcher tibrigens wegen
909 1 (70) | ()"
o TR ( % % )

auch die in s und r gleichméfige Konvergenz der Reihe (44) folgt, leistet
nun ein Theorem von Dini¥), welches lautet:

Wenn eine Reihe positiver, stetiger, fir a <s <b definierter Funktionen
der Variablen s so konvergiert, daB die Summe eine stetige Funktion von s
darstellt, so ist die Konvergenz auch gleichmi8ig.

Beweis. Hs sei

y=00

(46) o(s) = D'u,(s),
v=1
und es seien v(s) und alle w,(s) fir a < s <L b stetig und > 0.

Es bezeichne P, die aus allen denjenigen Punkten gebildete Punkt-
menge, fiir welche die stetige Funktion

By(5) = o(9) — >3

*) Dini, Fondamenti perla teoria dejle funzioni di variabili reali*, Pisa 1878, § 99,
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ihr Maximum erreicht, das wir mit Max. (R,) bezeichnen wollen. Dann
wihle man aus jeder Punktmenge P, einen Punkt «, aus, und es sei «
einer der Haufungspunkte der aus den Punkten a,, e, - a,,--- be-
stehenden Punktmenge. Es sei nun & eine beliebig kleine, positive, von
Null verschiedene GroBe. Da gemiB der vorausgesetzten Konvergenz der
Reihe (46)

Lim R, (¢) =

ist, so gibt es einen Index p, so daB
(47) Ry(a)<

ist. Wegen der Stetigkeit von B (s), und weil « ein Héufungspunkt der
Punktmenge «;, @, - -, @,, -+ - ist, 148t sich ein Index g > p so bestim-
men, daB

(48) ‘Rp(“q) - Rp(a) | < ;
ist. Aus (47) und (48) folgt
By(e) < &.

Da nun wegen der vorausgesetzten Positivitit der Funktionen u,(s) R, (s)
nicht negativ sein kann und bei festem s mit wachsendem % nicht wachsen
kann, so ergibt sich fir m >g¢>p

0 < Max. (B,) = Ry(o) < B (1) S Max. (R) = B(«) < By(w) <c.

Also ist
Lim Max. (R,) =0

was zu beweisen war.
SchﬁJBbemerkung

Auch Unstetigkeiten des Kernes konnen in dem in § 17 Prazxsxerten
Umfange zugelassen werden.

Ebenso dndert sich nichts in den Sitzen und Beweisen dieses Kapltels
wenn 8, ¢, 7, - - - Punkte eines x-dimensionalen, ganz im Endlichen -
liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehendeii'
Gebildes in einem (% 4 m)-dimensionalen Raum bedeuten und ds, df, dr, .
die entsprechenden Elemente.
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Fuanftes Kapitel.

Uber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach
Systemen vorgeschriebener.

§ 20.

Das vorgeschriebene Funktionensystem verschwindet in den
Endpunkten des Definitionsintervalles.

Es sei @, (z), ¢y(2), - - -, @,(x), - - - eine unendliche Reihe im Intervall
@ <2 X b definierter, reeller, stetiger und zweimal stetig differenzierbarer
Funktionen, die auBerdem noch fiir £ = a und z = b sémtlich verschwin-

den moégen. Es sei ferner das System
” 7" ” 7 os d : (Py (.’E) . N
o1 (2), 93 (2), « - -, @y (2), - Wo @ (x) fir — i geschrieben ist,

ein abgeschlossenes d. h., wie schon in der Einleitung erklirt, ein solches,
daB es keine von Null verschiedene stetige Funktion f(x) gibt, welche
fiir jedes » der Gleichung

ﬁ@w@mw
geniigt. 'Wir bilden dann

¥, ( w) Py ()

Vﬂww@

Py (@) — Py (w)j‘}’z (&) ¥y (z) dz

Py(2) =
Vf (%(y) ¥, () f 9 (@) %; (z)dz)” dy
=y~1
P, @) — Z«P@(w)f ROLAGYLE
w (x) o=1

=1'-—

Vf (%, ® 2«::9 ®) f%(Z) ¥, (@) dy

) a ap, (x

wobei ¢, (z), ¥,(x) vezliglich fiir Z";x) und 12’; )
Wir beachten ferner noch folgendes. Wie in § 3 gezeigt, ver-
schwindet einer der Nenner in den obigen Ausdriicken dann und nur dann,
wenn die entsprechende Funktion g,(z) linear homogen mit konstanten

geschrieben sind.
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Koeffizienten durch die vorhergehenden darstellbar ist. Da aber wegen der
Gleichungen
¢, (a) =0

jede solche lineare homogene Relation zwischen den ¢ (2) auch zwischen
den ¢, (x) giiltig bleibt und umgekehrt, so folgt, daB einer der Nenner
dann und nur dann verschwindet, wenn die betreffende Funktion ¢, (z)
von den vorhergehenden linear abhingig ist. In diesem Fall ignorieren wir
die betreffende Funktion ¢,(x) und fahren in der Bildung der Funktionen
¥,(x) so fort, als ob in der gegebenen Reihe der ¢, (z) die Funktion ¢, ()
tiberhaupt nicht vorkime. Durch die obigen Formeln sind dann alle ¥,(x)
als lineare homogene Aggregate der @, (x) gegeben und umgekehrt.

Es sei nun g(x) eine beliebige im Intervall a < x < b definierte einmal
stetig differenzierbare Funktion, welche fiir x = a und x = b verschwinde.
Dann ist

9(@) = 2 (@) [ ) v)dy,

und die Summe auf der rechien Seite konvergiert absolut und gleichmdifig.
Beweis. Nach § 3 bestehen die Gleichungen

b
f V(@) ¥ (x)de =1 oder O,
je nachdem g und » gleich oder verschieden sind. Hieraus folgt gem#B

dem Zusatz zu § 2 die absolute und gleichmiBige Konvergenz der Reihe
auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung. Setzen wir nun

9@) = > 0,@) [70) ) dy = (o),

so ergibt sich wegen

‘/'g(x) v (z) da = —fg'(x) (@) du

und
b . b
fw,(x) Yo (@) dz = —f'w',(x) Yo(@)dz = —1 oder O,
je nachdem » und ¢ gleich oder verschieden sind, fiir jedes o
b
S @)%, @) dz = 0

da aber jede Funktion ¢ () sich linear homogen mit konstanten Koef
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fizienten durch eine endliche Anzahl der 47 (xz) darstellen 1i8t, so folgt
fiir jedes »

JT@ @) do =0

und hieraus erlaubt uns die vorausgesetzte Abgeschlossenheit des Systemes
der @, (2) zu schlieBen, daB f(«) identisch verschwindet, was zu beweisen war.

§ 21.
Der allgemeine Fall.

Es sei @, (%), @,(#), - -+, ¢,(%), - - - eine unendliche Reihe im Intervall
a < 2 < b definierter, reeller, stetiger, zweimal stetig differenzierbarer Funk-
tionen, die jedoch keinerlei Grenzbedingungen unterworfen seien. Es sei
ferner das System ¢ (z), @5 (%), -+ (), -+ ein abgeschlossenes. Wir
bilden dann fiir jeden Index »
%,(@) = 9,(2) — 9,(0) — 5= (9,0 — 9,@);

dann gelten die Gleichungen .

,(a) ~9,(b) =

oy () = 9, (@),
und es ist daher das System ¢y (z), 9% (%), ---, (), - - - auch ein ab-
geschlossenes. Nun konstruieren wir, wie im vorigen Paragraphen, die
Funktionenreihe

(@) = =2
V Sy

e=r~1

%, (2) — 2% <x)j T, (@) v, (9) dz

v, (40)

_.y._.

Vf (&, — 2«/:(,@)[ (@) %, (2) dz)’ dy

Ist damn g(x) eine beliebige im Intervall a < 2 < b definderte stelige
und einmal stetig differenzierbare Funktion und setet man

7(@)=9(@) —g(a) — =5 (9B —9(@),
ga)=g@)=

so liefert das im vorigen Paragraphen bewiesene Entwicklungstheorem
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g(@) mS%(@ fb 7 () ¥:(v) dy,

y=zeo b
b — ag{b b) — v, ,
g(@) =L)=200  ; SO=0@ 4 Ny ) (5 () vi)dy,
=1 a

und die Reihen rechts kowvergieren absolut und gleichmdifig.

Wir haben beim Beweise der Entwicklungssitze dieses und des
vorigen Paragraphen vorausgesetzt, dal das System der ¢@)(z) ein ab-
geschlossenes ist; es hitte aber geniigt etwas Weniger vorauszusetzen,
némlich bloB, daB jede Funktion, welche zu allen ¢;(x) orthogonal ist,
linear ist; denn das fiir den im vorigen Paragraphen gegebenen Bewels
erforderliche identische Verschwinden von f(z) ergibt sich wegen des
Verschwindens von f(z) in den Endpunkten des Intervalls aus der Tat-
sache, daB f(z) linear sein muB.

Da jede stetige Funktion durch einmal stetig differenzierbare gleich~
miBig approximiert werden kann, so ergibt sich aus dem letzten Ent-
wicklungstheorem: Es sei ¢, (@), @y(), - - -, @, (2), - - - eine unendliche Reihe
fir a < x L b definierter, recller, zweimal stetig differenzierbarer Funktionen,
deren zweite Ablestungen ein abgescllossenes System bilden; dann Vit sich
Jjede fir a <z <b definierte stetige Funktion in eine Rethe endlicher linearer
homogener Aggregate der Funktionen 1, z, @,(x), @q(x), -+ «, 9,(2), - - - gleich-
méifig konvergent embwickeln.



