C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Ort: Leipzig

Jahr: 1907

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN235181684_0063

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0063

LOG Id: LOG_0046
LOG Titel: Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung willktrlicher Funktionen in der mathematischen Physik
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de
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Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung
willktirlicher Funktionen in der mathematischen Physik.

Von

Aporr KneSER in Breslau.

Die von Fredholm*) begriindete, von Hilbert**) in wesentlichen
Punkten fortgebildete, von Schmidt***) weiter vervollkommnete Theorie
der Integralgleichungen ist offenbar bestimmt, weite Gebiete der mathe-
matischen Physik in der vorteilhaftesten Weise umzugestalten. Sie bietet
aber hinsichtlich der wichtigen Lehre von der Darstellung willkiirlicher
Funktionen bis jetzt noch Mingel dar, die unmittelbar vor Augen treten,
wenn man sich klar macht, was die hierher gehdrigen Resultate fiir
die Fouriersche Reihe leisten. Da zeigt sich, daB es weniger ist als
schon sehr einfache Anwendungen erfordern; man erhilt nimlich z B.
beziiglich der gewdhnlichen Sinusreihe nur den Satz, daB durch sie eine
Funktion von z darstellbar ist, die mit ihren ersten beiden Ableitungen
stetig ist und an den Stellen 2 =0 und z == verschwindet; ebenso
erhilt man eine Entwicklung in die Kosinusreihe nur unter der Voraus-
setzung, daf die Ableitung der Funktion an den bezeichneten beiden Stellen
verschwindet.

Nun kennt man aber nicht nur fiir die Fouriersche Reihe, sondern
auch fir die nach den Besselschen und den Sturm-Liouvilleschen
Normalfunktionen fortschreitenden Reihen sehr viel allgemeinere Dar-
stellungssitze, bei denen insbesondere nicht verlangt wird, daB die dar-
gestellte Funktion an den Enden des betrachteten Intervalls demselben
Bedingungen unterworfen sei, wie die Funktionen, nach denen man ent-
wickelt. ) Diese allgemeinen Sitze mit der Theorie der Integralgleichungen

* Stockholm Ofversigt 1900, Acta math, Bd. 27.
*¥) Gottinger Nachrichten 1904, 1905.
*) Entwicklung willkiirlicher Functionen nach Systemen vorgeschriebener,
Dissertation Gottingen 1905 und Bd. 63 dieser Annalen.
1) Kneser, Bd. 58 und 60 dieser Annalen.
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in Verbindung zu setzen und dadurch die bezeichneten Mingel der bis-
herigen Theorie zu heben, ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung,
Wir hoffen die Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen durch
die in der mathematischen Physik vorkommenden Reihen in verschiedenen
Punkten zu vertiefen und so einen neuen Beweis fiir die Fruchtbarkeit
der Integralgleichungen zu erbringen.

§ 1.
Das Problem und ein Lemma.

Das Problem der mathematischen Physik, auf das wir die Integral-
gleichungen anwenden wollen, ist im wesentlichen das von Sturm und
Liouville untersuchte. Eine Differentialgleichung

d av

7= (b 55) + Gi—h V=0
sei vorgelegt, in der die Variable z auf ein festes endliches Intervall J,
etwa das von £ =@ bis 2 = b reichende, beschrinkt bleibt. Im Innern
dieser Strecke seien die Funktionen k, g, ! mit ihren Ableitungen erster
und zweiter Ordnung stetig, % und g auBerdem positiv; 4 sei eine Konstante.
Ferner sei g so beschaffen, dafi das Integral

u=fgdw

auf der ganzen Strecke J mit EinschluB ihrer Endpunkte endlich und
stetig bleibt. Dann kann man, ohne die Differentialgleichung wesentlich
zu spezialisieren, die Grofle g durch Eins ersetzen, indem man % als un-
abhingige Variable einfiihrt, die, wenn z wachsend die Strecke J durch-
lduft, ebenfalls wachsend bis zu einer endlichen Grenze hinaufgeht. Die
Differentialgleichung geht néimlich in folgende iiber:

d av
930 (9% Gu) + G =D V=0

oder in geinderter Bezeichnung
d av
iz (k‘ﬂ) +@GA—-HV=0,

wobei % und / die soeben geforderten Eigenschaften behalten.
Die Konstante 2 wird nun durch Forderungen bestimmt, die an die
GroBe V gestellt werden und nicht bei beliebigen Werten von 4 zu er-

filllen sind. Auf der Strecke J sollen nimlich 7 und %g endlich und
stetig sein und an den Enden von J sollen Gleichungen von der Form

av a av )
k%—-hV =0, ‘k%-i-HV =0
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gelten, in denen # und H vorgeschriebene Konstante sind; eine von ihnen
oder beide kdnnen durch Gleichungen wie
Vie=0, TVP=0

vertreten werden. Ist ferner eine der Grenzen a und b, etwa a eine
singulire Stelle der Differentialgleichung, so nennen wir sie kurz einen
singuliren, andernfalls einen reguliren Endpunkt der Strecke J. Fir
einen singuliren Endpunkt wird keine Beziehung von einer der an-
gegebenen Gestalten, sondern nur verlangt, V bleibe endlich; die Differential-
gleichung ist immer so beschaffen, daB die geforderten Integrale ¥V bis
auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt sind. Man nennt s'e
Normalfunktionen oder, vom Standpunkte der unten eingefiihrten Integral-
gleichungen, Eigenfunktionen eines Kerns, die zugehdrigen Werte der
Konstanten 4 Eigenwerte.

Um besonders iiber die in singuliren Stellen moglichen Verhéltnisse
bestimmte Anschauungen zu gewinnen, nehmen wir speziell an, was bei
den wichtigsten Anwendungen zutrifft, & und 7 seien analytische, im
Innern der Strecke J regulire Funktionen von #, und z = a sei fiir die
Differentialgleichung der Normalfunktionen eine Stelle der Bestimmtheit
im Sinne der Fuchsschen Theorie.*) Da die Differentialgleichung in
der Form ,
v+ Ly gtz

k k
geschrieben werden kann, ist es fiir eine Singularitit dieser Art charak-
teristisch, daB man entwickeln kann
Tt R —a),
: % l=(xfa)s+mf_a+ﬂ3z(x"‘“>r
wobei ¢ Konstante und P Potenzreihen sind. Die determinierende
Gleichung ist y(r—1)+ 6 + ¢ = 0;

wenn ihre Wurzeln weder gleich sind noch sich um eine ganze Zahl

unterscheiden, hat die Differentialgleichung zwei Integrale von der Form
(@ —a) By(z —a).

Hieraus sieht man zunfichst, daf die determinierende (leichung keine

komplexen Wurzeln haben kann, wenn die gestellten Forderungen erfiillbar

sind und die GroBe V bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmen.

Da nimlich die Konstanten ¢ wie die Funktionen % und ! naturgemiB reell
anzunehmen sind, hitte man zwei konjugiert imaginire Wurzeln, also in dem

*) Schlesinger, Differentialgleichungen (Sammlung Schubert) Nr. 25.
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reellen und imaginiren Teil des hingeschriebenen Ausdrucks zwei Inte-
grale, die entweder beide an der Stelle #=a endlich blieben oder
beide unendlich wiirden. Die Wurzeln der determinierenden Gleichung
sind also reell und mindestens eine von ihnen nicht negativ, da sonst
alle Integrale eine Potenz von z— a mit negativem Exponenten als Faktor
neben P(z—a) und log(x — a) enthielten, also keins von ihnen an der
Stelle = a endlich wire. Ist nun p die grofite nicht negative Wurzel
der determinierenden Gleichung, so ist ein Integral von der Form
(z—a) Blz—a)

vorhanden, und dieses ist bei der Annahme 2 = @ endlich; es ist also bei
den geltenden Voraussetzungen bis auf einen konstanten Faktor das einzige
an der Stelle # = a endliche Integral.

Es seien nun V und W 2wei zu verschiedenen Werten von 1 ge-
horige Integrale unserer Differentialgleichung, die an der Stelle z=a
von der angegebenen Beschaffenheit sind; bei dem zweiten trete etwa y,
an Stelle von y. Dann kann man setzen

V= (x—ay Py (2 — a), W= (x.__a)y, 234(:”—“):
VW —WV' = (z—ay*+n=1 P, (z—a);
auf Grund dieser Formeln untersuchen wir den im weiteren Verlauf der
Untersuchung vorkommenden Ausdruck
EVW —V'W).
Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, da8 die groBte Wurzel der
determinierenden Gleichung nicht kleiner als 1——2_ﬁ ist, daB also die Un-

gleichung
rtn=2l—g
gilt. Wenn nun zunéichst p + ¢, + ¢, — 1 positiv ist, findet man aus
der Formel
¥
R AR

und der aus ihr folgenden

k= (z—a)" rT—a
die Gleichung @ ?36( )
E(VW' —V'W) = (z — a)y+n-t+a B (z — a) P (z — a)

und hieraus

E(VW —V' W)= 0.
Wiire ferner
y+rn=1—¢,
so erhielte man die Beziehungen
1—e

y=p =" 2y+e¢=1
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Ferner hitte man Entwicklungen von der Form
V=C@x—a)y+ C(x—ay*+i+-..,
W=D(x —a)} + D (z —ay*t* 4.,
aus denen man schlieBen kdonnte
VW' —V'W=(z — a)* B, (z — a),
RTW — VW) = (2 — a)fr+s By (6 — 0) = (@ — @) By (o — 0),
so daB die linke Seite dieser Gleichung wiederum bei der Annahme z = a
verschwindet.

Bedenken wir noch, daB fiir den Endpunkt b dieselben Erwagungen

wie fiir ¢ gelten, so sehen wir ein, daf von den Gleichungen

EVW —WV)e=0, E(VW -WV)=0
die erste gesichert ist, wenn ¥ und W an der Grenze a, die zweite, wenn
sie an der Grenze b die von den Normalfunktionen geforderten Eigen-
schaften haben. Diese Gleichungen sind an reguliren Endpunkten selbst-
verstindlich erfiillt, da hier entweder bejde GréBen ¥ und W verschwinden,
oder die Quotienten V’: ¥V und W’: W denselben endlichen Wert haben.

Offenbar bleiben die letzten Betrachtungen giiltig, wenn man unter
B nur stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktionen ver-
steht. Man tibertrigt so unsre Resultate auf den Fall, daB %, g, ! nicht
notwendig analytische Funktionen sind, die Differentialgleichung aber an
den Stellen @ und b nur diejenige Art von Singularititen aufweist, die
Bocher®) bei linearen Differentialgleichungen mit nicht analytischen
Koeffizienten als Verallgemeinerung der Fuchsschen Stellen der Bestimmt-
heit definiert und untersucht hat.

Beilaufig bemerken wir noch daB, wenn man den Normalfunktionen
an einem singuliren Endpunkte ¢ die Forderung auferlegen wollte, die
Gestalt (z — a)” @(x) zu haben, wobei r ein gegebener Exponent und
¢ (a) endlich ist, nur scheinbar ein allgemeineres Problem als das oben
ausgesprochene vorliegen wiirde. Man brauchte nimlich nur die GroBe
(# —a)~"V an Stelle von V einzuftihren, um auf unser fritheres Problem
zuriickzukommen, da diese GrdB8e einer Differentialgleichung von der-
selben Form und derselben Art der Singularititen geniigt wie ¥ selbst.
Aus diesem Grunde und weil auBerdem in den physikalischen Anwendungen
stets zundchst gefordert wird, eine gewisse GroBe bleibe endlich, be-
trachten wir durchweg nur Normalfunktionen, die an einer singuliren
Stelle endlich bleiben und dadurch bis auf einen konstanten Faktor ein-
deutig bestimmt sind.

*) Transactions of the American Mathematicdl Society Bd. 1, S. 40. Bulletin of
A. M. S. (2), Bd. 5, S.280.

Mathematische Annalen. LXIIT, 31
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§ 2.
Differentialgleichung und Integralgleichung.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, die Normal-
funktionen als Eigenfunktionen eines Kerns und Losungen einer Integral-
gleichung zu betrachten, und leiten einige von Hilbert angegebene
Resultate auf eine neue Weise ab, durch die gewisse in der zitierten
Abhandlung besonders erdrterte Ausnahmefille®) der allgemeinen Theorie
eingeordnet werden.

Zu diesem Zwecke richten wir zunfichst die Differentialgleichung
der Normalfunktionen so ein, daB 4 = O nicht zu den Eigenwerten gehort.
Es sei p eine beliebige Konstante, die nicht zu den Eigenwerten gehort;
eine solche gibt es, da wir annehmen, die fir die Normalfunktionen
charakteristischen Forderungen seien micht bei jedem Wert von 4 zu er-
fiilllen. Wenn dann 4 = O ein Eigenwert ist, ersetzen wir 4 durch 1 + p
und schreiben die Differentialgleichung der Normalfunktionen in der

Form N
(b 3) + = =] T=0.

Dann ist 1 =0 sicher kein Eigenwert mehr, da sonst fiir die urspriing-
liche Gleichung u ein solcher wire, entgegen der Voraussetzung. Andern
wir auch noch die Bedeutung des Buchstabens I, so konnen wir die
Gleichung der Normalfunktionen wieder in der Gestalt

7 (k3) +G=DV=0

schreiben und annehmen, alle Eigenwerte seien von Null verschieden.
Jetzt bilden wir an jedem Ende des Intervalls J ein Integral der

Gleichung
a ay
7 (b3s) —w =0,

das die an diesem Ende fiir die Normalfunktionen geltenden Forderungen
erfiillt. Diese Integrale seien ¢(#) und ¥(x); das erste sei zunichst am
unteren, das zweite am oberen Ende der Strecke J definiert. Da nun die
Koeffizienten der Differentialgleichung, wenn man den der zweiten Ableitung
auf den Weit' Eins bringt, im Innern von J mit ihren ersten Ableitungen
stetig sind, so kann man ¢(z) und ¥ (x) als stetige, mit stetiger erster
Ableitung versehene Funktionen iiber die ganze Strecke J fortsetzen, wobei
nur fiir ¢(x) der obere, fiir ¢ (#) der untere Endpunkt, wenn er singulir
ist, Singularititen bringen kann. Die Funktionen @(z) und ¢ (z) konnen

*) Zweite Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1904, S. 219.
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ferner nicht bis auf einen konstanten Faktor zusammenfallen, da sonst ein
Integral der letaten Gleichung vorlige, das an beiden Enden der Strecke J
die fiir die Bigenfunktionen geltenden Grenzbedingungen erfiillt, was aus-
geschlossen ist, da A =0 kein Eigenwert sein soll. Hieraus folgt, da8
die GroBe k(o —o'y), die den Gleichungen

f‘l@?ﬁ — d(k"l") -1

du 9=0, da ¥=0

zufolge konstant ist, nicht verschwindet; multipliziert man daher o(x)
mit einer passenden von Null verschiedenen Konstanten, wodurch die
geforderten Eigenschaften nicht gestort werden, so erhilt man die
(Heichung
k(v —gy)=1
fir die ganze Strecke J mit AusschluB singulirer Grenzen.
Jotat sei & ein Wert zwischen a und b; wir setzen, wenn 2 < §,

K@, ) =v() 9@,

K(z,§) = 9E) v(@).

Dann ist K (z, &) auf der ganzen Strecke J als Funktion von z stetig
und beztiglich beider Argumente symmetrisch. Denn ist z. B. 2 < §, so
hat man fiir K(&, «) den zweiten Ausdruck zu nehmen und findet ¢ () v (£),

also
K(x) g) = K(g; x))

und Entsprechendes gilt, wenn z > &.
Setzen wir ferner

wenn z > £, dagegen

0K (x, '
&9 o K (s, ),
go finden wir
K'E-0,8)=v®9¢¢), KE+0,5H=9E¥®,
also zufolge der ¢ und ¢ verkniipfenden Identitit
4 ’ ’ 7 1
EE=0,9-KE+0H=9OvE-s0vE =14,
woraus die Unstetigkeit der GroBe K'(x, %) an der Stelle x =§ klar
wird. Beildufig bemerken wir noch, daf die GroBen

K(@,a)=v()g(a), K(z,0)=1()9@)
endlich und bestimmt sind, ebenso auch, wenn a ein regulirer End-

" punkt ist, die GroBen
K(a,a)= ¥ (a) 9(a),
lim K'(a+ ¢+ 0, a + &) =v'(a) p(a),

2=+0
lim K'(a+e—0,a+¢)= 9'(a) ¥(a),
e= 4
81*
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da in diesem Falle v (2) und 9'(a) endlich sind; die letzten beiden wollen
wir durch K'(a+ 0, @) und K'(a — 0, ) bezeichnen.

Jetzt ist es leicht, die Normalfunktionen ¥V als Eigenfunktionen des
symmetrischen Kerns K (z, £) zu erkennen. Aus den Gleichungen

d av

7 (b 25) + =DV =0,
d(kK (x,
WK @, 8) A 0 1K, £ =0,

deren letzte gilt, weil K als Funktion von z mit @ (z) oder ¥ (x) bis
auf einen von 2 unabhiingigen Faktor tibereinstimmt, folgt nédmlich

d%[k (K%-—K’V)]-{- AVE=0.

Diese Gleichung integrieren wir iiber die Strecke J und beachten dabei
folgende Tatsache allgemeiner Natur, die wir noch mehrfach zu benutzen
haben: Ist f(#) auf der Strecke J mit Ausnahme einer Stelle z=§
stetig, die Ableitung 7’'(z) aber durchweg stetig, so hat man nicht die
gewohnliche Formel

JT@as=
sondern die erweiterte ’
JF@dz=f@) ] +1E—0) —FE+0).

Fiihren wir nach dieser Regel die bezeichnete Integration durch und
beachten noch, daB nach § 1 die GroBe

W(EGe—K'7)
an den Stellen 2 = o und z =b verschwindet, so erhalten wir
b
4 -
WEY K V)IHZ—!- 1K, 8 Vi =0,

oder, da die Gleichungen

-0 , 1
=0, K@Y~
gelten,

b
V() =4 [K(z,%) Vis,
oder in der Bezeichnung, die wir festhalten wollen,

V="V(a)= lfK(a, %) V () de.
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Damit ist die Sturm-Liouvillesche Aufgabe auf eine Integralgleichung
mit bestimmtem symmetrischem Kern zuriickgefiihrt.

Die Umkehrung dieses Resultats ergibt sich, im wesentlichen nach
Hilbert, in folgender Weise. Es sei f(«) eine beliebige, im Intervalle J°
stetige Funktion von z; setzt man

F(2) = f K (z, o) f(e) de,

so findet man:

F'(@)=[K'(z,0) f(@)de = [K'(@, &) f () de + [ K’ (2, &) {(4) d,

a(k F’ (@) =fd(k1s;':(cw, %) f(«) de + KK’ (@, o) f(e) "

z—0
dx 240

Nun gilt die eine oder andere der Gleichungen
K'(z, o) =v(0)9¢' (@), K'(2 ) =0¢(@)v (),
je nachdem z < o oder # > «; man findet daher
K'(@, 2+ 0)=v@)9'(x), K'(z,2—0)=9@)v (@),

K'(#,8—0) — K@ 2+0)=K'@+0,2) — K'(x—0, ) =— ~

T
der obige Ausdruck der GroBe (kF’) kann also geschrieben werden

ak fxxw)) _ [(ak K, ) (o) da — £ (a).

a

Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die Differentialgleichung, der die
GréBe K unterworfen ist,

UL @) _ (150, 0 () de— f0)

oder
d(kF” ()

&) _1F(@) = — f(@).

Speziell werde
f@)= AT

gesetzt und U sei irgend eine Losung der Integralgleichung
b
U=1 [ Kz, e)U(e)de;

damn erfiilllt U an den Stellen ¢ und b die an die Normalfunktionen ge-
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stellten Forderungen, da dies von K(z, «) gilt, und man erhilt die Glei-
chung

F@)=0, L#%)-10=-47,

d. h. die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung als Folge der Integral-
gleichung.

Endlich erschliefen wir noch als Korollar einen weiteren von Hilbert*)
herrithrenden Satz, von dem wir Gebrauch machen werden. Es sei ®()
eine mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke J stetige Funk-
-tion, die an den Enden o und b denselben Bedingungen wie die Eigen-
funktxonen unterworfen ist. Setzen wir dann

dko
o =) L0 @) ~ ()

und bilden mit dieser offenbar stetigen Funktion f(z) den Ausdruck F(z),
so ist nach dem Obigen

akF

T — (@) = — f(a),
die Differenz F — ® ist also eine Losung der Gleichung

d(ky) ly — 0

die mit ihrer Ableitung stetlg ist und an den Stellen x =0 uwnd z =1
ebenfalls die an die Eigenfunktionen gestellten Forderungen erfiillt. Da-
nach wire y eine Eigenfunktion, und 2 =<0 der zugehorige Eigenwert,
was nach unseren Festsetzungen ausgeschlossen ist; y muB also identisch
verschwinden und es ergibt sich

o(2) = F(z), 0@ = | Ko a)f(@)de.

In dieser Form ist also jede Funktion von den fir ®(x) geforderten
Eigenschaften darstellbar.

§ 3.
Hilfsmittel aus der allgemeinen Theorie der homogenen Integral-
gleichungen.

Aus der Dissertation von Schmidt**) entlehnen wir folgenden Satz.
Es seien o,(2), @y(2), - - - die simtlichen normierten Eigenfunktionen des

*) Zweite Mitteilung, Sétze 11 und 16, Gottinger Nachrichten 1904, 8. 221
und 230.
**) Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener, § 8
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symmetrischen Kerns K(z, £), und 4, 4,, - - - die zugehorigen Eigenwerte;
d. h. es sollen die Gleichungen

9, (z) = lyf K(z, )9, (0)de,

b
JS @, @)pda=1

gelten, deren zweite einen in ¢, (z) verfiigharen konstanten Faktor fest-
legt. Wenn dann in dem Gebiet a <2 <b, a <y <L b die Reihe

1,00
2 P, () 9, ¥)
"V

gleichmifig konvergiert und der Kern K(z, y) iiberall endlich und stetig
ist, so gilt die Formel

1,0
(4) E(ny) = > 2920,
die eine Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen ergibt.

Die Voraussetzungen, an die diese Formel gebunden erscheint, sind
bei den unten behandelten Kernen nicht ganz erfiill;; wohl aber sind
gewisse von Schmidt*) an einer andern Stelle geforderte Eigenschaften
immer vorhanden, daf ndmlich, wenn f(«) eine auf der Strecke J mit
Einschluf der Endpunkte stetige Funktion bedeutet, auch die GroBe

ﬁ(u) K(z, «)de

eine auf der ganzen Strecke J stetige Funktion von z ist, und daB die
von Hilbert als iterierter Kern bezeichnete GroBe

K*(z,y) = [ K(a, @) K(x, y)de

beziiglich beider Variablen , y auf der ganzen Strecke J stetig ist, ohne
identisch zu verschwinden.

Diese Eigenschaften, die nur, wenn singulire Endpunkte auftreten,
des Beweises bediirfen, beruhen darauf, daB in den unten behandelten
Einzelfillen, wenn z. B. a ein singulirer Endpunkt ist, y(2) in ihm
logarithmisch unendlich wird, und daB ¢@(z) dieselbe Eigenschaft an der
Stelle b besitzt, wenn diese singulir ist. Wenn nun 2 und y dem Innern

*) Disgertation § 11, SchluBbemerkung.
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der Strecke J angehdren und z <y ist, findet man sofort aus den in § 2
gegebenen Formen des Kerns die Gleichungen

S1(@) K@ e)de = v(@) [ @) 9(a)de + 9(@) [ @)% (@) de,

: Y !
K (z,y)=4(2)w(y) [ 9(efde 9@)v(y) [ o) w(a)detp@)o() [ (o) de,

deren rechte Seiten bei der angegebenen Beschaffenheit der GriBen ()
und y(z) stetig bleiben, auch wenn z oder # und y in einen singuliren
Endpunkt hineinriicken, womit die von Schmidt geforderten Stetigkeits-
eigenschaften gesichert sind.

Ebenso sieht man leicht, daB die GréBe K® nicht identisch ver-
schwindet; setzt man nimlich

f(e) = K(e, y),

so kann man K*(z, y) mit der GroBe F(z) des § 2 identifizieren und er-
halt damit die Differentialbeziehung

AdK*x,
— K@, 9) = g (+ 25589) —1K3(s, y),

aus der das Behauptete folgt, da K(z, y) nicht identisch verschwindet.

Nun sind nach § 6 der Dissertation von Schmidt ¢,(z), ¢4(%), - -
auch die simtlichen normierten Eigenfunktionen des Kerns K? sofern
dieser nicht identisch verschwindet, und die zugehorigen Eigenwerte sind
A% 4% --.. Entwickelt man daher den Kern K*® nach seinen Eigen-
funktionen, wofiir die ndtigen Voraussetzungen erfiillt sind, so erhilt man
die Gleichung

(P,(x) ‘Py (y)
Kz, y) = 2

sobald ihre rechte Seite gleichmiBig beziiglich beider Variablen, die die
ganze Strecke J durchlanfen, konvergiert. Diese Voraussetzung wollen
wir in allen Einzelfallen als erfilllt nachweisen.

Jetzt erinnern wir uns der allgemeinen Bedingung, unter der eine
unendliche Reihe gliedweise differenziert werden kann: Ist auf irgend einer
Strecke des Konvergenzbereiches die aus den Ableitungen der einzelnen
Glieder gebildete Reihe gleichmiBig konvergent, so ist sie auf dieser
Strecke der Ableitung der urspriinglichen Reihe gleich, da sie gliedweise
integriert werden kann und dann eine Reihe-ergibt, die sich von der ur-
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spriinglichen nur um einen konstanten Summanden unterscheidet. Wenn
daher jetzt die neue Voraussetzung eingefihrt wird, daB die Reihen

1,00 1,e

9., (%) 9, ) 9, @) 9, (y)
25w 27

v v

gleichmiBig konvergieren, wenn # und y beliebige Teilstrecken des Inter-
valls J durchlaufen, die keinen singuliren Endpunkt enthalten, so findet
man fiir dieses Gtebiet die Gleichung

1,®

AR @y) ) 9@ 9
dz _2 PRI

v

die somit beziiglich beider Variablen fiir die ganze Strecke J mit Aus-
schluB singuléirer Enden bewiesen ist.
Multipliziert man diese Gleichung mit % und berticksichtigt die Diffe-
rentialgleichung
d kg,
-(aw.’;) + (lv - l) @, = 0:

so sieht man, daB die rechte Seite gliedweise differenziert die Reihe

3 (—1,+D9,@ 0,0
a2

ergibt, die bei den fiir 2 und y geltenden Voraussetzungen gleichmiBig
konvergiert, also nach dem erwihnten Satze iiber das Differenzieren der
Reihen die Ableitung der GroBe
dK*@,y)
k dx
nach 2 darstellt. Diese ist aber zufolge der oben aus § 2 abgeleiteten
Differentialbeziehung zwischen X und K*

d dK?*(x,
7 (B 2EE8Y) - K(z,4) + 1K, 9);

man erhilt daher die Gleichungen

1,00 (——l +
— K(z, 9) + 1K@, y) = D

1,00

9,®) ¢,
K(z,y) = D 57—,

v

N o,@)9,0)
A

’

v

sobald £ und y Intervalle der bezeichneten Art durchlaufen.
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Wendet man auf die letzte Formel nochmals den Satz iiber das
Differenzieren der Reihen an, und setzt man ferner voraus, daB von -den

Reihen 1, 1,0
9, (@) 9, ) 9,(&) 9,(2)
2, 2

die erste gleichmiBig konvergiert, wenn z und y sich in der angegebenen
Weise bewegen, auBerdem aber |z —y| tiber einer festen Grenze bleibt,
die zweite aber gleichmiBig konvergiert, wenn z eine Strecke im Innern
des Intervalls J durchléuft, so erhilt man folgende Resultate.

(I) Wenn z und y beliebige Teilstrecken des Intervalls J durch-
laufen, die keinen singuliren Endpunkt enthalten, so gilt die gleichmifig
konvergente Entwicklung

1,
= 9, 9,0)
(4) K@y =~

(II) Unter denselben Voraussetzungen und wenn auBerdem |z —y|
iber einer festen Grenze liegt, gilt die gleichmiBig konvergente Ent-
wicklung

1, ®
4 N ¢;/(x) (pi(y)
(B) K@y = =7
ferner gilt die gleichm#Big konvergente Entwicklung
(©) dK(x, 2 _ o 2 %(x) qv,(w)

wenn 2 eine Strecke im Inneren des Intervalls J durchlduft.

Wir werden ferner in den Einzelfillen folgende Eigenschaften der
GroBen ¢, ableiten.

(II) Gelten dieselben Voraussetzungen wie unter (II) fir 2 und y,
und enthalten die durchlaufenen Strecken keinen Endpunkt, so liegt die

GroBe L
21 9, 9,®)
li’

4

zwischen endlichen, von », 2 und y unabhingigen Grenzen.
(IV) Ist.a ein singulirer Endpunkt und gelten die Unglemhungen )
aLeLate, ¢,>¢>0, a+¢LELD,
go liegt die GroBe

x Lin

“f Z’ 9,(2) 9, (8) de

zwischen endlichen, von 2, £ und » unabhingigen Grenzen.
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Die Formel (C) ist im allgemeinen auch an reguliren Endpunkten
unrichtig. Wenn aber 2 von ¢ und b verschieden ist, kann man nach
§ 2 setzen '
K(z,2) =9 (@) ¥(2), K'(z—0,2)=¢ (®)¥(), K'(z+0,2)=9(@)¥ (),
also

(©) 1 d_ﬂ‘ii”_) ZM.Q ; (K'(z + 0, 2) + K'(x —0, 2)].

Py

Eine andere Formel summiert die Reihe (C), wenn z = a gesetzt
wird und @ ein regulirer Endpunkt ist. Die zugehdrige Grenzbedin-

gung sei
¢’ (a) — ho(a) =

und die Konstante % endlich; dann findet man
9,() 9, (@ (w.,(a))
2R 2

1, c0
O 9@ 9, (@)
E ———— = hK(4, a).

»

also nach (I)

Da nun nach § 2 zu setzen ist
K(z,2)=9@)¥(@), K'(z—0 2)=9¢'@)v),
und diese GréBen auch in dem reguliren Endpunkte a endlich bleiben,
so findet man als Korollar der Eigenschaft (I) die Gleichung

9,(2) ¢, (@) ,
(D) 2 =P @) =K'(@—00)
v —-%gx‘}K(a+e—0,a+a),

und eine analoge Formel gilt natiirlich, wenn b ein regulirer Endpunkt
der Strecke J und die Konstante H endlich ist.

§ 4
Grundformeln fiir die Darstellung willkiirlicher Funktionen.
Mittels der Formeln (A), (B), (C), (D) kdnnen wir nun die wichtig-
sten die Darstellung willkiirlicher Funktionen betreffenden Fragen in der
gewiinschten genaueren Weise beantworten. Unsere SchluBreihe kann in
folgender Weise charakterisiert werden. Der fiir die Darstellungsformeln
maBgebende Ausdruck

M, = ¢,(2) f f(@) 9, (e)de
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wird mit Hilfe der Differentialgleichung der Eigenfunktionen umgeformt,
indem wir unter dem Integralzeichen

p() = |- 2 10, )

setzen. Dann wird durch partielle Integration bewirkt, daB unter dem
Integralzeichen @, (z) und @)(a) nicht mehr vorkommen. Nach dieser
Umgestaltung wird die Summe aller M, gebildet und werden die auf-

tretenden Reihen
1, 1, .
-y P, (@) 9, (2) S AGEXE))
P T

v
v ¥

nach den Formeln des § 3 durch K und K’ ausgedriickt. So erhilt man
einen Ausdruck, in dem die mit Integralzeichen behafteten Glieder ihn-
liche Form haben, wie in dem umgestalteten Ausdruck M,, und nun wird
die vorher durchgefiihrte partielle Integration gewissermaBen riickgingig
gemacht, indem man bewirkt, daB unter dem Integralzeichen nicht K,
gondern die zweite Ableitung dieser GroBe steht. Endlich erhilt man
aus der Differentialgleichung

ak ) K' (@,
W K D) _ () K (e, 2) =

eine von Integralzeichen freie, unmittelbar diskutierbare Gestalt der
Summe aller M,.

Um diese Rechnung im einzelnen durchzufiithren, beginnen wir mit
den unmittelbar ersichtlichen Gleichungen

:p,( ) ff( )[l(a) o.(a) + d(k(@) qo,(a>)]

V@) @, () ! () @, (@) |
- f F@10) 252 de — flayk(a) (“i:” @
§

§

?,(x)
1

Q JCLOLICTS

=ff( i) 25 e — k() 2O P

q»,() (@) 1 @) P, (@) 9, -
k) 52 1 fdvg‘;“” 9 .

3
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In diesen Gleichungen ist schon benutzt, was wir spiter, auch wenn
£ und % veriinderlich sind, immer festhalten wollen, daB die Funktion
f() mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke von o =& bis
& =1 stetig sei. Fiir die GroBen z, £ und % aber machen wir solche
Voraussetzungen, daB die Summe aller M, gleichm#Big konvergiert, und
zwar setzen wir fest, daB jede dieser GrioBen eine Teilstrecke des Inter-
valls J durchlaufe, ‘die keinen singuliren Endpunkt enthilt. Die von der
GroBe £ durchlaufene Strecke liege entweder im Inmeren von J, oder
ziehe sich in den Endpunkt ¢ zusammen, wenn dieser reguliir ist, so daB
dann zugelassen wird, daB & den festen Wert @ hat. Ferner seien ¢ und
¢; beliebig kleine positive Konstante, und gelte die Ungleichung

n—E>e.
Beaztiglich der GroBe « verfolgen wir zwei Annahmen:
1. Es bestehe eine der Beziehungen
x—n>e, §—a>¢.
2. Es sei z =&
Unter diesen Voraussetzungen sind zuniichst in der Reihe

R(@) 1 = 12: b3

wenn wir fiir M, den letzten der erhaltenen Ausdriicke setzen, die von
Integralzeichen freien Summen

__2 f( )k( ) 9, (« )‘Pw( ) !’1+2f( )k( )‘Pv("‘)%(w) 1»1

gleichmiBig konvergent. Fiir die Summen

1,0 1, %
< 9, 9, @) 1 9, @) 9,
2 i, 2 i,

v v

ist dies aus der Eigenschaft (I) des § 3 unmittelbar ersichtlich, da die
von z, § und % durchlaufenen Strecken keinen singuliren Endpunkt ent-
halten. Dasselbe gilt aber auch nach § 3 (II) von der Summe

‘12'% ol(n) @, (2)
i,

da die Differenz |4 — | bei beiden Voraussetzungen 1. und 2 {iber einer
positiven Grenze bleibt, und von der Summe

2 ?1 & o,@
7,
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bei der Annahme 1., die auch die GroBe |£ — x| der Null nicht beliebig
nahe kommen 148t. Bei der Annahme 2. ist letztere Summe

‘Z’i 7,5 9,
1V )

v

und diese konvergiert wiederum nach § 3 (II) gleichmiBig, da & ent-
weder ein im Inneren der Strecke J liegendes Intervall durchlauft oder
den konstanten Wert a behilt. Die Werte aller dieser Summen ergeben
sich aus den Formeln (B), (C) und (D) des § 3.

Da ferner die Summe
1,00 .
?,(@) 9, (®)
2

v

gleichmiBig konvergiert, wenn « das Intervall von & bis % durchliuft,
so konvergiert die ganze Reihe R(2)%" bei unseren Voraussetzungen
gleichm#Big, und man kann bei den im letzten Ausdruck von M, auf-
tretenden Integralen die Zeichen der Summation und Integration ver-
tauschen. So erhdlt man den Ausdruck

R@ = [T K e~ FRD E o )+ 1 (@h(e) K( 2) [

1, 00 7
16 9,@) ; ’
+HOKE 3 T — (K, 2) 1E0ED g,
v Y §

Das letzte Integral ergibt, wenn man partiell integriert,
; A @) ",
— fK(a, z) D) Gy — £ () h(e) K (e, :90)[ -+ ﬁ'(a)k(oc)K’(a, &) de

== (@)k(«).K (e, 2) +f(a)k(oc)K'(a, z) \ --ff( ) d(k(“)K a(k (@) K’ (¢, x)) de;

setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung und beriicksichtigt die
oben" angefiihrte Differentialgleichung, die die GréBe K (o, #) erfiillt, so
erhilt man den einfachen Ausdruck

%(E) 9, (@ )

R(@)bn = f()k(E) 2 — FEIE) K& ),

dessen Wert in jedem Falle bestimmt werden kann.
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Gilt nimlich die Voraussetzung 1., so bleibt |2 — | tiber ejner
positiven Grenze, und ist daher nach § 3 (II) zu setzen

1,

() 9, (®) ,
2 ?"_;J"—" =K (%} x))

v
v

also R(.’L‘)gv =0,

Macht man zweitens die Annahme 2., so ist in dem Awusdruck

R(z)®7 fiir die sunichst zweideutige GroBe K' (¢, «) der Wert K'(t+0, £)
zu nehmen, da das letzte Glied von der unteren Grenze des Integrals

Sl k(@) K (s, 2))

herrithrt, Ist nun £ zundchst von o verschieden, so ergibt die Formel (C)
dos § 8
1,0 ’
&(é)l%(ﬁ) =L EE+0,8H+K(E—08)]

v

v

und man erhdlt aus dem fiir R(x)>" aufgestellten Ausdrucke
R(Eb1 = 5 FORE K E— 0,8 — K'(E+0,8)],
also zufolge der Unstetigkeit der Funktion K’

R(pb1 =5 (&)

Setzt man dagegen £ = o und ist die Konstante 5 endlich, so ergibt
sich nach § 3 (D) und mittels der in § 2 angegebenen Werte von
K'(a+0, a) die Gleichung

R(a)y»" = — f(a)k(a) K’ (a + 0, a) + f(a)k(a) K'(a — 0, @) = f(a).

Alle drei Reihen, deren Werte hiermit bestimmt sind, konvergieren
gleichmifig bei den zugelassenen Werten von 2, £ und 7, da dies im
allgemeinen von der Reihe R(x)%7 bewiesen ist.

Analog den letzten beiden Ausdriicken R(£)%” und R(a)»” erhilt
man offenbar, wenn man die Rollen der Endpunkte o und b vertauscht
und die Integrationsrichtung tiberall umkehrt, die Formeln

R()bn = 2 (), R =r®);

in der ersten Gleichung wird vorausgesetzt, daB das Intervall der GrdBe 7
den Endpunkt b.nicht enthalte oder daB bestindig y — b sei, wihrend
such in den Endpunkt a, wenn dieser regulr ist, hineinrticken darf; in
der zweiten muB b ein reguliirer Endpunkt sein.



496 A. KxgsEr.

LiBt man endlich 2 zwischen £ und 7 liegen, und die Differenzen
« — £ und y — z iiber festen Grenzen bleiben, wihrend £ und 5 beliebige -
Teilintervalle der Strecke J durchlaufen, denen keine singuliren End-
punkte angehoren, so erhilt man die gleichmiBig konvergente Reihe

R(@)>" = R(z)>* + R(2)>" = f(#);

dies ergibt sich offenbar, indem man die fir R(£)>7 und R(n)%" abge-
leiteten Werte kombiniert.

Die erhaltenen Resultate konnen in folgender Weise zusammengefaBt
werden.

Es seien ,(x) die normierten Eigenfunktionen eines Kernes K(z,y),
fir den die Eigenschaften (1) und (II) des § 3 gesichert sind, und werde
allgemein gesetzt

B@pr= 3 0,0) [ 1), @de.

Jede der Grofen z, &, n durchlaufe eine Strecke, die einen Teil des
Intervalls J bildet, ohne einen singuldren Endpunkt zu enthalten; die Funk-
tion f(«) bletbe mit ihren ersten beiden Ableitungen auf der Strecke won
£ bis n stetig. Die Grofien (@ —E|, |y — n| und u — E migen diber posi-
tiven Grenzen bletben; c, ¢, seien beliebig kleine positive Grofen. Dann
gelten folgende Gleichungen unter den neben ihnen stehenden besonderen Be-
dingungen.

t—a>c, R(ER" =3 1),

1
b—n>e, R(HT=f),
@—8@—1)>0, R@br1=0.
Ist a ein reguldrer Endpunkt und die zugehorige Konstante h endlich,
so gilt die Qleichung
R(a)»" = f(a),

ebenso, wenn b ein reguldrer Endpunkt und die Konstante H endlich ist,
R()4* = f(b).
In allen diesen Gleichungen konvergieren die Reihen R gleichmiifig,
§ b.
Ergiinzungen und Ergebnisse.

Die erhaltenen Resultate zeigen auch, unter welchen Bedingungen
eine Funktion f(z) durch die in den Anwendungen hauptsichlich vor-
kommende Reihe
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B@) = R@y* = > 0,@) [1(0)e,@ds

dargestellt werden kann.

Zunichst seien beide Endpunkte ¢ und b regulir und die Strecke J
werde durch die Stellen

a==§ &, & s bumyy =0
in solche Teilstrecken zerlegt, daB innerhalb jeder von ihnen f(z) mit den
ersten beiden Ableitungen stetig sei. Setzt man dann allgemein §,=1v,_,,
so ist offenbar
R(z) = R(z)som + R(z)fom 4 -+« + R(z)er—1,7~1

und die Summanden rechts sind nach § 4 zu bestimmen. Fillt x mit
keiner Stelle £ zusammen, so ist nur ein Summand, etwa der (p + 1),
von Null verschieden, derjenige néimlich, dessen Integrationsintervall den
‘Wert # umfaBt, und dieser hat den Wert

. R(z)% % = R(2)fe® + R(z)%"r = f (),
80 daB man erhilt
R(®) - £(@).

Fillt # dagegen mit emem Werte £, = 7,_, zusammen, so hat man
nur zwei von Null verschiedene Summanden

R(gv)s”’ o= f(x )s R('Yv-1>s"1' -1 = '“f(’?v Vi

genauer hat man, wenn f(2) an der Stelle & unstetig ist, zu setzen

f&)=rE +0), flu,-)=7F(n,-.—0)=f(E —0),

und daraus ergibt sich fiir das ganze Innere der Strecke J die (leichung
1
R(@) = 5 [f(z+ 0) + f(# — 0)].

Endlich erhilt man, wenn z einer der Grenzen a¢ und b gleich ge-
setzt wird, wieder jedesmal nur einen von Null verschiedenen Summanden,
der nach § 4 die folgenden Werte hat:

R(a)fo e =f(a), R(bfn-11m-1=R(b)F:-1* = f(b),
80 daB sich fiir die Endpunkte besziiglich der Reihe R(z) ergibt
B(a) =f(a), R(b)=7(b).

Um die analogen Resultate fiir den Fall, daB mindestens eine der
Grenzen, etwa a, singuliir ist, abzuleiten, bedarf es einer erginzenden
Untersuchung; denn da jetst der Summand B%% nach § 4 nicht zu be-
stimmen ist, wiirde man aus den durchgefiihrten Betrachtungen zuniichst
nur eine Gleichung

Mathematische Annalen. LXIII. 32
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R(@ym-1 = ¢ [f(z+0) + fl@ — 0)]

erhalten, in der z ein beliebiger Wert im Inneren von J sein kdnnte;
wire b regulir, so konnte %, _, durch b ersetzt werden.

Wir definieren nun eine Hilfsfunktion g(«) in folgender Weise. Auf
der Strecke von o =a bis o =1, auf der f(«), f'(¢) und f"(«) stetige
Funktionen sind, sei g(«) = f(a); ferner sei g(«) auf der ganzen Strecke
J mit ihren ersten beiden Ableitungen stetig und es sei g(z) = f(2);
endlich sei g(a) =0 auf der Strecke von 7,_, bis b, der z nicht angehdrt.
Dann gentigt g(«¢) an beiden Enden der Strecke J den an die Eigen-
funktionen gestellten Forderungen, ist also nach § 2 in der Form

9@) = [ (@, 6)h() de

darstellbar, wobei A(«) eine auf der Strecke J stetige Funktion bedeutet.
Eine solche Funktion ist aber, wie wir aus der allgemeinen Theorie der
Integralgleichungen®) entnehmen, nach den Eigenfunktionen in eine auf
der ganzen Strecke J gleichm#Big konvergierende Reihe zu entwickeln,
deren Koeffizienten @hulich wie in der Fourierschen Reihe bestimmt werden:

9@) = S0, [ 960)9,6) de

denn die Bedingungen dieses Satzes sind nach § 3 bei unsern Kernen erfiillt,
Anderseits ergeben die Sitze des § 4

Tn—2

S0,0) [ 90, (0) 2 = £7) = o(a),

da die Reihe links als die fiir die Funktion g(«) gebildete Reihe R™’"=-2
anzusehen ist; sie konvergiert nach § 4 gleichmiBig, solange 7, — a,
b—%,_gy x—m und %, g — x iber festen positiven Grenzen bleiben.
Kombiniert man diese Gleichung mit der vorhergehenden fiir g(z) auf-
gestellten, so findet man das gewiinschte Resultat:

S'o,@) [ 1@ 9.@ da = S0, @) [F(0) 9,(a)de =0,

und diese Reihe konvergiert unter derselben Bedingung wie R™ -2
gleichmaBig.

*) Schmidt, Dissertation § 9; § 11, SchluBbemerkung.
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Abnlich wiirde sich ergeben

2 (p,(x)ﬁ (@)@, («)de =

und damit ist die Gleichung
R(@) = 5 [f(5+0) +f(a—0)]

fiir das Innere der Strecke J auch in dem Fall erwiesen, daf singulire
Endpunkte zugelassen werden. Jede Funktion also, die ebenso wie ihre
erste und zweile Ableitung auf der Strecke J nur eine endliche Aneahl
endlicher Spriinge macht, sonst aber stetig ist, kann bei den Voraussetzungen
8§ 3 (I), (II) nach den Kigenfunktionen @, (%) So embwickelt werden, wie
es die letete Gleichung zeigt.

Um noch allgemeinere Klassen von Funktionen entwickeln zu kinnen,
setzen wir zunichst auf der ganzen Strecke

fle)=1

und fiihren die Bezeichnung
L%
(e, n) = D) 9,(8) 9,(4)

ein. Dann ergibt sich aus der Differentialgleichung der Eigenfunktionen
als spezieller Fall einer in § 4 benutzten Gleichung

7 1,n ] 1L,%
2, (@) |n
J ot de= So.®) fo.(de=k) JEE]

n 1L,n
?, &, (@)
+f o) =
§ v v

wenn daher £ und 7 um beliebig kleine endliche Strecken voneinander
und von ¢ und b entfernt bleiben, so liegt dieser Ausdruck zwischen festen
von n; £ und 4 unabhiingigen Grenzen, da dies vom ersten Teil der
rechten Seite nach § 3 (III) gilt, vom zwelten Teil aber aus der gleich-
miBigen Konvergenz der Reihe

(&, (@)
SROnO_ gy

v

folgt. Ferner ergibt sich aus § 4 der Satz

S %(5)f @, («) de: = lim f (e, n)de: =

82~
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und dieser Grenzwert wird unter der Voraussetzung

a+00<§<’ﬂ<b""02, n—§>01;
in der durch ¢ beliebig kleine positive Konstante bezeichnet sind, gleich-
miBig angestrebt. Fiir die Funktion ®(«, #) sind daher die Voraus-
setzungen erfiillt, unter denen man aus der letzten Gleichung nach einer

von du Bois-Reymond herrithrenden Methode mittels des zweiten
Mittelwertsatzes schlieBen kann

im, 1) 0 ) de = S0, ®) [ 109 @ = - 5+0)
; 2 %)

wobei f(«) eine beliebige Funktion bedeutet, die auf der Strecke von .
o =§ bis « =7 von beschrinkter Schwankung ist. Man kontrolliert diese
Behauptung leicht auf Grund der Darstellung von Jordan*), der wir uns
mit der Bezeichnung ®(«,7) angeschlossen haben.

Analog der letzten Gleichung findet man offenbar, indem man die
Rollen der GroBen £ und % vertauscht,

g, 99,0 e~ & ra-0)

und hieraus, wenn f(x) auf der ganzen Strecke J von beschriinkter
Schwankung ist, und z zwischen @ + ¢, und b — ¢, liegt,

1,00 b—cy
Q 1
R(@)ytmo-a= Do, @) [f(@) 9,(2) da = 3 [f(a+0) + f(z—0)].
v atec

Um in diese Formel die erwiinschten Integrationsgrenzen & und b
einfithren zu konnen, gehen wir davon aus, daB nach den an die Funk-
tion g(«) gekniipften Erwigungen, wenn

) z>at+c2=2n>a

angenommen wird, die Gleichung

Z’”%(x) f ,(¢)de =0

gilt; die Reihe konvergiert beziiglich der Variablen 2 und % gleichmiBig,
wenn z — (¢+¢,) und 4 — a iber beliebig kleinen festen Grenzen bleiben.
Ziehen wir jetzt, was bisher noch nicht geschehen ist, die Kigenschaft
§ 3 (IV) heran und setzen, abweichend von der bisherigen Bezeichnung,

o, 1) = D9, @) 9,(@),

* Cours d'analyse Bd. 2, Nr. 221.
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-

so sehen wir, daf das Integral

j‘ ®(a, n)de

zwischen endlichen von % und 7y unabhingigen Grenzen liegt, und zwar
auch wenn 7 — a beliebig klein wird. AuBerdem gibt die soeben auf-
gestellte Gleichung

n
lim f@(a, n)de =0,

und der Grenzwert wird gleichmiBig angestrebt, wenn 5 die Strecke von
a -+ ¢, bis zu einer @ beliebig wenig tibertreffenden Grenze herab durchliuft.
Der Ausdruck ®(«, %) hat daher wiederum die an der zitierten Stelle von
Jordan geforderten Eigenschaften, aus denen man, wenn f(z) eine Funk-
tion von beschrinkter Schwankung ist, schlieBen kann

lim ff(oz) O (e, n)de =0,

oder, indem man speziell y = a + ¢, setzt

1, a+co
R(@)we+e = Do, (@) [f() 9,(¢)do = 0.
Kombiniert man dies Resultat mit dem fiir R*+%: %= % gefundenen Ausdruck
und stellt eine analoge Formel fiir das Intervall von b — ¢, bis b auf, so
ergibt sich schlieBlich die erwtinschte Gleichung

Rt = Roateo | Ratoob—ts | Ro—aab

= >0,@ [ 1) p,(6) da = LIF+0) + Fa—0)},

die somit unter den Voraussetzungen §3, (1) bis (IV) fir eine belicbige
Funktion von beschrimkter Schwomkung wnd fiir das Innere der Strecke J
bewiesen ist.

Will man von der Eigenschaft (IV), die im allgemeinen schwer zu
beweisen ist, keinen Gebrauch machen, so braucht man nur vorauszusetzen,
daB die Funktion f(«) von einem singuliren Endpunkte an eine beliebig
kleine Strecke weit stetig sei und stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung besitze, im tibrigen aber von beschrénkter Schwankung sei.

Endlich kann mittels der jetzt vorliegenden Ergebnisse auch gezeigt
werden, dafl die Reihe R(x) gleichm#Big konvergiert, wenn die Variable z
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eine Strecke durchlinft, die in einer groBeren enthalten ist, auf der die
Funktion f(z) stetig bleibt. Wir kinnen uns betreffs dieses Nachweises
auf eine Abhandlung berufen*), in der dieser Satz zwar nur fir die
Sturm-Liouvilleschen Normalfunktionen, aber doch im wesentlichen nach
einer allgemeinen Methode abgeleitet ist. Das Integral

fCD(oe, n) de

konvergiert niimlich nach den oben erhaltenen Resultaten genau in dem

Sinne gleichmiBig gegen seine Grenze — 5 Wie es a. a. 0.%¥) vorausgesetat
ist. Allerdings ist dort mittels der asymptotischen Darstellung der Normal-

funktionen bewiesen, daB die Reihe

'0.6) [ 9.(0)fle) de = lim [7(6) 0(e, m) e

bei den Voraussetzungen
z>n+e¢, ¢>0,

und wenn f(«) von beschrinkter Schwankung ist, gleichm#fig gegen den
Wert Null konvergiert; das haben wir aber soeben aus der Eigenschaft (IV)
erschlossen, was ndtig war, da die asymptotische Darstellung im allge-
meinen an den singuliren Stellen ungiiltig wird. Fiir die zitierte Argumen-
tation sind also die Grundlagen auch hier gesichert, und der ausgesprochene
Satz tiber die gleichmiBige Konvergenz der Reihe R(z) ist so gut wie
bewiesen.

§ 6.
Anwendungen: die Sturm-Liouvilleschen Reihen.
Von Sturm und Liouville sind eingehend diejenigen Normalfunktionen
untersucht, bei denen auf der Strecke J die GréBe k¥ von Null verschieden
und ! endlich, beide Endpunkte ¢ und b also regulir sind, und der Kern

K(z, ) endlich und stetig bleibt, wenn jedes seiner Argumente die ganze
Strecke o durchliduft. Unter dieser Voraussetzung kann man die Gleichung

T+ =Dy =0

durch die Substitutionen

xda: ¢
z—J%‘, U=?/1/Z’

*) Math. Annalen Bd. 60, S. 411ff
" a g, 0. 8. 408.
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in die Gleichung

2T (-1)U=0

az: T, 1
tiberfihren. Wird hier als unabhiingige Variable das Produkt aus ¢ und
einem passenden konstanten Faktor eingefiihrt, und die Bedeutung der
Buchstaben , I, 4 in leicht zu iibersehender Weise geiindert, so bewirkt
man, daf das Intervall J sich von O bis = erstreckt, und die Differential-
gleichung der Normalfunktionen ist

au

wobei ! auf der Strecke J endlich ist und nach § 2 so eingerichtet ge-
dacht werden kann, daB keiner der Eigenwerte verschwindet. Die Grenz-

bedingungen sind
al 0 avu n

wobei auch unendliche Werte von 2 und H, d. h. Bedingungen von der
Form
UP=0, U*=0
nicht ausgeschlossen sind. Wir bleiben bei der Annahme endlicher Werte
von h und H, da andernfalls nur leichte Modifikationen notig werden.
Unter diesen Voraussetzungen gelten nun nach Liouville¥), wenn ¢

den positiven Wert von J/4 bedeutet, die Formeln

’

A4 U . ¥
U=cosgx+;—, -jo—————smgx+?,
1 A4

wobei » = 1,2, .- zu setzen ist und durch ¥, wie auch fernerhin, GroBen
bezeichnet sind, die zwischen endlichen, von » und #'unabhingigen Grenzen
verbleiben.

Um die normierten Eigenfunktionen herzustellen, benutzen wir die fiir
die eingefithrte Gro8e U von Liouville abgeleitete Formel™*)

T A4
fU(a)”da =5+
] .

da nun der angegebene Wert von o ergibf
* Liouville, Journal de Math. (1) Bd. 2. Kneser, Math. Annalen Bd. 58,

S. 116. -
** Math. Annalen Bd. 58, 8. 122.
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A . . ¥ ¥
€08 Q& = COS V& COS —- — SIN & 81N —- = €08 ¥Z + e
. . A4
sin o = sin v& -+ b

so findet man als Ausdruck der normierten Eigenfunktionen

Ed - %_ —
U[fU(cx)gdu] = @,(2) -——V% cos vz + -:i,
0
9_;;5_:::) =-—~V% sin v + »lg,
und die zugehdrigen Bigenwerte sind
.. }’v=92=v2+'¥'
Hieraus folgt

1 1 9,®o,y) 2 cosva cosvy A4
Tv'—"‘i(l“l“ ) = “l“,us"

Die Reihe

v

2 (@) (w) 2(®)

konverglert daher gleichmiBig, wenn # und y das ganze Intervall J mit
EinschluB der Grenzen durchlaufen, und damit ist nach dem in § 3
zitierten Satze von Schmidt die Gleichung (A) erwiesen.

Um auch die Formeln (B) und (C) zu erhalten, gehen wir davon
aus, dafl die aufgestellten Formen der normierten Eigenfunktionen ergeben

k(24

Z%w) %(y) 12811“’(-”-!—:1/) 281!11’(66 ?/)+2
v E] el

Hier ist das letzte Glied der rechten Seite gleichmiBig konvergent, wie
immer z und y im Intervall J sich bewegen mdgen. Nehmen wir
aber an, z durchlaufe ein Intervall, das einen Teil von J bildet, den
Punkt y aber nicht enthilt, so b1e1ben #~y und 2 +y oberhalb einer
positiven Grenze und unterhalb eines Wertes von der Form 2z — ¢,
wobei ¢ positiv ist. Daraus folgt die gleichmiBige Konvergenz auch des
ersten und zweiten Gliedes auf der rechten Seite unserer (leichung; denn
es ist bekannt*), daB die Reihe

: tpw(-’ﬂ) %(?/) q:,,(w) 0,(y )( )__ __ 2sinvzcosvy LY ,,s;

1,00

v

*) Weber-Wellstein, Enc. d. Elementarmathematik Bd. 1, § 135.
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auf jeder Strecke, die durch die Beziehungen
O<e<u<2n-—-¢, ¢>0

definiert ist, gleichmifig konvergiert. Ferner bleibt die Summe der
ersten # Glieder dieser Reihe, wie immer » und » gewshlt werden mogen,
zwischen endlichen, von % und % unabhingigen Grenzen, auch wenn % der
Null beliebig nahe kommt; dieselbe Eigenschaft kommt daher auch der Reihe

1,0
Z (@) 9, )
z’v

zu, wenn z und y Strecken des Intervalls J durchlaufen, die den End-
punkt x nicht enthalten.

Die Formel (C) macht keine neuen Schwierigkeiten; denn unsere
Augdriicke fiir @, (2) und @, (x) ergeben

1,00 , ‘ 1,0: o 1,00

und aus den angefiihrten Eigenschaften der Reihe S schlieBt man sofort,
daB die hingeschriebene Reihe gleichm#Big konvergiert, wenn « eine
zwischen 0 und z liegende Strecke durchliuft. Damit sind die Eigen-
schaften (I), (II), (IlI) und die Formeln (A), (B), (C) in dem vollen
Umfange gesichert, wie sie in § 4 gebraucht werden; die Eigenschaft (IV)
kommt nicht in Frage, da beide Endpunkte regulér sind. Die Resultate
doer §§ 4 und 5 gelten also flir die Sturm-Liouvilleschen Reihen, wie wir
tibrigens auf andere Weise schon frilher nachgewiesen haben.¥)

8§ 1.
Die Darstellung willkiirlicher Funktionen durch Besselsche.

Die einfachsten von der mathematischen Physik gestellten Aufgaben,
die denen des vorigen Paragraphen analog sind und auf Besselsche Funk-
tionen fiihren, konnen in folgender Form susgesprochen werden. Es sollen
die Integrale der Besselschen Gleichung

- a%(xg—g)+lxy=0

gefunden werden, die an der singuliren Stelle a =0 endlich sind, und
an der Stelle b =1 einer der Forderungen

y'=0, ¥+ Hy['=0,

* Math. Annalen Bd. 60.
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iI_l denen H eine Konstante ist, unterworfen und auf der Strecke von O
bis 1 mit ihren Ableitungen stetig sind; man findet leicht

Fnd

y':“J(sz)’ J(x>=1 *%+2’:E~42_29~43~6’+“"

und erhilt fiir 4 eine der Gleichungen

JVA) =0, ViJ V1) + HIY 1) =0.

Um die Besselsche Differentialgleichung auf die Gestalt zu bringen,
die wir in unserer Theorie voraussetzen, substituieren wir

du=2xdz, x=YVu,

und ersetzen % durch z; dann ergibt sich
d 7, dy _

Die Werte o und b und die Form der Grenzbedingungen #ndern sich

nicht; fir y aber haben wir jetzt die Funktion J(}/2#) zu nehmen. Um
den Eigenwert =0 zu vermeiden, ersetzen wir 1 in der letzten Gleichung
durch 1 — g, so daB sie die folgende Gestalt annimmt:

%(4w%} + (A—p)y=0.

Jhre an der Stelle # = 0 endliche Losung ist jetzt

IeVa)= T (VG—wa),
wobei die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind und
A=up+¢*
gesetzt ist, fiir ¢ aber eine der Gleichungen

. J(@)=0, e¢J(o)+ HJ(e)=0
gilt.
Die normierten Eigenfunktionen sind

I (o Va) [Of}J’ (e V%) du}_%

= J(eVa) [210 o J? (o) da}—?

Um sie hinsichtlich ihrer GroBenverhiltnisse genauer zu untersuchen,
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gehen wir von folgenden bekannten Formeln¥) aus, die gelten, sobald z
oberhalb einer beliebig kleinen positiven Grenze & verbleibt:

J(x)=gﬂc+sinw ¥

Vaz ot
J'(x) - CO8 wy—;zsmw + _:?,

in ihnen, wie auch weiter unten, ist das Symbol ¥ vieldeutig und be-
zeichnet GriBen, die zwischen endlichen, von z unabhingigen Grenzen
liegen. Aus diesen Gleichungen folgt sofort:

’ v
T2(a) + J*(5) = = + -
Anderseits ergibt die Besselsche Differentialgleichung leicht*¥)

x

f (o) do = 2 [T(z) + T3(@)],
gpeziell also

fuJ’(@cx)dw=* 5 [7%(0) + (o)),

und hieraus folgt auf Grund der angegebenen asymptotischen Darstellung
von J(z) und J'(z) die Formel

1
fqu(Qa) de = ;1—5-1—::—2,
0

[f wl*(oc) da}"l Vae (1+%),

und die GroBen W, liegen zwischen endlichen, von g unabhéingigen Grenzen.
Nur wenn der Wert ¢ = O vorkommt, verliert diese Formel ihren Sinn;
da wir sie aber nur bei Konvergenzuntersuchungen benutzen, ist das kein
wesentlicher Mangel. Abgesehen von diesem Falle erhalten wir somit
fiir die normierten Eigenfunktionen und ihre Ableitungen die Ausdriicke

¥,
9.(2) =22 7(eVe) (1+ —i),
e
’ 7 — !F
v @)= 5 V3 7va) (1+%)-
e
Lassen wir jetzt « iiber einer beliebig kleinen positiven Grenze

*) Lipschita, Orelles Journal Bd. 56. Jordan, Cours d'analyse Bd. 3, Nr. 215, 216.
**) Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen Bd. 1, § 79.
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bleiben, so komnen wir wiederum die asymptotischen Ausdriicke von
J () und J’(z) benutzen und erhalten folgende Gleichungen:

P, (x) = V—gfﬁ (sing]/i-&— cosgl/a—c—}—;%) (1 + ¥
9, () = 21/;%(00891/5 —sing YV + ;-;’_/:) (1 + %gj)

Hieraus ergibt sich, daB die Gleichungen, deren Wurzeln die GroBen ¢
sind, sobald diese eine gewisse Grenze tiberschreiten, durch eine der
Formen

cos ¢ +sing =0, o(cos ¢ — sin ¢) + H(sin ¢ + cos ¢) =

anndhernd dargestellt werden. Wern daher  von v unabhiéingig ist und
das vieldeutige Symbol ¥ GréBen bezeichnet, die zwischen endlichen von
v unabhiingigen Grenzen liegen, so kann man setzen

A4
9=7+”7z+7:

und hieraus ergibt sich fiir die Kigenwerte

Man findet ferner leicht, wenn u eine beliebige GroBe bedeutet, die
Gleichungen

cospu-—-——cos(¢+un}u+»}, sin9u=sin(r+vn)u+-:—|:—,

benutzt man diese Werte in den fiir ¢,(z) und ,'(z) gegebenen Aus-
driicken, so findet man

?,(%) = V—#/_; {sin (r-{-wt)]/;c + cos (r+wz)]/?c + };_}’

9, () =2V;t/;{°°5 (r+vx) Yz — sin (r+wz)]/,'2 + j;,{‘})

und wenn y ebenso wie x iiber einer beliebig klemen positiven Grenze
bleibt,

»,() p,([¥) = ;17: {sin(r+v2)(Vz-+Vy)+cos (r+ o) (Va—Vy) + _\:_},
9,(@) 9, (@) =55 {cos2(r+vm) Vo + 1},

% (x) ?,()= 1/— {cos(r-{—wz) (Va+Vy)+sin(r+vm)(Vy—Va)+ }
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Da nun die Reihen

1,0 Lo |
cosvyu sln »Y
v ! v
v v

gleichmiBig konvergieren, wenn mit beliebig kleinen positiven Kon-
stanten ¢, ¢, die Ungleichung
cLul2n—¢

festgesetzt wird; da ferner unter dieser Bedingung auch die Summe
& cosS ru

» ?
v

und unter der weiteren Voraussetzung

O<ul2n —¢

die Summe
1,n N
8N vy U

v
v

zwischen endlichen von v und « unabhingigen Grenzen liegt, so ist
ersichtlich, daf die Reihen

1,00
& %M%@ %w%@
R= )2 —2

gleichmifig konvergieren, wenn z und y beliebige, die Stelle 0 nicht
enthaltende Teilstrecken des von O bis 1 reichenden Intervalls J durch-
lanfen; daBl unter derselben Voraussetzung und wenn auBerdem [z — y|
tiber einer beliebig kleinen Grenze bleibt, auch die Reihe

1,00
- 95 (@) 9,@)
r- 3 s

gleichmiBig konvergiert; daB die Reihe

1,00
O 9 (@) 9, ()
U= D

v

3

gleichmiBig konvergiert, wenn z eine zwischen O und 1 liegende Strecke
durchléuft; daB endlich, wenn z, y, 1 — 2 und 1 —y #ber endlichen
Grenzen bleiben, die Summe

. < 9,(@) 9, )
Sz

14

awischen endlichen von # unabhiéingigen Grenzen liegt.
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Das letzte dieser Resultate gibt die Eigenschaft (III) des § 3; um
die Formeln (A), (B), - -- zu gewinnen, iiberzeugen wir uns zunéichst davon,
daB der Kern K(z,y) die in § 3 geforderten Eigenschaften besitzt. Das
wird daraus klar, daB ¢(x) und ¢(x) Integrale der Differentialgleichung
sind, die auch fir die GroBe J)/—ux gilt. Diese hat an der singuliren
Stelle =0 ein logarithmisch unendliches Integral; eben diese Singularitét
weist daher die Funktion () auf, wie auch der in § 6 gegebene explizite
Ausdruck zeigt.

Ferner konvergiert die Reihe

5 (@) 9, ) n z
S 3l B0 (1 2,

v

da die Funktion J(u) bei beliebigen reellen Werten von u zwischen
festen endlichen Grenzen bleibt, gleichmiBig, wenn jede der GroBen z
und y das ganze Intervall J mit EinschluB der Stelle O durchlauft.
Hieraus und aus dem, was iiber die Konvergenz der Reihen R, S, 7
und U bewiesen ist, kann man nach § 3 die Eigenschaften (I) und (II)
erschlieBen.

Unsere allgemeinen Sitze ergeben somit, daB eine Funktion von z
zwischen den Stellen z# = 0 und # =1 auf die Fouriersche Art nach den
Normalfunktionen ¢, (z) entwickelt werden kann, wenn sie auf einer be-
liebig kleinen an der Stelle O beginnenden Strecke mit ihren ersten beiden
Ableitungen stetig, im iibrigen aber auf der betrachteten Strecke nur von
beschréinkter Schwankung ist. Entwickelt man irgend eine zuldssige
Funktion f(Vz) und ersetzt dann z durch 22, so erhilt man die gewshn-
lich benutzte Formel

f af(@Jd(ea)da

f@) = 2 I (oa) °
f aJ2(e)de
Den durchgefiihrten #hnliche Entwicklungen gelten tibrigens fiir
die Besselschen Funktionen J,(x); man ersieht das leicht daraus, daB
J,(Vz) ein Integral der Gleichung

dy n®
N I
ist und daB J,(#) in folgender Weise asymptotisch dargestellt werden
ka,nn*)'

* Jordan, Cours d’analyse Bd. 3,Nr.216. Gray and Mathews, Bessel Functions
Kap. 4, Nr. 91.
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Jo(z) ~ V%_ 60s [M —al;

damit sind die im vorhergehenden fundamentalen Eigenschaften der
Funktion J(z) auf J,(r) im wesentlichen ibertragen.

§ 8.
Die Entwicklung beliebiger Funktionen von beschriinkter
Schwankung nach Besselschen.

Das Resultat des vorigen Paragraphen diirfte fiir alle Anwendungen
ausreichen, da es wohl immer geniigt, Funktionen zu betrachten, die selbst
ebenso wie ihre ersten beiden Ableitungen nur eine endliche Anzahl von
endlichen Spriingen machen, im {iibrigen aber stetig sind. Immerhin
diirfte es theoretisch wichtig erscheinen, die Entwicklungssitze mdglichst
auszudehnen; nach § 5 wissen wir, daB eine beliebige Funktion von
beschrinkter Schwankung nach den Normalfunktionen entwickelt werden
kann, wenn fiir diese die Eigenschaft (IV) des § 3 gesichert isb. Das
wollen wir fiir die Besselschen Funktionen beziiglich des singuldren End-
punktes @ = O durchfiihren, indem wir uns auf den Fall H = oo be-
schrinken, d. h. den Fall, daB die Eigenfunktionen den Gleichungen
9,(1) =0, J(¢) =0 unterworfen sind. Zu diesem Zweck muB der
Kern K(z,y) wirklich gebildet werden. Setzen wir p = — $2, so daB
die Differentialgleichung der Eigenfunktionen in der Form

d d
7z (40 38) + G+ $)y=0

erscheint, so ist die Gleichung, deren Integrale @(«x) und % (z) in der
Bezeichnung des § 3 sind, die folgende
d ay

Sie hat die linear unabhiingigen Integrale oJ (BVx) md K (BVz), letzteres
jim Sinne von Riemann-Weber®) verstanden, und man kann daher
setzen

9(@) = CT(BVa), w(x) =T (BVz) KB —IJ(BKBVa),

wobei C eine Konstante bedeutet, die durch die Forderung

k(o @y@) — @y’ @) =1
bestimmt wird; dann erfillt @(z) an der unteren, ¥ (#) an der oberen

*) Partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik Bd. 1, § 73.
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Grenze der Strecke J die an die Normalfunktionen gestellten Forderungen
Da nun die Identitit

JEK' —J K=~ 2%

L

gilt, findet man durch leichte Rechnung

22
C=~'§7@,

und demnach bei der Annahme z < £ den Kern

K(z,8) ==L (6yz) [ (W%JJI(({S) — JOK(EVE]

Die Formel (A) ergibt also, da die Eigenwerte die Gestalt
i=o"tpu=¢'—§

haben, die Gleichung

1,00

P, (@) 9,&)
K(x7 E) = 2 o — ‘32‘“

P

und ¢ durchliuft, wir wiederholen es, die positiven Wurzeln der Gleichung
J(e) =0.
" Da nun die Reihe

S%
konvergiert, so konvergiert die rechte Seite der erhaltenen Gleichung
auch bei beliebig festgelegten positiven Werten z, £ und bei komplexen
Werten von 8, und zwar gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Gebiet,
das die Stellen 4 ¢ nicht enthilt. Wir haben eine Partialbruchzerlegung
der GroBe K(z,£) vor uns, die als Funktion der komplexen Grife 8
meromorph ist und die Pole B = +¢ Dbesitzt. Multiplizieren wir die
Gleichung mit 28 und setzen

_2BE (s, £ = 0 (§) = “ELEV2) W)Kgf(};)@ — I @YD K@)

8o ergibt sich

0@ =D 0.@ 0.® {525+ 5a)-

und es ist ersichtlich, daB zu den Polen f=¢ und f=—g¢ das Residuun
9,(%) @, (§) gehort. Integriert man daher in der Ebene der komplexen
.~ GroBen B lings einer geschlossenen Kurve, die die ersten n positiven
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Werte ¢ und die ihnen entgegengesetzten — @, sonst aber keine Pole der
Funktion @ (B) umschlieBt, so findet man

§;c_z.fcb(ﬂ) =2 2 ,(@) 9, (§)-

Entsprechend wiirde man in der Ebene der komplexen GroBe uw um die
ersten # Werte — @ herum integrierend eine Gleichung

[ K@y au = 3 0,0 9,0

erhalten.

Wir nehmen nun als Integrationslinie in der f-Ebene den Umfang
des Rechtecks, dessen Ecken die Punkte + s -+ #7 sind, und dessen Inneres
genau # positive Werte ¢ enthalte. Da ®(f), wie die Partialbruchzerlegung
zeigt, eine ungerade Funktion ist, so liefern die Hilften, in die das
Rechteck durch die imaginire Achse zerlegt wird, denselben Beitrag zum
Integral, und da ®(B) bei reellen Werten von f§ reell ist, liefern die
oberhalb und unterhalb der reellen Achse liegenden symmetrischen Viertel
des Rechteckumfangs konjugiert imaginsre Beitrige, so daB man, wenn
s und ¢ positiv sind, setzen kann

(1

Zm 9, (%) 9,(8) = 28‘%{f¢(ﬂ) ag +f:b(ﬁ)dﬁ},

$ s+t

wobei die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Um die GroBe dieser
Integrale abzuschétzen, schreiben wir

o =Vo, &=VE B=0+7i
P=V2aBs, J(b3), N=2V2xJ(B),
Q="V2=xpV2xpE [J(B) K (BE) — T (BE) E(B)],
Vak o (p) = 22,
und benutzen die Weberschen Formeln *)

V3zu J (u) = ;%) S(2in) + ¢ (-3) S (— 2u),
V2ru K (u)= e_i(u—%) S (2iu) — ei(%%) 8 (— 24u),

in denen der reelle Teil von % und }2wu positiv vorauszusetzen ist,
und S(z) eine Funktion bedeutet, die in der ganzen Ebene der komplexen

*) Riemann-Weber Bd. 1, § 78.
Mathematische Annalen. LXIIL. 33
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GroBen # mit Ausnahme der negativen reellen Achse eindeutig bestimmtb
ist; konvergiert der reelle Teil von w von der positiven Seite her gegen
den Wert Null, wihrend der imaginiire Teil nicht verschwindet, so kon-
vergieren die GroBen S(2iu) und S(— 2¢u) gegen endliche Grenzen und
die Gleichungen bleiben richtig. Da nun in den Ausdriicken P, @, N.
die Argumente der Funktionszeichen J und K nicht negative reelle Teile
haben und auf der Integrationslinie nicht den Wert Null erreichen, so
kann & (B) durch die Funktion S ausgedriickt werden, wenn man noch
festsetzt, daB auch die in P, @, N auftretenden Quadratwurzeln positive
reelle Teile haben sollen. Bei dieser Annahme erhdlt man aus den
Weberschen Formeln

—i(pn -2 ifpz-Z

P=c¢ ( 4) S(2piz,) + e ( 4) S (— 2Bix,),

Q = ¢fU-% §(28it,) S(— 2B0) — e~iP -5 §(— 284&;) S(281).

Nun hat die Funktion S(2) erstens die Eigenschaft, fiir alle Werte
von # dem absoluten Betrage nach unter einer festen Grenze zu bleiben*),
z. B. unter 3,5; daraus ergibt sich sofort

| P| < 3,5 (75 4 e7™)
und, da t nicht negativ ist,
| P| < Ter=.

Sodann nzhert sich S(¢) der Grenze 1, wenn z iiber alle Grenzen wichst;
wenn daher £ tiber einer festen positiven Grenze liegt, also etwa

£>c>0
vorausgesetzt wird, so liegen die GroBen
|S(£ 2889, [S(x£289)]
der Eins beliebig nahe, sind z. B. kleiner als 2, sobald

1Bl>g
genommen wird, wobei g eine von £ unabhéingige positive GrdBe ist.
Unter dieser Annahme findet man aus dem angegebenen Ausdruck von @
durch die Funktionen S sofort
IQ < 4er(1—-&) -+ de—7(l~5) < Sgi(l—‘;x)’
und hieraus
I PQ\ < 56@1(1"514'3:)_

Dieses Resultat wollen wir mit einer unteren Grenze der Grdfe |IV|
kombinieren. Zu einer solchen f’uhren wiederum die Weberschen Formeln,
deren erste ergibt

* Rxemann-Weber Bd. 1, §§ 75, 76.



Integralgleichungen und Darstellung willktirlicher Funktionen. 515
N=2Y2xJ(f) = 2 cos (B — ) [S(2i) + S(— 269)]
+ 2dsin (8 — 5) [— S(2B1) + S(— 281)]
—4cos (B— ) (L+p)+ 4qisin (—F);
da nun S(2) bei wachsenden Werten von |z| gegen die Grenze Eins
konvergiert, so ist klar, daB |p| und |g| unter einer vorgeschriebenen
Grenze, etwa unter —1— liegen, sobald |B| eine gewisse positive Kon-

stante g, iiberschritten hat, die ebenso wie g von # und § durchaus un-
abhiingig ist. Somit gelten zugleich die BezieLungen

lp I< :,1,—, <3, 1B1>a.

Da nun der letzte fiir IV erhaltene Ausdruck, wemn e,, e, - - - GroBen
vom absoluten Betrage Eins sind, in der Form

N = 2(ce+e"e) (1+) + 20(ee, +o-70)
=2¢ {e,(1+p) + 96} +2¢7" (& (1+D) + ¢4}
=re* 4+ re®
geschrieben werden kann, und die fiir |p| und |g| geltenden Schranken

die Ungleichungen
lr|>1, |n|<3

ergeben, so folgt
’ |N|> e — 8e-~.

Wenn wir daher zuniichst v = ¢ setzen, also § auf der Strecke von
ti bis s + ¢4 annehmen und ¢ so groB nehmen, da8

@>6, ¢>31g6,
go ergibt die fiir N gefundene Beziehung

|N| > +¢,

-

und die oben gefundene obere Schranke der GroBe |P@| ergibt
| P
Vx1g1 {Cl)(ﬁ)] = t NQi < 112 6’("1‘*1)

Da nun die Differenz & — z mit Riicksicht auf den Zweck der ganzen
Entwicklung tiber einer positiven Grenze bleibt, so daB etwa eine Un-
gleichung

V%-r]/.%=§1-—x1>01, >0

. 33*
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vorausgesetzt wird, so ist klar, daB das Integral

S Va5 0@ dp

tits

dem absoluten Werte nach beliebig klein gemacht werden kann, indem
man einen beliebigen Wert von s festhilt, ¢ aber iiber eine von s, ¢,
und g,, nicht aber von z und § abhingige Grenze hinauswachsen laBt.

Eine andere Erwigung fordert die Strecke von s bis s+ ¢¢, da hier

auch der Wert 7z = 0 zugelassen ist, fir den N verschwinden kiénnte.
. . . . k(2 . .
Um dies zu verhindern, wiihlen wir s so, da s — - ein Vielfaches von =

ist; dann gelten auf der Geraden 6 = s offenbar die Gleichungen
cos (ﬁ — Z—) =4 cos 73, sin (ﬁ - {—) = 4 gin ¢,

N=+44(14+p)costit+4gsinti=2¢{+ (1+p) (1 +e ) +ig(1—e?7)}

—2e({+(l+e ) +m), m=tp(l+e) x gi(l—e ).
Wegen der fiir |p| und |g| erwirkten Ungleichungen ist nun

Iml<g,  ImE(+et)|zl4e —|m| >,
1 T
Die fiir das Produkt |P@| gefundene Schranke ergibt somit
— P o
Vo 10()] =[5 < 1120 6mm,

und hieraus folgt, wenn man geradlinig von s bis s 4 ¢¢ integriert,

s+t

So@ s

SPELL (e tGmm)
(6 — =)

Die rechte Seite dieser Ungleichung bleibt offenbar, da & — z, tiber
einer positiven Grenze ¢, liegt, stets unter einer festen von ¢, z und &
unabhingigen Grenze. Erinnern wir uns nun daran, daB das Integral

s+t

V%IE[ () dp

‘bei jedem festen Wert von s der Null beliebig angenéhert werden konnte,
indem man fiir ¢ einen von § und z unabhingigen, hinreichend groBen
Wert nahm; daB ferner lings der Integrationswege nur die Ungleichungen

Bl>9, [Bl>%
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vorausgesetzt werden, so ergibt die oben abgeleitete Gleichung

12"' 9,(2) 9,(8) = 2R { f<;>+(;i) ap +fcb(ﬂ) dﬂ}

tit s

in der » die Anzahl der Werte von ¢ bedeutet, die zwischen O und s
liegen, folgendes Resultat. Sobald n eine gewisse von § und 2 unab-
hingige Grenze %, iiberschritten hat, liegt die Summe

1L,

Vat > 9,) 9,(8),

in der mit beliebig kleinen positiven Werten ¢, und ¢ die Beziehungen
E—x>¢>0, £>c¢>0

vorausgesetzt werden, zwischen endlichen, von # und £ unabhingigen

Grenzen. Da nun die fir n=1,2,..-, n, gebildeten Summen stetige

Funktionen von z und § sind, kann die Beschrinkung der Zahl » wieder

aufgehoben werden, und da das Integral

Yo
Ve
endlich ist, ergibt sich weiter, daB alle Integrale

z 1L,n

[ 2 9. 9,8 de

zwischen endlichen von #, x und £ unabhingigen Grenzen liegen. Da-
durch ist die Eigenschaft (IV) des §3 in vollem Umfange erwiesen.

8 9.
Entwicklung nach Legendreschen Polynomen.
Die Funktionen P,(z), die durch die GauBsche Reihe in der Form

P (x)=F ( n,n+1, 1 1—x)
ausgedriickt werden, sind diejenxgen Integrale der (leichung
[(1 — a3 ] + iy =0,

die an den beiden sxngularen Stellen 2= —1 und z= 41 endlich
bleiben; solche Integrale hat diese Gleichung, wie aus der Theorie der
hypergeometrischen Reihe entnommen werden kann, nur wenn

A=nmn+1)
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gesetzt werden kann, wobei n eine positive ganze Zahl oder Null be-
deutet. ' Um den Kern der zugehorigen Integralgleichung nach der in
§ 2 gegebenen Regel zu finden, ersetzen wir 4 durch 1 + g, wobei

b= a(l+a)
gesetzt wird und « keine ganze Zahl ist. Die Funktionen ¢(z) und ¢ ()
des § 2 sind dann Integrale der Gleichung

d d
A=) P+ el + 0y =0,

von denen das erste bei z = — 1, das zweite bei 2 = + 1 endlich ist,
und beide zwischen — 1 und 4 1 endlich und stetig bleiben. Man er-
fillt diese Anforderungen, indem man setzt

1 1 —
9@ =F(—u, 1+4 1, 217, 9@ =CF(—0, 1+, 1,15%);
die Konstante C bestimmt sich durch die Beziehung
’ ’ 1
9 @)Y (@) — 9@V (®) =

Wir finden den genauen Wert O, indem wir

1—zx 142
g — % T3

=1—¢

setzen und ¢ unendlich abnehmen lassen. Dann gelten die Néherungs-
formeln¥)

—lge
9@ =F(=u, 1+a 1, 1—8=prfrp
~=+s,igﬂz‘_a.]gg’
g@)=—200 0 @) =1, (@) =—a(l+a)
1 1

und die angegebene Beziehung zwischen @(z) und ¢(z) ergibt

E & 4¢g’
also
P

= Lsinerm
Hieraus sieht man zugleich, daB ¢(2) an der singuliren Endstelle
2 = + 1 logarithmisch unendlich wird. Dasselbe gilt offenbar von ¢(x)
_—
#* Goursat, Sur 'équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la

série hypergéometrique, Thése, Paris 1881, S. 87, Annales de 1'Ecole Normale (2)
Bd. 10.
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an der Stelle z = —1; der mit @(z) und ¥(x) gebildete Kern hat also
die in § 3 geforderte Beschaffenheit und ist explizit

nF(—m1+ml EEQF(_%1+&1‘£%%

Kz, &) = - 4sin am
oder
ﬂ:F(—a, 14a, 1, 1—2_”) F(——oc, 1+« 1, k—;——g)
K(:l;, §) = 4sinow ’

je nachdem 2 <& oder x> E.

Die Eigenwerte sind jetzt n(n +1)— a(e+ 1), wobei #=0,1,2,- .,
zu setzen ist; die normierten Eigenfunktionen sind wegen der bekannten
Formel

die GréBen

a1
E1P.@),

® (x) V q)n-i-l(x) =

2
und die Entwicklung des Kerns nach den Eigenfunktionen hat, je nach-
dem gz kleiner oder groBer als £ ist, dle erste oder zweite der folgenden
Gestalten:
14 1— ¢
an(—oc,l—{-a,l, : )F(—a,1+a,1,—~2~——)—— 0 ont DE.@P.D
isinam - 2[n(n 4 1) — a(x 4+ 1)]

n

1—x 14§
F(——Ot,1+05,1,-§“‘)F(—“vl'l'“qu"“é‘“)._‘ 0,0 @u4+1)P (2)P,()
4sinan o 512[9%(”4-1)—“(“‘1‘ D]

Diese Formeln sind nach § 2 bewiesen, sobald die dort aufgestellien
Voraussetzungen, unter denen die Formel (A) gilt, als erfiillt nachgewiesen
sind; hier liegt, wie bei den Besselschen Funktionen, der Fall vor, daB
auf den iterierten Kern K*(z, y) zuriickgegriffen werden muf.

Zunichst ist zu beachten, daB die Legendreschen Polynome auf der
Strecke J, d. h. von — 1 bis + 1, zwischen den Grenzen — 1 und + 1
bleiben; hieraus ersieht man sofort, daf die Reihe

7) @B,

, @ 9, <
Suann § b neny

v
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gleichm#Big konvergiert, wenn 2z und y unabhiingig voneinander die
Strecke J mit Binschluf ihrer Endpunkte durchlaufen. Da ferner die
Formel

N _Pn' (x>==anﬁ(w)—nPn_ 1(®)
gilt, so folgt, daB die Reihe

R %) (nP, @ —P,_,(@)P, )

2 3 —Z A—a)[nmn+F 1) — (e ]

v n

1— x®

gleichm#Big konvergiert, wenn y die Strecke J durchléuft, fiir # aber die
Bedingung
—1l14s<z<] —¢
festgesetzt wird, in der & eine beliebig kleine positive GroBe ist.
Etwas tiefer liegende Eigenschaften der Legendreschen Polynome
sind heranzuziehen, um die Konvergenz der Reihen

9, 9,©) 9, (@) 9, ®)
2 A, Z S

4
v v

zu untersuchen. Die Ungleichung, der z unterworfen wurde, kann, wenn
man z = cos 6 setzt, dahin formuliert werden, daB

|sin 0| > ¢
ist, wobei & wie & beliebig klein und positiv ist. Dann gilt*) die asymp-
totische Darstellung

2 1 ¥
\P,,(cos )= l/ e {cos [(n + ?) 6 — g—] + %},
mna ¥ liegt zwischen endlichen, von # unabhingigen Grenzen. Hieraus
folgt zunichst, daB die Reihe
2,

> 9 @9, _ f (+3)20 7

i nn+1) —a(e4+1) ¥ nwsind

Vv

~feos [(n+5) 0~ T]+7)
in dem Gebiete

—l4+e<ae<l—s, —1<y<+1
gleichmiiBig konvergiert, nimlich mindestens so gut wie die mit einer
passenden Konstanten multiplizierte Reihe

2
kY
ne

*) Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1, § 40.

v
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Stellen wir endlich auch P,(y) asymptotisch dar, indem wir
Y = cosq
getzen und die Ungleichung
Ising| > ¢
festhalten, so ergibt der schon einmal benutzte Ausdruck fiir P/(z) die
@leichung

1
@@ (T ) E@R0) n (2 +3) 2, @P,0)
by y1 Tt — e+ D)@ -1 @ —Dht 1) — al@+1)]
n (n—}- —;) cos 6 9

T T 1) —ale+ DI py Ysngsing
foos [(n+ ) 0 =TI+ ]eos [0+ 3) 1 = F] 45

1
+ "+ 5) . :
[nn +1) — a(e+ 1]sin®0 7 y/pm — 1)sinfsing

feos[(n=5) 0 =TT leos[(w+ 3) n =TT+ 30,

oder, indem das Symbol ¥ wie frither vieldeutig, aber immer im Sinne
der gegebenen Definition gebraucht und dazu benutzt wird, GroBen, die
mit wachsenden Werten von # der Grenze 1 zustreben, in der Form

14—~
darzustellen,
P 41 (@) §°n+1(11)
L
= et {eos [(n +3) 0 = FJoos[(n+ 3) 1 —F] + 3]

+ nnsin’@}jm {cos [(” _%) 0— ;:_] cos[(n + %) K ”’Z—] + l:—}
= ey (o (4 ) O+ )+ eon (p+3) 0 =) 437
1
%7 8in6 J/ sin 0 sin 4
{sin [n(8 + m) + L (n— 0)] + cos[n(6 =) — 5 (1 + O]+ 3}
* oder endlich, indem man durch 4, B, C, D von % unabhiingige GroBen

bezeichnet, die bei den fiir # und y geltenden Voraussetzungen awischen
festen endlichen Grenzen liegen,
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T2 %0010 _ & i (0 + 1) + Zsinn(0— 1)+ 2 cos (0 + )
n+1
A 4
+€—cosn(0—1])+7—z—2,
speziell findet man
7 8in® 0 Ysin 0 siny D = — cos 6 cos 2= "+cos"+ = sin @ sin 9—';—'1~

Nun konvergieren die Reihen
1,00 1,00

sin v % 1 CosvU
vy v

bekanntlich gleichm#Big unter der Voraussetzung
i c<u< 22 —c¢,
wenn ¢ und ¢, beliebig kleine positive Werte sind; anderseits sind bei

unseren Festsetzungen die Winkel 6 und % in Grenzen von der Form ¢
und = — ¢, eingeschlossen, so daf eine Beziehung von der Form

c<O0+n<2%—¢

gilt. Setzen wir daher noch fest, da z — y und damit 6 — % iiber einer
beliebig kleinen positiven Grenze bleibt, so hat man auch eine Beziehung
von der Form

<0 —n<2x — ¢,

und jetzt konvergieren die Reihen

1,0 1,0 . 1,00 1,0
cos v (0,4 1) sin v (6 + 1) cos v (6 —n) sin # (0 — 7))
2 v 4 2 v ? Z v ’ Z v
v v v v

gleichmiBig, mithin auch die Reihe

< 9, (@) 9, @)
>

v

unter der Annahme
—1+e2L1—¢ —1l4+5ZyS1—g, |2—y[> 4,

wobei &, &, & beliebig kleine positive Grofien sind.
Man sieht ferner leicht, da auch, wenn x gegen einen festen zwischen
— 14 ¢ und 1 — ¢ liegenden Wert von y heranriickt, die Summe

< 7@ 9,1)
>

v

zwischen endlichen, von % und z unabhingigen Grenzen bleibt; denn
ersichtlich gilt dies von den GroBen
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1,7 Ln 1,2
L 4 sin v (0 4 ) cosv (@ +mn) sinv (6 —7)
»2? 2 , v ’ 2 v IR 2 v ’

v r v v

Ln

ebenso aber auch von der Summe

1Ln
- —
D cos v (6 —mn)
v
14

auf Grund des oben angegebenen Ausdrucks fiir D; diesey ergibt néimlich

1,7
x sin? 0 /sin 6 siuw g D 2308—”%9—“1@

L,n
- __sinf 2 2 sin (6 —n) cos » (0 —n)

/] v
4c08 ——— 2” »

—smO 2 gin (» —1) (0-—-71) sin (v +1) 0 —1n)

4eos~—2——
1,n—1
— 8in@ sinv@—mn) |, ¥ sin (m4-1) @—n)
- s 2 X (BG= ) mekplea)
2 v

und hieraus folgt das Behauptete, da bei den fiir # und y festgesetzten
Schranken die GroBen sin 0 und sin % iiber festen positiven Grenzen
bleiben, und die Summe

. 1,7~1
—8in 6 Zsinv(9~m
6 — »
2 cos 3 K v

in dem angegebenen Sinne endlich ist. Die Eigenschaft (III) des § 3 ist
also ebenfalls fiir unsere Normalfunktionen gesichert. Endlich ist die
Bigenschaft (IV) in einer Abhandlung von Darboux¥®) genau in der fiir
unsere Zwecke brauchbaren Form nachgewiesen.

Damit werden die allgemeinen Resultate des § 4 anwendbar und es
gilt fiir jede Funktion f(z), die von # =—1 bis =+ 1 beschriinkte
Schwankung hat, die (leichung

0,00

S'(v+ 1) B,@) [1@) P, (@) da = L[fa+0) + fa—0)],

v

¥) Sur lapproximation des fonctions de trés grands nombres et sur une classe
étendue de développements en série. Journal de math. (3) Bd. 4, S. 889,
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die aus der Theorie der Integralgleichungen bisher nur fir Funktionen
mit stetiger erster und zweiter Ableitung abgeleitet war.

In ganz hnlicher Weise wie die Legendreschen lassen sich auch die
Jacobischen Polynome¥)

X,(u)=Fla+n,—n,y,u)
bei der Voraussetzung
yp>0, «4+1—p>0
behandeln. Sie sind néimlich einmal Integrale einer der Legendreschen
sehr shnlichen Differentialgleichung; sodann hat Darboux in der zitierten
Abhandlung eine asymptotische Darstellung in der Form

1

# {cos (@n+ 0+ 1) + —- }

ST

1
X, (sin?g)= Asing? cosg

gegeben, in der 4 und % Konstante sind, ¥ aber dieselbe Bedeutung wie
oben hat; durch diese Formel wird die oben gebrauchte asymptotische
Formel fiir P,(cos §) direkt verallgemeinert, wenn man 6 = 2¢ setzt.
Ubrigens ist die Frage mnach der Darstellung willkiirlicher Funktionen
durch die Jacobischen Polynome von Darboux in der zitierten Abhandlung
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen erledigt und zwar nach einer
Methode, die der von Dirichlet fiir die Fouriersche Reihe angewandten
insofern #hnlich ist, als sie auf der Summation einer endlichen Anzahl
von Gliedern der zur Darstellung dienenden Reihe beruht.

Die durchgefithrten Beispiele zeigen wohl, von welcher Art die
Vorteile sind, die man aus der Theorie der Integralgleichuugen fiir die
Lehre von der Darstellung willkiirlicher Funktionen von einer Variablen
ziehen kann. Ahnliche Untersuchungen beziiglich der Funktionen von
zwei Variablen hoffen wir in einer folgenden Abhandlung geben zu kénnen.

*) Jordan , Cours d’analyse Bd. 3, Nr. 186.




