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G. Faser. Anwachsen analytischer Funktionen. Hh49

Uber das Anwachsen analytischer Funktionen.*)

Von

Geore FaBer in Karlsruhe.

Unter M(r) verstehe ich, wie iiblich, den Maximalwert, den der
absolute Betrag der im Kreise |z < reguliren analytischen Funktion

«©

f(#) = Dva,x* auf der Peripherie dieses Kreises annimmt. Die Funktion
0

M(r) spielt bekanntlich bei funktionentheoretischen Uberlegungen, be-
sonders auch in der neueren Theorie der ganzen Funktionen eine groBe
Rolle. Es ist allgemein bekannt, daB M(r) mit » monoton zunimmt, und
es ist leicht zu beweisen, daB M(r) eine stetige Funktion von r ist;
ferner ist unschwer einzusehen, daB nicht zu jeder stetigen monoton zu-
nehmenden Funktion ©(r) eine analytische Funktion f(z) gehtrt, deren
M(7) = &(r) wire. Es erhebt sich daher die Frage: welchen weiteren
Einschrinkungen unterliegen die Funktionen M(r)? Diese Frage, deren
Liosung auch Herr Borel®¥) als wiinschenswert bezeichuet, scheint nicht
niher untersucht zu sein; einen kleinen Beitrag hierzu liefere ich im
folgenden, indem ich zeige, daf in einem rechtwinklgen (£, n)-Koordinaten-
system die Kurven vy = Ig M(¢f) — wo also 7 = ¢ gesetzt ist — nirgends
konvex sind.
Die Funktion der zwei komplexen Verdnderlichen z, y:

*) Nachdem ich die vorliegende Note der Annalenredaktion eingereicht hatte,
teilte mir Herr Blumenthal mit, daB er schon im August d. J. von einer ganz
apdern Seite her zu dem gleichen Satz gelangt ist und denselben in den Jahres-
berichten der D. Math.-Ver. zu vertffentlichen gedenkt (vgl. Bd. 6, Heft 2).

*+) Lecons sur les fonctions entiéres p. 120.
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ist regulir, solange |z <7, ¥y < M%ﬁ bleibt (denn in diesem Gebiete ist
ly .f)| <1); dagegen hat die Funktion sicher eine singulire Stelle fiir
lz| =7, |y = M(r)’ denn fiir mindestens einen Wert z =17 ¢ des Kreises
|x|—¢ wird |f(2)| =M(r), also f(z)=M(r)¢%, dann wird fir 2 = r-é?d,

y = m ¢~*% die Funktion F(z,y) = oo

r ud G (1 sind demnach zusammengehdrige Konvergenzradien der

o

Potenzreihe F'(z, y) =24,vamxﬂy"; daraus folgt*) zunichst, daB M(r)
0o

differenzierbar ist (wenigstens in dem Sinne, daB die zwei vorwérts

und riickwirts genommenen Differentialquotienten

(%), =t ().

exigtieren, ob sie voneina.nder verschieden sein konnen, bleibe dahin-

gestellt); sodann, daf R = g () der Differentialungleichung gentigt:

d*R d R\? 1 (AR
(@), <5 (&), ~+ (@),
2
wo unter (%r_{k) , solange die Existenz des zweiten Differentialquotienten
+

picht feststeht, der obere oder untere Limes fiir A =0 von

(d M (rd-t m~! )+_ (d M ;:)— ! >+
h .

verstanden werden, und der Index + durchweg durch den Index — ersetzt .
werden darf.

Setzt man nun 1g » = &, g M(7) = 7, so geht nach einer ganz elemen-
taren Rechnung die obige Differentialungleichung, abgesehen von dem

2
stets positiven Faktor ¢7- e~ %, iber in (g—gg) =0, womit die Behauptung
+

bewiesen ist. Die so gefundene notwendige Beschrinkung fiir die Funk-
tionen M(r) ist nicht hinreichend, um dieselben vollstéindig zu charakte-
risieren.

Zum Schlusse will ich noch bemerken, daf die bekannte Lemairesche
Grenzbeziehung zwischen den zusammengehdrigen Konvergenzradien nun

*) 8. Fabry C. R. Bd. 134 (1902), p. 1190—1192, — Faber, Math. Ann. Bd. 61
(1905), p. 300. — Hartogs, Math, Apn. Bd. 62 (1905), p. 77.
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auch einen Grenzausdruck fiir die Funktion M(r) liefert: Bedeutet wieder
a,, den Koeffizienten von z* in (@, + o, + ag2* 4 - - -)’, so ist:

o u+tv "
lim Q| =
- VI ;n] (M(r))v
Statt der hier benutzten Hilfsfunktion F'(z,y) hitten natiirlich auch
beliebig viele andere dem gleichen Zweck dienen konnen; diese Bemerkung

188t sich vielleicht verwerten zur Herstellung anderer Grenzausdriicke fiir
M(r), die zu weiteren Folgerungen geeigneter sind als der obige.

Karlsruhe, den 14. Oktober 1906.




