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Ericn Mosca. Flichenscharen mit ebenen orthogonalen Trajektorien. 5HT3

Uber Flachenscharen, deren orthogonale Trajektorien
ebene Kurven sind.
Von

Erica Moscr in Charlottenburg.

Die Untersuchungen von Flichenscharen haben sich bisher meist auf
die dreifach orthogonalen Systeme bezogen; im folgenden soll auf eine Auf-
gabe eingegangen werden, die zuerst 1899 von der Académie de Toulouse
gestellt wurde — soweit mir bekannt, ohne eine Beantwortung zu finden —:
Fliachenscharen zu untersuchen, deren orthogonale Trajektorien eben sind.
Anfang 1905, als der erste Teil dieser Arbeit schon abgeschlossen war,
erschienen in den Comptes Rendus zwei Noten von Carrus und Darboux¥),
die darin zu Resultaten gelangen, wie sie auf anderem Wege auch in der
vorliegenden Arbeit erhalten werden. In einer weiteren Note (C. R,
Band CXLIII, 1906) erledigt Carrus den in vorliegender Arbeit nicht
behandelten Fall, daB die Flichenschar einem dreifach orthogonalen System
angehort und orthogonale Trajektorien hat, deren Ebenen alle durch einen
Punkt gehen. SchlieBlich ist noch ganz kiirzlich in den Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse (série 2, tome VIII, 1906) eine Arbeit
von Goursat erschienen: Sur les familles de surfaces & trajectoires ortho-
gonales planes. Leider habe ich mir diese Arbeit nicht verschaffen konnen.

In § 1 sollen einige allgemeine Resultate iiber die Trajektorien ab-
geleitet werden. Die dann erfolgende Wahl des Koordinatensystems ndtigh
zu einer Teilung, in § 2 wird die Theorie von Scharen nichtabwickelbarer
Flichen in Angriff genommen, in § 3 werden einige einfache Beispiele dazu
gegeben, worauf in § 4 auf die Theorie von Scharen abwickelbarer Flichen,
inshesondere von Ebenen- und Kegelscharen eingegangen wird.

§ 1.
Allgemeines.
Es sei eine Schar von ejnfach unendlich vielen Flichen mit dem
Flachenparameter ¢ gegeben durch

(1) z=2z(uve), y=y(uve), 2=2z(uvg).

* C. R., Band CXL, 23. Janvier 1905.
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Bezeichnet man die Richtungscosinusse der Flichennormalen mit XY Z,
so lauten die Differentialgleichungen der orthogonalen Trajektorien von (1):

2) x~1v~ 7z

wo dT das Linienelement einer Trajektorie ist. Die Bedingung dafiir,
daB die Trajektorien eben sind, lautet dann bekanntlich:

(3) E+ XdYdZ =0,

wo die d Zuwiichse lings der Trajektorien bedeuten und mit Hilfe von
(2) 2u berechnen sind. Statt (3) kann man auch schreiben:
4) 2dXd(YdZ—24aY)=0,
wo das Summenzeichen — wie stets im folgenden — eine durch zyklische
Vertauschung entstehende Summe bedentet. Nimmt man mit (4) zusammen:
ZXd(YdZ—2Z4Y)=0,
so folgt weiter:
A(YdZ~2dY):d(ZdX—~XdZ):d(XdY— YdX)
= (YdZ~2dY): (ZdX—XdZ): (XdY~—YdX).

Ist also keine der Groflen der rechten Seite Null, so kdnnen wir die
Gleichung des Problems auch erhalten, indem wir eines der drei Verhéltnisse
(5) (YdZ—ZdY):(ZdX—XdZ): (Xd¥Y—YdX)
nach 7' differenzieren und das Resultat gleich Null setzen. Die drei
GréBen (5) sind tibrigens den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen
proportional. AuBerdem folgt, daB die GroBen

' YdZ—ZdY ZdX —XazZ
) Xav—71aX ~% Xay—vix ~ @
lings der Trajektorien konstant, die Gleichungen (6) also die Gleichungen
der oo? Trajektorien sind. Fassen wir die Kurve ¥dZ—-ZdY =0,
XdY— YdX =0 (woraus ZdX — XdZ = 0 folgt), oder, was dasselbe
ist, die Kurve d X =dY =dZ = O ins Auge, so sehen wir, daB ¢, und ¢,
lings dieser Kurve unbestimmt werden, d. h. alle Trajektorien treffen sie.
Betrachten wir noch den Kriimmungsradius Ry einer Trajektorie:

1 d2x\2 O /A X\2
™ 7= ) =2 (@)
so sehen wir, daB er fiir die Punkte jener Kurve = oo wird, die Trajektorien
haben hier also Wendepunkte. Fassen wir zusammen, so haben wir den
Satz. Hat man eine Fldchenschar,” deren orthogonale Trajektorien
eben sind, so erhilt man die Gleichungen der Trajektorien durch Differen-
tiation. Alle Trajektorien treffen eine bestimmic Kurve und haben hier
Wendepunlte.
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§ 2.
Scharen von nichtabwickelbaren Flichen.

Wir wihlen jetzt die krummlinigen Koordinaten %, v und setzen

noch voraus: .
8) + 50 o2 e F0
Ein Nullsetzen dieser Funktionaldeterminante liefert bekanntlich die Um-
hiillungsfliche der Schar (1). Wir wihlen » und » so, daB diese beiden
Kurvenscharen bei der GauBschen Abbildung auf die Einheitskugel in die
Schar der Meridiane und Parallelkreise iibergehen, daB also das Linien-
element auf der Einheitskugel die Form annimmt:
9) ds = du? + sin® u do
AuBerdem fithren wir zur Bestimmung eines Flichenpunktes Wein-
gartensche Ebenenkoordinaten ein, d. h. XY Z und den Abstand w der
Tangentialebene vom Koordinatenanfang. Mit der Wahl dieser Koordinaten
beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung von Scharen wnichi-
abwickelbarer Flichen. Auf die abwickelbaren Flichen, die nicht mit Hilfe
von Ebenenkoordinaten behandelt werden konnen, werden wir spiter (in § 4)
eingehen. Dann geniigen XYZ den folgenden Differentialgleichungen®):
(10) g-j—g=—a‘), %== ctgug—“—:, -g%?=—~sinucosug%——sin’u-ﬂ.
Als allgemeinste Werte fir XY Z ergeben sich daraus folgende:
(11) X =(eysinv+p cosv)sinu+yp,cosu, Y=:.., Z=- -,
WO o 050t f3; + - - 75 Funktionen von ¢ sind und auBerdem

Tl =2 =2pt=1, Zaf=Zay=2Zfy =0 usw.
ist. Weiter ist dann (Bianchi p. 140):
(12) x=wX+g%vaa—i{+%%0%%, Y= 2=
Kennt man also auch noch w, so ist die Flichenschar bestimmt; das
Problem wird demnach auf die Bestimmung dieser Funktion hinauskommen.
Ubrigens 1iiBt sich leicht folgende geometrische Deutung der Koordinaten-
scharen » und o verifizieren:

Satz. Schneidet man eine Fliche mit eimer Schar paralleler Ebener
und verbindet immer solche Punkte, in denen die Fliche unter gleichem
Winkel geschmitten wird, so erhélt man oo Kurven auf der Fliche. Ver-
bindet mam jetet weiter immer solche Pumkte, in denen die Tangenten der
Kurven der ersten Schar einamder parallel sind, so liefert dies eine aweite

* 8.z. B. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Deutsch von Lukat.
p. 122,
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Schar von oo Kurven. Bei der sphirischen Abbildung gehen diese beiden-
Scharen in die Scharen der Parallelkreise und der Meridiane iiber; es sind
also unsere Kurven w und v.

Wir spezialisieren unser Koordinatensystem noch, indem wir in (11):

ag=1, qy=0a=0, f=1, g=0=0,p=1, yy=9=0
setzen. Geometrisch bedeutet das, daB wir alle Flichen der Schar mit
derselben Schar von Ebenen schneiden. Dann wird:
(18) X=sinusiny, Y=sinucosv, Z=cosu.

Ferner seien hier noch einige Formeln zusammengestellt, die spiter
gebraucht werden. Sind EF G die Koeffizienten der ersten, DD'D” die
der zweiten Fundamentalform einer Fliche, », und », deren Hauptkriim-
mungsradien, so ist:

02w , 0? ow

‘ D=~z —w, D=— g +otguy,
(14) ' 0w . ow .

D" = — W-—smucosu%~—sm2u~w.

(15) E=D+ -2 F=D(D—{—Sm, ) G=D%+

snn2~ ’ sm2 w’
DD —D*
(16) "1+’“2*—(D+smz )) Tty = T,
bu__pdX_ D 92X dw_ _ p0X_ D X
an ('m du  sin’w pv’ Qv 2u  sinfu ov’
_xle X Te | 10X pw
?39 ou dude ' sin?u ov ¢vle

Wir betrachten jetzt die Gleichung (3) des Problems. Da XY Z nur
von # und v abhéingen, kann man (3) auch fiir die Einheitskugel deuten,
deren Punkte ja durch XYZ gegeben sind. Hier bedeutet (3) nichts
anderes als die Gleichung der co? groBten Kreise, oder was dasselbe sagt,
die Schar aller geoditischen Linien. Deren Gleichung lautet aber
{Bianchi p. 154):

(18) dud?v — dvd®u + 2 etg udu?dv 4 sin u cos u dv® = 0.

Das ist eine andere Form der Gleichung (3), zu der man auch durch
Einsetzen der Werte XdX d*X ... in (3) hitte kommen konnen. Jetzt
sind du dv d®u d*v zu berechnen. Multipliziert man die drei Gleichungen:

2% qu+ 22 av +a do = XdT, -

0
. . 0X0Y0Z 06X0Y0Z
der Reihe nach mit XYZ, S Fu 50 Do 35 30

so erhilt man wegen (17) und (9):

und addiert jedesmal,
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a'w 8 Pw

dQ——dT Ddu+Dd'D==‘a‘“’b—dQ,, D,d%+ .D"d’li a dp,

oder statt der zwei letzten Gleichungen:

(19)

ow r du ;0w , o%w
o) (50 D DY) gp= D55 —D 5—-1,3?,
Bw ’ dv 7
]%(DD— 2)ﬁ=—D 8u89+D8¢J39
d*uw d®» werden fiir das Folgende nicht gebraucht. Man tibersieht aber
leicht, daB (18) eine partielle Differentialgleichung 3. Ordnung fiir w wird.
Betrachten wir jetzt (18). Man kann diese Gleichung, vorausgesetzt, daf

du == 0 ist, auch schreiben:

1) ddu g:j + 2 ctg u du + sin % oS ¥ (gv)3= 0

und hieraus folgt

fji) weiter: gz ;m—“—é-:i__n—;a—fi .
(28) V= i are sin [(0—1§sin=u - gti] +C

wo C und O’ zwei Funktionen sind, die lings der einzelnen Trajektorien
invariant bleiben. Fir O und C’ ergeben sich die Werte:

du®+sin’u do? ' 1 . ginucosdu dov® — du?
(24) 0= gintu do® C'=0v+ 5 A o w A 0T -+ du? )

Setzt man fiir du und dv ihre Werte aus (20) ein, filhrt auBerdem statt
C und O’ die Funktionen © und A ein durch:

1 f
) C=sr C=T-MN
g0 erhidlt man fir © und A die Ausdriicke:
22w \2 Pw 0w o%w \2
1 G(M@g) e avae T (31: 89)
cos?@ . 0w , %w\? ’
sin?y (D 5070 —_ 3mu90)
(26> pr e o'w , 0w
8u39 %6
sin % cos % ( 8u39 -+ D 50 39)

Wir hatten schon in (6) zwei Funktionen ¢, und ¢, gefunden, die
lings der Trajektorien sich nicht #nderten. ¢, und ¢, stehen mit © und A
in dem folgenden Zusammenhang, den man leicht durch Rechnung
verifiziert:

Mathematische Annalen. LXIIL 37
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[tg/\=_z—:, ‘¢, = sinAtgo,

[tg O =Veli+ 6’y ¢ =—cosAtgo.

Da auBerdem ¢, ¢, 1 den Richtungscosinussen der Trajektorienebenen pro-
portional sind, also ¢, X 4+ ¢, Y + Z =0 ist, so besteht die Relation:
(28) tg © cos (v+A) = cos u. A

Aus der Form von (26) kann man wieder den in § 1 bewiesenen Satz
ableiten, daB alle Trajektorien eine Kurve treffen, nimlich die durch die
Gleichungen

27)

0w o0*w
(29) uoe = 2voe =0
gegebene, und in den Punkten dieser Kurve Wendepunkte haben.

Wir gehen jetzt zu den Ebenen der oo? Trajektorien iiber. Die Rich-
tungscosinusse ihrer Normalen sind ja wegen (27) proportional

sin A, —cosA, ctg©O.

Bedeutet also &5 ¢ den laufenden, zy# einen festen Punkt einer Trajektorien-
ebene, so lautet die Gleichung dieser co? Ebenen:

(80) EsinA—necos A+ §etg©® =z sin A —ycos A 4 2 ctg O.

An sich enthalten zyz alle drei Variabeln uvo; da es aber nur oco? Ebenen

geben darf — jede einzelne ist durch je einen Wert von © und A be-

stimmt — so muB die rechte Seite eine Funktion von © und A allein sein.

Also:

(31) zsin A — ycos A + 2 ctg © = f(AO).

Denkt man sich hierin fiir © Azyz ihre Werte eingesetzt, so kommen

von w nur die Differentialquotienten bis zur 2. Ordnung vor; auBerdem

enthilt die Gleichung eine willkiirliche Funktion . Wir haben damit den
Satz. Die Gleichung (31) ist eine Integralgleichung 2. Ordnung der

allgemeinen Gleichung 3. Ordnung des Problems.

§ 3.
Beispiele.

I) Wir stellen uns zunichst die Aufgabe, alle Kugelscharen zu finden,
deren orthogonale Trajektorien eben sind. Aus der geometrischen Be-
deutung von » und v folgt, daB diese Kurvenscharen in unserem Fall
Kriimmungslinien sind, daB also, wenn durch R(¢) die Kugelradien ge-
geben sind, D’ = 0, ferner wegen (16)

D = — R(o), D’"=— Rsin®u
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ist. Aus (14) und (12) folgt dann fiir w, zye:
w = R + [a(p) sin v + (g) cos v] sin u + p(p) cos «,
2z =a(g) + R sin u sin v,

y = B(o) + B sin u cos v,
2=7y(9) + R cos u.

Aus (20) ergibt sich durch Einsetzen der Werte yon DD’ D":

(32)

2w
du o au ae
av~* tu 0w
ovdo
und hieraus:
' 02w
dv Pu — dud® = 2 otg u du? dv + sinu do @ 2.
ovoe
Die Differentialgleichung (18) wird damit zu
2w
de? | d 3;622)0 —ctgudo | =0.
0vade

Lassen wir zunichst den Fall dv = 0 beiseite, so vereinfacht sich die
entstandene Gleichung nach der Differentiation und durch Einsetzen der
sich aus (14) ergebenden dritten Differentialquotienten:

Pw _ p 0w W o u o*w
outde og’ oudvde E U 5ode’
@s’w _ /2 . 32'10  ain? é_’u_}
m—g——-R sin’ u—smucosum—g sin “89
zu:
P Pw _ Pw Pw
dvdo 0w oe: oOude 0voe:
1w 9w

Diese Gleichung sagt aus, dafl das Verhdlnis =70 2 o0 frei von ¢ sein
muB, d. h. wegen (32), daB

(o sin v - B’ cos ) cos u — y’ sin u
(e cos v — B sin v) sin u

o nicht enthalten darf. Dies filhrt auf folgende Werte fiir afy:
a=as(e)+ay, P=0be()+by v=0c2(0)+0
wo die abc Konstanten sind. Die Gleichungen der Kurve der Mittelpunkte

T =, y=ﬂ: &=y

37*
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zeigen dann, daB diese Kurve eine Geerade ist. — Der vorhin ausgeschlossene
Fall dv = 0 ergibt wegen (20) &0 _ 0 und wegen (32)

ovade
o sinv+ f cosv=0

d.h o/ =p =0. ¢ und B miissen Konstante sein. Die Kurve der Kugel-
mittelpunkte ist eine der z-Achse parallele Gerade. Wir haben also den

Satz. Eine Kugelschar hat nur dann ebene orthogonale Trajektorien,
wenn die Kugelmitielpunkte auf einer Geraden liegen; die Grife des Kugel-
radius kann sich dabei nach einem willkiirlichen Gesetze dndern.

Die Gestalt der Trajektorien ist in diesem Falle besonders einfach.
Um sie zu tibersehen, nehme man eine Schar von Kreisen, deren Mittel-
punkte auf einer Geraden liegen, und konstruiere deren orthogonale Tra-
jektorien. Man erhdlt Kurven, deren jede auf der Umhillungskurve der
Kreisschar eine Spitze hat, deren Verlauf im iibrigen von der Funktion
R(p) abhiingt und die die Gerade der Kreismittelpunkte als Asymptote
haben. Im Falle gleich groBer Radien ist jede Trajektorie eine Tractrix.

II) Als zweites Beispiel wihlen wir den Fall, in dem die Trajektorien-
ebenen alle einer festen Geraden, etwa der z-Achse, parallel sind. Dann

ist © wegen seiner geometrischen Bedeutung = —;— (vgl. (30)), auBerdem
wegen (28) A = ; — v und wegen (26):

, 0w *w
(33) D Gude D voe — 0.
Statt (833) kann man wegen (20) auch schreiben dv =0, d. h. v ist lings
der Trajektorien konstant. Die Hauptgleichung (18) ist mit dv =0 erfiillt,
so daB wir es nur mit (33) zu tun haben. Diese Gleichung wandelt man
mit Benutzung von (17) und (12) leicht in die folgende um:

(34) wcosu—g%sinu=¢(g—?,g),

wo @ eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente ist. Von der Integration
dieser G(leichung 1. Ordnung hingt die Losung des Problems ab. Die
"Gleichung ist allgemein nicht integrierbar. Es seien aber noch einige
Eigenschaften der betreffenden Flichenscharen angezeigt. Zun#ichst kénnen
auch hier, wenn auch die GroBen © und A versagen, die Gleichungen der
Trajektorien in endlicher Form gegeben werden. Erstens ist fiir dieselben
v =¢,, zweitens folgt aus der Gleichung der Trajektorien, die in diesem
Fall, wie leicht zu iibersehen,

(35) Ecosv—msinv=2xcosv—ysinv

heiBt, durch Einsetzen der Werte aus (12) und unter Berticksichtigung
des Umstandes, daB es nur oo? Trajektorienebenen gibt, daBl
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1 ow
(36) V=20, ihude 0
die gesuchten Gleichungen der Trajektorien sind.

Eine andere nicht ganz einfache Eigenschaft, die leicht zu verifizieren
ist, ist die folgende: Die Flichenschar v —c¢, schneidet jede der Flichen ¢
in oo! Kurven dv=0. Die oc® Trajektorienebenen andererseits bestimmen
in jedem Flichenpunkte eine Fortschreitungsrichtung und man erhilt so
oot Kurven D'du + D" 8v=0. Bezeichnet man den Winkel, unter dem
gich zwei Kurven dieser beiden Scharen in einem Flichenpunkte treffen,
mit &, die beiden Normalkriimmungen der beiden Kurven mit L und —1—,

1 Qs
die Totalkriimmung und mittlere Kriimmung der Fliche in jenem Punkte

mit K und H, so besteht die Beziehung:
(H—Kp, cos® #)g, = 1.
SchlieBlich kann man leicht folgende Eigenschaft ableiten:
Satz. Die Umhillungsfliche der Fldchen o beriihrt die Flichen nach
chenen Kurven, deren Ebenen senkrecht auf der z-Achse stehen.
In einem Falle liBt sich die eben behandelte Aufgabe ganz durch-
fithren: wenn die Schar der Trajektorienebenen sich auf eine einfach

unendliche reduziert. Dann ist offenbar wegen (36), wenn ¢ eine will-
kiirliche Funktion von v ist:

(37) e 7e = 9.

sinu 0o

Hieraus folgt durch Differentiation nach ¢ und u:

0w dw 0w ’
(38) YT 0, ctg u o T Budn — D =0,

Aus IV =0 folgt wegen (15) noch F =0, d. h. die Kurven « und v sind
Kriimmungslinien. Andererseits sind die Schuitte der Ebenen senkrecht
zur_ z-Achse mit den Flichen ¢ gegeben durch 82 =0, oder, entwickelt,
wegen (17) du = O, das sind aber die Krimmungslinien der einen Schar.
Die Flichen haben also eine Schar Kriimmungslinien in parallelen Ebenen.
Aus (37) folgt noch:

(39) w = p(v) sin u + 7(ue),

wo P(v) = f @(v) dv gesetzt ist. Um die Form und Lage der Trajektorien
zu untersuchen, beachten wir, daB deren Ebenen

(40) £ cos v — sin v = ¢'(v)
einen Zylinder umhiillen, dessen Gleichungen aus (40) sich in der Form ergeben:
(a1) {§== w:cf)sv~dx::sinv,

y=—19 SIMV—YP COBYV.
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Diese Gleichungen geben zugleich die Form der Leitkurve des Zylinders
in der £7-Ebene an. Das Linienelement d¢ dieser Kurve ist:

(42) do=— (¢ +¢")dv.
Die Flichen der Schar sind dargestellt durch:

z=1sinv+ ¢ cos v+ (%sinu-l—%cosu) sin v,

(43) y==¢vcosv—-1p'sinv——(xsinu+%cosu)cosv,

z=xcosu—g—zsinu,

wo ¢ und y beliebige Funktionen ihrer Argumente sind. Andererseits
kann man (43) auch als die Gleichungen der Trajektorien betrachten,
jeder Wert v = ¢, liefert eine Trajektorie. Um dariiber AufschluB zu ge-
winnen, wie die Trajektorien in den Ebenen verteilt sind, greifen wir
eine solche Ebene heraus und fiihren ein neues Koordinatensystem ein.
Als 3-Achse wihlen wir die Gerade, lings deren die Ebene den Zylinder
(41) bertihrt, als y3-Ebene die Trajektorienebene selbst. Nach der Trans-
formation erhdlt man die Gleichungen der Trajektorien in der Form:

E=O,
g=zp+¢"+xsinu+g—}icosu,
3==xcosu—g—gsinu.‘

Beachtet man, daB 3 fiir alle Trajektorienebenen dieselbe Funktion von
% und ¢ ist, da es von v unabhingig ist, beachtet man weiter, daB §-+ ¢
wegen (42) auch von v frei ist, so erhilt man das Resultat, daB die
Kurven aller Ebenen kongruent sind, sowie, daB die Kurven einer Ebene
mit denen aller andern dadurch zur Deckung gebracht werden kénnen,
daB man ihre Ebene auf dem Zylinder rollen liBt. Wendet man jetat
noch einen bekannten Satz von Ribaucour tiber die Umhillungsfliche der
Trajektorienebenen an*), so kann man den umbhiillenden Zylinder durch
eine beliebige abwickelbare Fliche ersetzen und hat damit den

Satz. Nimmt man eine belichige abwickelbare Fliche, konstruiert in
einer shrer Tamgentialebenen eine emfach unendliche Kwrvenschar und lipt
die Tangentialebene samt der Kurvenschar auf der Abwickelbaren rollen,
so sind die so erzeugten doppelt unendlich vielen - Kurven die- orthogonalen
Trajektorien einer Flichenschar.

* 8. z. B. von Lilienthal, ,Grundlagen einer Kriimmungstheorie der Kurven-
scharen“, p. 58. -
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§ 4.
Scharen von abwickelbaren Flichen.

Im vorhergehenden konnten infolge der Benutzung von Ebenenkoordi-
naten nur nichtabwickelbare Flichen betrachtet werden. Die dadurch ent-
standene Liicke wollen wir jetzt ausfiillen und nach Scharen von Abwickel-
baren fragen, deren orthogonale Trajektorien eben sind.

I) Ebenenscharen. Die orthogonalen Trajektorien einer Ebenenschar

a,(0)z + a3 (Q)y + a5(0) 2 = a,(0), @+ 0’ + a? =1
gind gegeben durch

Damit die Trajektorien eben sind, mu8 2-1— gf_;, ;;yg dd;s =0 sein. Die

Bedingung kommt, wie leicht einzusehen, auf die folgende hinaus:
2+ aa)a" =0.
Setzt man
a, = —v~———~___2'_.__, U= —=to gy = A
Vit Vitrte 0 yifaetet
so nimmt obige Determinantengleichung die Form an:
Vo' — 2" =0
und liefert
L=cv(e) + ki, !‘=027’(9)+792~
Die Gleichung der Ebenenschar wird damit

(v 4k)x + (gu+k)y + 2 = a, V1 +-(e,v+k ) + (ev+Ky)°.
Als Umbillungsfliche dieser Ebenenschar findet man einen Zylinder. Da
auch umgekehrt klar ist, daB eine Ebenenschar, die einen Zylinder um-
hiillt, ebene orthogonale Trajektorien hat, haben wir den

Satz. Eine Ebenenschar hat domm und nwr dann ebene orthogonale
Trajektorien, wenn die Ebenen der Schar eimen Zylinder wmbhiillen.

IT) Kegelscharen. Eine Schar von Kegelflichen sei durch die.Glei-
chungen gegeben:

2 =p(o) + ul(ve),
¢y = g(e) + um(ve),

2 =1(0) + un(ve). «
Die Funktionen pl- - - konnen unbeschadet der Aligemeinheit so gewihlt

werden, da
@ Zpr-1, | DP=1, ZL=1

ist, wo L= a%f ... gesetzt ist. Dann bedeuten die Gleichungen
3) z=ple), y=4ql), =z=r(o g
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die Kurve der Kegelspitzen, ¢ den Bogen dieser Kurve, Im # die Richtungs-
cosinusse der Erzeugenden der Kegel; endlich liefert w = 1 fiir jeden be-
stimmten Kegel ¢ die Kurve, deren Punkte um die Einheit von der
Kegelspitze entfernt auf den erzeugenden Geraden liegen, v ist der Bogen
dieser Kurve.

Fiar die Richtungscosinusse der Kegelnormalen hat man
€)) X=mN—nM, - - .-
und die Bedingungsgleichung dafiir, da8 wir es mit ebenen orthogonalen
Trajektorien zu tun haben:

2dXd(YdZ—ZdY) =0,

nimmt nach Einsetzen der Werte von XdX usw. und gehoriger Verein-
fachung unter Beriicksichtigung von (2) und den sich aus (2) durch Dif-
ferentiation ergebenden Formeln die Gestalt an:
(5) XZ(dld*L—dLd*)+ ZLA[3(ZdLP Zdl?) — 4(ZLdl*] =0
Fithrt man die Differentiationen weiter aus, so erhdlt man eine Gleichung
von der Form

(6) Fy(dod*v—dvdig) + F,dv*+ Fydv*de + Fydvde®+ F,de*=0,

worin .
=S B=3E -1
B e+ 25 w3 5[ 2 (G) 1,
F—2 R - D e pa 6 DL D5 5
—6(35)+3 3 (F)
PRS-t S G +3 3G
“4(2’3%)2}

(7) 3

zu setzen ist.
Fiir du dv do findet man aus den Gleichungen

Az =(mN—nM)dT usw.,

da

ox ox ox
(8) u=b =l =9 tu ag
1st:

(9) du=— 2 de, dv=—(3 DLy+ DL a%f-) d

ond hieraus:
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dodo—doPo=— 5 DLy’ >yl dgd— (S o dv+2p’
+2Lp"d9)d92_(2Lg¥dg;_20@: 2Ly, +2@z oL 4 )

Durch Einsetzen von (9) und (10) in (6) erhalt diese Gleichung die Geestalt:

(10)

(11) hyhyhypoo,

worin

fo=— Fy(ZLp), |
= SRSy & - Sw) o5 Sty Su e 5, S0,
o B(Sefh S S - S+ Sy S8 2
- 3F12Lp'(2L§EZ) +2F, D1y ZL% ~F, DLy,
- (- SrEe S S E -3 - n(Te
+E(SL5) - B L + T
ist. Da die Funktionen f die Variable » gar nicht enthalten, muB wegen

(11) einzeln:
fo=fi=fi=f=0

sein. Betrachten wir zunichst f,=0. Das bedeutet entweder F, =0 oder
ZLy =0.
A) Fi=0. Aus (7) folgt dann 2(—?—5)2= 1. Dann ist aber, da

ZIL =0, also 2’1-——~—2L2=‘1
Sle ) =2 2G-S -

. b .
(12) l=—

ist:

Betrachten wir nun eine Kurve « = const. eines Kegels ¢, also eine Leit-
linie. Fir sie ist:

x=p+ul, -
ferner )
, M 1 oL 't l—_ Qig:
x=L, w=—d‘"a-;v*, = Gv*?

und wir erhalten fiir ihren Kriimmungsradius k¥ und ihre Torsion 7':
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) 1 1 oL 1 ‘L%é %:3?‘
@ a2 ooy

% ist konstant, 7T ist wegen (12) Null; wir haben es also mit einer Schar
gerader Krelskegel zu tun. Den halben Offnungswinkel ¢ eines dieser
Kegel erhilt man aus:

(14) sin g = =
Also ist wegen (13) 6 = <5 die Kegel arten in Ebenen aus, wir kommen

auf den oben schon erledlgten Fall der Ebenenschar
B) >'Ly'=0. Dadam auch D'y’ 2L —0und Z’Lp"+2p 9L o
ist, so0 werden f. und f, identisch Null; es bleibt nur noch

fo=0
zu betrachten librlg Zunichst sei noch folgendes bemerkt Aus
2Ly =0, S =0
folgt:
(15) p= Ty

VZ(“” ’

Andrerseits folgt aus ZLZ =0, ZL %£ =

aN 3M
"o 8v

N CE

und hieraus nach Multiplikation mlt LMN und Addition:

= I

Aus ZLp =0 folgt weiter Zlp’= (o), also mit Riicksicht auf (15), (16):

" VG -1=9@V 3G

{amn > (gf) {;—1—2@ ¥ (0).

Aus (15) ergibt sich dann durch Differentiation nach v, wie leicht zu
iibersehen:

(18)

L
Bv"

Tvze
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Durch Multlphkatmn dieser Werte mit LM N und Addition erhilt man,

o 3125 3
1/2 a”L

und wegen (18) sind also L M N durch die Differentialgleichungen bestimmt:

(19) Ly(o)+ 2 0, .
Die allgemeinsten Losungen derselben sind:
(20) =1 cos (pv) + ‘ sin (o) + 0y, v vy v - e

Die ABC, die Funktionen von ¢ sind, geniigen dabei wegen der zwischen 7
und seinen Ableitungen bestehenden Formeln den Beziehungen:

(1) ZA4'==B*—1, ZAB=3AC=3XBC=0, =(:— “”’w—l

Setzt man jetzt die Werte fiir Imn in die Gleichung f; =0 ein, ver-
einfacht gehdrig und filhrt zur Abklirzung noch die Funktionen gpyo ein
durch:

(22) ZAB=¢9(p), ZAC=y(9), ZB'C=onp),

so erhdlt man eine Gleichung von der Form:
(23) a,sin’(Ppv)+ aycosd () + agsin®(Yv)cos(Yv)+ -+ ay cos (P v) + ayy = 0.

In den Koeffizienten ¢ kommt der Winkel ¢v nicht vor, es sind Funk-
tionen von ¢ allein. (23) muB also identisch verschwinden: Dies liefert,
wenn durch & der Koeffizient des betr. Arguments bezeichnet wird, die
Relationen:

R (sin®) = R (cos® sin) = — R (sin),

R (cos?) = R (sin? cos) = — & (cos),

R (sin?) = R (cos®) =-—-8(1),

& (sin cos) = 0.

(24)

Fihrt man die Rechnung durch, so erhilt man als Ergebnis nur die
beiden Gleichungen: '

0yt (of + 1) — @ 1 ¥¥ — 309* + Y(ay” —a'¢) =0,

25 ’ ” 4
(26) {xw“(m%x*’)—-¢m¢¢’—3x¢*+¢(x¢ —1¥)=0,
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denen-man auch die Form geben kann:

(26) { o — 0’ = 9(z’+ o),
¥ (0’ + 17— 390" +4°) + ¥ ¥ (@* +27) — ¥ (w0’ +47) = 0

Wir gehen zur Deutung dieser Gleichungen iiber. Aus (13) ergibt sich
fiir Kriimmungsradius und Torsion einer Leitlinie » = const. eines Kegels o:

¥

1
T e
d. h. lings der Leitlinie ist % konstant,

) oL 9*L
Frar T
T ov ov

oL\2

« 2 (5)

Die Kegelschar besteht demmach aus geraden Kreiskegeln. Bezeichnen wir
weiter Krtimmungsradius und Torsion der Kurve (8), die von den Kegel-
spitzen gebildet wird, mit %, und T, so erhilt man mit Beriicksichtigung

von (15) und (20) und nach Einfithrung der Funktionen ¢yo die Aus-
driicke:

= 0 wegen (19).

[N

@k ede?
T B W

b

@7 ) ;
\7; = pra @0 —20'— 9+ o).

Aus der ersten Gleichung (26) ergibt sich sofort daB die Kurve der
Kegelspitzen eben ist,

Um die Kegelschar konstruieren zu konnen, miissen wir noch fiir
jeden Punkt der Kegelspitzenkurve den Offnungswinkel des zugehérigen
Kegels kennen. Diesen liefert uns die zweite Gleichung (26). Der halbe
Offnungswinkel 1 ist ja bestimmt durch:

1 1

. k
(28) sm}'=37=2p7’ Y=

Aus der ersten Gleichung (27) felgf dann:

2
@) 2+ ot =5

Setzt man die Werte (29) und (28) in die wweite Gleichung (26) ein,
so kommt:

(30) 1= k}z'? —kk) X tg A— k21" tg 4 =0,
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Aus dieser Gleichung findet man durch zwei Quadraturen:

. (31) cosl=03in(f%£+cr)

und diese Formel liefert fiir jeden Punkt der Kegelspitzenkurve die Offrung
des sugehirigen Kegels.

Wie liegen schlieBlich die Kegelachsen? Die Tangenten der Kegel-
spitzenkurve:

E=—p_n—q_t—r
p’ ql 1"

bilden im Punkte pgr mit den Erzeugenden des Kegels, deren Richtungs-

cosinusse ja Imn sind, einen Winkel, dessen Cosinus gleich Zl 1y — V«FE—I"
also =cos i, d h. der gleich dem halben 6ﬁ’nungswinke1 ist. Die

Kegelachsen sind demmach die Tangenten der Kegelspitzenkurve. Wir haben
damit folgende Konstruktion der Kegelschar:

Satz. Man gibt sich eine belicbige ebene Kurve, konstruiert in allen
Punkten die Tangenten am diese Kurve und benutzt sie als Achsen, die
Beriilrungspunkte als Spiteen der zu konstruierenden Kegel. Als halben
Offnungswinkel nimmt man den Winkel A, der sich aus der Formel (31)
ergibt, worin CC’ willkiirliche Konstanten sind und ¥, den Kriimmungs-
radius der gewdhlten Kurve in dem betreffenden Punkte bedeutet.

Wihlt man, um eine einfache Konstruktion zu erzielen, (=1, ¢’ =0,
so daB

. ]
cos 1 = sin 7:3
wird, so bemerkt man, daB das Integral den Winkel darstellt, den eine
Tangente der Kegelspitzenkurve mit einer festen Tangente bildet. Dies
fithrt zu dem
Satz. Man gibt sich eine belicbige ebene Kurve und auf ihr eine feste
Tangente. Von jedem Punkte der Kurve aus follt man das Lot auf die
feste Tangente. Durch Rotation dieser Lote wm die Tangenten in den zu-
gehorigen Kurvempunkten erhili man die Kegel der Schar.
IIT) Scharen von Zylinderflichen und von beliebigen Abwickelbaren.
Fiir diese Flichenscharen seien hier nur die Resultate angegeben.
Geht man von #hnlichen Parameterdarstellungen aus wie in dem eben
behandelten Beispiel, so erhilt man in beiden Féllen #hnliche, nur noch
weit kompliziertere Rechnungen als im Beispiel der Kegelscharen. Die
Diskussion der dadurch erhaltenen Gleichungen fiihrt zu einfachen Ergeb-
nissen, die in keinem Verhiltnisse zur Langwierigkeit der Rechnungen
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stehen, so daB die Hoffnung besteht, es werde gelingen, diese Resultate
auch auf einfachem Wege abzuleiten. — Man gelangt zu folgenden Sitzen:

Eine Schar von Zylinderflichen hat nur dann ebene orthogonale Tra-
Jektorien, wenn die erzeugenden Geraden der Zylinder simtlich einander
parallel sind.

Um 2ur allgemeinsten Schar abwickelbarer Flichen zu gelangen, deren
orthogonale Trajektorien cbene Kurven sind, geht man von einer Fliche
aus, deren Kriimmungslinien der eimen Schar eben sind. Die Abwickel-
baren lings der Kriimmungslinien der zweiten Schar bilden damn die ver-
langte Flichenschar.




