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Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine
feste Anzahl #** Potenzen (Waringsches Problem).*)
Dem Andenken
an
Hermann Minkowski.
gewidmet.

Von

Davip HicserT in Gdttingen.

Theorem. Jede positive ganze Zahl lipt sich als Summe von n'n
Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen, so daf deren Anzahl unterhalb
einer Schranke liegt, die nur durch den Exponenten n bedingt ist, dagegen
nicht von der darsustellenden Zahl abhingt.

Dieses Theorem ist allgemein von Waring*¥) vermutungsweise aus-
gesprochen worden; der Beweis fiir dasselbe gelang jedoch bisher nur in
besonderen Fallen, nidmlich fiir

n=23,4,5,6,17,8, 10.

Die Mathematiker, denen wir diese Beweise und zugleich auch scharf-
sinnige Untersuchungen tiber die Reduktion der Anzahl der zur Darstellung
zu verwendenden Potenzen verdanken, sind J. Liouville (n=4), Maillet**¥)
(n=3, n=>5, n=28), Fleckt{) (n=6), Landauff) (n =3, n=4),
I Schur (r = 10), Hurwitz{{t) (»=38), Wieferich*}) (n =3,
n=4, n=>5, n=") '

*) Mit einigen Veriinderungen und Zusitzen abgedruckt aus den Nachrichten
der Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1909, Sitzung vom 6. Februar.
*) Meditationes algebricae, ed. III. Cambridge 17887 8. 8349—350. —
**# Congrds de Bordeaux 1895, — Journal de mathématiques, Ser. 8, Bd. 2, 1896, —
Comptes rendus, Bd, 146, Paris 1904. — Bull. de la soc. math. de France, Bd. 86, 1908,
1) .Sitzungsber. der Berl. math, Ges, 1906. — Math. Anpalen Bd. 64, 1907.
+ - Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 28, 1907. — Math. Ann.
Bd. 66, 1908,
++1)-Math. Annalen Bd. 65, 1908.
*}). Math. Annalen Bd. 66, 67, 1908—09. (3 Abhandlungen)
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Der allgemeine Beweis des Theorems, den ich im folgenden geben
werde, gelingt mittels einer neuartigen Anwendung der Analysis auf die
Zahlentheorie. Wihrend man nimlich sonst in der analytischen Zahlen-
theorie von arithmetischen Formeln ausgehend durch Grenziibergang zu
Integralrelationen fiir arithmetische GroSen gelangt — ich erinnere an
die Bestimmung der Klassenanzahlen — oder, wie in der Primzahl-
theorie, asymptotische Ausdriicke mittels transzendenter Kunktionen
sucht, so werde ich gegenwirtig umgekehrt von einer gewissen Integral-
formel ausgehen und aus ihr schlieBlich eine rein arithmetische Relation
gewinnen.

Um diesen Gedanken deutlich hervortreten zu lassen, schicke ich dem
Beweise des Theorems zunichst zwei Sitze voraus.

Satz L¥) FEs sei m eine beliebige positive ganze Zahl, dann gilt
identisch in den 5 Variabeln z,,-- -, x; die Integralformel

1) @+t = Cf‘ ' 'f(t1x1 o )t ity - - i
(8)

dabei bedeutet C  eime gewisse durch m bestimmte positive Konstante,

néimlich
@m 4 1) @m + 8) @m -+ 5)

Y 4 )
und das 5-fache Integral rechis ist iiber die Kugel S
@ A+ BEl

2u erstrecken.
Zum Beweise verstehen wir unter 2, ---, z; irgend welche reellen

GroBen und bestimmen dann eine orthogonale Substitution der 5 Variabeln
by vy b In ty oo b

o =tyty+ o+ gy s,

ty = oypty + - F gty

*) In meiner urspriinglichen Verstfentlichung (Nachr. der Ges. der Wiss. zu
Gottingen 1909) habe ich mich hier eines gewissen 25-fachen Integrales bedient; daf
man dasselbe fiir den vorliegenden Zweck durch das obige 5-fache Integral ersetzen
kann, ist eine sehr dankenswerte, mir von verschiedenen Seiten (F. Hausdorff,
J. Kiirschak, u. A) gemachte Bemerkung. Der dort von mir formulierte und be-
wiesene Satz I iiber das 25-fache Integral beansprucht jedoch deshalb ein selbstiin-
diges Interesse, weil er in engster Beziehung zu der schonen Theorie der orthogonalen
Invarianten von A. Hurwitz steht (vgl. dessen Abhandlung ,,Uber die Erzeugung der
Invarianten durch Integration*, Nachr. der Ges. der Wiss. zu Gottingen 1894) und
in einfachster Weise den Grundgedanken zum Ausdruck bringt, mittels dessen diesem
Forscher der Nachweis fiir die Endlichkeit des vollen Systems orthogonaler Invarianten
gelungen ist.
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in welcher

(4:) Gy = . S e —_ 5
R e ] Opy =~ ——
R A R T

wird. Da die Kugel S bei Anwendung dieser Substitution (3) unverindert
bleibt, so geht das Integral der Formel (1) nach Einfihrung der Inte-
grationsvariabeln ¢, - - -, & iber in

(xf+-~-+x§)mj~-ft{‘“"dt{"'dts'%
(8)

hierin ist offenbar das 5-fache Integral eine von =, -- -, unabhingige
positive Zahl; setzen wir dieselbe gleich %, so folgt die Formel (1)
des Satzes I

Satz II. Es sei wiederum m eine beliebige positive gamze Zahl, dann
gilt identisch in den 5 Variabeln x,, - - -, x, eine Formel von der Gestalt

®) @+ )= 2 DACHE N SRR S
k=1, -\ M

daber ist zur Abkiirzung

Y@t @Emt2) @nd s @Emts
1.2.3-4

gesetet, ferner bedeuwten v, .., ry gewisse positive rationale, durch m be-
stimmite Zahlen und a,,,- - -, ay, gewisse ganse, ebenfolls nur durch m be-
stimmite Zahlen.

Der Beweis griindet sich auf die in Satz I aufgestellte Integralformel;
von der letzteren ausgehend werden wir durch eine Reihe vom Schritten
schlieBlich zu der in Satz II behaupteten arithmetischen Identitét gelangen.

Der erste Schritt besteht in der Approximation des 5-fachen Integrales

C.[t(;‘)f(tl% + o f@g )P Aty - di

durch eine endliche Summe. Wir denken uns zu dem Zwecke den
H-dimensionalen Raum der Variabeln ¢, in 5-dimensionale Wiirfel von
der Kantenlinge ¢ zerlegt. Da der Bereich S ganz im Endlichen gelegen
ist, so fallt nur eine endliche Anzahl H® dieser Wiirfel ins Innere von S.
Bilden wir sodann fiir den Mittelpunkt eines jeden dieser Wiirfel den
linearen Ausdruck
Wity + o+ %,

multiplizieren denselben mit dem Inhalt & des Wiirfels sowie mit dem
positiven Werte von 3/C, so entsteht aus dem Integral eine Summe von

der Gestalt
19*%
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(6) 2 (PP(2))2m,

wo die P{) gewisse H® lmeare Funktionen von @y, +, % bedeuten, deren
Koeffizienten noch von & abhingen; zugleich gilt die Limesgleichung

Cf’ﬂtl’ﬁ"l‘“"f‘ tsas) P Aty diy - "‘L 2 {PO(2)}?
(8)

e=0 h=1,---, H®

Nach der Integralformel des Satzes I ist mithin auch

@ @trap=1 2 (B@)
e=0 h=1,--., H®

Der sweite wesentliche Schritt beruht darauf, daf wir hier in der
Summe rechts die Anzahl H®, die ja mit verschwindendem & notwendig
tiber alle Grenzen wichst, auf eine feste, von & unabhiingige Zahl
reduzieren. Dies gelingt in folgender Weise. Wir bedenken, daf es nur
M linear unabhingige Formen 2m‘™ Grades von 5 Variabeln gibt und
daB daher gewiB zwischen den ersten M + 1 Formen 2m* Grades

(PY@)}™ (h=1,--,[+1)
eine lineare Identitit von der Gestalt
5)2 + ¢ _P(E)ﬂm + -4 CM+1P(;{-?-T =0

bestehen muB, wo die ¢, - -+, cyr+1 reelle Konstante bedeuten, von denen
einige positiv und einige negativ ausfallen miissen. Indem wir diese
Identitdt durch den groBten unter den positiven Koeffizienten dividieren,
entsteht eine Identitit von der Gestalt
AP+ GBT 4 e PRI = 0,

wo gewiB einer unter den Koeffizienten ci,---, ¢4+ den Wert + 1 besitzt
und zugleich alle iibrigen Koeffizienten <1 ausfallen. Subtrahieren wir
diese Identitit von der Summe (6), so hebt sich offenbar eine der 2m'=»
Potenzen fort, und wir erhalten eine Summe ifiber nur H® — 1 Sum-~
manden, von denen keiner negativ wird, da ja die zu den P{2™ hinzu-
tretenden konstanten Faktoren séimtlich positiv ausfallen, wenn sie nicht
insbesondere verschwinden. Indem wir diese konstanten Faktoren in die
2m* Potenz hineinziehen, gelangen wir zu einer Formel von der Gestalt

D (@)= D (PY@),
h=17"‘1H(6) h=1,-",H(s)—1

worid die P, wieder Linearformen der Variabeln z,, ---, #; bedeuten
und die Anzahl der Summanden rechts gegeniiber der urspriinglichen
Summe links gewiB um 1 vermindert ist.
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. Das dadurch eingeleitete Reduktionsverfahren konnen wir fortsetzen,
bis schlieBlich die Zahl der Summanden auf M herabkommt; alsdann
erhalten wir eine Formel von der Gestalt:

(8) D (Pp@)= D (g,

h=1,e.., B =1, M
wo wiederum die
W) =gl + -+ s, (=1 )
Linearformen der Variabeln 2, ..., z; bedeuten, deren Koeffizienten ¢ff)
wesentlich noch von & abhéngen.
Der ndchste Schritt besteht in der Ausfilhrung des Grenziiber-

ganges zu & — 0; dieser erfolgt leicht in der aus (7) und (8) entstehenden
Formel

©) @+ +ar=1 > (@)

e=0 h=1,--- M
Zuniichst ist ndmlich klar, daB simtliche Koeffizienten der Formen @
unterhalb endlicher von & unabhingiger Grenzen bleiben, sobald & gegen
0 konvergiert; dies folgt aus den Limesgleichungen

1 =]_:£ (@2 + geim + - -+ + 23,

wie sie durch Vergleichung der Koeffizienten von ai™ in (9) entstohen.
Wegen des Umstandes, da8 hiernach inshesondere gf) fiir alle & unterhalb
einer endlichen Grenze bleibt, komnen wir fiir & eine gegen O konver-
gierende Folge von positiven Werten &, &, - - - finden, derart, daB der Limes

(2,
I i 9:{ =qu
r=o

existiert. Da ferner, wie gezeigt, auch g unterhalb einer endlichen Grenze
bleibt, so liBt sich wiederum aus jener Folge von Werten &, &, - eine
Folge &, ¢, -+ herausgreifen, so daf auch der Limes

(&)
L q‘;{ =qn
r=%

existiert. So fortfahrend erhalten wir schlieBlich nach 5J{-maliger An-
wendung dieses Verfahrens eine gegen O konvergierende Folge &, &, -
derart, daB zugleich die samtlichen Limesgleichungen

L =g, 0=t i=18)

statthaben. Setzen wir sodann

Qu(®) = Q% + -+ + Biss) (k==1,'--,M)
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so gilt wegen (9) identisch in den Variabeln z, -, % die Formel

) - @ tar= > G
h=1 3 s M
Diese Formel unterscheidet sich von der in Satz II behaupteten noch
wesentlich dadurch, daB die Koeffizienten der Linearformen @), keineswegs

rationale Zahlen sind.
Der letste entscheidende Schritt meiner Beweisfihrung wird darin

bestehen, von der Formel (10) den Ubergang zu einer Formel zu er-
méglichen, in welcher alle auftretenden Zahlenkoeffizienten rational sind.
Zu dem Zwecke verschaffen wir uns zundchst J/ Linearformen

Gy(#) = apy 2y + -+ -+ Wy T (h=1,-.., M)
mit ganzzahligen Koeffizienten a,;, derart, da zwischen ihren 2m'*® Po-

tenzen keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Dies
ist gewif méglich, da die Determinante

2m 2m 2m
Oy Xy g L7
2me—1 2m—1 2m-—1
11 Fg Bey 93" * " Py Pare
A ==
2m 2m 2m
Gyg Qg g T Oy

offenbar nicht identisch in allen Argumenten a,, Null ist und zur Er-
fillung unserer Forderung nur notig wird, die a@,, als ganze rationale
Zahlen so zu bestimmen, daB 4 von Null verschieden ausfillt.

Nun sei in Formel (10) etwa @, eine Linearform, deren Koeffizienten
jedenfalls nicht simtlich verschwinden, so dal

G+t 9
eine positive von Null verschiedene Zahl wird. Setzen wir dann zur
Abkiirzung

AT Ta _
Oy = m (h"‘l)"’fM)y

80 haben die M Linearformen
&Gy, -y oGy

simtlich die ndmliche Quadratsumme ihrer Koeffizienten wie Q,; es gibt
daher gewil eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,---,2;,
welche @, in o, G;, ferner je eine solche orthogonale Transformation,
die @, in &Gy, ---, bez. in ay Gy tberfihrt. Wenden wir diese I ortho-
gonalen Transformationen séimtlich der Reihe nach auf die Formel (10)

N
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an, addieren die so entstehenden M Formeln und dividieren durch M,
go wird, wenn wir noch
fm 2m
Oy
=3y M= 3F
setzen:
) @erars S aGr@+ s,
h=1, =1, M (1)
wo die S, gewisse M (M —1) Linearformen der z,,---, z; sind, wie sie
aus den @, - - -, Qi durch jene orthogonalen Transformationen nach

Hineinziehung des Faktors —— 7'7/— entstehen. Wir betrachten nun das-
M

jenige System von M linearen Gleichungen fiir die M Unbekannten

Ug, -+, Uy, welches aus der Identitdt

D wGr@ =@ D S
he=1, M h=1,. 0, M (M~1)
entspringt, wenn man die nimlichen Potenzen und Produkte von Potenzen
der Variabeln z;,-.-,z; auf beiden Seiten gleich setzt. Da die Deter-
minante dieses Gleichungssystems bis auf einen Zahlenfaktor die von Null
verschiedene Zahl A4 ist, so sind dessen Losungen eindeutig bestimmt;
sie lauten wegen (11):
Uy == Qry """ U = Qu

und sind folglich simtlich positive GroBen. Da nun die Liosungen
eines linearen Gleichungssystems mit einer von Null verschiedenen Deter-
minante stetige Funktionen der rechten Seiten der Gleichungen sind, so
folgt, daB, wenn wir die Koeffizienten der Linearformen S, innerhalb eines
gewissen geniigend kleinen Spielraumes irgendwie abindern, die Losungen
Uy, + - -, uy des abgedinderten (leichungssystemes ebenfalls noch simtlich
positive Zahlen bleiben. Wiahlen wir dabei die Koeffizienten innerhalb
jenes Spielraums als rationale Zahlen, so miissen iiberdies die Losungen
ty, +++, Uy, da ja die Koeffizienten von @, simtlich ganze rationale
Zahlen sind, ebenfalls rational ausfallen. Bezeichnen S; die an Stelle
der S, tretenden Formen mit rationalen Koeffizienten und seien die be-
treffenden positiven rationalen Losungen

Uy = Ty * v 0y Uy =Ty,
so gewinnen wir die Identitét
@+ +a) = D nor@+ D 8
h=1,---, M h=1,---, MY ~1)

oder, indem wir noch die in den Koeffizienten von §; auftretenden Nenner
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herausziehen und die neu entstehenden Formen mit Gass, - - - Gar
bezeichnen,
12) @@+ Fal)ym= 2 7 sz(x),

h=1 PR M2

WO 7y,---,7s» nun positive rationale Zahlen und die Koeffizienten der
G, simtlich ganze Zahlen sind.

SchlieBlich kénnen wir noch auf diese Formel (12) ein analoges
Reduktionsverfahren anwenden wie dasjenige, welches uns oben zu der
Formel (8) fiihrte. Wir bedenken, daB zwischen den Linearformen
Gy, -+, Gyyy eine Identitit von der Gestalt

(13) ¢ Gf’"(x) 4.0+ cM+1G2’"

MH(w) =0

bestehen muB, wo ¢, -, cxs1 jetzt rationale Zahlen sind, bestimmen
alsdann eine rationale Zahl ¢ derart, daB unter den Zahlen

€4 Sl

,TI" ’ b Tas1

eine gleich 1 und die tbrigen <1 werden. Subfrahieren wir nun die
mit ¢ multiplizierte Identitit (13) von der rechten Seite der Formel (12),
so wird in der rechts entstehenden Summe einer der Koeffizienten Null,
ohne daB einer der ibrigen negativ ausfillt, so daB die neu entstandene
. Formel rechts gewif einen Summanden weniger aufweist. Fahren wir in
dieser Weise fort, so gelangen wir schlieflich zu einer Formel, die alle in
Satz Il verlangten Eigenschaften besitzt. Damit ist der Beweis des
Satzes II vollendet.

Es sei noch bemerkt, daB, wenn wir in der vorstehenden Uberlegung
an Stelle von @, nicht eine beliebige der M Linearformen @y, -::, Qu,
sondern eine solche unter diesen M Formen nehmen, fiir die die Quadrat-
summe der Koeffizienten am groften ausfillt, es leicht wegen der Iden-
titdt (10) gelingt, fiir die betreffende Quadratsumme

¢+ +al

eine untere nur durch m bedingte Schranke zu bestimmen, und daf aus
dieser unteren Schranke wiederum ohne wesentliche Schwierigkeit eine
obere Schranke ¢ fiir denjenigen Spielraum abzuleiten ist, innerhalb
dessen die Koeffizienten der Formen S, abgeiindert werden diirfen, ohmne
daB die betreffenden Losungen , - - -, uy negativ werden. Durch die
Kenntnis von o aber ist es schlieBlich auch moglich, fiir die absoluten
Werte der Zahler und Nenner der in der Formel des Satzes II auftretenden
rationalen Zahlen 7, und fiir die absoluten Werte der ganzen Zahlen g,
eine obere Schranke aufzufinden, die nur durch m bedingt ist.

Die Formel des Satzes II bildet den Kernpunkt fiir den Beweis



Losung des Waringschen Problems. 289

unseres Theorems. Sie 1aBt nimlich sofort aus der Giiltigkeit des
Waringschen Theorems fiir die m** Potenzen auf seine Giiltigkeit fiir
die 2m*® Potenzen schlieBen.*¥) Denn bezeichnen wir etwa den nur
von m abhingigen Generalnenner der in Formel (5) rechts auftretenden
rationalen Zahlen #, mit E, nehmen ;=0 und beachten, daB jede
Zahl sich als Summe von 4 Quadraten darstellen 148t, so lehrt Formel (5)
sofort, daB jede durch F teilbare positive ganze Zahl sich als Summe
einer Anzahl von 2m'® Potenzen darstellen liBt, die unterhalb einer
nur von s abhingigen Schranke liegt, vorausgesetzt, daB der Waringsche
Satz fiir die m" Potenzen gilt. Da jede positive ganze Zahl sich
in der Form H-FE + K darstellen lift, wo H und K positiv ganz
sind und K< E ist, so folgt hieraus, da ja die Zahl K eine Summe
von hochstens £ — 1 Zahlen 1°™ ist, das Waringsche Theorem fiir die
2m*® Potenzen.

Wir sehen somit, da durch das Vorangehende das Waringsche Theorem
gewif fiir alle unendlich vielen Exponenten der Form m = 2 bewiesen
ist, da es fiir m = 2 gilt. Um es allgemein fiir beliebige Exponenten zu
beweisen, miissen wir der Reihe nach folgende 5 Hilfssitze entwickeln.

Hilfssatz 1. Zu jedem Exponenten m gehiren eine gewisse Anzahl
N positiver rationaler Zahlen

EYRCVRRRPRS
sowie zwei positive gamse Zahlen a, A von folgender Figenschaft:

es seien x und G beliebige positive ganze Zahlen und T eine beliebige
reelle positive Zahl,” es sei ferner X eine positive ganze Zahl, die der Un-
gleichung
(14) X< Mgt
geniigt;  dann  komnen zu diesen Grofen xz, G, T, X steds N ganze
Zahlen (Z 0)
o Xl’ X‘u T XN}
deren absolute Betrdge den Ungleichungen

|X,| < Ala (h=1,-, )
geniigen, derart gefunden werden, daf die Gleichung
(@2 + X)m = 2 r(aGa -+ X,)im
h=1,--, N
statthat. T
Zum Beweise gestalten wir die Formel des Satzes II in folgender

Weise um. Zuniichst bedenken wir, daB auf der rechten Seite dieser
Formel mdglicherweise eine oder mehrere der zur 2m*® Potenz erhobenen

*) Vgl A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 65, 8. 424
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Linearformen lauter verschwindende Koeffizienten haben kinnten. Lassen
wir diese Potenzen weg, so moigen etwa N < M Summanden rechts
tibrig bleiben, so daf unsere Formel wie folgt lautet

(15) @+t = 2 (@ - o ag @)
h=1,- -, N

Hierin diirfen wir annehmen, daB jede der mit », multiplizierten Zahlen
a,, von Null verschieden ist, da andernfalls die Anwendung einer geeig-
neten orthogonalen Transformation mit rationalen Koeffizienten unsere
Formel in eine solche umwandeln wiirde, in der die jenen Koeffizienten
entsprechenden Koeffizienten simtlich von Null verschieden sind. Endlich
setzen wir in unserer Formel (15) fir 2, 2,, ---, 2y bez. die Grifen
Gz, x,,- -, 2, ein, ferner sei

@ = |a11a12 vt auvf
" a:a'zh ’ aas h ’ 3
= =y, = =gy vty T = Oy,
Ll T o Y Y
sodaB ai;, - - -, ays wiederum ganze Zahlen werden. Wir erhalten so
die Formel
(16) (G*2°+ 224 2l = E ry(@Gx+ oz + -+ dun)t™,
h=1,---, N
wo die 7,, wie leicht ersichtlich, eine nicht wesentlich veréinderte Be-
deutung haben.
Bezeichnen wir nun mit 4 den groBten Wert, den eine der N Zahlen

,a,lﬂ}+"'+}a:1h’ (h“':l:"')N)

annimmt, so folgt Hilfssatz 1 unmittelbar durch folgende Uberlegung.
Stellen wir die ganze Zahl X als Summe von 4 Quadratzahlen dar
und setzen
X=22 4+ a2+ 224 22,
so folgt aus (14)
[z, < Tz (h=1,---,4).
Nehmen wir daher

’ 7
. Xi= auz + -+ auz,
so wird

[ Xal < (laaa] + -+ aw]) T2
< ATl z.

Hilfssatz 2. Zu jedem Ezponenten m gehoren wie in Hilfssatz 1
eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen

V1> Toy * s TN,

sowie zwes positive gamse Zohlen a, A von folgender Eigenschaft:
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es seien x, G, T Zahlen wie in Hilfssatz 1, es sei ferner X eine po-
tive gamee Zahl, die der Ungleichung

17 X <Myt
geniigt, dann Fkinnen zu diesen Grofen =z, G, T, X stes N ganze

Zahlen (20
(= ) X17 Xﬂ) Y XN7

deren absolute Betrige den Ungleichungen
| X,| < ATz (h=1,---,N)

geniigen, derart gefunden werden, dafi die Gleichung

2(@F2?+ X)m= % 2 ry(a Gz 4 X;)2m+!
h=1,-++,N
statthat.

Durch Differentiation von (16) nach z entsteht eine Formel von
der Gestalt
1

o(Fo’+ o+ a)rl = 2 (0 G + a1y + - + aan®e)* ™,

h=1, N

wo die 7, eine nicht wesentlich verinderte Bedeutung haben. Ersetzen
wir hierin m durch m + 1 und wenden dann die vorige Uberlegung
auf diese Formel statt auf (16) an, so ergibt sich der Beweis des
Hilfssatzes 2.

Aus den eben bewiesenen Hilfssiitzen 1 und 2 leiten wir jetzt zwei
weitere Hilfssiitze 3 und 4 ab, in denen gewisse (leichungen behauptet
werden, die sich von den am Schlusse der Hilfssitze 1 und 2 aufgestellten
hauptsichlich dadurch unterscheiden, daf auf ihrer linken Seite an Stelle -
der positiven Zahlen X gewisse Zahlen Y treten, fiir die auch negative
Werte zuldssig sind.

Hilfssatz 3. Zu jedem Exponenten m gehiren eine gewisse Ansahl
N positiver rationaler Zahlen

T1y T2y =ty TN,

ferner eine reelle, stets positive Funktion @(x) der recllen Variabeln % und
endlich eime Funktion F (K, x) der ganezahligen Variabeln K wund der
reellen Variabeln %, die durchweg positive ganzsahlige Werte hat und bei
festgehaltenem » mit umendlich wachsendem K selbst, ohne je absumehmen,
iiber alle Grenzen wiichst; diese eu m zugehbrigen Grifen r,, ¢, F sind
von folgender Beschaffenheit:

es sei x eine beliebige positive ganze Zahl und K eine belichige positive
ganze Zahl > 16, ferner x eine reelle, der Ungleichung
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(18) 1<x< 5 VE—-1
geniigende Grifle; es werde endlich
(19) ¥ =9(), K'=FK,x

geselat; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl (_§_ 0) ist, deren absoluter
Betrag der Ungleichung -

(20) Y| <z VEKa*

geniigt, so komnen zu diesen Griofen z, K, », Y stets N ganze Zahlen
Y, .. Yy (Z 0), deren absolute Betrige die Ungleichungen

(21) |\ Y| <# VK 'z

befriedigen, derart gefunden werden, daff die Gleichung
E+ Ty = D n(Kz+ L)

k=1, ,N

stattfindet.
Zum Beweise bestimmen wir zuniichst eine positive ganze Zahl G
durch die Ungleichungen

(22) G+ <KL (G+=+1)%
donn wird

IE—@>%2G+%)>2xVEK —x(x+2),
und da wegen (18)

VE>x%+ 2

ist, so haben wir demnach auch
~(28) K—@>xVEK.
Andererseits ist mit Riicksicht auf (22)

EK—-@E<L(x+1) 20 +x+1)<2x+1)VE <4xVE

d. h.

(24) K- G*<4x VK.
Setzen wir nun .

(25) X=(K-GH2*+7%,

so gilt wegen (23), (24) infolge der Voraussetzung (20) unseres zu be-
weisenden Hilfssatzes

0< X< bxVEar

Wir wenden jetzt den Hilfssatz 1 auf die Zahlen 2, G, X an; setzen wir

noch darin L
r=15%VkK,
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so wird zugleich auch der Bedingung (14) dieses Hilfssatzes 1 geniigt,
und derselbe lehrt das Bestehen einer Gleichung von der Gestalt

" (26) @GP+ X = D r(aGu+ T,

=1, -, N
wo Y; (d. h. die X, in Hilfssatz 1) ganze den Ungleichungen
@) Y| < AVbxVEx
geniigende Zahlen sind. Setzen wir

P(x) = 1/% Vi0x, F(K,x) =a@,

go erfiillen diese Funktionen alle Bedingungen des zu beweisenden Hilfs-
gatzes. Denn wegen (19) wird dann notwendig

¥ =L Y10x, K =aG,
Va
und es geht (26) wegen (25) in die zum SchluB des Hilfssatzes 3 be-
hauptete Gleichung iiber. Endlich ist wegen (18), (22)
@x+2) <KL (G+2+1),

folglich
x+1<@,

und demnach

AVBxVEL AVhx VG + %+ 1 < AV10xV G
AVixVE < VK. .

Wegen dieser Ungleichung geht aus (27) die Ungleichung (21) des Hilfs-
satzes 3 hervor; dieser Hilfssatz 3 ist mithin vollstindig bewiesen.

Hilfssatz 4. Zu jedem FExponenten m gehoren wie in Hilfssate 3
eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen

d. h.

Fiy ¥oy oy ¥,y

ferner eine reelle, stets positive Funktion @ (x) der reellen Voriabeln x und
endlich eine Funktion F(K, x) der gomeeahligen Variabeln K und der
reellen Variabeln x, die durchweg positive gamzzahlige Werte hat und bes
festgehaltenem » mit wnendlich wachsendem K selbst, ohne je absunehmen,
siber alle Grenzen wdchst; diese zu m zugehdrigen Grofen r,, @, F sind
won folgender Beschaffenheit:

es seien x, K, » Zahlen, die denselben Bedingungen wie in Hilfssatz 3
geniigen; es werde endlich, wie dort

¥ —p@), K =FE-™
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gesetet; wenn damn Y eine beliebige ganze Zahl (i O) ist, deren absoluter
Betrag der Ungleichung

| Y| < x VEa? .
geniigt, so kinmen zu diesen Gropen z, K, x, Y stets N ganee Zahlen
Yy, ., Yy (Z O) , deren absolute Betrige die Ungleichungen

| Y| <% VK
befriedigen, derart gefunden werden, daff die Gleichung

2B+ T = D n(Ez+ T
h=1,--4 N
stattfindet.
Der Beweis folgt, indem wir die zum Beweis des Hilfssatzes 3 vor-

hin angewandten SchluBfolgerungen, statt auf Hilfssatz 1, nunmehr auf
Hilfssatz 2 beziehen.

Hilfssatz 5. Zu jedem Exponenten w gehoren szwei ganze Zahlen
p, g, so daf3

(28) Ay
und
(29) 0<p<yg

ist, ferner eine positive gamze Zahl K und eine gewisse Anzahl N* posi-
tiver rationaler Zohlen
kyy Ky <oy B
von folgender Beschaffenheit:
ist « eine belicbige positive gamee Zahl, Y irgend eine gamze Zahl

(é ) , deren absoluter Betrag der Ungleichung
| Y| <VEa

geniigt, so gibt es su diesen Zahlen z, Y stets gewisse N* positive ganee
Zahlen
Pl) P2) Y Py
derart, dafi die Gleichung
2 (Eat+Y) = Db, Py

h=1,3,--, N*
statthaot.

Zum Beweise entwickeln wir den Exponenten % im dyadischen Zahl-
system wie folgt
n=20+20 14 2 ...t 246
=lee---¢,_,¢,
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so daB g ein ganzer Exponent ist und e, ¢, - -+, ¢, gewisse Werte Null
oder Eins werden. Nun definieren wir g + 1 Zahlen n,, n,, 0y, -+ -,
durch folgende Gleichungen !

ny =1,
no=24¢
= 161)
ny=2"4 62+ ¢
= le e, .
g =2+ €22 + 6,2 4 ¢,
=1leee,,

— -1
ng-—29+el29 +~--+eg_12+eg
- 16162 ceeg_q€,= n,
so daB allgemein
Nppr =20, + €,y
wird. Ferner setzen wir

Py =27 624t

=€6 "¢,

P =62 g2 4.t
=666,

Py =627+t
—...:es,..eg’

Dy1=2¢p

», =0)

so daB allgemein
Doy — Dy =627
wird. Endlich sei noch
p=n—W =21+ 2" 4 ...+ =p,,
q= 2,
so daB die Bedingungen (28), (29) erfiillt sind.

Nunmehr wenden wir die Hilfssitze 3 bez. 4 im ganzen g-Mal an
und gelangen so zu den Gleichungen
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( 2*(Ka¥+Y) = El-z,; 2 0 (K a7 Y o)
h=1,. - N,
(B T L S (R Y0,
! h=1, .. Ny
(30) ﬁ O . e e e e e e e e e e,
202 (st + ¥y 0 =y DoV a0 (B + O,
92 h=1,. '7Ny-—l.
a1 (K, ;2% + Y,_y)01 = K,leg ng‘”(}i}'—w + Y, o).

7-1 =1, N

Dabei ist jede dieser Gleichungen so zu verstehen, daB ihre linke Seite,
sobald dort Y, eine ganze, der Bedingung

RARS AL
geniigende Zahl ist, sich in Gestalt der rechts stehenden Summe dar-
stellen 1iBt, so daB die ¥,¢+? passend gewihlte, den Ungleichungen

(31) (X76+9| < 0 YK, 2¥ "

gentigende ganze Zahlen bedeuten. Die GroBen #{), x,, x|, K,, K, haben
hierbei die in Hilfssatz 3 und 4 angegebene Bedeutung; es ist demnach
{der untere Index O ist stets zu unterdriicken)

%"y = ®s (”6)’
32 =0,1,.,g—
( ) {.K; —_ FS(KJ, %3), (S 0’ > 79 1)
wo ¢, F die in den Hilfssitzen 3 und 4 auftretenden Funktionen sind.
Uberdies ist zu beachten, daB allgemein #, den Ungleichungen

(33) 1<%, < VE~1

genligen muB, wodurch auch zugleich K, > 16 wird.

Um nun zum Beweise des Hilfssatzes 5 zu gelangen, muB es mdglich
sein, die auf den rechten Seiten einer jeden der Formeln (30) stehenden
Summanden als linke Seiten der ndchstfolgenden Formel zu nehmen,
damit sich .schlieBlich die linke Seite der ersten Formel als Summe von
Groflen ergibt, die die Glestalt der rechten Seite der letzten Formel haben.
Um diese Moglichkeit darzutun, setzen wir allgemein

(34) K, =K, (s=1,.-,9—1)
und brauchen dann nur noch zu bewirken, daB die Bedingungen
(35) <y, <z, e Hyoo < oy

erfiillt sind.
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Wihlen wir nun bei der erstmaligen Anwendung des Hilfssatzes 3 bez. 4
%=1, so ist dadurch wegen (32)

“ # = o(1)
bestimmtb, wihrend uns die Wahl von K noch freisteht. Da die in den
Hilfssiitzen auftretende Funktion F'(K, x) bei festem » mit K zugleich,
ohne je abzunehmen, iiber alle Grenzen wichst und wegen (32), (34)

K, =F(K,» =FK,1)
ist, so konnen wir K so groB wihlen, daB
SVE —1>%+1
wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfiillt, wenn wir K noch
vergroBern. Nun setzen wir
# =% +1
und gentigen damit der ersten der Bedingungen (35) und der Bedingung
(83) fir s=1. Nach dieser Verfligung iiber x, bestimmt sich »; wegen
(32) aus der Gleichung
#y = @ ().
Da nun wiederum die Funktion F, (K, x,) bei festem x, mit K, zugleich,
ohne je abzunehmen, iiber alle Grenzen wichst und wegen (32), (34)
Ky, = F (K, %)

ist, so konnen wir K weiter so grol wihlen, daf

SVE,—1>x+1

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfiillt, wenn wir K noch
vergréBern. Nun setzen wir

sty = o) + 1
und geniigen damit der zweiten der Bedingungen (35) und der Bedingung
(83) fir s=2. In derselben Weise fahren wir fort, bis wir zu der
Gleichung

Kyt = Hg_g + 1
gelangen.
SchlieBlich machen wir K noch so grof, daB

VE 1> %y
wird; da wegen (31) flir s=¢g—1
!Yy:(y)l < %;—1 l/Kg,-—l z,
| 50| < K12
ist, so werden die auf der rechten Seite der letzten Formel in (30) zur

n*" Potenz erhobenen ganzen Zahlen positiv.
Mathematische Annalen. LXVIL 20

und folglich jetzt
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Fithren wir nun die Substitutionen der linken Seiten der Formeln (30)
in die rechten Seiten der jedesmal vorangehenden Formel aus, so entsteht
eine Formel von der Gestalt & J

w0 (Kat+ Y) = DV h(K] 1z + X0,

h=1,.., N*

N*=N,N, - N

g

wobel rechts

Summanden stehen und die %, positive rationale Zahlen sind. Damit ist

Hilfssatz 5 bewiesen.
Aus Hilfssatz 5 vermdgen wir nun das anfungs aufgestellte Theorem
uber die Darstellbarkeit der gomzen Zahlen durch n* Potenzen folgender-

mafen abzuleiten.
Wir verstehen unter x eine beliebige positive ganze Zahl > 2%, ferner

unter Y,, Y, irgend zwei ganze, den Ungleichungen
0L Y, K,
(36) S Y, <VEe
0L Y, <VE(z+1)
geniigende Zahlen. Dann gelten nach Hilfssatz 5 die Gleichungen

2 [ Kat— Y] = D'k, Pr,

h=1, -, N*
@+ D[R+ 1y+ Tyl = Dk @
h=1,2, -y N*

1_1nd nach Addition
@7  P[Ew—Y]+ @+1)[K@+1)+ Y] = D k(Pr+ @),

hA=1,--- N*
wo die P, und @, gewisse 2N* ganze positive Zahlen sind. Die linke
Seite der Formel (37) hat die Gestalt

K[z"+ (z+ 1)*] + Z,
Z=(x+1)*Y, —arY,

‘wenn

gesetzt wird.
Wir iiberzeugen uns nun davon, daf der Ausdruck

(x+ 1Y, —2?Y,
bei geeigneter, den Ungleichungen (36) entsprechender Wahl von Y;, Y,
jede ganze Zahl Z darzustellen vermag, die den Ungleichungen
0z
geniigt. [n der Tat, da die Zahlen (#+4 1)# und x* relativ prim sind, so
besitzt erstlich fiir jedes ganzzahlige Z die diophantische Gleichung
Z=(x+1)2Y, —2? Y,

\
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ganzzahlige Losungen Y, ¥;; nun ist aber zugleich mit Y, ¥; auch
Y, — T (‘” + 1)p7
Y, — Txr
fiir jedes ganzzahlige 7' eine Losung, und daraus wird ersichtlich, da8
wir ¥, der Ungleichung
0< Y, < (s+1)°

entsprechend annehmen diirfen. Da p < g ist, so wird (z+41)? < 29, sobald
nur z hinreichend groB, etwa > 2" gewihlt wird; wir haben dann

0< 7, <an.
Mit Riicksicht auf die Ungleichung ¥, < (#+1)? folgt ferner
Y, = Chtl ey <t
o@tyr (@ +1>”
wenn
0z

vorausgesetzt wird, und demmach haben wir mit Riicksicht auf ¢ > p, und
da Y, nicht negativ werden kann,

0 L<(@+1x

Den Ungleichungen (36) ist damit gentigt, da ja K> 16 1st
Durch Zusammenfassung des Bisherigen erkennen wir, daB jede in
dem durch die Ungleichungen
Ko+ (e+1)) < U< Ko + (0+1)] + 27
bestimmten Intervalle J, gelegene ganze Zahl U sich in der Gestalt
Zkh(P »+ Q)
=1, N*

darstellen lift. Von einem hmrelchend groBen z an greifen nun diese
Intervalle J, tibereinander derart, daB die groSte Zahl von J, gréfer als
die kleinste von J,,, ist; in der Tat haben wir gewi

Ko + (41 + 2 > E(a+ 1y + @+2)],
2 VE

VE+1-VE
genommen wird.

Es lassen sich also alle ganzen Zahlen U, die eine gewisse GroBe S
tiberschreiten, in der Gestalt

Z’k,,(P"

s N

sobald
x> 5

darstellen, wo P,, @, gewisse 2N * positive ganze Zahlen bedeuten.
20*
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Bezeichnen wir den Generalnenner der rationalen Zahlen k, mit E,
so folgt aus dieser Darstellung nach Multiplikation mit E, daB gewiB
jede oberhalb der GroBe ES gelegene und durch E teilbare ganze Zahl
sich als Summe von #*® Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen 1aft,
80 daB deren Anzahl unterhalb einer Schranke liegt, die nur von » abhingt.
Folglich gilt dies auch fir jede durch E teilbare und daher auch -fiir
jede nicht durch E teilbare ganze Zahl, auf Grund der nidmlichen Be-
trachtung, die oben nach SchluB des Beweises zu Satz II angestellt worden
ist. Damit ist das anfangs aufgestelltle Theorem, wie es von Waring
vermutet worden ist, vollstindig bewiesen.

Zom Schiuf sei noch bemerkt, daB man durch das vorstehende Be-
weisverfahren auch zugleich eine obere Schranke fiir die Anzahl der zur
Darstellung einer beliebigen Zahl notigen »*» Potenzen wirklich finden
kann; dazu ist erforderlich, die am SchluB des Beweises von Satz I ge-
machte Bemerkung zu berticksichtigen und die in dem soeben vollendeten
Beweisverfahren auftretenden GréBen so weit abzuschitzen, daB die frag-
liche Schranke schlieBlich durch » ausdriickbar ist.




