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Uber die Auflésung von Gleichungen im logischen Gebietekalkul.

Von

LeoroLp LOweNEEIM in Rummelsburg-Berlin.

Einleitung.

Der ,,Gebietekalkul“ 1iBt sich auffassen als ein Zweig der ,Mengen-
lehre“ (obwohl auch eine allgemeinere Auffassung méglich ist).

Der Theorie liegt dann zugrunde eine beliebige Menge M, deren
»Untermengen” a, b, ¢,--- #, 4, 2, --- als ,Gebiete® bezeichnet werden sollen.
Zshlen will ich immer mit den Buchstaben %, I, m, n, p und den ent-
sprechenden griechischen Buchstaben bezeichnen. Ich setze ein fiir allemal
M=2" N=2" P=2¢ Die ,eere“ Menge wird mit 0, die ,Gesamt-
menge“ M zur Abkiirzung mit 1 bezeichnet. O und 1 heiBen die ,,Moduln“.
Griechische Buchstaben «, 8, p, - & %, &, - -- sollen immer einen der beiden
Moduln bezeichnen, was der Leser stets genau beachten wolle.

Ist ein Gebiet a als Untermenge in einem anderen Gebiete b ent-
halten, so schreibt man & <€b (lies: @ sub b).

Die ,Summe“ a + b zweier Gebiete ist die Vereinigungsmenge der
beiden, welche jedes Element von M enthélt, das entweder in @ oder in b
(oder in beiden) enthalten ist. Das ,Produkt“ ab ist der ,Durchschnitt®
oder der ,Gemeinteil“ der beiden Mengen, d. h. es enthdlt ausschlieBlich
alle gleichzeitig in ¢ und in b enthaltenen Elemente von M.

" Unter dem ,Negat® @ (lies: a nicht) eines Gebietes a versteht man
die zu @ gehdrende ,Komplementirmenge M — a, welche alle nicht in
a enthaltenen Elemente von M umfaft.

Unter einer ,Funktion von z,y, 2, - - -“ versteht man jeden Ausdruck,
welcher aus den Gebieten z, ¥, 2, - - - (und irgendwelchen anderen Gebieten
a, b, ¢, - - ) aufgebaut ist vermittels beliebig vieler der drei oben definierten
Grundoperationen: Addition, Multiplikation und Negation.

Ich werde nun im folgenden aus dem kiirzlich erschienenen , Abrif
der Algebra der Logik“ von Dr. Ernst Schrioder, herausgegeben von
Dr. Eugen Miiller, die auf den. Gebietekalkul beziiglichen Formeln und
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Lehrsiitze (ohne Anwendung des Aussagekalkiils) in derselben Numerierung
wie dort zusammenstellen (mit Weglassung der unwichtigen gestrichelten
Nummern sowie von 33—35), was vielleicht auch den Besitzern des Werkes
erwiinscht sein mag ,#quivalent” werde ich kurz mit ,iq.“ abkiirzen:

I a£a

II Aus a€b, b<c¢ folgt afec

I a<€b, b<€a ist #q. a="0

IS 0<€a [IV, a=<1

V Es ist nicht 1<€0

VI, 2=<€a, 2<0b ist 4q. z€ab | VI, a<<y, b€y ist 8q. a+b=<y
VII (a+2)(@+6)=2=az+ az

1) b=a ist. 8g. a=">

2) a=a

3) Ausa=bb=c folgt a=c¢

4), Aus a<€b,, b, <b folgt a=<b | 4), Aus a=a,, a,€b folgt a€b
"B), p=<€0istiq p=20 5), 1=<€qistiq. 1=g¢

6), ab=<a, ab=<b 6), a<€a+b b<a+bd

O, ab=>ba D, at+b=0b+a

8). a(be) = (ab)c=abe 8), a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+e
9., a=ab ist iq. a€b und a+b=0>

10) a=>b ist dq. a+b=<ab und a4+ b=ab
11), an=aq 11), a4+a=a

12), ¢-0=0, a-1=a 12), 1=1+40a, a=0+a
13), a(a+d)=a 13), a=a+ ab

14), 1=abist 4. 1=a,1=0% | 14), a+b=0 ist 4q. a=0, b=c
15), Aus a €0 folgt ac € bc 15), Aus a<b folgt at+c<€b+¢
16)x » a="0 sy @C=be 16)+ s @=0 w @+c=b+c

17, , a<bc=<d folgt ac<bd | 17), a=b, c<€d folgt a+c-€b+d
18), , a<bec=d , ac=<bd| 18), , a<bec=d y G+CEbtd
19), , a=be=d , ac=bd|19), , a=bc=d , a+c=b-+d
20), ad =0 20), l=a+a

21) a=a

22) a=>bist 4q a=0

238) 0=1, 1=0, )

24),, ab=0ist . a€bund 1=a+b
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25) a€bhist 4q. b<€a

26) ab=0,a+b=1ist 8q. a=0>b und b=a

20),, ab+ab=0ist 8. a="b und 1 = (@+b)(a+Dd)

28), 0=aqa 28), 1=a+a
= (a+0b)(a+b)(a+b)(@+b) = ab + ab + @b + ab
—(a+b4c)(a+b+) a+b+c)- | = abc + abe + abe + - - -

29), ab=a(@+0b) 29), a+b=a-+ab

30), ab = (a+b) (a+1D) (@+D) 30), a +b=ab+ ab + ab

81), ab=a +b 31), a+b=ab

32), a(db+c)=ab+ ac 32), (a+bd) (a+c)=a+ be

32), (a+b)(c+d)=ac+ad+be+bd | 33), (a+c)(a+d)(b+c)(b+d)=abt-cd.

Die Nummern dieser Formeln werde ich, wo es mir gut scheint, unter
die Gleichheits- und Subsumptionszeichen setzen, bei denen sie gebraucht
werden, wie es auch in dem AbriB geschehen ist.

Nachdem in den §§ 1—5 einige Hilfsmittel entwickelt sind, sollen
drei Methoden zur Auflésung von Gleichungen angegeben werden (in §§ 6
und 7, § 8, § 9). Ich werde dabei simtliche Entwicklungen auf den obigen
Formeln aufbauen, ohne frilhere Untersuchungen auf dem Gebiete als be-
kannt vorauszusetzen (da ich doch noch einmal alles von neuen und all-
gemeineren Gesichtspunkten aus herzuleiten habe), und ohne von der
Deutung des Kalkuls als Mengenkalkul (die mir manche Beweise ersparen
oder abkiirzen wiirde) Gebrauch zu machen.

Fiir wertvolle Ratschlige bei der Arbeit bin ich Herrn Miiller und
ganz besonders Herrn Korselt zu Dank verpflichtet, dessen Anregung und
Kritik eine griindliche Umarbeitung der Abhandlung zur Folge gehabt hat.

§ 1.
Grundlegende Definitionen und Siitze iiber Disjunktivsysteme.

Einen geordneten Inbegriff von # Gebieten (ay, ay,- -, @,) werde ich
kurz ein ,System %% Ordnung® nennen. Unter den Gebieten diirfen auch
gleiche vorkommen. Systeme, die sich nur durch die Reihenfolge der
vorkommenden Elemente unterscheiden, sollen ,verwandt“ genannt werden.
Ein System, welches nur die ,Moduln“ O und 1 enthélt, nenne ich ein
»Modularsystem*.

Die Gebiete a, a? - - -, a® sollen disjunktiv oder beigeordnet heiBen,
wenn sie ,digjunkt (getrennt)* und ,komplementéir (ergénzend)” sind,
d. h. wenn
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d) aa*=0 fir x=1,
dy) Za" =1.

Ein System von disjunktiven Gebieten will ich kurz ein ,Disjunktiv-
system® mnennen.

Satz 1. Das einzige Disjunktivsystem erster Ordnung ist (1). Jedes
Disjunktivsystem zweiter Ordnung hat die Form (a, @), und umgekehrt sind
zwei ,obverse Gebiete o und @ stets disjunktiv. Ersteres folgt aus 26),
letzteres aus 20),,.

Ist (a%,a® -, a") ein Disjunktivsystem, so sind (a',a? -, a" 0,0, 0)
und die verwandten Systeme nach 12),, auch Disjunktivsysteme. Die Reihe
der von O verschiedenen Gebiete eines Disjunktivsystems nenne ich seinen
,Kern“ die Reihe seiner Nullen nenne ich seinen ,Hohlraum“. Disjunktiy-
systeme ohne Hohlraum nenne ich ,kernig

Satz 2. Gleiche Gebiele eines Disjunktivsystems gehoren zum Hohl-
raum (Korselt). Denn aus a? = a¢ folgt a? 55 a*a? = a*a? 5 0.

Satz 3. Der Kern eines Disjunktivsystems, veretnigt mat bel@ebfg vielen
Nullen (oder auch fiir sich allein), ist wieder ein Disjunktivsystem, wie aus
der Definition leicht folgt.

Satz 4. Ersetet man in einem Disjunktivsystem einige Gebiete durch
thre Swmme, so erhilt man wieder ein Disjunktivsystem; d. h. ist (a', a2 ey ™
b, B2, - .- b") ein Disjunktivsystem, so ist (a*+a®+---4a™, b%, 0% ..., b%)
auch eines, denn (a'+a+-+a")b =0, (a*+a*+- +a”‘)+b1+ b’—{—

b = 1

Das System, in welchem das x* Element =1, alle iibrigen =0 sind,
nenne ich ,das x' Elementarsystem®.

Satz 5. Jedes Modulardisjunktivsystem, sowie jedes Disjunktivsystem,
in welchem alle Gebiete bis auf eins = 0 sind, oder in welchem ein Gebiet
=1 ist, ist ein Elementarsystem. Denn 1) kann nach Satz 2 in einem
Modulardisjunktivsystem hochstens ein Gebiet =1 sein, und 2): Wenn in
einem Disjunktivsystem alle Gebiete bis auf eins (fiir das es zunichst
unbestimmt bleibt) =0 sind, so muB dieses eine wegen d,), 12), =1 sein,
und 3): Ist a* =1, so ist fiir x = 1: o’ 5 a*- 1=d'a"550, q.e. d

Wir wollen jetzt ein Schema kennen lernen, nach dem man sich
jedes beliebige Disjunktivsystem erzeugt denken kann:

Satz 6. Ist (a’ a', ¢? - .., a®) ein Disjunktivsystem, so ist auch
(@®+r, a'F, a’F, - - -, a"F) eines.

Beweis. Fiir x40 ist

(@°+7)  &F g5 o 0y F*F-0* 7550 fiir =+ 1,

@’ +r+a'T+a 7+ + 0T g r+aF AT T 0 F g r =1,
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Fiir a® =0 erhilt man den ersten Teil von

Satz 1. Ist (o, @3 - -, a”) ein Disjunktivsystem, so ist auch (r, a'?,
a7, - - -, G"F) eines, und jedes beliebige Disjunktivsystem n+ 1% Ordnung
kann man sich auf diese Weise aus einem Disjunktivsystem n* Ordnung
entstanden denken (Korselt).

Um nimlich ein beliebiges Disjunktivsystem » + 1** Ordnung (8°, b,
B .-, b*) auf diese Form zu bringen, setze man

r==0, a=v 4+t fir x=12,--.n,

wo man fiir (¢%,¢% ---¢") ein beliebiges Disjunktivsystem #'* Ordnung
(z. B. ein Elementarsystem) nehmen kann. Dann ist

1) (@', @% - - -, a) ein Disjunktivsystem, denn

@at = (0 +7H) (VP 1100 = 0 fir w1,
% % x R

20 i 20+ Y 2 i, D+ g5l

=1 x=1 x=1 =1

W=r
R . . -
) b 12)720)s b* (bo + bO) s9f) b%b° 89) 50712)x (b" + ¢* bO) b = a*F,

q. e. d.
Denkt man sich so ein gegebenes Disjunktivsystem #** Ordnung aus

einem 7 — 1** Ordnung entstanden, dieses aus einem % — 2** Ordnung usw.,
50 erhalt man z. B. fir » =5 folgendes Schema:

@D,
r=d (d7 J);
7= (c, €d, €d),
r=b: (b, B, bed, 5ed),

Zugeordnete Disjunktivsysteme.

Ein zweites Schema fiir Disjunktivsysteme, das fir die Folge von
der groBten Wichtigkeit sein wird, erhilt man mit Hilfe des Begriffes der
Summe von Disjunktivsystemen.

Gegeben seien zwei Disjunktivsysteme

A= (a%, a? -+, a™),
B= (b 8% -, b").
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Ich setze*)
A+ B={(a'd!, a't?, -+, a'b", a®b', a®b?, - -, @%b, oo , ambY g™ bl ... amp™).

Dann gilt das assoziative Gesetz, und die Elemente von 4 + B4 (4 - -~
sind die Aungdriicke von der Form a*d*et .-, wo ¢ ein Element von A4,
b* eines von B, ¢ eines von C ist usw.

Satz 8. Dze Summe zweier und folglich awch mehrerer Dzsgunktw—
systeme ist wieder ein Disjunktivsystem.

Beweis. 1) Greift man zwei verschiedene Elemente a*b* und a*d”
heraus, so ist entweder x &=y oder 1 <= v (oder beides). Ist z. B. x4 g
so ist a*o* 350, folglich a*b*- /0" =0. 2) Die Summe der Elemente
von A4 + B gibt nach 32), (a*+o'+---+a™) (' + P+ + 1) 51

Satz 8 138t sich auch folgendermaflen aussprechen:

Satz 8a. Die Rethe von Gebieten, welche aus~ p Disjunktivsystemen
entstehen, indem man aus jedem derselben ouf alle miglichen Arten ein
Element aushebt und diese p ausgehobenen Elemente miteinander multipliziert,
95t ein Digjunktivsystem (Korselt).

Setzt man nun

(a4 @ -y a¥) = (@, @) + (A3, Ty) + -+ + (@, @

80 hat man hiermit eine Methode gewonnen, um mit Anwendung von
mdglichst wenig (%) Buchstaben moglichst viele (V) disjunktive Gebiete
auf die allgemeinste Weise zu bilden (vgl. Satz 12a). Ich nenne nun
(a%, a% .- a¥) ,das zu dem System (a, a,, - -, a,) gehdrende oder zu-
geordnete Disjunktivsystem” und seine Elemente nenne ich ,die zu a,, a,, - »
-+, o, gehorigen disjunktiven Gebiete oder kurz ,die zu a, ay, - -, 4, zu-
geordneten Gebiete”.

Fiir n =3 ist

ot = a, uy ag,

a? = a, Gy Gy,

a® = ay 8, as,

ot = oy &, T,
(D) a® = @, ag ag,
a® = ay a, G,
a' = @, 4y as,
a8 = b, @y .

H

Will man p << N disjunktive Gebiete bilden, so darf man natiirlich:
nicht von den NN disjunktiven Gebieten einfach p auswihlen, sondern muf

* Vgl. Schroder, Vorlesungen iiber Algebra der Logik, Bd. I, Anhang 6, wo fiir
Gruppen ein #hnlicher Begriff entwickelt wird.
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auf irgendeine Weise die N Gebiete in p Klassen teilen und innerhalb
derselben addieren (vgl. Satz 4), z. B. fiir p = 6:

D)

bt =a' = q,, a,, a,,
b'=a’=ay, ay, @,
= a’ = a,, G, a,
=a'=a,, 8, G,
V¥ =a®=a, a, a,
b = a® + o' + a® 5 @, (3, + Gy).

Zu Systemen mit lauter verschiedenen Elementen gehort im allge-
meinen ein kerniges Disjunktivsystem, aber keineswegs immer; ist z. B.
das System selbst schon ein Disjunktivsystem, so stimmt der Kern des
zugehdrigen Disjunktivsystems mit dem System iiberein, wihrend die
iibrigen N — » Elemente zum Hohlraum gehdren.

Satz 9. FEine Summe von Disjunktivsysiemen ist nicht nur durch seine
Summanden und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt, sondern auch umge-
kehrt: Die Zerlegung eines gegebenen Disjunktivsystems in swet und folglich
auch in mehrere Summanden von gegebener Ordnungszahl ist stets in ein-
deutiger Weise mdglich, wenn das Produkt der gegebemen Ordnumgszahlen

gleich der Ordnungszahl des gegebenen Disjunktivsystems ist.
Das gegebene Disjunktivsystem sei

(a’ly ag’ Y amn),

Beweis.

die gegebenen Ordnungszahlen der Summanden 7 und #.

beweisen, daB die Gleichungen

xxyi = g*x—)n+i

(x=1,2,--

Dann ist zu

5 My 3":1)2)'“)”)

eindeutig durch disjunktive Gebiete 2% y* auflésbar sind. Wir wollen
a*~Yn+d — g% getzen. Nun folgt aus den Gleichungen und der Forderung,

daB die z” sowie die y* disjunktiv sein sollen:

P ZJ _Zxxyxzzax_l,
p
y djzxz'?/l=2x”?/x=2“x’l'

Es gibt also hochstens diese eine Losung der Aufgabe. In der Tat
befriedigen diese Werte fiir 2* und y* die vorgelegten Gleichungen, denn

Y - E' e E’ Ly g E’ 2,47 x4
x? y — a”, a*» 8§Yx a* a*:*.
g # z' A

Derjenige Summand, welcher x" = %, 1’ = 1 entspricht, wird =a»?% fiir die
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dibrigen Summanden sind die Exponenten ungleich, folglich die betreffen-
den Glieder 3= 0. Also wird 2yt = aot, q. e d.

Endlich ist noch zu zeigen, daB die z* sowie die y* disjunktiv sind:

« 3 ’z ": = ;")2 ,)tl === i !
¥t = E a* El’ax “32)’,< E'a axh EJO fur x=i=x,
i u 2,
J— 2 -
=25

ebenso Yty =0 fir 1+ 1, 23/ =1, q.ed

Ein Spezialfall von Satz 9 ist der

Fundamentalsatz 9. Ein System und sein .eugehomges Disjunttio-
system sind eindeutig durcheinamder bestimmd,

Die Umkehrung von (D) z. B. lautet:

= (a* + a® + a® + a*),
® ay = (@ +0) + (a* +af),
a; = a' + a® + a° + 4,
wie man mit Hilfe von 28), sieht, indem man die rechtsstehenden Summen
aus (D) bildet. Die Klammern sind nur gesetzt zur Verdeutlichung des
Bildungsgesetzes und konnen auch wegbleiben.

Ich will endlich noch fiir » =4 die Umkehrungsgleichungen hin-
schreiben:

= (a' 4+ a® + a® + a* + a® + a® + a" + af),
a’g — (al + a% + a3 + a4) + (a9 + alO + all + alﬁ),
Qg = (al + a?) + (a5+ as) + (a9+ am) + (am + au)’
a4=al+a3+a5+a7+a9+an+a13+al5‘
Aus Satz 5 und Satz 9" folgt
Satz 10". Die Summe. von Elementarsystemen ist wieder ein Elementar-
system, und wmgekehrt: Ein Elementorsystem liefert bei der (eindeutigen)

Zerlegung n Summanden wieder Elementarsysteme
Ein Spezialfall ist

Satz 10. Finem jeden der N miglichen Modularsysteme wer Ordnung
st eimeindeutig zugeordnet eines der N Elementarsysteine - Nter Ordnung.:
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§ 3.
Das Verifikationstheorem.

Gegeben sei eine Funktion der einander beigeordneten Gebiete
2', 2% . 2% Zunichst lassen sich die Negate z* dieser Gebiete weg-
schaffen, denn wegen

a"g @t 57,0, o +x§ ats51

gilt die wichtige Formel: .
(N™) T 2O o
Nun lassen sich die Funktionen durch Ausfithrung der Negationen (vgl. 31)
und Ausmultiplizieren mit Hilfe von d,) und 11), auf die Form bringen

D de 4L,

da ja die Glieder mit 2”2* verschwinden. Wegen d,) kann man nun
L 3’2" fir L schreiben. Daraus folgt:

Satz 11: Jede Funktion disjunktiver Gebiete lift sich linear wund
homogen in bezug auf diese Gebiete darstellen, d. h. in der Form Sa,o*.

Selbstverstindlich 1a8t sich stets erreichen, daB die a, von den z*
unabhiingig sind, oder wenn.man hierauf verzichtet, so liBt sich stets
erreichen, daB «,-€ 2%, denn man kann ja nach 11), a,z” ersetzen durch
b, 2%, wo b, = a,«* gesetzt ist. Hier ist tatsichlich b, <€ z*.

Ich will noch bemerken, daB sich mit Hilfe unse:g;' Betrachtungen
das von Schroder aufgeworfene Problem der Ordnung eines endlichen
Feldes in Unterfelder*) hichst einfach erledigen liBt. Unter einem ,Feld®
(Schrider sagt ,Gruppe von Gebieten“) verstehe ich mit Herrn Korselt
einen Inbegriff von Gebieten, bei dem durch Addition, Multiplikation
und Negation keine neuen Gebiete mehr gebildet werden kinnen. Be-
trachtet man nun das Feld G(ay, 0y, -, a,), d. h. das Feld, welches aus
diesen n Gebieten gebildet wird, indem man mit ihnen alle méglichen
Additionen, Multiplikationen und Negationen vornimmt, bis keine meuen
Gebiete mehr entstchen, so muB dieses Feld natiirlich das Disjunktiv-
system (al, o?, - -, a¥) enthalten. Nach Satz 9 ist

G(an Qg;* “n) = G(“x: “2f Yy “N) = G'(al) azr tt Ty am)’

* Vgl. Schréder, a. a. O. Bd. I, Anhang 6.

Mathematische Annalen. LXVILL i2
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Ein Feld ist also vollstindig charakterisiert durch ein bestimmtes in
ihm enthaltenes kerniges Digjunktivsystem, und die Anzahl der Unter-
felder muB also angeben, wieviele kernige Disjunktivsysteme sich aus
a', a2, .- a bilden lassen, und jedes Unterfeld muB die Form haben
G(b‘ b’ -, bP).

Nun laBt sich jedes Element b* als lineare homogene Funktlon der a*
darstellen, deren Koeffizienten von den a* unabhiingig, also =0 oder 1
sind, d. h. in der Form

m

2 &, 0%,
x=1
Das Element 0 kommt auch unter den b* vor, weil es 59 a* (x<= 1) ist.
Die Gruppe enthilt also M Elemente, und die 3” in den Unterfeldern sind
irgendwelche aus den a” gebildete Summen. Bei diesen Summen darf jedes a*
in eipem und nur einem b* als Summand vorkommen. (Denn wiren z. B.
b1=a”+a‘+---, b= g” + oo + -
go wire wegen a, <=0 _
: B 5,0+ (0 ) (@ 4+ ) %0

im - Widerspruch zu d;.) Man erhdlt also alle P-gliedrigen Unterfelder
von G, indem man auf alle moglichen Arten die m Gebiete a* in
p Klassen einteilt und innerhalb jeder Klasse die Gebiete addiert.
Daraus folgt:

" Satz 12: Ein M-gliedriges Feld enthilt

2> (@), (p—vy

P-gliedrige Unterfelder und ebensoviel kernige Disjunktivsysteme ptr Ordnung
lassen sich aus einem kernigen Disjunktivsystem m® Ordnung bilden.
- Zugleich folgt aus unseren Betrachtungen:

i 'Satz 12a: Mit Hilfe von n Buchstaben lassen sich genau N von O
versc}nedene disjunktive Gebiete bilden, und zwar nur nach dem Schema (D).
‘ * Zwei lineare homogene Funktionen sind dann und nur dann einander
: gIe‘xc'h wenn die gleichnamigen Glieder einander gleich sind, d. h.:

Satz 13: Aus

Z a,z* =2 b,x* folgt a,x”=b,x"

Dies hat schon Schrdder gezeigt*), indem er in der Voraussetzung
links und rechts mit z* multiplizierte. '

‘) Vgl. Schréder, a. a. 0. Bd. II, S. 408.
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Es moge nun eine gewisse Gleichung oder Subsumption, in der die
disjunktiven Gebiete 2, 2%, - - -, 2* auftreten, allgemein richtig sein, d. h.
also, sie moge gelten, wenn man fiir die darin vorkommenden Buchstaben
irgendwelche speziellen Gebiete einsetzt, (wobei Symbole, bei denen Ex-
ponenten auf gleicher Basis stehen, hier und in Zukunft stets als disjunktiv
vorausgesetzt werden sollen). Nun ist mach 24),, 27), jede Subsumption
der Gleichung #quivalent einer auf O gebrachten Gleichung. Nach dem
Vorhergehenden 148t sich also die vorgelegte Gleichung oder Subsumption

auf die Form bringen
2 a,z* =0,

¥
wo die @, von den 2 unabhingig sind.

Ist nun diese Gleichung allgemein richtig, so ist sie auch richtig,
wenn man fiir die 2% die Werte eines beliebigen Elementarsystems ein-
setzt, sie ist z. B. richtig fiir 2* =1, 2¥ =0 fiir »" <4«

Fiir dieses Wertsystem wird aber unsere Gleichung a,= 0. Ist um-
gekehrt die Gleichung richtig fiir die Werte eines beliebigen Elementar-
systems, d. h. ist a, =0 fiir beliebiges %, so ist auch ganz allgemein
0 fir beheb1ges x, folglich auch Za #* 5 0. Hieraus folgt

B L 1355

Satz 14a: Das einfache Verzﬁkatzonstkeorem. Ob eine Gleichung oder
Subsumption, in der die Elemente eines Disjunktivsystems (x?, 22, -« -, 2%
vorkommen, allgemein richtig ist, kann man daran erkennen, daf sie stets
richtig ist, wenn man fir die x* dic Werte eines beliebigen Elementar-
systems k' Ordnung einsetet.

Kommen in einer vorgelegten Gleichung oder Subsumption die Ge-
biete ,,%,, -, «, vor, so ist dieselbe Aquivalent einer Gleichung in
den 2, da sich diese durch jene mnach Satz 9 eineindeutig ausdriicken
lassen. Diese letztere Gleichung kann man aber nach Satz 14a veri-
fizieren, indem man die 2* der Reihe nach die Werte der N Elementar-
systeme N Ordnung durchlaufen liBt. Dann durchlaufen aber nach
Satz 10 die x, die sémtlichen N Modularsysteme #- Ordnung. Daraus folgt

Satz 14b: Das Miillersche Verifikationstheorem™): Ob eine Gleichung
oder Subsumption, in der x,,xs,---,x, vorkommen, allgemein richtig ist,
kann man daran erkennen, daf sie richtig ist fiir beliebige Wertsysteme O, 1
der Gebiete x,, xq,- -+, %,.

Ebenso ergibt sich aus Satz 10" und 14a folgendes noch allgemeinere
Theorem, das aber fiir unsere Zwecke nicht besonders wichtig ist:

Satz 14c: Ob eine Gleichung oder Subsumption, in der die Elemente

*) Vgl. Bugen Miiller, Aus der Algebra der Logik, II. Das Eliminationsproblem
und die Syllogistik. Programmabh. des Gymnasiums in Tauberbischofsheim 1901.
12*
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mehrerer Disjunktivsysteme vorkommen, allgemein richtig ist, kanm man
daran erkennen, daf sie stels richtig ist, wenn man fir die Elemente eines
jeden Disjunktivsystems die Werte eines belicbigen Elementarsystems der
gleichen Ordnung einsetzt.

Es sei nun eine Gleichung vorgelegt, in der auBer den Moduln nur
noch das Gebiet v auftritt und die sich nach dem Vorhergehenden auf
die Form bringen lift:

v + 5 =0.

Wir setzen die Richtigkeit der Gleichung fiir einen bestimmten, von

0 und 1 verschiedenen Wert von » voraus. Dann ist fiir diesen Wert

avlﬁo, v =0.

Wire nun ¢ =1, so wire v ;- av =0 gegen die Voraussetzung,
also ist « == 0 und ebenso ist § = 0, weil sonst # = 0 wire. Umgekehrt
folgt aus a=0, f=0 die Richtigkeit der Gleichung. Hieraus er-
gibt sich:

Satz 14d: Ob eine Gleichung oder Subsumption, in der auper den
Moduln nur em einziges von O und 1 verschiedenes Gebiet vorkommt, richtig
ist, kann man daran erkenmen, daf sie richtig bleibt, wenn man fiir dieses
Gebiet 0 oder 1 einsetst.

Korollar: Wenn eine Gleichung oder Subsumption, in welcher aufer
den Moduln nur ein einziges Gebiet v vorkommd, fiir einen speziellen, von
0 und 1 verschiedenen Wert von v richtig ist, so ist sie auch richtig fir
v =20 und fir v =1. Das Korollar hebt aus 14d gerade den Teil heraus,
welcher nicht bereits aus 14b folgt. )

§ 4.
Das Entwicklungstheorem.
Satz 156: Ist (z. B. fiir drei Gruppen von Gebieten)

m n P
Q)
xx = : ’ axlxl} Y = Z bul?/l’ g, = 2 ; cxl‘gl)
. A=1 =1 A=1
so st

® F(ay, @, 5 @3 Y1y Ys5 " 3 Ynd P15 %00 5 ﬁp)
= F(ag;, agp, - 5 Gpis buu bz,a ) bny? Crys Coyy® "'y cpv) atyr 2.
find

Enmtsprechendes gilt fiir die Elemente beliebig vieler Disjunktivsysteme.
Ausdriicklich sei bemerkt, daB die @, b, ¢ nicht von den z, y, ¢ unab-
héngig zu sein brauchen.

Der Beweis folgt aus dem allgemeinen Verifikationstheorem, denn
der Satz ist richtig fir 2* =y =2 =1.
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Wichtig sind von diesem Satz fiir uns nur folgende Spezialfille, die
sich mit dem einfachen und dem Miillerschen Verifikationstheorem beweisen
lassen:

(By) F(Zalxx”? xz%x“;z; SR Zamxxx) =‘2F(a1ma2x,“‘aamz)xx'

Wir wollen nun ein fiir allemal folgende Abkiirzungen einfiihren:
[a,b],=ax + b2Z,
[e, b, ¢, d]zy = azy + bay + cZy + dZY,
[a,b, - -+, k.. = aZYs + bxyZ + cay§z + dTYZ + eTye + [TyZ
+ 9Z7z + hZFZ.
Dann ergibt sich
(Bg) F(ay, by, ¢, dl]zy) [ag, b, ¢, dz]zy) - [a,, b, ¢, dn]zy) =
= [F(ala Qgy ** -y a”), F(bu bs; T ,,), F(cu Cay** ) cn);

F(dl) d2) ) dn)]:cy)
entsprechend fiir z, y, 2, usw.

(B) F(az+ 4%, apx + 4s7, - -+, a’mx+“/1m£; by + B,
b2y+.B,g7,--,by+ ) =
=[F(a,, ag, -+, Gpj by, b4,++,0,), Flay, ag, -, a5 By, By, o+, By),
F(Ap-“iz, ,Am bx: 27'”!bn)’ F(AnAe: ;Am Bl) 2" B)]xﬁ

entsprechend fir z, y, 2, usw.*)
(B)) Fyt+ul, apt-tugl, 2, t4u,8)=F (2,25, 2,)t + F(uy 5, %)
Spezialfille von (E,) resp. (E;) sind das Boolesche Multiplikations-

theorem
[Za x* - Zb x* = Za,:b,x”,
l [a,0,¢,dl, [a, b, ¢, d],, = [ea,, bby, ¢, dd,],,

und das Schrédersche Negationstheorem

20, m”=2& z*
(N) - % - x ’

[af’ b’ 0, d]xy = [a') z7 67 J]zy

(M)

Bilden die @, ein Modularsystem resp. Elementarsystem, so ergibt
sich aus (N):

%) Vgl. Lowenheim, Uber das Auflbsungsproblem im logischen Klassenkalkul
Sitzungsber. 4. Berliner Math. Ges., VII. Jahrg., 8, 90.
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.. Sind a', a?, .-, a" einander be1geordnet so ist, wenn x;, %, " *, %,
die Zahlen von 1 bxs n in irgend einer Reihenfolge sind,

(N') a”‘.*_a,"’-_}_...+a,”P=a,xP+1+a"}’+2+...4._a,"“‘
Vorgekommen ist bereits

") a* =2 a*.

Ax
Ein spezieller Fall von (E,) ist die bekannte Entwicklungsformel
(Es) F(:B, ?/) = [F(l’ 1)7 F(l) 0)’ F(O: 1)’ F(O’ O)]xw

wonach sich jede Funktion von z und y nach den Argumenten ,ent-
wickeln®, d. h. in der Form schreiben laBt: [a,b,c¢,d],,, was natiirlich
entsprechend fiir beliebig viele Argumente gilt.

Satz 16: Wenn allgemein (fir alle Werte der vorkommenden Buch-
staben) aus dem Bestehen einer Gleichung F=0 das Bestehen einer Gleichung
G = H gefolgert werden kann, so ist GF = HF (vorausgesetst, daf es
wirklich Werte gibt, fir die die Gleichung F =0 erfillt ist).

Speziell: . '

Satz 17: Wenn allgemein aus der Gleichung F =0 die Gleichung
G =0 folgt, so ist G;E F (falls F =0 dberhaupt erfiillbar ist).

Beweis: Kommen in ¥, G und H nur die Gebiete z,,%,,---, 2,
vor und keine anderen (aber nicht notwendig in jeder Funktlon alle
diese Gebiete), so kann man nach (E;) schreiben:

F=2 o, %, G=2 B, ", H=27;¢x”}

wo die z* zu den z, gehdren. Griechische Buchstaben sollen, wie schon
gesagt, stets Moduln bedeuten. Folgt nun allgemein aus F=0 G=H,
so gilt dies auch fiir 2 =1, d. h. dann folgt auch aus a* =0 g,=y,.
Wenn also «, =0, also &, =1 ist, so soll 8, = y,, also auch

B, e, o, V= o,
sein. Wenn dagegen «, = 1, also «* =0 ist, so ist obige Gleichung von
selbst erfiillt. Also ist sie in jedem Falle richtig und zwar fiir jedes x.

Folglich ist auch
2 B, 2 ne
x: 3

GF‘(EHF, q.e.d.

. Hieraus ergibt sich eine Verallgemeinerung des Verifikationstheorems,
die auch Herr Miiller schon ebenso wie den Satz 16 gefunden hat:



Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 183

Satz 14': Nicht nur Formeln lassen sich mit Hilfe der Verifikations-
theoreme beweisen, sondern auch solche Lehrsiitze, welche besagen, daf aus
einer oder mehreren Subsumptionen oder Gleichungen gewisse andere folgen.
Ist nimlich ein System von Gleichungen und Subsumptionen gegeben, so
ist dieses bekanntlich (vgl. 24),, 27) ., 14),) dquivalent einer auf 0 ge-
brachten Gleichung, der ,vereinigten Gleichung® des Systems*). Voraus-
setzung und Behauptung lassen sich also auf die Form bringen: "= 0,
G =0. Der Lehrsatz ist also nach Satz 17 Hquivalent G < F. Auf
G € F aber lassen sich die Verifikationstheoreme anwenden.

§ 5.
Die Zusammensetzung von Loésungen.
Ist (£,8,---, %) ein Disjunktivsystem, und ist

os oy 1_

fir ¢ =1 Ty Ys 200
2

” =1 Lay Ysr 28y

” =1 Zpy Yps Zpy * * *

eine Losung der Gleichung F(x,y,s,---)=0, so ist

x=2p'x”t”, y=jyxt”, z=Zp:z,,t"
®x=1 x=1 x=1

eine Losung der Gleichung.
A fortiori gilt die Bebauptung, wenn (auch ohne irgendwelche An-
nahme {iber die t)
iy Y1y 215005 By Yar &y " 205 ¢ 7 3 Ty Yps &gy~ °
p Losungen der Gleichung sind.
Beweis:

P
F(z,9,2, ) (_E—;)ZF(xx)yx) oy st o) B

x=1

Nun ist aber
F(xx’ Yer Ps ** ) =0,
denn fir #* — 0 ist dies selbstverstindlich, und fir # =1 folgt es aus
der Voraussetzung. Folglich ist
F(x,y,2,--)=0, q. e d

S

*) Z.B.ist a-€, c=d quivalent abz= 0, cd + cd = 0 und abtedtedgs 0.
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'Umgekehrt:  Ist

x=2p'x,t", y=2pyxt”, z=Zp,'zxt",~
x=1 x=1 z=1

eine Losung der Gleichung F(r,y,z---) =0, so 1ist
fir =1 F(xuyuzn )=07
y C=1 F(xs’ys,zs’ )=0

y =1 F( Zps Yps p,"'>=0:
da sich fiir #* = 1 die Ausdriicke fir z,y,#, .- auf 2,9, 2,, -+ redu-
zieren. Hieraus folgt:
Satz 18: Eine Lisung einer Gleichung kann man durch ,Zusammen-
seteumg” finden, wenn man nur imstande ist, die Gleichung fir
t“=1(”=1;2)"'7p)
ou losen, und umgekehrt kamn man sich jede Losung einer Gleichung ent-

standen denken durch Zusammensetzvmg mit dee beliebiger disjunktiver
Gebiete.

§ 6.
Der Zwischenwertsatz und die natiirlichen L{sungen.
Ich will die Entwickelungen dieses Paragraphen nur fiir Gleichungen
mit drei Unbekannten durchfithren; die Verallgemeinetrung bietet keine

Schwierigkeit.
Es sei

F(z,y,2)=(a,b,¢,d,ef, 9, }”]xyz'
Setzt man in (E,) fir » =3 fiir u,, uy, u; der Reihe nach simtliche
8 Modularsysteme dritter Ordnung ein, so erhilt man wegen z¢+f & a-+1,
F(1,1,1)=a, F(1,1,0)=2b,..., folgende Formeln:
F(x+?t, y+1t, 2+1)=tF(2,9,2) + af,
Fa+it, y+t, 20)=tF(z,y,2) + bi,
F(x+t, yt, z+8)=tFlz,y,2) + ct,
F(zx+t, yt, =28)=tF(z,y,2)+dt,
F(xt, y+1,2+8)=tF(z,y,2) + ef,
F(zt, ?/+Zy zt)‘—‘tF(mry:z)'i'ffr
F(xt7 yt, z+f)=tF(w,y,z)+gi,
F(xt, yt, st)y=tF(z,y,2)+ hi.
Die erste dieser Formeln hat mit dem Taylorschen Lehrsatz eine
gewisse Ahnlichkeit. e
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(Eine Verallgemeinerung z. B. der ersten und letzten Formel wire
iibrigens
F(ra+sz, ry~+sy, re+sz) g lo, F(z,y,2), F(z,79,7), k),,
die sich ergibt, wenn man
pT + 9% = [1?x) z, O]_pq
gchreibt, entsprechend fiir y und 2.)
Setzt man fiir { der Reihe nach a+4¢, b+¢,..., b+t ein, so folgt:

F(x—i—iit_ y+ﬁf z+at')_(a+t)F(x,y,z),
F(x+bt, y+bt z<b+t>)——(b+t)F(w,y,z),

F(x(h'*-t), ?/(h-l-t), z(h'f'i)) (h+t) F(x, Y, 5)
Ich nenne nun die Substitutionen
x’=x+ﬁ, yl=y+6_‘7 z’=z+d,
¥=2+b,y=y+0b,4=2zb,
¥=2zh, Yy =yh, Z=2zh
die 8 ,natiirlichen Substitutionen von F, und die Substitutionen
¥=z+at, y=y+at, 7 =z+at,
x’=x+ bt, y’=y+ bt , /=z(b+t),

z = x(k-l—t), y —y(h-{—t), 7 = z(h+t)
die ,erweiterten natiirlichen Substitutionen. Aus unseren Formeln folgt:
Satz 19: Die natiirlichen Substitutionen fikren F in aF;bF, ..., hF,
die erweiterten natiirlichen Substitutionen in (a+1)F, (b+1t)F,---,(h+1)F diber.
Hieraus folgt:

- Satz 20: Aus jeder Lisung der Gleichung F =0 geht durch eine
der erweiterten oder wunerweiterten natiirlichen Substitutionen eine neue
Liosung hervor.

- Bei der Gelegenheit méchte ich folgendes bemerken: Ist z, y, 2
eine Losung, so ist fir t—abcdefgh
=x+ut, y=y+vt, =2+ wt
auch eine Losung, Well
wo das erste Glied wegen F € f (vgl. Satz 21a)) verschwindet.
Satz 21%*): Der Zwischenwertsate: Es sei

F(x? Y, Z) = [a’ b) ) h]zyv'
* Vgl. Schréder, a. a. 0., Bd. I, 8. 427 figd.
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Dann ist
a) abcdefgh<F(z,y,2)€a+b+c+d+e+f+g+h
b) Es gibt Werte von z, y, 7, fir die F jeden gegebenen Zuwischenwers
swischen abcdefgh und a+b+c+d+e+f+g+h d. h. jeden
gegebenen Wert von der Form
abedefgh+t(a+b+tc+d+e+f+g+h)
annimmt. Dasselbe gilt fiir belicbig viele Variable, anf die sich der folgende

Beweis ohne weiteres ausdehnen liBt.
Fir a) mag der folgende Beweis vielleicht noch etwas einfacher sein

als der Schrodersche:
axyz<a,

B
bwyi%b,
F==axyz+bxyz'+~--+h 1’$+“+b+"'+h°
Ebenso liBt sich beweisen:
F—azys+bayi+.--+hzgi<€a+b+ - +h,
abcdefgh;sF, q. e d.

Der Beweis von b) folgt aus Satz 19, denn durch Zusammensetzung
aller natiirlichen Substitutionen kann man F in abcdefgh F iiberfiihren,
d. h. pach a) und 9), in abedefgh. Diese zusammengesetzte Substitution
wird also eine Lésung der Gleichung ¥'(z,y,2) = abcdefgh ergeben, und
ich will eine so erhaltene Losung eine ,natiirliche Losung“ nennen. Je
nach der Reihenfolge, in der man die Substitutionen zusammensetzt, erhilt
man verschiedene natiirliche Lésungen. Wendet man zuerst die zu a,
dann die zu b, dann die zu ¢ gehdrige Substitution an und so fort, so
erhilt man folgende Ldsung:¥)

t=a+b+c+d+efgh-u,
y=a+b+cd@+f+gh-v),
2=a+b(E+dE+1G+h-w)),
deren GesetzmiBigkeit einleuchtet. Fiir u, v, w darf man beliebige Werte
einsetzen. Eine ganz entsprechende Form haben die Negate:
T=abedE+f+7+h+u),
F=ab@+d+ef@+h+m),
F=a(b+c(d+ef +90+m)))-

* Ich habe diese Lisang zuerst hergeleitet a. a. O, 8. 93.
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Herr Miiller hat bemerkt, daB, wenn die Eliminationsresultante erfiillt
ist, die letzten Glieder, welche w, v, w enthalten, herausfallen, wie man
beim Ausmultiplizieren leicht mit Hilfe von 29), erkennt.

Ubrigens liefert nicht mur jede Losung der Gleichung

F =abcdefgh
eine Losung der Gleichung F =0 fiir den Fall, daB die ,Eliminations-
resultante R=abcdefgh = O erfiillt ist, sondern auch umgekehrt:

Satz 22: Ist F(x,y,2) =0 erfillt fiir irgend ein Wertsystem z,y, 2
(das im allgemeinen von den Parametern a,b,---,h abhingen wird) bei
allen derartigen Werten der Parameter, welche die Eliminationsresultante
erfiillen, so ist auch bei beliebigen Parameterwerten stets

F(x,y,2) = abcdefgh
fiir dieselben Ausdriicke x, y, z, (in die man die neuen Parmaterwerte ein-
gesetst zu denken hat). Dies gilt auch dann, wenn die Parameter a, b, --+ h
spezielle Werte haben, wenn sie etwa spezielle Funktionen anderer Para-
meter p,q,7r,--- sind.

Denn wenn aus der Eliminationsresultante F = O folgt, so ist nach
Satz 17T F<< R, R<F, F=R, q e d

Satz 14”: Die Ve)mﬂkatwnstheoreme lassen sich auch auf solche Sdtee
anwenden, deren Voraussetzung resp. Behauptung besagt, dafy es Werte gibt,
die eine gegebene Gleichung erfiillen.

Voraussetzung resp. Behauptung lassen sich dann némlich ersetzen
durch die Eliminationsresultante der betreffenden Gleichungen.

Die Gleichung

F,y6)=a+b+c+d+e+f+g+h
laBt sich durch Kontraposition
abcde fghﬁF(x, y,2) = (a,b,- -, hl,,
auf die zuerst geloste zuriickfiihren. Eine Lésung ist also z B.
z=a+bt+c+d+efgh-u,
y=a+b +E¢i(e+f+gi_a-v),
z=a+b(ctde+fg+h w))
Ist nun eine Losung x,, ¥,, %, der Gleichung
F =abedefgh
und eine Ldsung ,, y,, #, der Gleichung

F=at+btctdtet+f+g+h

bekannt, so ist
2=yt + 2,8, Y=t +y,t, 2=2,% + &t
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eine Losung der Gleichung

F—=abedefgh+tla+db+c+d+e+f+g+h),
wie aus dem Verifikationstheorem mit Hilfe von 6),, folgt.

Die Losung soll eine natiirliche genannt werden, wenn 2, ¥y, 2,
sowie 7, ¥,, 2, nach der oben auseinandergesetzten Methode gewonnen
gind. Die natiirlichen Losungen diirften die denkbar einfachsten sein.

Herr Korselt hat Zeichen angegeben, mit denen man die Verall-
gemeinerung unserer Formeln nicht nur durch Beispiele und die Worte
,usw.“ andeuten, sondern auch wirklich angeben kann. Mit einer kleinen
Abiinderung dieser Zeichen setzen wir

=2z, 20 =7,
'{"1' = +) _*_Q == . = 2><,
Setzt man mit Peirce und Schroder
) 1 fir ¢ =g, |0 fir ¢ =B,
af = O |
0, «%8, 1, a4,

so gelten folgende, z. T. von Herrn Korselt aufgestellte Formeln:
o =pr=af+@f =1,
o =pr=af+apf="04,
o = apy+ Sab?,
o = afyd + D up7d, usw.,

wo die Summationen sich iiber simtliche Permutationen der Faktorem
erstrecken.

@ = @) = o) = ol
(speziell: 2% = F* = 7%)
o af —or L = LT
(speziell: zo2® = 2% 1.5 =af - 155
2%+ af = 2% + 0y = a + 0;5)
£y =2 £@ £Ly)
(@ g = af +f—” yﬂ
@Ffy)fe=(+fe) £y +s).
Die wiederholte Anwendung der beiden letzten Formeln liefert folgende

Formeln, mit deren Hilfe man die Richtigkeit der natiirlichen. Loaungen
leicht direkt zeigen kann: Setzt man .
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Ao foEn o o
B"—'b-lﬁl-tﬁ‘ (?‘tﬁ". _*&tﬂn
so ist _ ~ .
A=a P 2. . fain
A+ B=a+b{atbgnth gatbgatth | gntfagenths
AB = ab 2R FpA ol ol | gnbn foubn
Hiernach kann man leicht 4* und 4 +4* B bilden. Ferner ist

F(xl: Loy * vy n) 2F<“1: Ugy ** )ml xﬂ ::”’

GyyCq,y

und unsere Ausgangsformeln lassen sich zusammenziehen und verall-
gemeinern zu

F(xz Py 2 g, ta") =t F(ay, aq, -, &) + EF 2y, g, -+, ,).
Bezeichnet man die N Modularsysteme #'* Ordnung in irgendeiner
Reihenfolge mit
(s @y = o Gy (x=1,2,---,N)
und setzt zur Abkiirzung
F,=F(a,, teg, ") ) (x=1,2,.-, N),

s0 lassen sich die natiirlichen Losungen in folgender Form angeben:

z, = (Falw __}flv(Fasy_‘_ I F;Nv .ISEZ “1:) .. )) .
. Durch Ausmultiplizieren der Klammern erhilt man, wie eine leichte
Uberlegung zeigt:
v, =0, Fy+ay, Fy Fotog, F Fy Fyopoo ooy, Fy By Fyey Fa+-w, Fy By Fy.

In der Lisung z. B, die wir fiir #» = 3 hingeschrieben hatten, erhilt
man beim Ausmultiplizieren Summen, deren Summanden die Ausdriicke sind:

@, ab, abg, - -+, abedefgh, abedefgh,

multipliziert
in  mit den Koeffizienten 1,1,1,1,0,0,0,0, u,
» y » » ” 1’ 17 07 O’ 17 1’ O’ 07 U}
” 'é ” ” » 17 0) 1) 0’ 1, 0) 1) 0’ W,

Endlich will ich noch ohne Beweis folgende Siitze erwiihnen:

1) Die N! natiirlichen L&sungen, die man erhilt, indem man die N
natiirlichen Substitutionen in allen moglichen Reihenfolgen hintereinander
ausfiihrt, sind voneinander verschieden.

2) D1e Ausfiihrung einer schon fruher benutzten Substitution #ndert
das Ergebnis nicht mehr.
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3) Sind in einer allgemeinen (leichung a,, a,,- - -, ay die Gleichungs-
koeffizienten, und

=ay1 Oy1 =Oys Cy3 =&k (Ovk N
z,=a’>+"a; RS Sl (»=1,2,..,m)

eine L3sung der (leichung, so haben

1y Gygy 7y i
dieselben Werte wie in dem Anfang einer natiirlichen Losung. (Ist z. B.
¥ £r, ¥ £, b £, eine Losung unserer fritheren Gleichung mit drei
Unbekannten, so ist ¢ =1, f =1, y = 0, wie man leicht sieht.)

8 1.
Reproduktive Lisungen.
Wir beschrinken wieder die Betrachtungen der ersten Hilfte dieses

Paragraphen auf Gleichungen mit drei Unbekannten, da auch hier die
Verallgemeinerung keine Schwierigkeiten bietet.

x"'q’(“: Vy ')!
y=-v(u, v, ),

ist eine ,allgemeine Losung“ der Gleichung F(z,y,---) =abcdefgh,
wenn sie

1) fur beliebige Werte der ,arbitriren“ Parameter u, v, - - - eine
L3sung ist, und

2) fihig ist, jede beliebige Losung von F(z,y,---)=abcdefgh
darzastellen; d. h. ist eine bestimmte Lisung z,, y,, --- der Gleichung
gegeben, so miiesen sich bestimmte Werte von u, v, - - - finden lassen, fir die

Zy=@(u, v, -+ )
Yo= (4, v, - ),
wird.

Ich nenne ein System von Funktionen von w,,--- ,reproduktiv in
bezug auf F“, wenn es die Schridersche ,Adventivforderung” erfiillt,
d. h. wenn jeder der Unbekannten 2, y, - .- einer der arbitriiren Parameter
%,v, -+ in der Weise zugeordnet ist, daB, wenn man fiir u, v, - - - eine
Losung 2, y,, - - - der Qleichung F = abcdefgh einsetzt,

Zo = @(Zy, Yo, * * *)y
Yo = ¥(Zo; Yo, "+ ),
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wird. (Dabei braucht aber ¢ w,v,---), ¥, v,---), - keine Losung zu

sein.) Demmach sind reproduktive Losungen auch immer allgemeine

Losungen. Das einfachste reproduktive System ist (u, v, - --) selber.
Die Gleichung F=abcdefgh 1iBt sich in der Form schreiben

[a'17 bl? ) hl]xyz 2'7_)__x 07
@1 555 ab+¢+---+h),
b, = b(a +c + -I-h),

h-h(a-{—c—f— +g)

ist. Die Gleichung 148t sich also ersetzen durch eine auf O gebrachte
Gleichung, welche (da erstere nach dem Zwischenwertsatz stets eine
Losung besitzt) stets eine Losung besitzen muBi, was wir auch bei den
folgenden Betrachtungen stets voraussetzen miissen, da sonst der Begriff
preproduktiv® hinfillig wird.

Wenn wir fiir a,, b,, - -+, b, wieder a, b, -- -, b schreiben, so legen
wir zugrunde die Gleichung

F={a,b,---kl,, =0.

zy ¢
Wir fragen nun: Welche Formen miissen die Funktionen ¢, v, .-
haben, um Losungen resp. reproduktive Funktionenreihen darzustellen?
Jedes Funktionentripel von w, v, w liBt sich durch Entwicklung auf
die Form bringen:
T = [xn Tgy* o xs]m,w:
Y= [yu Yas o ys]u,u,w
2= [217 Pzt Y zB]u,v,w'

Zunichst folgt aus Satz 18, daB z,,y,, 2,; %y, ¥;, %4 - - s, Y5, Ys acht,
Losungen der Gleichung sein miissen, wenn z,y, # Losungen der Glei-
chung sind.

Sollen dagegen z, y, # reproduktiv (aber nicht notwendig eine Losung)
sein, 8o muf aus F(u, v, w) = O folgen u = [z, &, - - -, Tgl,,,, folglich ist
. nach Satz 16

uF(u, v, w) = [z, 23, - - ) Bg)yp 0 F (8, 9, ),
entsprechend fiir v und w, also z. B. fiir u = 1, v =1, w=0:
1.5 =0, 1. y(? 0-b =20,
5 =€ Ly, zs é b I3
84)x

9)x )

Zy ﬁw,-i-z, ;ljgﬁy,-i—;, z,ﬁz,b.

b=
b

©
X
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Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir die ibrigen z,, y,, s,.
Setzen wir diese in die Gleichungen fiir 2, y, # ein, so ergibt sich folgende
Form ‘fiir jede reproduktive Funktionenreihe:

o=[2,+8 0+b, 5+38, 1, +d, xe,  zf, @9, xhl,,,,

R) (y=1[%+3, 9215, w¢, Y48, %+E %+l %9 Yhluw

o=[2+73, b, 24+7 54, z+e 5 Z+7, 2Ry,
Umgekehrt ist jede Funktionenréihe von dieser Form reproduktiv,

Denn ist
. F=[a,b,---,k]”,=0,
80 ist z. B.
eryz 0,
folglich verschwindet in dem Ausdruck
X[z, 48 53+ b, 2+, 2, + d, z¢, 5f, x,9, Zgh],y,
das 5. Glied und ebenso natiirlich das 6., 7. und 8. Ferner folgt aus
der Voraussetzung
axys g5 0,
(@ +a)xye g5 (2, +B)2ys + azys g (3 + 3+ A)2Y2 4y 5,5 Y2,
Formt man ebenso das 2., 3. und 4. Glied von X um, so wird
X =zys + xy?7 + xy2 + 277 55, 2.

Ebenso 148t sich unsere Behauptung fiir die zweite und dritte Zeile
von (R) beweisen.

(R) stellt also eine reproduktive Losung dar, wenn =z, y,, 2,; Z,, %,
£g; « 3 Xg, Y, 75 irgend welche Liosungen sind.

Es gentigt aber schon die Annahme, daB

o =a4+a y'=y+a 2 =2z+a,
a =2+ b, w'=y+Db, & =2z,
%y = a3h, Y5 = Ysh, 2 = z3h
Lésungen sind. Dann 148t sich nimlich in (R) der Ausdruck fir z in
der Form schreiben:
257, o +8, a+b, 2 +¢, o/ +d, a'e, 4f, 29, %'hy00)

entsprechend fiir y und 2. Also 138t sich unter dieser Voraussetzung
%, y, # wieder auf die,vorige Form bringen. Wir haben also das Resultat:

Satz 23: Jede reproduktive Lisung lift sich auf die Form (R) bringen,
wo entweder
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1y Y1y %y,
Zy; Ysy %9y

T3y Y3, %3y
oder aber

r+a,y +a,z+a,
T+ 0, 93+ 8, 20,
agh,  ysh,  z5h

Lisungen der Gleichung F = 0 bedeuten.
Fir » Unbekannte schreibt Herr Korselt die Form (R) etwa so:

B g Do % (o ey )b,
wo A die Zahl ist, welche angibt, zu dem wievielten Elementarsystem
(e, 03, -+, @,) gehort.
Nun 18t sich aber (R) noch auf eine andere Form bringen. Aus
z, + @e'a‘i z,a + a folgt ndmlich
x=[za+1-a, ab+1-b, a5¢e+1-¢, 2,d+1-d, zze+0-8, xef+0-F,
x’lg + 0'?]—, xSh + O'ﬁ]uow
& £ Zoy 4 x8]uvw [a) by, k]zww +101, 1,1, 1: 0, 07 0, 0]uvw[6) z) Y h-]uvw .

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir y und 2. Setzen wir nun

[, @y 0 Bglyo = P, v, ),
[Wis o5 - 5 Ysluow = ¥ (%, , w),
(21, 23, Zluow = 1 (u, v, w),

50 wird
z=g(u, v, w)F(u; v, 'w) +u F(“’ v, w),

y = w(u, v, w) Flu, v, w) + v F(w, 0, ),
2 =3 (u, v, w) F(u,v, w) + wF(u,v, w).

o (u, v, w), ¥(u, v, w), y(u,v,w) ist eine Losung der Gleichung,
wenn x, y, # eine Losung ist, weil p, ¥, y mit @, y, # tibereinstimmen.
Fiir eine beliebige Anzahl von Unbekannten haben wir also das

Resultat: .
Satz 24: Jede reproduktive Funktionenreihe der Gleichung
F(xl) Zgy ** xn) =0

Mathematische Annalen. LXVIIL 18
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LBt sich auf die Form bringen
RBy) o, (uy, %0 %) Flug, 09,5 0,) + 4, Fu,, Uy, oy th,)  (%=1,2,---m),

und umgekelnt: Jede derartige Funldionenreihe ist yeproduktiv.

Satz 24a: Jede reproduktive Losung der Gleichung F =0 lift sich
in der Weise auf die Form (R,) bringen, daB die @, eine Losung der Glei-
chung bilden, und umgekehrt: Jede derartige Funktionenreihe (R,), bei der
die @, eine Lisung der Gleichung sind, ist eine reproduktive Losung.

Der einfachste Fall ist natiirlich der, wo die ¢, Konstante in bezug
auf die arbitriren Parameter , sind, wo also die ¢, eine ,rein partikulare®
Losung sind, d. h. eine Losung ohne arbitrire Parameter. Es sei aber
ausdritcklich bemerkt, daB sich eine reproduktive Losung im allgemeinen
nicht, wie ich anfangs vermutete, auf eine solche Form bringen 1iBt, wo
die ¢, eine rein partikulare Losung bilden. Die Gleichung F(z, y) = zy
+ Zg =0 hat z B., wenn w und v die arbitriiren Parameter sind, die
reproduktive Ldsung & == u, y = % (die zufdllig in bezug auf v konstant
ist. Man kann ja aber auch schreiben z = u(v + %), y = (v +9). » laBt
sich, wie leicht zu zeigen ist, nicht auf die Form aF(u,v) + u F(u, v)
bringen, wenn @ konstant sein soll.

Die Formen (R) und (R,) sind &quivalent, und wir hétten auch unsere
Beweisfithrung anstatt an der Form (R) an der Form (R,) durchfithren konnen.

Dieses ist sogar einfacher und interessanter, doch schien mir auch
jenes sebr lehrreich und methodisch wichtig zu sein, so daB ich es nicht
glaubte, umgehen zu sollen. Fiir die zweite Methode brauchen wir den

Hilfssatz. Ist ® (2, 75, 2,) ¢ =0, so lassen sich die z,t auf die
Form bringen:

z,t =2,
wo die s, passende Lisungen der Gleichung ® =0 sind. Dies folgt aus
Satz 14", indem man ¢ = 1 und ¢ = O setzt.*) ¢ darf von den z, abhingig
sein, auch diirfen ¢ und die Gleichungsparameter von @ voneinander ab-
hingen.

Batz 2b: Die allgemeinen Ausdriicke fiir solche Werte, welche, wenm
man t = O setet, Losungen der Gleichung ® (yy, Y3, - ¥,) =0 werden, sind

Yo = Ut + 2, Z-:
wo die u, gans belicbige Werte (2. B. Funktionen von t) und die z, Lisungen
der Gleichung ® = O bedeuten.

*) Man kann den Satz auch beweisen, indem man mit dem Entwicklungs- oder

Verifikationstheorem zeigt, da die z, ==zt r, ¢, wo die r, eine beliebige Lisung
von ® = 0 bedeuten, eine Lisung der verlangten Art bilden.



Gleichungen im logischen Gebietekalkul. 195

Beweis. 1) Die Ausdriicke sind, falls £ = 0 ist, wirklich eine Losung
der Gleichung, wie man sofort sieht.

2) Sind irgendwelche Ausdriicke v, y,,- - -,y, gegeben, welche fiir
t=0 eine Losung der Gleichung sind, so ist nach Satz 16

(Y1) Y+, Y,)E = 0.
Entwickelt man die y, nach #:

=t vt
80 folgt y)( ® + x’y

Q)(gl, Yoy yn)(}?‘—‘)q)(ul: Ugs * * 5 “n)t + ¢(‘01, Vgy** v,,) .
Bei Multiplikation mit ¢ wird wegen ®(y,, y,, - - -, 4,)% = 0:
q)(vl) Vg " vn) t= 0,
folglich nach dem Hilfssatz _ _
vt =2,.t.
Setzen wir dies in den Ansatz fiir y, ein, so erhalten wir die Form des
Lehrsatzes, q. e. d. ‘

Dieser einfache Satz besitzt offenbar eine griéBere Tragweite, als man
beim ersten Anblick glauben solite. Herr Korselt hat z. B. die Frage
aufgeworfen, wie Funktionen :

fe(@y, 23, -, @,) ("51)27"‘:")
aussehen miissen, welche stets dann eine Losung der Gleichung
F(a, 2y, -+ ,) =0

darstellen, falls x,, 2y, - - -, #, eine Losung der Gleichung ist. Die Ant-
wort lautet nach Satz 25 (fir ¢t = F(z,, 45, - - -, 2,)

Fe(@, @y oy 2,) =0, (@1, By oo, 2,) F @y, @3, -, 2,) + 2, F (21, 25,0, 2,)
(x=1,2,---,m)
wo die 9, beliebige Funktionen (den u, in Satz 25 entsprechend) und die
2, Losungen von F = O (vorgreifend konnen wir bemerken: Ausdriicke
von der Form (R,), wenn dort die ¢, eine Partikularlésung, z. B. eine
natiirliche, bedeuten) sind.

Ebenso einfach erledigt sich das Problem, Funktionen von 2,, z,, -+, 2,
zu suchen, welche Losungen einer (leichung ® == 0 darstellen, falls
%y, Loy -y &, Losungen von F' = 0 sind. Es ergibt sich wieder der vorige
Ausdruck, in welchem aber diesmal die ¢, Losungen der Gleichung ® =0
bedeuten.

Dies benutzen wir zur Aufstellung von reproduktiven Ausdriicken
f. (@, Zg, -+ x,). Diese sollen die Eigenschaft haben, da8 fiir F(z,, «,, -, 2,)=0

&, = f,(®1, Ty, <+ 5 @) (x=1,2,--4n)
13*
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wird. Die vereinigte Gleichung dieser # Gleichungen entspricht also hier
der Gleichung & = 0. Es miissen also die 2z, Losungen von ¢ = 0, also

Losungen der Gleichungen
(x=1,2,--n)

sein. Diese Gleichungen besitzen aber nur die eine Lésung 2, =z,.
Setzen wir diese ein, so erhalten wir

fe(@1, %y -y @) = U, (¥, Tgs -+, ) F@y, 09, 2,) + 2, F (2,25, -, x:)
("—':1)2:“’7”))

g.e. d. Die x, sollen hier natiirlich nicht mehr Losungen bedeuten, konnen
also auch durch u, ersetzt werden.

Stellen nun die f, eine Losung der Gleichung F =0 dar, so lit
sich der obige Ausdruck stets so umformen, daf die ¥, durch eine Losung
ersetzt werden, wie es Satz 24 verlangt, und zwar hochst einfach dadurch,
da man ¥, durch f, ersetzt, was in jedem Falle erlaubt ist (auch ohne
daB die f, eine Losung bilden), weil durch Multiplikation der letaten n
Gleichungen mit F

t,F=vy, - F (x=1,2,--n)

folgt. (Freilich kann man auch im allgemeinen die ¢, so bestimmen, daB
(R,) eine reproduktive Losung ist, ohne daB die ¢, eine Losung wiren.)

Der Ausdruck (R,) wiirde nun eine Methode geben, alle mdglichen
reproduktiven Losungen auch wirklich aufzustellen, falls es geldnge, alle
moglichen Losungen @, herzustellen. Dies ist aber leicht, wenn nur eine
einzige Losung a,, a,, -+, a, (z. B. eine natiirliche) vorliegt. Der Aus-
druck a,F(v,, vy, -+, v,) +v,F(v,, v, -+, v,) liefert dann simtliche
Losungen. Man braucht nur fir die v, ganz beliebige Funktionen
&, (uy, ug, - + -, u,) zu nehmen. Sémtliche reproduktiven Lo&sungen sind
also in der Form enthalten:

(Ry) z, = [a'xF('an By ey @) + 8, F(8y, 9, -+, '&n)]F(“u Ugy - = oy Uy)
+ u, Fug, ug, - -, u,),

wo die &, beliebige Funktionen der u, sind.
Setzt man z. B. #, = %,, so erhilt man folgende bis jetzt noch nicht
bekannte reproduktive Losung:

&, = le F(a, 8, -, @,) + %, F (4, g, - - -, u,)] Fuy, g, -« -, %,)
+ u, Fluy, ug, - - -, u,).

Nun noch einige Folgerungen fiir Leser, welche mit der Algebra
der Relative vertraut sind.
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In der Algebra der Relative ist

z=[a-1; F@); 1+ @ -0y F@) $ 0]y 1; F(u); 14+ u-03F(u);0
eine neue reproduktive Losung, und, was die Hauptsache ist, keine
yrigorose.*) Sie hat aber leider mit einer rigorosen immerhin so viel
Ahnlichkeit, daB sie nur einen schwachen Fortschritt gegeniiber der
Schroderschen rigorosen Losung darstellt.
Sind p Losungen

Bo1y Bazy * "y Oy (l=1;2,"‘)p)

Z, =2 Ay Tz(ul) Ugy 7y u’n)
A

auch eine Losung, wenn die 7% einander beigeordnete Funktionen sind.
Setzt man diese Ausdriicke in (R,) fiir die ¢, ein, so kann man mannig-
faltige neue reproduktive Losungen erhalten. Fiir 1 =2 z. B. ergibt sich:

Sind @ und b Losungen der Gleichung F'(2) =0 in der Algebra
der Relative, so ist :

w=[a-1; T(w); 14+b0-05T(w)30]-1; Flu); 1+ u-03F(u);0

eine reproduktive Losung, die, wenn man fiir w keine Losung der Glei-
chung einsetzt, immer wieder die Losung @ oder die Ldsung b repro-
duziert, welche also, wenn dieser Ausdruck gestattet ist, genau halb sa
rigoros ist als die Schrddersche. Ebenso 148t sich durch Verwendung
von p beigeordneten ausgezeichneten Relativen (die man nach dem Muster
(D) konstruieren kann), aus p gegebenen Losungen eine reproduktive
Liosung konstruieren welche stets eine dieser p Ldsungen reproduziert,
falls man fiir » keine Losung einsetzt.

Sind auch solche Lésungen noch nicht befriedigend, so mogen sie
doch vielleicht in speziellen Fillen gute Dienste leisten, vielleicht auch
einen Fingerzeig geben, wie man in der Frage weiter kommen kann.

gegeben, so ist

§ 8.
Die analytische Methode und die Anzahl der Lésungen.

Wir wollen jetzt eine andere Methode der Auflésung von (leichungen
besprechen, welche ich die analytische Methode nennen méochte. Sie
bildet ein sehr primitives Verfahren, und stimmt im wesentlichen mit
dem Jevonsschen Ausmusterungsverfahren iiberein, gestattet aber nicht
nur, simtliche moglichen Losungen auch wirklich aufzustellen und ihre
Anzahl zu bestimmen (was auch durch Reduktion (siehe § 9) gelingt),

%) Vgl. Schroder, a. a. O. Bd. IlI, 8. 167.
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sondern sie gibt uns auch den besten Einblick in die Struktur der Losungen
und bleibt die ultima ratio in allen Fillen, wo andere Methoden versagen,
z. B. bei einigen Untersuchungen iiber symmetrische Losungen. Sie
besteht darin, daB man die Gleichung F =0 16st fiir alle Modular-
systeme der vorkommenden Gleichungsparameter und arbitriren Parameter,
und dann gem#B § 5 zusammensetzt.

Es handelt sich also dabei um die Aufgabe, parameterlose Gleichungen
zu losen, denn wenn man die Parameter gleich O oder 1 setzt, fallen sie -
eben fort. Nun hat aber z. B. die Gleichung #yZ = 0 nicht das Wert-
system (1,1,0), wohl aber alle anderen Modularsysteme als Losungen.
Jede kompliziertere parameterlose Funktion von #, g, # liBt sich nun nach
z, Y, # entwickeln, d. h. auf die Form bringen:

[051, Ggy * ) “S]xyz'
Nehmen wir nun z. B. die Gleichung
2YyZ+2y2+352=0,

go wird das erste Glied gewiB fiir jedes Modularsystem verschwinden,
wenn wir nur das Wertsystem (1, 1,0) vermeiden; das zweite, wenn wir
nur das Wertsystem (1, 0, 0) vermeiden, und das dritte, wenn wir nur das
Wertsystem (0, 0, 1) vermeiden. Diese drei Modularsysteme sind also die
einzigen, welche nicht Losungen der Gleichung sind; alle tibrigen 2°— 3
Modularsysteme sind Losungen. Allgemein kénnen wir sagen:

Jede entwickelte parameterlose G(leichung mit # Unbekannten und
r Gliedern besitzt genau /= N —r rein partikulire Losungen, d. h. Modular-
1osungen &, 7y, &5 &, s o5+ + 75 &y W &

Unlosbar ist also eine parameterlose Gleichung dann und nur dann,
wenn in der Entwickelung alle N Glieder vorkommen. (In der Tat redu-
ziert sich dann die Gleichung auf 1 = O und kann deshalb keine Losungen
besitzen.)

Wieviele Losungen gibt es nun, in denen héchstens die arbitriren-
Parameter uy, ug, - -+, u, vorkommen diirfen ?

Ist

w=?’(u1:u2,"'7“p: -
y= u’(ul: Ugy “p)}
7=y (Uyy g,y Uy,)

eine Losung, und sind die »* den u, zugeordnet, so ist
w(E—,')(p(l, Ly Dut+ o, 1,-04,0)u +--- + (0,0, -, 0)uf,

@) y=v(, 1)"'71)“1'*"4’(1) 1, 0ut+ ...+ 9(0,0,...,0)u?,
z=x(,1,. -, 1w+ 1L 0wt + 2(0,0,---,0)u”.
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Die drei Koeffizienten von w* haben keine Parameter und bilden
nach Satz 18 eine Losung, folglich sind sie eine der obigen ! Modular-
losungen. Jede Lasung hat also die Form

R I T R )
(L2) Y= "7z,“1 + ’7,:,'“’ +-t 71,:},'“?:
R M A R N T
wo die & 9, ¢ Modularlﬁsungen bedeuten, und umgekehrt bilden nach Satz 18
Ausdriicke von der Form (Ls) stets eine Losung. Will man also simtliche
Losungen bilden, so hat man jedes der P Gebiete w* mit simtlichen
[ Modularlésungen durch Multiplikation zu verbinden, so daB man im
ganzen IF Losungen erhilt. Diese sind auch nach Satz 13 voneinander
verschieden (d. h. je zwei fiir mindestens ein Wertsystem der u*), da die
! Modularlésungen auch dann noch verschieden bleiben (wenigstens fiir
u* == 0), wenn man sie mit einem arbitriren Gebiete «* multipliziert. Ich
will diese Losungen einmal alle hinschreiben fiir die Gleichung
2§+ 2§z +Tys+Tyz+73572=0

fiir den Fall, daB ein arbitrirer Parameter u erlaubt sein soll. Die rein
partikularen Losungen sind (1,1,1), (1,1,0) und (0,0,1). Die zu u
gehorigen disjunktiven Gebiete sind #, #. Daher ist P =2 und es gibt
3? Losungen. Schreiben wir fiir den Augenblick kurz (a,b) fir au+ b#,
so sind diese:

z=(1,1), (1,1), (1,0), (1, 1), 1, 1), (1,0), (0,1), (0,1), 0, 0),

y=@1,1), 1,1, 1,0, 1,1, (1,1), 1,0), (0,1), (0,1), (0,0),

z=(1,1), (1,0), (1, 1), (0,1), (0,0), (0, 1), (1,1), (1,0), (1,1).

Untereinanderstehende Moduln bilden immer eine Losung.

Sind unter den Zahlen %, %, - -, xp einige einander gleich, so
konnen wir in (L,) die entsprechenden Modularlssungen vor die Klammer
ziehen und erhalten so als die Form einer beliebigen Lsung:

x=gnl(ulx+wlx+...)+§xz(u22+u,“2+...) +--
(Ly) ?/=’7x1(“z‘+w"+°")+’7z,(“‘°+“’"+"')+"';

2 ______§Zl(ulx+w41+...)+§“:(ulz+wlz+...)+...’
WO %, =%, =+, ebenso die Exponenten alle voneinander verschieden
und die Gliederzahl <! und auch < P ist.

Ich behaupte nun: Jede allgemeine Losung ist in der Form enthalten

B) z=bf+LE+ bt
entsprechend fiir y und 2.

1) Diese Losung ist allgemein, -denn jede beliebige Losung (Lg)

-kann man aus ihr erhalten, indem man
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th = wh 4w 4.
Pa = w4 w4 - - o

und die ibrig bleibenden ¢ gleich O setzt. Nach Satz 4 ist dann
(¢, ¢4, ..., ¢) auch wirklich ein Disjunktivsystem.

2) Jede allgemeine Losung 148t sich auf diese Form bringen. Denn
denken wir uns eine allgemeine Losung in der Form (I,) geschrieben, so
behaupte ich, da simtliche [/ Modularlosungen unter den vor den Klammern
stehenden Koeffizientensystemen (vielleicht mehrfach) enthalten sind, daB
also eine vorgelegte Modularlosung (£, 7,, £,) mit einem der Koeffizienten-
systeme {ibereinstimmt. Denn wegen der Aligemeinheit der Lésungen muf
es ein Wertsystem der u geben, fiir das unsere Ausdriicke (L,) gleich
Ee» My & werden. Dieses Wertsystem kann ev. von gewissen Parametern
v abhéingen, die aber keine Gleichungsparameter sind; es sei etwa

w = g*(vy, Vg, - - ). (x=1,2,-., P)
Dann soll also sein

gx = gxl(gzx+gﬂ'1+...) + gyz(glz + gt +) +--

entsprechend fiir 4, und §, Soll dies allgemein richtig sein, so ist es
auch richtig, wenn man alle Parameter v gleich 1 setzt. Dann bilden
aber die g* ein Modularsystem, folglich nach Satz 5 ein Elementarsystem.
Setzt man aber ein solches fiir die ¢g* ein, so bilden die drei rechten
Seiten eines der Koeffizientensysteme, das also zufolge unserer drei Glei-
chungen gleich (¢, 7,,¢,) wird.

- Schreibt man also unsere allgemeine Losung in der Form (L), so
kommt unter den Koeffizientensystemen von (L;) jede Modularlssung je
einmal vor, und man erhilt daher aus (L;) die Form (A), indem man

ulx-*—u/‘l-{_..._—:t"x’
uln_i_uﬂz-*_...—_—t’"z’

setzt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Die Anzahl der allgemeinen Losungen, die man aus p arbitriren
Parametern bilden kann, wird also angeben miissen , auf wie viele Arten
sich P Gegenstinde %', u?, .., u? in I Ficher bringen lassen, so daf in
jedes Fach wenigstens einer von den Gegenstinden kommt. Diese Anzahl
ist aber

2 (~ 1) (9), (p—2.
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Kehren wir nun zuriick zu der allgemeinen Gleichung
'F(x7 Y, Z) = [ar b, - *y h]xgz =abcdefgh
und fragen zundichst nach der Anzahl der rein partikularen Losungen.

Entwickeln wir nach den Koeffizienten a, b, ---, & und setzen die zu
diesen gehdrigen Gebiete gleich a',a?, ..., a%®% so wird die Gleichung
(Al) F(—l‘-—l) P4 (x7 Y, z) at + (P:_,((L', Y, z) a?+- -+ 9’256(‘7;; Y, z) a®8 = aly
wo die ¢ parameterlose Funktionen sind. Die a* sind Produkte von der
Form a%b%c*d*e®f%gh® (in Korseltscher Schreibweise). ¢, erhilt
man, indem man in F
at=1, also a=b=...=h=1
setzt. s ist also @, = 1. (g erhdlt man beispielsweise, da
a®=abecdefgh
ist, indem man in ¥
a=b=h=1, c¢c=d=e=f=¢g=0
setzt; es ist also
Pos =2Yz+2YZ +ZY7.)

Ferner ist gg; = 0.

Man erhélt nun nach Satz 18 sdmtliche Losungen, indem man die
Gleichung F = a' der Reihe nach fiir

at=1, a*=1,-.,a% =1
auflést und dann zusammensetzt. Die aufzulosenden Gleichungen werden
dann
Pr=1, 93=0, @3 =0, -+, g =0,

von denen die erste und letzte identisch erfiillt sind, wéhrend ¢, =0
genau so viele Modularlosungen besitzt, als das Produkt a* negierte
Faktoren enthilt.

Freilich besitzt z. B. die Gleichung ¢z = O auBer den Modular-
16sungen noch Lésungen, die von den Gleichungsparametern abhéingen, etwa
v(a,b,---, k), x(a,b,---, k), &(a,d,---h).

Diese sind mit o

abcde

zu multiplizieren. Nun folgt aber aus dem

v(a,b,c,d, e f,g,h)abcde

=v(,0,0,0,0,0,0,1)abcdefgh,

entsprechend fiir y und &. Man kann also die Ldsungen der Gleichung

@, = 0 ersetzen durch Modularldsungen, ohne daB die zusammengesetzte
Losung der Gleichung F = abcdefgh sich dadurch #nderte.

Verschiedene Modularlésungen von ¢, = 0 liefern nach Satz 13 bei

der Zusammensetzung verschiedene Losungen von F=abcdefgh, da

Fgh
Miillerschen Verifikationstheorem
fah
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die Verschiedenheit der Modularlgsungen sich durch Multiplikation mit
a* nicht #ndert. (a*=0 darf nimlich wegen der Allgemeinheit der Glei-
chung F = O nicht angenommen werden.)

Betrachten wir nun allgemein eine Gleichung mit % Unbekannten,
so enthilt diese 2¥ Produkte a*, darunter (), Produkte mit i Negaten.
Zu jedem liefert die zugehdrige Gleichung ¢, =0 i Losungen. Nur
@, = 1 besitzt N Losungen. Diese kommen aber nur in Betracht bei
der Losung der Gleichung F =a,a,--- ay, nicht bei der Gleichung
F=0. Im ganzen gibt es also

N
lv'l l lm%
A=1

rein partikulare Losungen, wo der erste Faktor wegfillt fiir die Gleichung
F=0. '

Fiir n = 1 erhilt man 2.2, fiir n = 2 bereits 12¢.4 = 15376 - 4, fir
n =3 aber 2% .3%.5%.78.8> 6 .10 rein partikulare Losungen.

Da sich aus der Tatsache, daB die Gleichung F =a' Losungen besitzt,
leicht mit Hilfe der Betrachtungen auf S. 187 unten der Zwischenwert-
satz beweisen 1iBt, so haben wir hiermit einen neuen, wenn auch weniger
einfachen Beweis desselben. Sind p arbitrére Parameter erlaubt, so sind
die Anzahlen noch in die P* Potenz zu erheben. Es folgt also:

Satz 26: Die Gleichung F(xy, zg, - - -, x,) = O besitet, wenn die Elimi-
nationsresultante als erfillt vorausgesetet wird, genaw

1]

Losungen mit hichstens p Parametern.

Ebenso folgt aus dem Vorhergehenden

Satz 27: Die Gleichung F (x,, %y, -+, %,) = 0 besitzt unter derselben
Voraussetzung genam

N ~p-1 (N);: ,
[II [2 (— 1y gzo),(p—v)ﬂ }
A=1 L»=0

allgemeine Losungen mit hichstens p Parametern.

Diese Zahl gibt zu gleicher Zeit am, wieviel allgemeine Lisungen sich
mit Hilfe von P arbitriren disjunktiven Parametern bilden lassen, auch
ohne daf3 P Potenz von 2 ist.

Wir wollen nun noch die Anzahl der reproduktiven Losungen aus-
rechnen. Wir gehen aus von der Form (R) und fragen zunichst, wieviel
Werte die Ausdriicke '

Vo
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=2, +a& Y=y+a #&=2-+a
annehmen konnen. Entwickeln wir diese Gebiete nach den Koeffizienten
a,b,---, h, so miissen alle Glieder mit dem Faktor @ auch wirklich vor-
kommen, und es fragt sich nur noch, welche von den iibrigen Gliedern
vorkommen kénnen. Diese Frage liBt sich aber ebenso beantworten wie
auf S. 202 oben, nur spielt hier N — 1 dieselbe Rolle wie dort N, da die
Glieder mit dem Negat @ bereits erledigt sind. Die Anzahl wird also
2 ﬂ,(N - 1)1‘
=1

Man sieht 1ei0ht) daB es fiir (xe: Ya) ‘52)7 ("‘vs; Yss zs)r Tt (“‘s: Ys» 58)
ebenso viele Moglichkeiten gibt. Daraus folgt: .

Satz 27a: Die Gleichung F(zy, 25, -, z,) =0 besitst genau

: N ¥

N
l I l(N—l);.:’ —_ l ’l(1+1)(N)z+1
{:1=1 A=1

reproduktive Lisungen bei erfilllter Eliminationsresultante.
Fiir n=1 gibt es eine, fiir # =2 bereits 24* reproduktive Lisungen.

§ 9.
Reduzierte Gleichungen.

Wir kommen jetzt zu der allereinfachsten Losungsmethode von Glei-
chungen, die Johnson bereits angegeben hat, ohne aber die Rechnung
durchzufithren. Es sei die Gleichung

[a]) g, ** aN]InIn-”"xn =HG”

%
vorgelegt. Setzt man die zu den z, gehirigen disjunktfiven Gebiete gleich
z, 2% - . ., % so erbdlt man die ,reduzierte” Gleichung
Za,,x" =0.

Da nun nach Satz 9 die z, durch die z* eindeutig bestimmt sind, so
braucht man wur die Losungen der reduzierten Gleichung zu suchen. Die
Gleichungen (V) zeigen dann, wenigstens fir n =3, wie man die Un-
bekannten findet.

Zu gleicher Zeit 1iBt #fch das Aufldsungsproblem allgemeiner fassen:

Jede beliebige (leichung zwischen den Elementen mehrerer Disjunktiv-
systeme (2%, 2% .- &%), (¥, 9% .-, o), (¢4, 45 - .- 2™), - 1aBt sich auf die

a ..ox"yzl“...__o

Hydyfty e
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was sich ebenso zeigen liBt wie Satz 11. Ist nun (#% ¢% ... ¢¥7) gie
Summe obiger Disjunktivsysteme (vgl. die Definition S. 174 oben), so sind
nach Satz 9 die Losungen dieser Gleichung eindeutig verkniipft mit den
Losungen der reduzierten Gleichung

2 aﬂ“~-'t”=0,

PN
wo I = z*ytet - - - ist. !

Ich bemerke noch ausdriicklich, daB bei reduzierten Gleichungen auch
die verschwindenden Glieder hingeschrieben werden miissen, damit man
sieht, welche Unbekannten einander beigeordnet sind.

Betrachten wir nun z. B. die Gleichung

att + bt2 + ¢t + dt* + et® = abede.
Sie hat folgende Ldsung
i1 =G+ w'abede, t%=ab + wlabede, 1°=abe + wiabede,
t* = abed + wrabede, 5= abcde + wPabede.
Diese Gebiete sind in der Tat einander beigeordnet (vgl. (D). Ich nenne
diese Losung eine natiirliche Losung. Fiir «w® =1 wird die Losung sehr
trivial : B _
t'=a, t®=ab, t*=abe, t*=abed, t°=abed

und liefert einen neuen, hochst einfachen Beweis des Zwischenwertsatzes.

Betrachten wir nun noch, als einfaches Beispiel, die allgemeine Glei-
chung mit den Unbekannten z', 2% 2% 2% ¢, 4% 9% welche geordnet die
Koeffizienten a, b, - - -, I besitzen moge. (k,! bedeuten also hier einmal aus-
nahmsweise nicht Zahlen, sondern Gebiete.) Setzen wir das Produkt dieser
Koeffizienten gleich I7, so wird
=g+ IMw", t2=ab+ ITw', t¥=abe + Tw's,
t=abcd + Tw™, tP=abede + Mw?, B=abedef 4 Mw®,
tl=abedefg+ Nw®, *=abcdefgh+Tw®, t¥=abedefghi+ IMTw®,
t=abcdefghij+ITw*, t2=abedefghijk+ ITw', #8=abedefghijkl+ITw*,
folglich ergibt sich mit Benutzung von 29), und 32),

#'=a+b+7¢ + ITul,

2¥ = abe(d +& +f) + ITu?,

2 = abedef (§+h +1) + ITus,

x* = abedefghi(f +k+1) +of 1t

y'=a+be(d +ef @ +hij)) + v,

y* = a (b +cd(@+fg B+ k) + I

y* = ab (¢ +de (F+gh(i +jkD)) + ITo",
wo

(ux’ “2) us) + (’Ul) 02) = (wu’ w12’ Tt w“)'
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Bringt man nun die letzten Glieder in die Klammer hinein, so erkennt
man, daf unsere Losungen genau so gebaut sind wie die natiirlichen
Losungen auf S. 186.

Ich will nun noch die natiirlichen Losungen fiir die Gleichung

222%1”5&' #«=0

x=1 A=1 p=
angeben:

=*Ha(dx11+dx12+"'+6x1m+ax91+ax22+”'+Ex2m+"'+dxll+axlﬁ+”
w4a,,,) + a - v,
Y ="Ia(8 1y +8 0+ + 8 1+ 1By sy + By 1o+ + Ty g+
- * a0+ Bgy 0+ Byam) ) + Ha - 07,
2 =*I1a(Byy ,+*1T0(@yq A +*110(@y ¥ 110y, A4 TT0(Ts g+ +* 10 By,
I +*]]a(a“ ﬂ.;_*]]a(a“‘u_}_ +*ﬂa(ak“‘)...)) e Ye)))e)) +1a - we,
wobei *ITa das Produkt aller derjenigen Gebiete ¢ bedeuten soll, welche
bei unserer Ordnung dem ersten in der darauffolgenden Klammer voran-
gehen. Dabei konnen natiirlich in diesen Produkten auch alle diejenigen
Faktoren wegbleiben, die in der Zeile schon vorher vorgekommen sind.
Die Summen sind in 2* lang, in y* mittellang und in ¢* nur zwei-
gliedrig.
Die Anzahl der rein partikularen Losungen einer reduzierten Gleichung

F(a, 2% - - -, am) _Z‘ a,z* —-H

x=1
1Bt sich nun leichter als in §7 folgendermaBen bestimmen: Jede Un-
bekannte 148t sich darstellen als eine Summe von einigen der zu den
Koeffizienten a, zugeordneten Gebiete a”. Da nun die Unbekannten dis-
junktiv sein sollen, so mufl jedes einzelne @” in einer und nur einer der
Unbekannten als Summand auftreten. Die Unbekannten lassen sich also
mit m Fichern vergleichen, in welche gewisse Gegenstinde a* (zu denen
auch ITa, gehort) untergebracht werden sollen. Nun verlangt aber die
Gleichung, daB 2* (auBer vielleicht dem Gliede I7a,) nur solche Summan-
den enthdlt, welche nicht den Faktor a, (infolgedessen also den Faktor @,)
besitzen, und diese Bedingung geniigt, um die Gleichung zu befriedigen
(wenn auch noch IZa, in irgendeiner Unbekannten als Summand unter-
gebracht wird). Greift man also irgend ein a* heraus, welches A negierte
Faktoren enthilt, so hat man die Wahl zwischen 4 Unbekannten, in
welche man es als Summanden unterbringen kann. Nun gibt es (m),
Gebiete a* mit i negierten Faktoren, und fiir jedes stehen A ,Facher”
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(nur fir IIa, stehen s Ficher) zur Auswahl, folglich haben wir im
ganzen wieder dieselbe Anzahl wie in § 7, nur kann m hier eine beliebige
Zahl bedeuten, wihrend dort N eine Potenz von 2 war. Diese Herleitung
ist nicht wesentlich von der Herleitung in § 7 verschieden; die letzte
erscheint einfacher, die erste zeigt aber besser die Struktur der Losungen
einer unreduzierten Gleichung.

Endlich erwihne ich noch, dafB

F= Za, z*
durch die Substitution "
X*r=uz"+1, Xt =2g* fir Aux
iibergefiilhrt wird in {F + a,f, also durch die Substitution
X*=a*+a, Xt=2ata, fir A2
in a,F. Die substituierten GréBen bilden nach Satz 6 ein Disjunktivsystem.

" Daher 1dBt sich ebenso wie in § 7 (freilich ein wenig einfacher) die
allgemeine Form einer reproduktiven Losung herleiten:

®) o= Gt aye + Sleta,
Af=x
wo fiir jedes A entweder (a4}, 43, - -, 27) oder aber

(x;al, ayay, -2 ta,_,, o+ ay, ”i““zu’ - x;‘a”)
eine Losung der Gleichung F = 0 bedeutet.

Ist nun F durch Reduktion entstanden, so kann man leicht zu den
urspriinglichen Gebieten zurtickkehren und erhéilt ohne Miihe die Form (R).

Auch 148t sich leicht, wie frither (R,), die Form herleiten
®R)) z=@*F 4+ wF = ¢*F + w*a,,
WO @y, @3, @, eine Losung irgendwelcher Art ist.

Ich habe absichtlich von dieser Erleichterung in den fritheren Para-
graphen keinen Gebrauch gemacht.

Andere interessante Resultate, welche ich durch Reduktion gewonnen

habe, miissen wegen Raummangels einer spiteren Verdffentlichung vor-
behalten bleiben.

Nachtrag zu den §§ 6 und 7.

Wahrend der Drucklegung fand ich noch folgende Verallgemeinerung
der Korseltschen Zeichen: Setzt man

a® = ab + ab,
a+b=ab+ c(a+bd),
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so gilt nach dem Verifikationstheorem jede Formel, die fiir die alten,
engeren Definitionen richtig war, auch fiir diese neuen, erweiterten.
Ferner ist

a* =1, =0,
@ =1, * =5 usw.¥),
a® =1 ist iq. a—b

=0, , a=b:
=1, , a=>b und b=c* und ¢c=a*¥),

wie aus der drittletzten Zeile folgt.

Die Gleichung z* = b besitzt also als einzige Losung z =a?. Die
natiirlichen Substitutionen lauten
®) o =z+F(u,v,w), y =y £F(u,v,wy, £ =2z+LFlu,v,w)",
wenn u, v, w Moduln sind. Wird dieses nun nicht mehr vorausgesetzt,
so stimmt (S) mit (R) und (R,) tiberein, wie man sieht auf Grund der
Formel

ax +bF =3 $a=ua"£b.

Die Substitution (R), (R,) oder (S), die ich mit R,,, bezeichnen
will, fihrt F(z, y, 2) in F(u, v, w) F(z,y, #) iiber, und durch Zusammen-
setzung der Substitutionen R,,y, Riow, -+ -, Rzss in irgend einer Reihen-
folge erhdlt man eine allgemeine (und, wenn R, , zuletzt kommt, repro-
duktive) Losung der Gleichung F(z,y, #) = abcdefgh. Die Form (R,)
vermag also aus sich selbst heraus allgemeine Losungen zu liefern und
ist dazu nicht, wie ich bisher glaubte, auf die anderweitige Ermittlung
einer Partikularlésung angewiesen.

*) Vgl Schrdder, a. a. O. 8. 380, 381,




