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220 H. WerL.

Uber gewohnliche Differentialgleichungen mit Singularitaten und
die zugehérigen Entwicklungen willkiirlicher Kunktionen.

Von

Hermaxy WEevL in Gottingen.

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, die Theorie der singuliren
Integralgleichungen, wie ich sie, auf die Untersuchungen von Hilbert
und Hellinger iiber die beschrinkten quadratischen Formen von unendlich-
vielen Variablen*®) gestiitzt, in einer kiirzlich in den Mathematischen
Annalen erschienenen Abhandlung**) entwickelt habe, fiir die Theorie
der gewGhnlichen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung nutzbar
zu machen. Es handelt sich dabei um Differentialgleichungen, welche an
dem einen Ende ihres reellen Integrationsintervalls eine Singularitit von
mehr oder minder kompliziertem Charakter aufweisen, und um die Auf-
stellung der aus solchen Differentialgleichungen entspringenden Entwick-

lungen willkiirlicher Funktionen, wie sie in dem einfachsten Falle der
2

Gleichung %—83: = 0 als Fouriersche Reihe und Fouriersches Integral-
theorem seit langem bekannt sind. Nachdem Herr Hilb*#*) durch Aus-
fiilhrung eines &hnlichen Grenziibergangs, wie ihn Hilbert in seiner
4. Mitteilung anwendet, zwei besondere Typen solcher singuliren Diffe-
rentialgleichungen erfolgreich behandelt hat, werde ich hier die gestellte
Frage nach einer andern Methode in allgemeinster Weise in Angriff nehmen,
d. h. ohne irgend eine beschrinkende Voraussetzung iiber die Natur der
Singularitit, welche die Differentialgleichung darbietet, zu machen.

) Im ersten Teil dieser Arbeit wird durch eine besondere Anwendung

des Imaginiren diejenige Funktion G,'(s, f) aufgestellt, welche (als

*) Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-
chungen, 4. Mitteilung, Gottinger Nachrichten (Math. phys. Klasse) 1906, pag. 167f.;
Hellinger, Insuguraldissertation, Gottingen 1907, Hellinger, Neue Begrindang
der Theorie quadratischer Formen von unendlichvielen Verinderlichen (Habilitations-
schrift), Crelles Journal, Bd. 136. (Diese letztgenannte Abhandlung erschien erst
wihrend des Druckes der vorliegenden Arbeit.)

** Bd. 66, pag. 2731,

***) In den ersten drei Kapiteln seiner Habilitationsschrift, Math. Ann. Bd. 66, pag.1.
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Ersatz der Greenschen Funktion) den Ubergang von der Differential-
zur Integralgleichung erméglicht, und zugleich eine fiir das Folgende
fundamentale Unterscheidung aller in Betracht kommenden Differential-
gleichungen in zwei Typen, den Grenskreis- und den Grenzpunks-Typus,
vorgenommen. Darauf werden in Kapitel II und III diese beiden Typen,
namentlich mit Riicksicht auf die zu ihnen gehrigen Reibenentwicklungen
bezw. Integraldarstellungen, gesondert untersucht. Zum SchluB endlich
gebe ich eine Methode an, wie man bei der Diskussion spezieller Diffe-
rentialgleichungen (nach Art der von Wirtinger®) und Hilb*®¥) be-
trachteten) zu einer genaueren Kenntnis der Lage und Natur des Punkt-
und Streckenspektrums gelangen kann.*#¥)

Als Intervall der Differentialgleichung wihle ich stets, indem ich
die singuldre Stelle ins Unendliche verlege, 0 < s < oo.

Kapitel 1.
Diskussion der Differentialgleichung L (u) + iu =0.

1. Ist p(s) eine fiir s >0 definierte, stetige, positive Funktion ),
q(s) eine beliebige gleichfalls im Bereiche s> 0 erklirte, stetige Funktion,
so hat die lineare Differentialgleichung

. a d
Liw) == (p(s) 55) — a(s) u(s) = 0
eine den Randbedingungen
Adu®
) W) =1, [p() %] _,=0

geniigende Losung u®(s), welche durch die in jedem endlichen Intervall
gleichmifig konvergente Reihe

@ w0 =1 +§’f[‘ . ff%%;*—l%(é—; dr,dt, - - dv,dt,

n=1 0S7%SH=S--
2 TpSip=)

gegeben ist. i) Eine zweite, die Randbedingungen

®) W®0) =0, [pE %] =1

*) Math. Ann. Bd. 48, pag. 387.

* a. a. 0., Kap. I und III.

**) Einen Teil der Resultate dieser Arbeit habe ich bereits in den Gdttinger
Nachrichten 1909, pag. 87, jedoch in weniger allgemeiner Form, vertffentlicht.

1) In der Tat wird die meistens zugrunde gelegte Voraussetzung der stetigen
Differenzierbarkeit von p(s) im folgenden nirgends bendtigt.

F1) Diese Formel ergibt sich mittels der auf lineare Differentialgleichungen be-
reits von Caqué, L. Fuchs, Poincaré, Giinther u. a, angewandten, in alige-
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befriedigende Losung #®(s) derselben Gleichung wird durch die analoge
Formel

@ w0 =S [ ey ddndn i,

n=0 0St=7, 245
CETRStyEs)

geliefert. Jede andere Ldsung von L(u) = O liBt sich aus diesen beiden
in linear-homogener Weise mittels konstanter Koeffizienten zusammensetzen.
Die der inhomogenen Gleichung

(®) L(w) =9(s),
in der g(s) eine beliebige stetige Funktion bedeutet, und den Rand-
bedingungen

®) w0) =0, [p()3]_ =0

gentigende Funktion berechnet sich aus

@O =3 [T [ 5 ) avatan s drn,

n=0 (0S7StsnIns-
CETpS i)

2. Wir filhren jetzt einen Parameter A ein und betrachten die
Differentialgleichung
(8) L(u) + Au=0.
Die den Randbedingungen (1), bezw. (3) geniigenden Losungen u®(s; 1),
u®(s; 1) dieser Gleichung (8) erhalten wir aus (2) und (4), indem wir
q(s) durch g(s) — A ersetzen. Sie sind also, wenn wir 1 als komplexe
Variable auffassen, ganze transzendente Funktionen*) von 1; die bei der
Potenzentwicklung dieser ganzen Funktionen nach i auftretenden Koeffi-
zienten sind stetige, reelle Funktionen der reellen Variablen s> 0.

Mit Hilfe einer festen Zahl % bilden wir

9) @(s;4) = —sinh - u®(s; 1) + cosh - u®(s; 4).
.@(s; &) ist nichts anderes als die in gewisser Weise normierte, der

Anfangsbedingung **)
(10) [cosh - u(s) + sinh-p(s) ] _ =0

unterworfene Losung von (8).

meinster Weise aber erst von E. Picard [vergl. Traité d’Analyse (2. Aufi), Bd.II,
pag. 3401ff] entwickelten Methode der sukzessiven Approximation.
" ™ Siehe auch Picard, Traité d’Analyse, Bd. III, pag. 89.

**) Bei dieser Schreibweise sind die moglichen Randbedingungen den Durch-
messern eines Kreises umkehrbar eindeutig zugeordnet, indem (10) dann und nur
dann fir zwei Werte h dieselbe Randbedingung bedeutet, falls die Differenz der
beiden Werte h ein ganzzahliges Multiplum von = ist.
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3. Wir untersuchen (8) zundchst fiir nichireclle Werte von 1; dazu
wird es geniigen, den speziellen Wert i —¢=1)—1 einzusetzen. Wir
bilden die beiden Partikularlésungen

@(s; ) = — sink - uM(s;5) + cos h - u(s; 1) = 7(s),
cosh - uM(s; ¢) + sin b - u®(s; i) = H(s).

Ferner bedienen wir uns konsequent der folgenden Bezeichnungen.

Ist ¢ eine komplexe GriBe, so bedeutet ¢, den Real-, ¢; den Imaginér-
teil von ¢, so daB

c=1¢ +ic,
ist; die konjugiert-imaginire GroBe ¢, — ¢, wird mit &, der absolute
Betrag von ¢ mit |¢] bezeichnet:
lef=c-T=¢?+ &>

Ist u(s) eine differenzierbare (komplexwertige) Funktion des Argu-

ments s >0, so bedeutet

’ d
V@ = (z),
den Differentialquotienten von u(s) an der Stelle s=a. Ferner werde

p(5) (4(5) 32 — () 32) = (wo)

gesetzt; soll hierin dem Argument s ein spezieller Wert a erteilt werden,
so wird dem Symbol (xv) der Buchstabe a als unterer Index angehingt.
(uv) erfiillt die folgenden Rechenregelin:
I (uv) 4 (vu) = 0; (uw) = 0.
IL Ist -
v(8) = WM (s) + D@ (s) [c®, ¢® konstant],
so gilt das assoziative Gesetz
(uv) = (wo®) 4+ & (uo®).

III. Real- und Imaginérteil von (uv) sind, entsprechend der Regel
fiir die gewohnliche Multiplikation, durch

(42)) — (u32), bezw.  (,05) + (430,)
gegeben.
Iv. @) = 29 (uygu,).
V. Sind u(s), v(s) stetige Funktionen, fiir die L(u), L(v) existieren
und gleichfalls stetig sind, so gilt"die sogenannte Greensche Formel

aQ

(1) f{uL(v) —vL(u)} ds = (uv), — (uv),.

0
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Setzen wir in dieser Formel insbesondere fiir u eine Losung der

Gleichung L) +iu=0

und fir v die konjugiert-imaginire Funktion %, welche der Differential-

leichu
& % L) —iu=20

gentigt, so verwandelt sich (11) in

(12) {[]uPds = (U %)a — (tt2%)o-

4. Es ist offenbar
@) =1.
Aus der Greenschen Formel folgt, daB infolgedessen identisch in s

@) =1
wird. Bilden wir mit Hilfe einer beliebigen komplexen Zahl ! die lineare

Kombination
Bi(s) = () + 1 m(s),
so gilt also auch (wie die Rechenregeln I und II zeigen) die Identitéit

(ﬁ’??) = 17
welche sich (nach III) in die beiden folgenden
(13) Bn) — (By'me) =1, (Bsn0) + (B'n) =0

zerlegen laft.
Wir betrachten unsere Dlﬁ'erentlalglelchung
(14) L(u) + tu =
zundchst in dem endlichen Intervall O gs < a. Ist j irgend ein reeller
und 7 ein solcher Wert, daf f'(s) der Randbedingung

(15) [cosj - u(s) + sinj - p(s) g—g _=0
geniigt, so werden wir die Funktion ’

, ; kOGN CEY) S
(16) G (s, 1) { s e - [o <3 ga]

die zu den Randbedingungen (10) und (15) gehorige Greensche Funktion
der Differentialgleichung (14) im Intervall O...q nennen. Wegen
a7 (s, 8) = G°(s,8) + In()m(t)
hingt die durch (16) definierte Funktion G'(s,¢) in linearer Weise von
dem Parameter 7 ab.

Wir deuten ! als Punkt in einer komplexen Z-Ebene mit dem recht-
winkligen Koordinatensystem I/, = 0, und fragen, welche Lage ! haben
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muB, damit p'(s) an der Stelle s=a >0 einer reellen Randbedingung
gentigh, d. h. damit eine Beziehung der Gestalt

o o ag’ )
(18) cos j - f(a) + sinj - p(a) (3E) = 0 [0<j <]
besteht. (18) zerfallt in die beiden Gleichungen
(19,) cos j - B,'(a) + sin j - p(a) dﬁ‘) =0,
(19,) cos j - fi'(a) + sinj - p(a) (28) — 0

Um sie geometrisch zu deuten, bemerken wir zunéichst, daB es einen
bestimmten Punkt I* gibt, fir den

. g,
(20) pr@=0, p@(%)=0
ist. Wegen der aus (12) hergeleiteten Formel
@) o= Inftds >0
0

wird (20) erfiillt sein, falls wir I* so bestimmen, daB

6. n),=0, (B ng), =0
ist. Diese beiden Gleichungen kinnen, nachdem die zweite gemif (13)

durch
B 1), =0
(ﬁ"’?l)a =0

zusammengefaBt werden, welche
(’3’71)0, + * (”] nl)a = O’ l* 1(0771)4

ersetzt ist, in die eine

(ne ﬂl)a
ergibt. Ebenso findet man, daB =0
der Punkt
(‘8'772):1
("h "Ix)a

den Relationen

p@=0, s@(%) —0 °

“Geniige tut.
: Bei der durch die lineare
Transformation

= cos-(a)-+sing-p(a) (2L
— [cosj-#(a)+sinj p(@) & (a)]
+1.[cosj-n(@)+sin-p(a)1 ()] e 1

Mathematische Annalen. LXVIIL 15
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vermittelten #hnlichen Abbildung der I- auf eine komplexe m-Ebene gehen
die Gleichungen (19) in
=0, my =0

iber. Infolgedessen stellt (191) eine durch I*, (19,) eine durch I, gehende
Gerade dar, welche sich rechtwinklig kreuzen. Durchliuft also j das
Intervall O-- -z, so beschreibt der Schnittpunkt dieser beiden Geraden
den iiber dem Durchmesser I*I, errichteten Kreis f,. Dann wund nur
dann, wenn 1 auf diesem Kreise liegt, geniigt B'(s) fiir s = a einer reellen
Randbedingung. Da

©
"= b= G,
ist, berechnet sich der Durchmesser 27, von f, aus
(22) ’ 2r, [ Infds=1.
0

Orientieren wir die ;- und I-Achse wie in Figur 1 (pag. 225), so sind
*, 1, bezw. der hochste und der tiefste Punkt des Kreises f,.

5. Es gilt der folgende grundlegende

Satz 1: Jeder der Kreise f, (a>0) liegt in der oberen Halbebene
Iy >0, und von zwei derartigen Kreisen umschliefit stets der dem kleineren
Werte von a entsprechende den anderen. Infolgedessen schrumpft t, mit
unbegrenzt wachsendem o entweder auf einen imwerhalb der similichen ¥,
gelegenen Punkt, den Grenspunkt, zusammen oder kowvergiert gegen eimen
Grenzkreis, der dann gleichfalls von allen T, umschlossen wird.

Beweis: Da die Imagmartelle von

ag

’7(8); p(s) ds) &(s), »(s) as
o W

fiir s = 0 samtlich verschwmden ist

(3’3)0 (#8),=0, () = 05

@)= @n)=1, (’75)0 =—1,
also

(23) _ B'B,)o= — ";‘ (ﬂzE‘)o= — % (-l-— D=—1,.
Als Gleichung des Kreises f, erhalten wir durch Elimination von j aus

(19,) und (19,) die Relation

: (Bs'6,). = 0,
welche sich unter Benutzung von (23) und der fur w=4p gultlgen Iden—
titdt (12) in

(24) f | ds =
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verwandelt. Der Ungleichung
S1prds <1
0

werden also entweder alle innerhalb oder alle auBerhalb des Kreises I,
gelegenen Punkte geniigen. Da aber zufolge (24) f, ganz in der oberen
Halbebene, der Punkte ! =0 also auBerhalb des Kreises f, liegt und
fir =0

Sigpas>1 =0
0

ist, wird
(25) S1ppds <t
0

diejenige Ungleichung sein, welche fiir die Punkte ! der von I, begrenzten
(abgeschlossenen) Kreisfliche &, charakieristisch ist. Daraus folgt sofort,
daB f, ganz im Innern von &, liegt, falls b > a ist.

Die Tatsache, daf der Grenzpunkt ! bezw. jeder Punkt ! der durch
den Grenzkreis ausgeschnittenen Kreisscheibe & innerhalb der simtlichen
R, liegt, driickt sich analytisch dadurch aus, daB fiir derartige Punkte die
Ungleichung (25) identisch in a erfiillt, d. h. 4

(26) f Tﬁ‘l*d8§lg

ist. Daraus folgt der

Satz 2: Die Glewhung L(w) + Au =0 hat, wenn A nicht reell ist,
stets eine im Intervall O - - - oo absolut-quadratisch integrierbare Lisung.

Aus (22) ergibt sich: L(u) + tu = O besitzt einen Grenzkreis oder
einen Grenzpunkt, je nachdem 7(s) und damit iiberhaupt jede Ldsung von
L(u) + iu = O absolut-quadratisch integrierbar ist, oder nicht.

Im Grenzkreisfalle gilt offenbar fiir die Punkte ! der Grenzkreis-
peripherie die Gleichung

@7 JS1pras =1,
welche auf
(28) (ﬂslﬁxl)eo E.]ilf Bs’B) =0

hinsuskommt, Man kann sich auf folgende Weise davon tiberzeugen,- daB
auch im Grenzpunktfalle ftir den Grenzpunkt l die Beziehungen (27), (28)
erfiillt sxnd

15*
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Fithren wir die Gleichung (24) des Kreises f, aus, so erhilt das
a

quadratische Glied 17 = |1|* den Koeffizienten ﬁ n|*ds. Infolgedessen ist,

0
wenn I, den Mittelpunkt von f, bedeutet, identisch in I

Sipras—1, = finpds-{ji—1,— r2)
(29) ’ ’

a

>—7fintds=— 5,

§
und aleo wird im Grenzpunktfalle (lim », = 0) gewiB

] Sipras =1,
0

"sein, Hieraus und aus der fiir den Grenzpunkt giiltigen Ungleichung (26)
folgt die Behauptung.

Allgemein aber schlieBen wir aus (26) und (29), mag ! nun den
Grenzpunkt oder — im Grenzkreisfalle — irgend einen Punkt der Kreis-
fliche & bedeuten,

: 1 Y 1
‘ﬁﬁ*lsds;la — 1, %flﬂ‘l”ds-?m

SiBras< g,
(30) Sinras fipras< %
0 a
6. Die wichtigste Eigenschaft der Kreisfliche 8, spricht sich in dem
Satz aus:
Ist 1 irgend ein Punkt von R,, so gelten fir alle reellen, stetigen
Funltionen v(s), fir welche .
fras<1
L
tst, die Ungleichungen

(31,) — <[ e )00 dsar < +,
00 -
(3Ly) 0< [ [Gi(s, t)vis)u(t) dsdt < 1.
to 0 0

%) Vergl. die ganz analoge Beziehung fiir reelle 1 in meiner oben erwihnten
Note, Gottinger Nachrichten 1909, pag. 44.
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Beweis: Ich beschrinke mich auf den Beweis der zweiten Unglei-
chung, da die erste sich auf ganz entsprechende Art beweisen 1d8t, und
nehme zunichst an, daB ! ein Punkt auf dem Kreise f ist, so daB f'(s)
fir s=a einer reellen Randbedingung (15) geniigt. Unsere Behauptung
kommt dann darauf hinaus*®), daB die simtlichen Eigenwerte v des Kernes

G (s, t) [O = : = a]

die Ungleichung v > 1 befriedigen.
In der Tat: angenommen, v wire ein Eigenwert < 1 und ¢(s) eine
zugehorige (reelle) Eigenfunktion, d. h.

p() ~ v G5, 1) p(t)dt = 0 [0<s<al,

so setzen wir

¥(s) = vbf G5, ¢) o (¢) dt.

Dann wird
W(s) + i9(s) = G'(s, ) vo(t) dt,
0
folglich
(82) Ly+ip)+i(y+ip)=—ve

sein und ¥ + i@ den Randbedingungen (10) und (15) gentigen. Da diese
reell sind, so befriedigen auch die beiden Funktionen v, ¢, jede fiir sich,
jene Randbedingungen. Aus (32) schlieBen wir

Ly)=(1-v)e, Lip)=-—19,
durch deren Kombination

LL(g) + (1—=%)p =0
hervorgeht. Setzt man

L@)—iVT~v-g=—p—iVI—vp—u,

so genligt also u den Randbedingungen (10), (15) und der Gleichung

L)+ YT —wpu=0.
Da die konjugiert-imaginére Funktion % die gleichen Randbedingungen
erfiillt, liefert die Greensche Kormel

S1uL@ —aL@w)ds = 2iYT=» fjufrds = 0.
0 0
Infolgedessen ist u(s), also auch sein Imaginirteil, d. h. @(s) identisch = 0,

*) Hilbert, 5. Mitteilung, Gdttinger Nachrichten 1906, pag. 460.
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Damit ist die Annahme eines Eigenwertes v <1 widerlegt und (31,) fiir

alle Punkte ! auf f, bewiesen.
Sind ¥, I’ irgend zwei Punkte auf f, und bezeichnet (s. Fig. 1)

L=l + (=) (0<e<1)
denjenigen Punkt der Sehne I'7”, welcher sie im Verhaltnis (1—17): 7 teilt,
so gilt vermdge (17)

G5 ) = v (s, 1) + (1 —7) Gy (s, 1)

Da fiir I und I” die Relation (81,) bereits als zutreffend erkannt ist, folgt
sie nach der letzten Gleichung auch fiir alle Punkte der Sehne I'l” und
damit fiir alle Punkte der Kreisfliche &, tiberhaupt.

7. Kehren wir zu dem Intervall 0 < s < 0o zuriick, so werden wir
nur dann, falls { ein Punkt der Grenzkreisperipherie f, bezw. der Grenz-
punkt ist,

G (s, t) o</ < o]

eine, bezw. die 2su der Randbedingung (10) gehirige Greensche Funlction
des Differentialausdrucks L(u) + iu im Intervall 0 < s < oo nennen. Ist
die Gleichung vom Grenzkreistypus, so bedarf es zur eindeutigen Fest-
legung einer bestimmten Greenschen Funktion noch einer Randbedingung
fiir s = oo; da sich diese Gleichungen (s. das folgende Kapitel) auch in
jeder anderen Hinsicht wie Gleichungen ohne Singularititen verhalten®)
hat man danach den Grenzkreisfall als den reguliren aufzufassen. Im
Grenzpunktfalle ist hingegen die Greensche Funktion durch die eine
Randbedingung (10) fiir s=0 vollkommen festgelegt, so dal eine Rand-
bedingung im Unendlichen gar nicht erst in Frage kommt: fiir dieses.
Verhalten liefern diejenigen Differentialgleichungen, fiir die ¢(s) eine end-
liche untere Grenze besitzt, wie wir sogleich sehen werden, ein typisches
Beispiel. Das geometrische Bild der ineinander geschachtelten Kreise f,
gibt, wie mir scheint, eine gute Einsicht in die Grinde und Bedeutung
der dargelegten Fallunterscheidung.

Da der Grenzpunkt, bezw. der Grenzkreis f im Innern der simt-
lichen &, liegt, liefert die im Absatz 6 bewiesene Tatsache, zusammen
it fruheren Betrachtungen, den

Satz 3: Ist G'(s, t) eine, beaw. die zu der Randbedingung (10) gehirige
Greensche Funtion des Differentialausdrucks L(u)+3u (¢m Intervalle 0---oo),

*) Transformiert man die Gleichungsprobleme, welche Hilbert (Gott. Nachr.
1904, pag. 213ff), Eneser (Math. Ann, Bd, 58, pag. 81f. und Bd. 63, pag. 477f) u. a.
untersucht haben, auf da,s Intervall 0...00, s0 erhalt man stets Gleichungen vom
Grenzkreistypus.
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so gelten fir alle stetigen reellen Funktionen v(s), deren quadratisches Inte-

gral ﬁ*ds < 1 4st, und alle a >0 die Beziehungen
0

(33,) —-—</’J’G*<s £)o(s) v (1) dsdt < 5,
. (83,) o</ f Gyi(s, ) o(s) v(t) dsdt < 1.

Auperdem existieren die Integrale

ﬂGl‘ (s, 1) d¢, ﬂ Gy, b)) dt
0 0

und sind stetige Funktionen von s.

Den Hauptinhalt dieses Satzes konnen wir auch dahin zusammen-
fassen, daB Real- wnd Imagindrteil der Greenschen Funktion beschrinkte
Kerne [im Sinne der Theorie der singuldren Integralgleichungen®)] sind.

Kapitel IL
Eigenfunktionen im Grenzkreisfalle.

8. Wir behandeln jetzt zunichst den Grenskreisfall und wéhlen fijr !
irgend einen Punkt des Grenzkreises f, so daB

(34 (B8 = lim (5y'8/) = 0

ist. Fiir den Kern

(35) Gy (s, t) o< < oo]
gilt dann wegen

ffG’(s | dsdt = fﬂG’(s, 1) ds dt +ff(G (s, 1) ds dt

§2fnl”ds fﬁ*|‘~’ds

ohne Abénderungen die Theorie der reguliren Integralgleichungen, wie
sie von Herrn Hilbert in seiner 5. Mitteilung®*) entwickelt ist. Um die
Eigenfunktionen des Kerns (35) festzustellen, fragen wir zundchst, wann

*) Math. Ann. Bd. 66, pag. 276.
*) Gott. Nachr, 1906, pag. 439f%.
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sich eine Funktion f(s) mittels einer reellen, stetigen, im Intervall 0--- oo
quadratisch integrierbaren Funktion g(s) in der Form

(36) £5) - [6:6, 0900

darstellen laBt.
Besteht eine solche Darstellung, so setze ich

FH(s) = | G ) g (t) at
0
Fiir die komplexwertige Funktion

u(s) = 1*(s) + 4f(s)

findet man alsdann

u(s) = [ @, £)9(0)dt

. - 56 [1000 2+ 109 [FO9(0) a,

PO~ pe) 2 jn(t)g(t)dt+p(s> d:ﬁsxt)g(t)dt
L) + iu = — (8') - 9(s) = — 9(s).

Die letzte Gleichung zerfallt in

g =r—L({f*).
Aus (37) folgt ferner, daB u, und mithin auch f und f* gesondert,
der Randbedingung (10) geniigen miissen. AuBerdem findet sich, da

Bn) =1 ist,
(39)  (Fw.=lim (0 =lim {(B) - [B®)g(t) dt} = 0

Wegen (34), weil %(s) absolut quadratisch integrierbar ist und (8') fiir
0 < s < oo zwischen endlichen Grenzen bleibt, muf aber auch

40) @ =1tim (@) [10s)at + Fr)- [ # O 9 at] =0
sein. Die Gleichungen (39), (40) ergeben, daB

(41) (ﬁlzu)oo = 0) (ﬂ2lu)oo =0
ist. Da B,'(s), B'(s) reell sind, wird sowohl f*(s) als auch f(s), fiir u
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gesetzt, diesen Randbedingungen (41) Geniige leisten. Zusammenfassend
konnen wir daher sagen, daB f, L(f), LL(f) stetig und im Infervall
0--- 00 quadratisch integrierbar sein, und ferner f sowie L(f) der Rand-
bedingung (10) fiir s =0 und den Randbedingungen (41) fir s = 0o ge-
niigen miissen.

Diese fiir die Existenz einer Darstellung (36) notwendigen Voraus-
setzaungen sind auch hinreichend. Dabei geniigt es sogar, falls nicht !
gerade der hochste Punkt (I, = max.) des Grenzkreises ist, von den Rand-
bedingungen (41) allein die erste beizubehalten; und umgekehrt ist die
erste von selbst mit erfiillt, falls / und L(f) der zweiten geniigen, voraus-
gesetzt, daB I nicht gerade den tiefsten Punkt des Grenzkreises bedeutet.
Sind ndmlich u, L(u) stetig und absolut-quadratisch integrierbar und
geniigt » auBerdem der Randbedingung (10) fiir s =0, so ist die Dif-
ferenz von u(s) und

(s ) L) +iu(0))

eine Losung von (14), fiir welche (10) erfiillt ist; diese Differenz stimmt
also bis auf einen konstanten Faktor ¢ mit n(s) iiberein. Erfiillt « noch
die erste der Randbedingungen (41), so muB, da
ey (8) — ¢me(S), ¢,1(8) + €574 ()
der Real-, bezw. der Imaginirteil von ¢n(s) ist,
51 (ﬁll’?l)oo — G (51'772)& = O’
¢ (B9 + €3 (B’ ) = 0

61=62=0,

. (Bm)e = (B 13)o = 0
ist. Diese letzten beiden Gleichungen sind aber nur erfiillt, wenn ! dex
hochste Punkt des Grenzkreises f ist (s. pag. 225). Die Anwendung dex
obigen Uberlegung auf

sein. Daraus folgt

auBer wenn

u=—L(f) +if
liefert die Richtigkeit unserer Behauptung.
9. Der reelle Wert 2 wird ein Eigenwert der Differentialgleichunge
L(u) =0 genannt werden, wenn ¢(s;4) nach s im Intervall 0...o
_quadratisch integrierbar und

B'9)e = (B P)s =0
ist,
(42) @(s) = __{E,(EL’:Z___
Sl »)*ds
[
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heit dann die zugehdrige normierte Eigenfunktion. Die Eigenfunktionen
der Differentialgleichung sind nach 8. zugleich Eigenfunktionen des Kerns
Gy'(s, t), indem, falls 1 Eigenwert ist, die Funktion (42) der Gleichung

9(s) = (1+29) [ GJ(s, £) p(t) dt

geniigen wird. Infolgedessen besitzt L(u)= O hochstens abzihlbarviele,
sich im Endlichen nirgends hidufende Eigenwerte, die wir mit 4, 4, - - -
bezeichnen wollen; g, (s) sei die zu 1, gehorige normierte Eigenfunktion.
Das System

(43) P1(5), 9a(9), -+

besteht aus lauter zueinander orthogonalen Funktionen, wie mittels der
Gleichung

() = <a,,—z'>of @ (s, t) @, (¢) dt

in bekannter Weise geschlossen werden kann. Es soll aber weiter gezeigt
werden, daB wir in (43) ein wvolles System von Eigenfunktionen des Kerns
G4'(s, t) besitzen, indem sich jede Eigenfunktion desselben aus héchstens
zwei der Funktionen (43) linear mittels konstanter Koeffizienten zusam-

mensetzen laBt.
Ist ndmlich ¢(s) eine stetige, quadratisch integrierbare Funktion,
welche nicht identisch verschwindet und fiir welche

(44) P(s) — voj "G (s, 0) 9(6) dt =0

ist, so muf nach Satz 3
rv2>1

sein. Nehmen wir zuniéichst an, daB » > 1 ist, und setzen wir¥)
Vv —1=1+, —Vvr—1=2a"
Aus (44) folgt

(45) LL(p)—(»—1) g=0.
AuBerdem gentigen ¢ und L(p) den Randbedingungen (10) und (41)
D‘a ‘nun '(45) lehrt, daB die Funktion

¥=L(p)+ 1"

" der Gleichung W
: L{y)+ Aty =0

gentigt, so muB
(46) ¥ =L(p) + 19 = ¢t p(s; 4%)

# Ist @ eine positive Zahl, so bedeutet }a stets die positive Quadratwurzel.
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sein, wo ¢+ eine Konstante ist, die sicher dann verschwindet, wenn A%
keiner der Eigenwerte 1, ist. Ebenso folgt
(47) L(g) + i*g = c (55 ) ,
und es ist wiederam ¢~ =0, falls A~ unter den 1, nicht vorkommt. Die
Gleichungen (46) und (47) ergeben
ot - Lo L)
Damit ist ¢ (s) im Falle » > 1 als lineare Kombination hdchstens zweier
der Funktionen (43) dargestellt.
Ist v=1, so folgt aus (44)

LL(p)=0.
Kommt O nicht unter den 1z, vor, so muf dann erstens, da L(p) den
Randbedingungen (10), (41) geniigt,

L{p)=0
sein, und da zweitens auch @ dieselben Randbedingungen befriedigt,
ergibt sich hieraus

9(s) = 0.
Ist hingegen etwa 1, = 0, so folgt zundchst
(48) L(p) = ¢,9,(s),

wo ¢, ein konstanter Faktor ist. Wir zeigen, daB notwendig ¢, = O ist.
Denn aus (48) schlieBt man

L(p) +ip =1i@+ ¢,¢;;

— 9(s) = [ @G, ) lip(®) + @] dt,

und da ' .

(49) — () =i [ @(s, ) @(t) dt
0

gilt,

— p(s) = ’},f G'(s, t) @(b) dt + ic, 9, (s).

Multiplizieren wir diese Relation wmit ¢,(s), integrieren nach s zwischen
0 und oo und vertauschen in dem auftretenden Doppelintegral die Reihen-
folge der Integration, so ergibt sich vermdge (49) in der Tat ¢, = O.
Also ist
L(p) =0, @ (8) = const. @,(s).
Damit ist bewiesen, daB (43) ein volles System normierter, zuein-
ander orthogonaler Eigenfunktionen des Kerns G,/(s, ?) repriisentiert, und
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die Theorie der Integralgleichungen zeigt nun¥), daB, wenn g(s) eine
reelle, stetige, quadratisch integrierbare Funktion bedeutet, die in end-
lichen Intervallen gleichmifig konvergente Entwicklung statthat:

(80)  [@is Hoar =3 2PnL [5,=[0(5) p,(s) ds]
0 0

p=1

Da die g, (s) ein Orthogonalsystem bilden, konvergiert auch die Reihe

g 9, sf Gl (s, ) o, (8) dt =2: Logarld) 'L (9_;’{21_(?)

= =1

gleichmiBig in jedem endlichen Intervall und stimmt folglich nach be-
kannten Sitzen tiber gliedweise Differentiation unendlicher Summen mit

_ L( S gf:’_p’f;)) - — L(ofGﬂ‘(s, t)g(t)dt> =J‘G1l(3, t) g () dt

iberein. Daraus ergibt sich durch Addition von (50)
(51) 1) =) s, 9 g at
0

S
=2 = 2 9, [ T w0t
Diese Entwicklung iibertrigt sich von reellen sofort auf komplexwertige
Funktionen g(¢), falls wir diese als stetig und absolut-quadratisch inte-
grierbar voraussetzen.

Satz 4: Im Grenzkreisfolle ist eine jede (reelle) stetige, im Intervall
0- -+ 0o quadratisch integrierbare," den Randbedingungen (10) und (41) ge-
ntigende Funktion f(s), fir welche auch L(f) stetig und quadratisch inte-
grierbar st, in absolut wund gleichmdfig konvergenter Weise nach den
oben definierten Eigenfunktionen ¢, (s) der Differentialgleichung L(u) =0
entwickelbar.

Doabei ist das Erfilltsein der zweiten Randbedingung (41) eine Folge
der wbrigen Voraussetzungen, falls 1 nicht gerade der hochste Punkt des
Grenakreises ist; und wmgekehrt kamn von der ersten Ramdbedingung (41)
abgesehen werden, falls | nicht der tiefste Punkt jenes Kreises ist.

10. Ist 24, (p=1,2,-.), so kinnen wir**) die Integralgleichung

*) Hilbert, 6. Mitteilung, Gott. Nachr: 1906, pag. 457. E. Schmidt, Math.
Ann., Bd. 63, pag. 452.
**) Vergl. E. Schmidt, Math. Ann. Bd. 63, pag. 453f.
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n(s) = 9(s) — a—z')af G'(s, ) p(t) dt

in folgender Weise auflosen:
Da 7(s) absolut-quadratisch integrierbar ist, konvergiert [s. Formel (51)]

[ 6, ) n() ar = D) 292©
0 [©)]

Ap—1?
also auch, falls 141,14, -- ist, die Reihe
)
w(s) = T
@)
in jedem endlichen Intervall gleichm#Big und absolut. Aus

f 2%%(8)] ds<f'2"”"”’(s) ds_Z’}l_%

folgt durch Grenziibergang zu # =

f””l*d“z#r:@

mithin ist ¥(s) absolut- quadratxsch integrierbar.

f ¥(8) @, (s) ds =2 2.9 f P,(8) @, (5) ds
ergibt wegen der Vollstetigkeit beschrankter Linearformen*)

,6/?1/’(3) ‘Pp(s) ds = ) —

Die Fourierkoeffizienten von

7

(52) @ (8) = n(s) — (A—13) %(s)
lauten also
J 9@ 0,(5) ds =, (1- =) =n, 1=

Aus (51) schlieBen wir dann

(53) f @G, o) dt = Zﬂppwp(e?) — 3(s),
und aus (52), (53)
7(s) = (&) — (A~ >f & (s, 1) p(2) dt.

*) Hilbert, 4. Mitteilung, Gott. Nachr. 1908, pag. 200.
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Diese Gleichung ergibt erstens, daB ¢(s) — 5(s) und also auch ¢(s)
der Randbedingung (10) geniigt, und zweitens, daB

Lin—g)+i(n—9)=0—19) 9,

L(g) + 9 =0
ist, Mithin stimmt ¢@(s) bis auf einen von s unabhingigen (nicht ver-
schwindenden) Faktor mit ¢(s; 1) iiberein, und auf diese Art erweist sich
@(s;4) fiir 2= 1, als eine absolut-quadratisch nach s integrierbare Funktion.
Da die gleiche Tatsache fiir 2 = 1, bereits feststeht und ferner die am
Beginn dieser Untersuchung zugrunde gelegte Randbedingung (10)
ganz willkiirlich ist, sind folglich im Grenzkreisfalle fiir jeden (reellen
oder komplexen) Wert von 4 die Ldsungen von
) L(u)+ iu=0
simtlich absolut-quadratisch integrierbar.

Um also zu zeigen, daB alle Losungen von (8), welchen Wert auch
A haben mag, von diesem Charakter sind, gentigt es, dies allein fiir 1=1¢
oder, wenm man will, fir irgend einen andern speziellen Wert von ) nach-
zuweisen. Denn fiir jeden solchen A-Wert, selbst wenn derselbe reell ist,
kann man ganz entsprechend verfahren, wie in diesem Absatz 10 fiir 4 =3
geschehen ist. Man hat also den

Satz 5: Im Grenekreisfalle hat die Gleichung L(u) + Aw =0 fir
jedes A lauter absolut-quadratisch integrierbare Losungen; im Grenzpunkt-
falle hingegern hat diese Gleichung fir keinen einzigen Wert von A zwes
voneinander unabhingige derartige Losungen.

Als einfaches Korollar dieses Satzes ergibt sich, daB die Differential-
gleichung L(u) = O sicher dann zum Grenzpunkttypus gehort, wenn die
Funktion ¢(s) fir 0 <s< oo eine endliche untere Grenze ¢ besitzt.
Denn in diesem Fall zeigt die auf L(u)+ iu =0 anzuwendende Auflosungs-
formel (2), daB fiir reelle 2 < ¢ identisch in s die Ungleichung

u®(s; 1) =1

d. h.

statthat.

Kapitel IIIL

Eigenfunktionen und Eigendifferentiale im Grenzpunktfalle.
11. Im Grenzpunkifalle, zu dem wir uns jetzt wenden, haben wir die
dem Grenzpunkte ! zugehorige Funktion
Gi(s,t)  [0< ] <oo]

als Kern der mit unserer Differentialgleichung verkniipften Integralgleichung
zugrunde zu legen.
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Ist im Grenzpunktfalle @(s; 1) fiir einen reellen Wert A quadratisch
nach s integrierbar, so werden wir A einen FEigenwert, ferner die Ge-
samtheit der Bigenwerte das Punkispektrum der Differentialgleichung
L(w) =0 nennen. Eine reelle, stetige Funktion Z(s; 4) der beiden Argu-
mente s >0, 2= 0%), fiir welche =(s;0) =0 ist und

(54) S (E 3 0)rds = sgni - w(d)
0

als stetige Funktion von 1 existiert, welche auBerdem der Identitdt

2
(55) LE@s D)+ ped,Z(8) =0
0
und der Randbedingung
[cosh -Z(s34) +sinh - p(s) Qza%ﬁ)] =0

s =0
geniigt, heiBe voriibergehend eine zuldssige Lisung von (55). Dabei ist
unter

2
fudﬂ—:-(S; )
(1}

natiirlich die Differenz

[0 2 (55 W25 —fi (53 ) dps

zu verstehen. — Der Wert 1 soll dann und nur dann dem Streckern-
spektrum der Differentialgleichung L (%) = O zugerechnet werden, falls es
eine zulissige Losung =(s; 1) von (55) gibt, fiir welche die durch (54)
erklirte Funktion (1) in der Umgebung des in Rede stehenden Wertes 1
nicht konstant ist*¥).

12. Um die allgemeinsten aus Differentialgleichungen vom Grenz-
punkttypus entspringenden Entwicklungen willkiirlicher Funktionen zu
erhalten, beweisen wir, zunichst noch ohne Benutzung der Theorie der
singuliren Integralgleichungen, den wichtigen

Satz 6: Es gibt eine stetige, monoton wachsende Funktion ¢ (1) von
der folgenden Beschaffenheit: = (s;A) ist damm und nur dann eine zulissige
Lisung von_ (55), falls es sich mittels einer stetigen Fumktiom (), fir

welche %—? im Hellingerschen Sinme stetig integrierbar ist*¥*), in der Form

*) Von jetzt ab bedeutet i stets eine reelle Variable,

*¥) Diese Definition entspricht der von Herrn Hellinger im Falle quadratischer
Formen von unendlichvielen Variablen gegebenen Definition des Streckenspektrums
(Dissertation, pag. 22; Crelles Journal, Bd. 136, pag. 242).

*») Hellinger, Disgertation, pag. 26ff.; Crelles Journal, Bd. 136, pag. 237.
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2
(56) 2(550) = [ 955 0) dE(w)
0
darstellen lipt, und in diesem Falle gilt fiir jedes Intervall A der Variablen 3%)

f(A_)”ds f(dg)

(a)
Durch die angegebenen Eigenschaften ist o (X) bis auf eine additive Kon-
stante, die durch o(0) =0 festgelegt werde, eindeutig bestimmd.
Zum Beweise bedienen wir uns der folgenden Hilfssitze.
Hilfssatz 1: Jede zuldssige Losung = von (55) liBt sich mit Hilfe
einer stetigen Funktion £(Z) in der Form (56) darstellen.
Beweis: Aus (55) folgt fiir das Intervall A = (2, 4 4 ¢)

—LAZ60)=[k= (s,u)]“”—,fi(ssu)du
=4 AZ(s; D)+ AL{E(s;4+8)— (554},

wo A, ein gewisser von s abhingiger, aber jedenfalls dem Intervall
A-++ 4+ ¢ angehdriger Wert ist. Mithin konvergiert der Ausdruck

L(%3) +2 %5
wenn wir A festhalten, dagegen & nach O streben lassen, gleichmiBig in
der Variablen s (falls diese auf irgendein endliches Intervall beschrinkt
wird) gegen O.
Andererseits ist, falls
E() = [— sinh - Z(s; ) 4 cosh - p(s) a..gss, ")lﬂ

gesetzt wird,

L(& '(A/).qv(sm)dé(u))-i-l / p(s;u) dE(w) = f (A —u)p(s; 1) dE ()

(a)
ite Ate

1
={—;Jtp(sw)E(#)du—w(S;H«S)%(He)}+/ L) 2258 gy,
"Die rechte Seite konvergiert aber wiederum mit abnehmendem & gleich-

miBig fir 0 <s<a gegen 0. Das gleiche gilt demnach auch fiir
) L(35) + 455

wenn

Y(s52) = (55 ) ~0f @(s; u) dE(w)

*) A bedeutet zugleich das sich auf dieses Intervall beziehende Differenzsymbol;
vgl. Math. Ann. Bd. 66, pag. 288 u. 294.
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gesetzt wird. Y erfiillt die Randbedingungen

[oosh Y 4+ sinh - p(s) 83 =0,

s=0

[—— sinh-Y + cosh - p(s) %}l:o =£(4) —fdg(p,) =0,
0

aus denen
0= (20 55), 0=

folgt. Die gleichen Randbedingungen erfiillt also auch AA—‘;- Daraus und
weil der Ausdruck (57) gleichmifig in s gegen O geht, ergibt sich, daB

AY T
1513(} a7 =0 di = 0

sein muB. In der Tat: bezeichnet man im Intervall 0 <L s <a mit @
das Maximum von [q(s) — 1|, mit & das absolute Maximum des Aus-
drucks (57), mit P das Minimum von p(s), so liefert (7), auf L(u)+ Au

statt auf L(u) angewandt, fiir 0 <s <a die Ungleichung

‘1§_|<2 2 - f drdt. - ds, dt,

®<1§
=i

Damit ist unsere Behauptung  erwiesen, und wegen = (s;0) = O folgt aus
“ihr die Gleichung (56).
Hilfsatz 2: Sind

2 A
Z0(s54) =f @ (s;p) dED (), ZB(s54) =f @ (s; w) AED (u)

zwei zulissige Losungen von (55) und A, = (Aohy), By = (uony) zwei ge-
trennt liegende Intervalle auf der reellen A-Achse (die héchstens mit 1hren
Endpunkten zusammenstoBen), so ist :

(58) , VNECRYNELY )
0

Zum Beweise dieser Behauptung bemerke man zunichst, daB, wenn
u, v zwei stetige (reelle), quadratisch integrierbare, die Randbedingung
(10) befriedigende Funktionen von s>0 sind, fiir welche auch L(),

Mathematische Annalen. LXVIII 16
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L(v) stetig und quadratisch integrierbar sind, die Greensche Formel in
der Gestalt

S1wL() —vL@w)}ds=0

giiltig ist. Denn unter den angegebenen Umstinden ist im Grenzpunkt-
falle, wenn wir

z(s) = — (Lw) +iu), y(s) = — (L) + v)

setzen,

u(s) =fG’(s, D z(t) dt, v(s) =?’/.G’(s, ) y() dt,
f;L(v) ds = —ffz}’(s, ) y(s) z(t) dt ds — ifuv ds

=— ifuv ds —JTG’(&', ) x(s) y(¥) dt ds*) =va(u) ds.

Verstehen wir unter A, das Intervall 1,1, unter A, das Intervall u,gu,
go liefert die Anwendung dieser Formel auf

w=08,Z0, v—A,ZO

fiir
V(i w) = f 8,50 8, 2O ds
die Gleichung °
;: 2
w—2) V(2 0) = [ Vi, w) dp— [ V(s ) da,
Mo 4o

aus der in der Tat durch die auf pag. 298 meiner Arbeit iiber singulire
Integralgleichungen (Math. Ann. Bd. 66) angegebene SchluBweise

WA h,

V(i,p)=0 fir
%) [ - T

mithin (58) hervorgeht.
Wihlen wir =0 =Z® =X, so gilt demnach, wenn ®(4) durch
(54) definiert wird, fiir jedes Intervall A

(59) Jazyas=ao;
0 .
©(A) ist also eine nirgends abnehmende Funktion von A.

*) Zur Rechtfertigung der vorgenommenen Integrationsvertauschung s. Math. Ann.
Bd. 66, pag. 286.
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Natirlich ist umgekehrt, falls fiir ein stetiges £(1) das nach s ge-
nommene quadratische Integral von

Z(s;4) =of<p(S; ) d(u)

existiert und gleichfalls stetig ist, = (s; 1) eine zuldssige Losung von (55).
13. Stehen zwei stetige Funktionen (1), @(1) in dem Zusammen-
hang miteinander, daB fiir jedes Intervall A

-]

(60) S ([ot0)a5w) as = 2o

0

ist, so nennen wir sie kurz ein £, w-Paar. Definieren wir dann = (s; 2)
durch (56), so ist

E()—E(0) =[—— sinh - = (s; &) + cosh - p(s) 358(2; 7-)]

Fiihren wir

8=0

X (s; 4) =fG'(s, £) Z(t; 4) dt

ein, so gilt, wie leicht zu zeigen ist,

A
Z(s0) = [ (w—1) d, X (5 1)
0
und folglich

2
@) — £O) = [ (w—1) dx(w),
o
wenn
: X(s; 4 I
7 (8) =[— sinh - X(s; 2) + cosh - p(s) a—%—)lzo=fﬂ’(t);(t; 2) dt
0

gesetzt wird.

Ist A ein festes Intervall, das irgendwie in endlichviele Teilintervalle
4y, -, A, zerlegt ist, so wird*)

m m ] 2
IAML'I",_T== 14 BE(t: ) dat
A=1 By Ig ‘o/ﬁ() Vi e ’
und da die m Funktionen
A ()
—"‘E‘; (h=1,---,m)

" %) Glieder, fiir welche A w==0 ist, sind in dieser Summe tiberhaupt fort-
zulagsen.

16*
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nach (58), (59) normiert und zueinander orthogonal sind, folgt

2 [Ayz]* <f°;;3‘(t)l2dt.

Ist A&, = (2,_y, 4,), so ergibt sich hieraus, wenn der griBte Wert von
V1 + A im Intervall A mit m, bezeichnet wird,

2(& Chagm Siaggm ) 3R ZAca
<m VAw f B )R at,

und daraus, wenn wir die Teilung in Intervalle A, dichter und dichter
werden lassen,

AL g
G s fIpara
Es gilt also der
Hilfssatz 3: Der Quotient ( g) bleibt fiir alle £, w-Paare unter-

halb einer nur von A abhingigen, festen Grenze.
Die prizise obere Grenze desselben, d. h. die kleinste Zahl, welche

O herschritten wird,

werde mit E(A) bezeichnet. Ist fir jedes &, -Paar Aw =0, also auch
AE =0, so soll E(A) =0 gesetzt werden.

14. Hilfssatz 4: Sind A, A, zwei mit ibren Endpunkten an-
einanderstoBende Intervalle, so ist .

(61) E(A; +8,) = E(B) + E(by). - :
Beweis: Wir nehmen etwa an, da A, links von A, hegt d. b daB
= (k) By=(hi); k<A<l

‘ A=A1+Az=’(1~ols)'
Bedeutet dann £(1), o(4) irgend ein &, o-Paar, so ist

fiir kein £, o-Paar von dem Wert des Quotienten

ist, und setzen

(ﬁig < (Ax §) N 1R (Az §) < E(Al) + E(Aﬂ),’
mithin
(62) - E(8) < E(B) + E(by).

Aus irgend 2wei £, w-Paaren .

S ONELOTIE-LONELIC
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bilden wir zwei neue derartige Paare, indem wir unter Benutzung zweier
Konstanten ¢, ¢®

EP () =cWEDQ), ol (1) =M a® (1)
ED(1) = DED (), @l (1) = [ o (4
setzen; wir wihlen insbesondere

) = AgY @ A, E®

A o®) Ao
Nehmen wir ferner in den Definitionsgleichungen
D=1 ()| o,)=ad®) (Lh),
—W-d@>1)| =) —e(> k)
fiir d, e solche Konstante, daB &, w, fiir 2 = 1, stetig ausfallen, d. h.
=) —EPR),  e=a@(l) — ol (4),

so stellt, wie aus (58) zu schlieBen ist, £,(1), @4(%) gleichfalls ein &, w-
Paar vor. Fiir dieses ist aber offenbar
. A (1)\9 A (2)\3
Al = Ak, + D, =V AED  + DA ED =(A1,§w“>’ + (Aii"? ,

@8 | @y
)
AoV A, 0® )

Aoy =A oy, + Agoy, =[cV])EA 0D + [¢®]PA, 0 =

mithin auch

B8 L YO8 ),
Da hierin (M, o®; @), ©® zwei willkiirliche £, o-Paare bedeuten, muB
(63) EA) + E(b) S E(D)
sein. Aus (62), (63) ergibt sich die Richtigkeit des Hilfssatzes.

Dieser zeigt, daB es eine Funktion ¢(1) gibt von der Art, daB fiir

jedes Intervall A
Ao =E(BD)

gilt. Wegen E(A) =0 ist ¢(4) eine monoton wachsende Funktion. Fir
jedes Intervall A und jedes &, o-Paar besteht die Relation

(64) : (BB Bo Ag.

Es ist des weiteren von Wichtigkeit zu bemerken, daB g¢(A) stetig
ist. Bedeutet 4, < 4; < 1, < - - eine wachsende Folge von Zahlen, welche
gegen A konvergieren, und setzen wir

A= (;’h—l’ 3'»), A% = (3'0’ 3»): A= (3'0 }'))
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80 ist fiir ein beliebiges &, o-Paar

. . n o0
R < nrg=D'n0< D A0 < Ao
? h=1 h=1

und wegen der Stetigkeit von £,  also auch
AD' N
(-A% éZ’ B0 < Do
hA=1

Die prizise obere nur von A abhingige Grenze des links stehenden
Quotienten ist aber E(A) = Apg; also muB

Bo< DA< he, d b o(3)=lim o(k,)

h=1

sein. Da das gleiche fiir jede abnehmende, gegen A konvergierende
Zahlenfolge 1, auf dieselbe Art bewiesen werden kann, ist (1) in der
Tat stetig, und (64) zeigt*), daB £(1) eine Funktion von beschrinkter
Schwankung ist, daB fiir

) = flagw)|
die Ungleichung

(65) (A< Ao dp
statthat, schlieBlich, daf “Z_f” stetig integrierbar und
(66) f 9 < po

, ()

1st.

15. Ich setze
2
P(s; ) = [ p(s; u) do(u).
)

A sei ein festes Intervall, a, & positive Zahlen, und es gelte

- lo(s; )< H,,
solange 0 < s < a ist und 1 im Intervall A liegt. Man kann dann eine
Einteilung von A in Teilintervalle A, = (4,_,, A) [h=1,2 ... m] derart
angeben, daB fiir 1, , <1<1,, 0<s<a

Lo (s; L) — o(s; h<e [f=1,2--ym]

ist, und ferner zu jedem der Intervalle A, ein &, o-Paar £,(1), w,(%)
finden, fiir welches

*) Hellinger, Dissertation, pag. 26 und pag. 30.
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A= (1—eb,0,- 0,0
gilt. Dann ist fir 0 <s<a
fw(s ) de(u) —290(8 lh)A,, < &- Ao,
h=1
Z‘p(s lh h ——th(s X’ ) (Ahgh) < H & - Ag’
(67) h=1
(A 3, S A —_~
Sty Qi > fw, it se 3|k o
(Alzgh) —
2 e Z'A o=¢-Ag.
Dabei ist

() = f at, ()]

gesetzt und von der Ungleichung (60) fiir § = §, Gebrauch gemacht.

Nach (58), (59) ist

oo

of{ A"g"/‘l’(w)ds,.(u)} ds_Z(Ahs,,) o

(Ahgh) <2A Q — A@

Ay o

Wir verkleinern die linke Se1te dieser Ungleichung, wenn wir die obere
Grenze co des Integrals durch a ersetzen. Die Abschitzungen (67) ergeben

folglich

ﬁAP)?dsgAg +2¢(2 +Ha)1/5(Ag)%+ [:(2+ £, Ag]’.a.

Da ¢ eine beliebige positive Zahl ist, muB
J(6Pyds < Ao,
[}
nithin
Jf(aPyas=ac< A0
0

sein. Da hiernach ¢, ¢ ein £, o-Paar ist, wird

(AA_«?,? < Ao, di ApZLAg,
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folglich Ag = A¢ ausfallen. Die Funktionen 0(4), o(2) bilden also ein
§, o-Paar, und P(s; 1) ist eine oulissige Losung von (55).
Daraus kann allgemeiner geschlossen werden, daf

Z(s; 2) =ﬁo(8; u) d5(u)

2 . . .
eine zuléssige Losung ist, falls %%)— stetig integrierbar ist. Man findet

namlich

o Sl e-F Y ses s

h=1 (a)

Andererseits wird fiir 0 <s<Za

AP ) AE  LdP(s; D 2 @g* _ SIS )
[2 : Ay : de J H“Ag[t[de P Aw}

(8)

Ersetzen wir in der Ungleichung (68) die obere Grenze co in dem links
auftretenden-Integral zuniichst durch o und gehen dann zu dichteren und
dichteren Teilungen des Intervalls A iber, so folgt demmach, da bei
diesem ProzeB
f @d® __ (_A_;,_ei)_2
® 7 Ane
gegen O konvergiert und
2
=l 1) — [(APG; ) AE(W)
=4 de(w)

ﬁAE)’ds <[4y
b y ¢
Ao = f(A")?ds <[4

. (8)

Wegen (66) muB in dieser Bezichung notwendig das Gleichheitszeichen
gelten, und damit ist dann schlieBlich der Satz 6 in allen seinen Teilen
bewiesen.

16. Die Basisfunktion ¢(1), welche in der Umgebung eines Wertes 1
dann und nur dann konstant ist, falls dieser Wert nicht zum Strecken-
spektrum gehért, oder besser das System der Differentiale von o(1) be-
sitzt fiir das Punktspektrum sein Analogon in derjenigen Funktion r(%),
welche fiir alle von den abzhlbarvielen Stellen 1, des Punktspektrums .
verschiedenen i den Wert 0, und ' fir 2, den Wert

ist,

mithin auch
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P = o b

f(<v<8; 1p)tds
0
bat. Wir kommen iiberein,
R(s; 1) = o(s; 1)r(2)
als die Eigenfunltionen [ohne den Zusatz ,normiert”],
dP(s; 4) = @(s; A)do (4)
als die Eigendifferentiale der Gleichung L(u) =0 zu bezeichnen.

Indem wir, wie in Satz 6, ¢(0) = 0 annehmen, setzen wir voriiber-
gehend

ot(v) =0 fir v<1, | o=(») =0 fir v<1,
—o(Vo=1) fir »2>1 | ——o(=Y7 =) fir »2>1

und analog
P+(s;v) =0 fir v<1,| P~ (s;2)=0 fir v<1,
=P(s;Vv—1) fir v>1 =—P(s;—Vv—1) fir v > 1.

Dann erfillen P+, P—, fiir A gesetzt, in jedem Intervall A, der Variablen v
die Gleichung

(69) AA(s;v) —fv d, fG‘(s £)A(t; v) dt.
Auferdem ist )

J8,Pras = bt [(8,P)ds = b7,
0 0

und wenn A, A? irgend zwei Intervalle sind, die sich auch teilweise oder
ganz iiberdecken diirfen,

JBip+. AtP-ds = 0.
0

Bilden wir mittels irgend zweier stetiger Funktionen ¢*(v), ¢ (v),
(det)? (de)?

(10) AG;v) =f ‘i’r"*g;pdc* 4 fd»P 659 de

so ist dieselbe stetig in s und v, geniigt der (leichung (69), und es gllt
fiir jedes Intervall A, nach dem in 15. Bewiesenen

@)t | [de)
f(AA)’ds fd9+ +z[)7ﬂ"—'

fiir welche stetig integrierbar sind, die Funktion
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Wie aus Satz 6 und dem Zusammenhang, in dem der Kern Gy(s,?) mit
dem Differentialausdruck L(u) steht, hervorgeht, 1aBt sich aber auch jede

stetige Funktion A(s; v), fiir welche (69) erfiillt und fA’ds eine stetige

0
Funktion von » ist, in der Form (70) mittels zweier stetiger Funktionen
(@dc)?  (de)
d 9+ H d@‘
stetig integrierbar sind. Die nach v genommenen Differentiale von P+
und P~ bilden demnach, wenn wir uns so ausdriicken wollen, ein wvolles
System zueinander orthogonaler FEigendifferentiale des Kerns Gyl(s, t). Die
Theorie der singuliren Integralgleichungen liefert deshalb, wenn wir den
vom Punktspektrum herriihrenden Anteil wie in Kapitel II bestimmen, die
fiir jede reelle, stetige, quadratisch integrierbare Funktion g(s) giiltige,
absolut und gleichmiBig konvergente Entwicklung

¢t (v), ¢~ (v) darstellen, welche die Eigenschaft besitzen, daf

o 9 (s:4p) [ 9(8) @ (& 2p) At
[ o= 35—
0

® 1+ [(9t; i)t dt
[}

+ o0 © +o i

d,P*(s;9) d, [g(t) P*(t;0) d¢ d,P=(s;») d, [ 9(8) P~ (t; ) dt
0 + 0 )
+ / o) / v ae o)

[
—_— —c0

Die Summe der beiden letzten Integrale liBt sich zu

+ 0o o

P A
f;”f_ " dzfg(t) P(t; 4) dt
—c0 0

zusammenfassen. Wenden wir auf die erhaltene Entwicklung den Dif-
ferentiationsprozeB L an und verfahren analog wie in 9., so resultiert
schlieBlich der [ih meiner Note (Gdttinger Nachrichten 1909) nur fir den
Fall, daB ¢(s) eine endliche untere Grenze besitzt, bewiesene]

' Satz T: Im Grenspunkifalle ist jede (veelle) stetige, der Randbedingung
(10) gentigende, im Intervall O --- oo quadratisch integrierbare Funktion f(s),
fiir welche omch L(f) stetig und quadratisch integrierbar ist, in absolui und
gleichmafig konvergenter Weise in der Form

f5) =2 9(6 ) C) + [ 9(s; ) ar (2)

- darstellbar; dabei berechmet sich das Koeffizientensystem C, dT aus den
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Eigenfunktionen R(s; 1), bezw. Eigendifferentialen d P(s; 1) der Gleichung
L{u) = 0 miattels der Formeln

C(1) = [f(s) B(s; 2)ds,  AF(1) = f;(s)ap(s; 2)ds.

Dieses Theorem, welches zeigt, daB sich die ,willkiirliche Funktion
f(s) als lineare Kombination der den Werten 1 des Punkt- und Strecken-
spektrums korrespondierenden Ldsungen ¢(s; i) darstellen 1iBt, darf als
das Hauptziel der vorliegenden Arbeit betrachtet werden.

Kapitel IV.
Uber das Spektrum der Differentialgleichung L (u)= 0.

17. Die aus dem Punktspektrum, den Hiufungspunkten desselben
und dem Streckenspektrum bestehende abgeschlossene Punktmenge auf
der reellen 1-Achse bezeichnen wir, der Hilbertschen Terminologie ent-
Sprechend, als Spektrum der Differentialgleichung L(u) = 0. Handelt es
sich nach wie vor um den Grenzpunktfall, so sind die nicht zum Spektrum
gehorigen reellen Werte von i1 dadurch charakterisiert, daf fiir sie die
inhomogene Gleichung

' L(u) +2u =~ g(s)
stets eine der Randbedingung (10) geniigende, im Intervall O -.. oo
quadratisch integrierbare Losung besitzt, falls wir nur voraussetzen, daB
9(s) stetig und guadratisch integrierbar ist. AuBerdem hat fiir derartige
A-Werte auch die homogene Gleichung L(u) 4+ Au =0 eine (und bis auf
eine multiplikative Konstante natiirlich auch nur eine) quadratisch inte-
grierbare Ldsung.

Da sich die zwei verschiedenen Randbedingungen von der Form (10)
zugehdrigen Greenschen Funktionen des Differentialausdrucks L(u) + du
(im Intervall 0-.-oc0) nur um ein konstantes Vielfaches des fiir den
Grenzpunkt ! zu bildenden Produktes §'(s) f(t) unterscheiden, liefert Satz 5
und ein in der Arbeit ,Uber beschrinkte quadratische Formen, deren
Differenz vollstetig ist“ (Rend. d. Circ. Mat. di Palermo Bd. XXVII,
pag. 378) von mir aufgestelltes Theorem das folgende Resultat:

Satz 8: Wihrend die zwei verschiedenen Randbedingungen fiir s =0
zugehirigen Pumktspektra der Differentialgleichung L(u) = O keinen emnzigen
Punkt miteinander gemein haben, ist die aus .den Hiufungspunkten des®
Punkispektrums und dem Streckenspektrum gebildete Vereinigungsmenge im
Gegenteil von der spesiellen Wahl der Randbedingung (10) ganz unabhingig.*)

#) Dieser Satz gilt auch fir den Grenzkreisfall, in dem Hiufungspunkte der
Eigenwerte und Punkte des Streckenspektrums gar nicht vorhanden sind.
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Die auf den ersten Blick plausible Vermutung, daB auch das Strecken-
spektrum, fiir sich genommen, durch Abtinderung der Randbedingung (10)
nicht alteriert wird, vermag ich nicht zu bestétigen. In der soeben zitierten
Arbeit habe ich gezeigt, daB das Streckenspektrum einer quadratischen
Form von unendlichvielen Variablen gegeniiber der Addition vollstetiger
Formen keineswegs invariant ist (L. c., pag. 392).

18. Satz 9:%) Ist lim g(s) = + oo, so besteht das Spektrum wvon

L(u) =0 ausschlieflich aus isolierten (d. h. sich nirgends im Endlichen
verdichtenden) Eigenwerten, und zu jeder ganzen Zahl m > 0 gibt es einen
einzigen Eigenwert 1., dessen zugehirige Eigenfunktion fir 0 <s < oo
genau m Nullstellen besitzt. Dabei ist Ay < Ay <Ay <---, und es gibt
keinen Eigenwert, der micht unter den 1, enthalten ware.

Ist lim inf g(s) = ¢ endlich, so gehoren dem Gebiet A < c keine Punkte

des Strecken- und gendu soviele Pumkte des Pumktspektrums am, als die der
Randbedingung (10) geniigende Losung von

L(u) +cu=0
Nullstellen besiizt. Heifit diese Anzahl (die natiirlich auch oo sein kann)
n, so gibt es zu jeder gamezen Zahl m, welche >0 und < n—1 ist, einen

und nur einen Eigenwert 1, <<c, dessen zugehirige Eigenfunktion fir
0 <s< oo genau m Nullstellen besitzt. Es gilt wiederum

'10<11<'12<"'<C,

und jeder Eigenwert A < c ist mit einem der n Werte A, identisch.
Um diesen Satz zu beweisen, orientieren wir uns zunachst iber d1e
Losungen einer Dlﬂ?erentlalglelchuncr

140 = 45 (v6) G5) — *(©)u=0
in welcher ¢¥*(s) fiir s > 0 oberhalb einer festen positiven Grenze g liegt.
Fiir jede Losung u(s) einer solchen Gleichung, die eine Nullstelle s,>0
hat (und nicht identisch verschwindet), besitzt p(s) g;—‘ im ganzen Intervall

0<s<oo ein konstantes Vorzeichen, und es kann also u(s) sicher
nicht noch eine weitere Nullstelle besitzen. Ebenso hat, wenn u(s) irgend

~eine Losung jenmer Gleichung ist, p(s) — fir s>0 hochstens eine
* einzige Nullstelle. — Hat eine Lésung ﬁ(s) die Eigenschaft, daB g(s),

*} Oszillationsbetrachtungen fiir Differentialgleichungen mit Singularititen findet
man namentlich bei Bocher (Bulletin of the Am. Math, Soc., Okt. 1898, pag. 22 und
Transactions of the Am. Math. Soc., Jan. 1900, pag. 40; vergl. auch Encyklopidie
ITA7 av). &
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p(s) %g beide fiir s > 0 ein konstantes und zwar entgegengesetztes Vor-

zeichen haben, etwa B(s)>0, p(S)%< 0, — ob es solche Losungen
gibt, kommt hier nicht in Betracht —, so ist fiir alle s ’

(9 20), .o+ O B at = () F <o,

also

0y [ B0 at<— (o) 5,

Da f(s) positiv ist, konvergiert mithin f B(t)dt und (wegen der Mono-
o 0
tonitit von B(s)) a fortiori f (B®)* dt. Daraus folgt u. a., daB es bis
0

auf einen konstanten Faktor nur eine einzige Losung von der Art 3(s) gibt.
Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, kehren wir zu unserer
urspriinglichen Gleichung L(u) + lu = O zuriick. Ist 12 <¢, so gibt es
eine Zahl ¢, derart, da fir s >a,
9(s) =120
wird. Alsdann hat @(s;4) im Gebiet s> a, hochstens eine Nullstelle,
und folglich ist die Anzahl der Nullstellen von ¢(s; 1) im Bereich 0<s< oo
gewiB endlich; wir bezeichnen sie mit n(). Man iiberzeugt sich leicht,
daB in unserem Falle, in welchem g(s) fiir alle s oberhalb einer festen
* (positiven oder negativen) Girenze bleibt,
lim n(4) =0
A=—-x
wird.
Sind o, < a3 < - -+ @, die Nullstellen von ¢(s;4) (0 <s < o0),
der GroBe nach geordnet, so hat, wemn > A ist, ¢(s;u) mindestens
eine Nullstelle in jedem der folgenden Intervalle

O<s<ay, a<s< Oy, ya,u_1<S$<Oq,
und es ist also
' n(w) =n(d) fir p=1
Es sei 1 eine feste Zahl < ¢. Wir betrachten eine unendliche Folgh
von Zshlen 1, 4y, - -+, welche wachsend gegen A konvergieren. Es wird dann

n(iy) Ln(d) L+ - < n(d)
gein und also d
lim #(4,) = n(4—0)
p:w
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einen bestimmten Wert < n (1) besitzen. Man beweist ohne Mithe,

daB stets n(i—0) = n(2)
wird.

Darauf betrachten wir eine Folge von Zahlen 1, 44,---, die simtlich
< ¢ sind und welche abnehmend gegen 1 konvergieren, und setzen

lim #(2,) = n(A +0) = k.
p=0

Da die n(4,) von einem gewissen p ab alle — n(4+ 0) sein werden,
kénnen wir von vornherein annehmen, daB
n) = (i) ==
ist, und konnen demnach allgemein die Nullstellen von @(s; 4,), der

GroBe nach geordnet, mit
agp)’ a,(zﬁ), ST a,](cp)

bezeichnen. Dann ist (fiir jedes m < %)
AP <aP <L - <aP <+ in infl
Ist die Konstante b so gewihlt, daB fiir s > b
q(s) — 4, 20
ausfillt, so bleiben die Nullstellen '
ap, o), -, )
fiir alle p unterhalb der Grenze b, da oberhalb derselben ¢(s;1,) nach

frilheren Betrachtungen nur eine einzige Nullstelle besitzen kann. Infolge-
dessen existiert

lima® =a, <b (fir m="1,2,...,k—1),
p=w ‘
und die so erhaltenen Nullstellen o, a,, - -, a,_, von ¢@(s;4) sind

simtlich voneinander verschieden. Wiirden nimlich etwa a{? und af
gegen dieselbe Grenze a, = a, konvergieren, so miite fiir s=a, =g,

Y
g(s; =0, 2288 g

sein, was offenbar nicht mdglich ist. Da jede Nullstelle von ¢(s;4)
Haufungspunkt von Nullstellen der Funktionen ¢(s;4,) (p=1,2,--")
sein muB, werden mit den Zahlen g, a,---, @,_, die simtlichen Null-
stellen von ¢(s; 1) erschopft sein oder nicht, je nachdem lim a{ un-
endlich oder endlich ist. o

Das Vorzeichen von ?ﬂé‘i;ﬁ';) an der Stelle a{ wird fiir alle p
dasselbe, etwa 0(= 1 1), sein. Ist nun

lim af) = oo,

==
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so muB von einem gewissen p ab a{? die Grenze b iberschreiten und
dann nach friitherem
sgn @(s54,) = —0 fir b<s<aP),
sgn@(;;—l—”—)=+6 fir b<s

sein. Daraus folgt durch Grenziibergang
sgn p(s;4) =—0 fir s> b,
sgn ——— =44 fir s> b.

Mithin ist (s. oben) @(s; 4) quadratisch nach s im Intervall b < s < oo
integrierbar, also @(s; A) eine Eigenfunktion und 1 ein Eigenwert. Wir
fassen diese Betrachtungen zusammen in den Hilfssatz:

Im Gebiet 4 < c ist entweder

n(A) =n(A+0) oder n(d)+1=n(i+ 0).
Der zweite Fall kann nwr dann eintreten, wenn 1 Eigenwert ist.

Wir zeigen umgekehrt:

Ist i ein Eigenwert <c, so gilt n(d) + 1 =n(i +0).

Ich setze fiir den Eigenwert 1 kurz ¢(s; 1) = ¢(s), n(A) =k —1 und
habe dann zu zeigen, daB, wenn 2’ irgend eine Zahl >4 und <c ist,
@(s; 2') mindestens k¥ Nullstellen im Gebiet 0 <s < 0o besitzt.

a,_, sei die groBte Nullstelle von ¢(s). Ich will zunéichst beweisen,
daB jede Losung von L(u) + Au =0, die sich von @(s) nicht blo§ durch
einen konstanten Faktor unterscheidet, mindestens eine Nullstelle > a,_,
besitzt. Fiir eine solche Lésung u(s) besteht die Identitdt

M) p6) () % — 96) ) = plor_) W) (5., -

Hitte nun u(s) fiir s > a,_, ein konstantes Vorzeichen d, und bezeichnet
ferner o, das konstante Vorzeichen von ¢(s) fiir s> @, ,, so wire nach
fritherem fiir hinreichend groBes s

do adu
sgno-l—s~=-—-61, sgna;=6

Da auBerdem sgn (%’)ak_l= + 0, ist, so wiirde die linke Seite von

(T1) das Vorzeichen — 8J,, die rechte das Vorzeichen - dd, erhalten, .
was nicht moglich ist.

Denken wir uns nun in der Randbedingung (10) den nur bis aaf
ganzzahlige Vielfache von = bestimmten Winkel A so gewshlt, daB
0<h<m ist, und verstehen unter j irgend einen Wert >0 und <h,
bezeichnen ferner mit u,(s), v;(s) die durch
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. d .
[w(8)],.o = —sinj, [p(s) gﬂ:o = 08 j
bestimmten Losungen von

L(u) 4+ Au =0, bezw. L(u)+ Au=0,

80 hat uj(s) gewiB je eine Nullstelle zwischen denen von @(s), ferner
eine, welche > a, , ist, und schlieBlich, wie leicht zu sehen, auch eine
solche, die zwischen O und der kleinsten Nullstelle von ¢(s) liegt. Die
Anzahl der Nullstellen von w;(s), also a fortiori von v,;(s) ist demnach
= k. Numerieren wir die letzteren nach ihrer GroBe, so wird allgemein
die m* Nullstelle von v,(s) mit wachsend gegen h konvergierendem j
gleichfalls wachsend gegen die m* Nullstelle von v,(s) = ¢(s;4") kon-
vergieren, und ¢(s; A) konnte nur dann weniger als & Nullstellen besitzen,
wenn bei diesem ProzeB die £* Nullstelle von v,(s) gegen + oo kon-

vergierte. Dies hitte aber wie oben zur Folge, daB v,(s); %?is’f fir s>b
konstantes und zwar entgegengesetztes Vorzeichen besiBen, so daB also
A" ein Eigenwert wire. Wenn aber die Anzahl der Nullstellen von
@(s; 1) nur =k — 1 ist, so haben auch simtliche Funktionen ¢(s;u),
weleche Werten u > 1 und < 1" korrespondieren, genau & — 1 Nullstellen,
und alle diese Werte y miifiten aus demselben Grunde wie A" Eigenwerte
gein. Da dies nicht zutreffen kann, ist in der Tat, wenn 2 <c¢ ein
Eigenwert ist, n(u) >n(1)+ 1, sobald w > 1 genommen wird.

Aus dem Bewiesenen folgen alle Tatsachen des Satzes 9, soweit sie
das Punktspektrum im Falle eines endlichen ¢ betreffen. Ist ¢ = + oo,
s0 haben wir nur noch die Bemerkung, daf

lim #(4) = oo
A=+

ist, hinzuzufiigen, welche ohne weiteres daraus einleuchtet, daB sogar die
Anzahl der Nullstellen, welche ¢(s; 1) in irgend einem festen endlichen
Intervall 0 < s < @ darbietet, gegen co konvergiert, falls 1 positiv tber
alle Grenzen wichst.

Die Aussage iber das Streckenspektrum beweisen wir so: Ist
A = (2y4,) irgend ein abgeschlossenes, ganz im Gebiet 2 <c¢ gelegenes
Intervall, welches keinen Eigenwert enthélt, so zeigen unsere Betrach- ‘
‘tungen dber die Differentialgleichung L#(u) = O sogleich, daB es zwei
« positive Konstante @, 4 gibt, so dab :

lp(s; D] >4 fir s=a, (<A< h
ist. Hat ¢(1) die Bedeutung wie in Satz 6, so ist demnach

s lf?’(sﬂv)dg!gAAg fir s>a,
(a)
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und da die linke Seite dieser Ungleichung quadratisch nach s im Intervall
0<s<oo integrierbar sein muB, ist notwendig Ag=0, d. h. das Intervall
A von Punkten des Streckenspektrums frei. Infolgedessen liegt iiberhaupt
kein einziger Punkt des Streckenspektrums im Gebiet 1 <e.

Haben wir es z. B. mit einer Diﬁ‘erentialgleichung

Lw) =z —q()u

zu tun, fiir welche hm g(s) = ¢ existiert, so hingt die Entscheidung

dariiber, ob dieselbe unendlich- oder endlichviele Eigenwerte < ¢ besitzt,
davon ab, ob die Integrale der Gleichung

d*u

7 Tle—a@)u=0

oszillatorisch sind, d. h. unendlichviele Nullstellen besitzen, oder nicht.
Nach einem bekannten Kriterium®*) tritt der erste Fall sicher dann
ein, wemnn

lim inf s*(c—q()) >

§=0a0

1
4
ist, der zweite sicher dann, wenn

1in’1=iup sHe—q®) < %
ausfallt. Wortlich dasselbe Kriterium hat fiir die Differentialgleichung
1 d
a5 (p(s) ng) +(c—g@®)u=0

statt, wenn nicht wie soeben p(s) identisch = 1, sondern nur hm p(s) =1
vorausgesetzt wird. *¥)

19. Es gilt allgemein der

Satz 10: Der Wert A= oo gehirt fiir jeden beschrinkten symmetrischen
Kern dem Spektrum an.

Wiire in der Tat

K@) [0 <o i

* Kneser, Math. Ann. Bd. 42, pag. 415f.

**) Man kdnnte daran denken, durch die bekannte Liouvillesche (oder eine
Bhnliche) Transformation unsere Differentialgleichung auf eine solche Form zu bringen, .
daB p(s)=1 wird. Aber abgesehen davon, daB dieses Verfahren die zweim&lig%“
Differenzierbarkeit von p(s) voraussetzt, wiirden dabei die in diesem Absatz 18 und
in 20. besprochenen einfachen GesetzmiBigkeiten vollig verwischt werden, Deshalb
erscheint mir die in 20. angegebene Methode, welche derartige Transformationen wie
die Liouvillesche zu umgehen gestattet und die auch zum Beweis der im Text. auf-
gestellten Behauptung heranzuzieben ist, nicht ohne Bedeutung.

Mathematische Annalen. LXVIIL 17
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ein beschriinkter symmetrischer Kern, fiir den diese Aussage nicht zutrife,
so miiBte die mittels des iterierten Kerng

KK(s,?) =:f K(s, r) K(1,r) dr

gebildete quadratische Integralform

ijK(S, £) v(s) v (¢) ds dt

fiir alle stiickweise stetigen Funktionen » (s), deren quadratisches Integral

[

f v®ds =1 ist, oberhalb einer festen positiven Grenze liegen. DaB dies

)
aber nicht der Fall ist, erkennt man, wenn man mit Hilfe einer hin-
reichend kleinen positiven Konstanten & die Funktion

v(s)=—V1§— fir 0<s<0, w(s)=0 fir s>0

bildet und in jene Integralform einsetzt,

Fiir eine beliebige Differentialgleichung L(u) =0 (vom Grenzkreis-
oder Grenzpunkttypus) besagt dieser Satz, da oo kein Eigenwert des
Kerns Gy'(s,?) ist, daB das Spektrum der Differentialgleichung Werte 1
von beliebig groBem absoluten Betrag enthilt, oder, wie man sich aus-
driicken kann, daf das Spektrum von L(w) = 0 ins Unendliche reicht.

20. Indem wir uns jetzt der Behandlung einer speziellen Klasse von
Differentialgleichungen zuwenden, beweigsen wir den

Satz 11%*): Konvergiert p(s) mit unbegrenst wachsendem s gegen eine
positive Grenze, die wir =1 nehmen wollen, q(s) gegen eine Grenze, die
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit = O angenommen werden darf, und
zwar so stwk, daf die Integrale

(12) Sls®—1iat, [ la()|as
- 0 1]
existieren, so haben die Lisungen u® (s; 1), w®(s;a) fir >0 die Form
053 2) = m (2) 08 (5V/2) + s (1) sin (V) + By G5 2,
w83 1) = my; (1) cos (s/2) + tmyg (2) sin (V) + By(s1:4);
die vier Funktionen m(1) sind stetig in A und ‘

OF D) oy ra. 1\ OBa(s1 1)
Ey(s; 1), 2380, By (s; 2), 2B

*) Einen Teil dieses Satzes hat im Falle p(s) =1 bereits Herr Kneser (Crelles
Journal Bd. 117, pag. 84) bewiesen. RS
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Lonvergieren mit unbegrenst wachsendem s gleichmdfig gegen O, wenn wir
die Variable 4 auf ein endliches Intervall A, < A < 4, beschrinken, dessen
unterer Endpunkt Ly positiv ist.

Konvergieren wicht blof3 die Integrale (12), sondern sogar die folgenden

(13) f tlp@ ~ 11at, [ t|q(v)]at

und st
lim s(pe)—1)=0, lim s¢(s) =0,

so sind die vier Funktionen m(A) stetig differenzierbar, und

GOEGiY), 0Ei(sih)  9°Eyi(s;h)

sE(s; 1), s a1 2504

(i=1,2)

konvergieren mit wachsendem s gleichmdfig fir Ay < A < 4, gegen O.
Wir erledigen den Beweis in zwei Stufen, indem wir némlich die
vorgelegte Differentialgleichung L(u) + iu =0 auf

d a
(14) 2 (peO®) +a0=0
und diese auf
(75) P L aw=0
zuriickfithren. Es sei v = v(s; 1) diejenige Losung von (74), fiir welche
V,_o = — Sin A, <p(s) g%)mO = cosh

ist; h sel ein beliebiger, von A unabhingiger Wert, so daB wv(s;4) in
bezug auf die Variable 4 regulir-analytisch ist. Das gleiche gilt dann von

ov(s; A ~
p(s) 50 % (s 2);

diese Funktion geniigt der Differentialgleichung
(16) ORI

e ds* * p(s) ’
welche fiir den Vergleich mit der Differentialgleichung (75) geeigneter
ist als (74). Aus (75), (76) folgt ndmlich

[?gl:—,w%];= lf'ﬁ'w(—;;—-l) dt.

Sotzen wir hierin zunichst « = cos(sY/1), damn w =sin(s)/Z), so

ergibt sich
17*



260 . H. Wxrr,

—7 -sin (s/3) — ;/17%:. -c0s(sV4) =4, + V1 f 7 (%—1) cos(¢/4)dt,

(") . .
7 - cos(sV/4) — ;/l—zgg -sin (V1) =B, + Vi f7f (—117—1) sin (¢)/2)dt,
o= [~ sin (VD) = - G2 - cos(sVD)]
Bo=[ vooos(VD) = 2o 30 - sin(sVA)]

ist. Durch Elimination erbalten wir

(18) T =1[B, cos(sV1) — 4, sin(s}/2)]
‘ ) +Vif’17(%-1)sin{(t—s)ﬂ}dt

Wir beschrinken jetzt 2 auf ein ganz dem Gebiet 1 > O angehoriges
endliches Intervall 1, <1< 4. Wir konnen dann, da

1
17— 1]a
0
konvergiert, eine Zahl ¢ so bestimmen, daf
ol R L
W‘.aflp 1!dt< 3

ist. Haben wir die Konstante H so gewihlt, daB

senl
P |5 et ST

fir 0<s<a, 4, L4 A, ausfillt, so ist
| B, cos (sVI) — 4, sin (sV2) | £ 2 (fir 520, 4, <A< Ay),

und ferner, wie jetzt gezeigt werden soll,
(79) [T(s;0) | < H fir 0<s<< o0, <AL Ay
In der Tat, wire H* ein Wert > H, den |7| in dem besagten Gebiet,

etwa fiir s = s, A = 1/, annihme und wire s’ [unter Festhaltung von 1]
sogleich als der klemste Wert des Arguments s gewihlt, fur den

[7(s; )| = H*
wird, so liefert (78), da s’ gewif > a ist,
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f’(—%——l)sin{(t—-s’)'l/f’}dti

y: = +H Vi,

+H*f/

mithin_ entgegen unserer Annahme
H*< H.

Nachdem so die Ungleichung (79) bewiesen ist*), folgt die gleich-
miBige Konvergenz der Integrale

'—2

i, (1) = — sin h + f Tt 1) (5 —1) cos (VD) ds,

iy (1) = ‘?Ssi‘ 4 f Tt ) (55 —1) sin (V) at.

Durch eine leichte Rec]mung schlieBen wir aus (77), indem wir a =0

nehmen und statt ¥ wieder die Funktion v = — —’1? g—g einfithren,

(80)  w(s; 2) = M,(1) cos (sV/E) + Wy () sin (sV/3) + H(s; ),

wobei

B(s; 1) = — foos {(s =)V} T(t; 1) (55— 1) dt

*) Ein anderer Beweis von (79) laBt sich auf Grund des folgenden Majoranien-
satzes filhren: Bind x(s), y(s) die Losungen zweier Integralgleichungen von der Form

=20~ e a0 dt, 96 =y — [ L,y dt
und ist ¢ 0
g ’ K ’ sL N
so gilt auch [fl=96 | E(s, ©) [ = L(s, 9)
|2(8)] = y().

Whihlen wir in (78) von vornherein a =0, so ist

1/1——;‘-‘1‘=V(s>_1/’f 1y ‘V(t)dt

eine zu (78) ,majorante* Integralgleichung, und wir bekommen daber

(s D <VIFA .0, pg
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gesetzt ist. 7, m, sind also stetige Funktionen von 1, und es gelten,
wie man sieht, gleichmabig fiir 4, < 1 < 4, die Limesgleichungen

. = . a’E" 83 A

lim B(s; 1) =0, limZEEN _ g

=00 §=00

Wihlen wir in den die Losung v bestimmenden Randbedingungen den

‘Winkel % einmal = — 12‘- und ein andermal = O, so erhalten wir fiir v

zwel unabhingige L(zisungen o®(s; 1), v@(s; 1) der Gleichung (74), welche
gich in der Form

v®(s; 4) = my (4) cos <3W) + #;5(4) sin (3 VI) + E(SS 1),
o®(s; 4) = Wiy (1) cos (sV7) + Migy(4) sin (sVZ) + Ey(s; 2)

darstellen, wo die 7 stetig sind und die £ samt ihren ersten Differential-
quotienten nach s mit wachsendem s gleichmiBig gegen O konvergieren.
Sind die schirferen Voraussetzungen

(81)

lim s(ps) —1) =0,  ftlp(t) —1|dt  endlich
$=00 o

erfiillt, so fallen die Funktionen #,(2), ,(4) in (80) stetig differenzierbar

aus. Wir zeigen dies folgendermaBen: Aus (74) folgt fiir die Funktion

du(s; 4)
o3

die Differentialgleichung
( (s) dv‘) + v, = —.

v, =

Setzen wir also
Fs, 15 2) = [0(s; ) w8 (; 2) — 0 (s 1) 00(t; 1)},
so gilt, da
d
®es =0, (26)FH) _ =0

ist,
w53 3) = [ F(s, 8 1) o(t; 4) .
0
Durch Differentiation nach s gewinnen wir daraus, wenn wir noch

= F(s, t; A
Fis, t; 1) = p(s) 220D
einfithren, die Gleichung

il fF(s,t Bo(t; 1) dt.
Demnach ergeben die Formeln (80), (81) eine Konstante H,, so daB
046 BER| < Hs fir 520, h<iZh
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ist. Existiert also das Integral f t|p(t) —1|dt, so wird
§

6/’(1“0%&).*1).;% {7 (¢t 4) cos (tV/3)] d¢

absolut und gleichmiBig konvergieren, und infolgedessen zeigt der Aus-
druck, den wir fiir #,(1) gewonnen haben, daB diese Funktion ebenso
wie 4(A) stetig differenzierbar ist. Auch erkennen wir, daB bei den
gegenwirtigen engeren Voraussetzungen die Funktionen

= 0F E o°F

B, 8555 510 aeon
mit wachsendem s gleichmifig in 1 gegen O konvergieren.

Damit sind nun die Aussagen unseres Satzes zuniichst nicht fiir die

. Funktionen «((s; 1), u®(s; 1), sondern fiir die Losungen v®(s; 1), o®(s; 1)
der Gleichung (74) bewiesen. Vergleichen wir aber in derselben Weise,
wie es soeben mit

a*w
ds,+ (s) =0 wd Z5+Aiw=0
geschehen ist, jetzt die Gleichungen
a d
(0@ ) + G —g@)u=0 X

und

%(P()@)+lv=0

miteinander, so gewinnen wir, falls das Integral f [q(t)|dt existiert, die

Formeln
u®(s; 1) = m (1) v(s;5 ) + mF(A) v(s; 1) + EF(s; 1),
u®(s5 ) = mF (1) v (s; 1) + m¥(2) v®(s; 2) + EF(s; 4).
Hierin sind die m* stetige Funktionen von 1 allein, und die vier GréSen
By 25, Ex 20
konvergieren mit unbegrenzt wachsendem s gleichméaBig fir 1, <1 < 2,

gegen 0. Ist sogar f ¢|q(t)| dt endlich, so sind die m* stetig differenzier-
§

bar, und es konvergieren
dEp QBN PE» .

SE;*, s T;—, -5%-, 5597 (’& =1, 2)
mitl—:— gleichmaBig fir 2, <1< 1, gegen 0. Driicken wir in den so
gewonnenen Formeln o), v® mittels der Relationen (81) aus, so erhalten
wir diejenigen Gleichungen, deren Giiltigkeit unser Satz behauptete.
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‘Aus lim (u®, u®) = 1 ergibt sich, daB stets
s=bo

myy (2), myy(4)
myy (1), mys(2)

1/ )
sein mu§.
21. Die soeben angestellten Betmchtungen ermdglichen uns, in dem

‘Falle, daB
lim s(p(s) —1) =0, limsg(s)=0

ist und die Integrale

ﬁlp(t) —1|dt sowie ﬁ|q(t)|dt

endlich sind, die Bestimmung des Streckenspektrums und der durch Satz.6
charakterisierten Funktion o (1) vollstindig durchzufithren. Unter den am-
gegebenen Voraussetzungen besteht ndamlich das Spektrum der Differential-
gleichung aus endlichvielen Eigenwerten < O und einem sich von O bis + oo
liickenlos hinzichenden Streckenspektrum. Hat @(s; ) [s. Formel (9)] fiir
4> 0 die Form

(82)  @(s;4) = my () cos (sV/2) + my(2) sin (s V') + E(s; 3),
. [lim E(s; 1) = 0]
so st T
o(k)=0 fir 250,

di )
=af"Vi ERnEE B

. Um zu zeigen, daf jeder Punkt 4 > O zum Streckenspektrum gehort,
beweise ich, daB, wenn A irgend ein ganz im Gebiet 1> 0 gelegenes

 Intervall bedeutet, das quadratische Integral f (AZ(s; H)*ds von
E. ’ 0

AZ(s;2) =£¢(ss waVp

exiétiqr@ypd eine stetige Funktion der Endpunkte von A ist. ,In der Tat gilt

f(AZ)*ds = [ [ V.0, w)aViava,

(8) (A)
wenn

[26) (9630 2288 — g @%’Q)]
=

=G

V(3w =f¢(8;—1)¢(8; p)ds =
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gesetzt wird. Fihren wir hierin den Ausdruck (82) ein wund be-

denken, daB m, (1), my(A) stetig differenzierbar sind und daf sE, s%? ,
E 9*E
917 Csoi
gegen O konvergieren, so erhalten wir

gleichmiBig fiir alle in A gelegenen i mit wachsendem s

_ sin {(Yi—Vi)a} m @)+ m®)
Va(l) lu') VI — Vl-;' 2 + Ra(}’
Dabei ist R, (4, ) eine Summe von Termen, die teils gleichmaBig fiir

alle in A gelegenen A, u mit wachsendem a gegen O konvergieren, teils
von der Form

» )-

0w 22 (0Vi=Vi)a)

sind, wo die C(1, u) gewisse (auch fir i = yu) stetige Funktionen des
Variablenpaares 1, u bedeuten. Daraus ergibt sich, dal

zf; R, (4, w)dVe

mit wachsendem a gleichmiBig fiir alle in A gelegenen 1 gegen O kon-
vergiert, und ferner, da

ist, daB

) Jim [{[7.00aVE}aVi=F [imi) + i@V

(a) (a)

wird, Damit ist der Nachweis der Existenz und Stetigkeit von ﬂAZ)’ as
erbracht. b
Ebenso wie (83) folgt aber, da ¢(1) stetig und monoton ist,

— fAz.APds=lim { [V w)dVu}do(r)
(84) § ==

»

2 [t @ -+ mi 200
(a)

Aus Satz 6 schlieBen wir sofort, daB, wenn die nach s genommenen
quadratischen Integrale von

N 2 ' 2
2, (s %) ——-of o(5 1) dE (1),  Z5(550) =bf P (55 1) Ay ()
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existieren und stetige Funktionen von 1 sind,

fA_l AZ,ds _[dglj§=

()

wird. Nach den eben angestellten Uberlegungen dirfen wir nun gewiB
im Intervall A, welches ganz dem Gebiet 1 > O angehort,

E(A)=V4, also Z,(s; 1) =2Z(s; 4);
Es(2) = (1), also Zy(s;2) =P(s; )

wihlen, und wir bekommen dann
fAZ APds—fdw f2w.
(a) (&)
Ein Vergleich. mit (84) liefert in der Tat
7o ==V [m (1) + m*(4)] (fir 1>0).

Um die dadurch gewonnene Integraldarstellung in eine moglichst
einfache Form zu bringen, fiihre ich

(s;2) = AGL) (2>0)

Valm 0) +m?@)]- V4

und fiir die » Punkte 1,(<0) des Punktspektrums die normierten Eigen-
funktionen

d’;(s) — P(s54;)
l/ '/?(Dq)(s;li))’ds
0

ein. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f(s), welche die Randbedingung
(10) erfilltt und die Eigenschaften besitet, daf L(f) stetig ist und die

Integrale
Sras, [Ty, S1f|ds
0 0 0

samtlich konvergieren, die absolut und gleichmdifig konvergente Darstellung

@)  f(s)= Z %:(s) f &) wi(t) dt + f w<s;'z)f f(&)(t; 1) dtda.

Auf den Beweis der Tatsache, daB die Anzahl # der Eigenwerte 1,
in unserm Falle endlich ist, will wh hier, da derselbe keine Schw:engkelt
bereitet, nicht weiter emgehen — Zu den Integraldarstellungen (85) ge-
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héren namentlich die, welche Herr Hilb in Kap. II seiner in der Ein-
leitung zitierten Arbeit untersucht hat.*)

22. Angtatt nach der soeben entwickelten Methode auch den von
Herrn Hilb durchgefithrten Wirtingerschen Fall zu behandeln — wag
leicht geschehen kann —, ziehe ich es vor, hier zum SchluB noch ein
einfaches Beispiel dafiir zu geben, daB das Spektrum einer Differential-
gleichung die ganze reelle A- Achse iiberdecken kann. Gerade die Moglichkeit
solcher Fille zwingt uns, die Greensche Funktion des Differentialausdrucks
L(w) + Au nicht fiir reelle, sondern fiir komplexe 1-Werte — etwa, wie
in Kap. I. geschah, fiir 2 =7 — aufaustellen.

Das Beispiel, welches 1ch im Auge habe, ist das folgende:

(86) L) =T 4 suls) (52 0)

Als Randbedingung werde w(0) =0 gewdhlt. (2) und (4) ergeben die
Aufldsungen

0

k 8k
®(s) — (= 1fs
u)(s) 2.8.5.6..--3k—1.3%"
k=0
ko8k+1
@(s) — (= Dts
u®)(s) 3.4:6.7-.-+3k-8k417
k=0

die sich mit Hilfe der Besselschen Funktionen o 1 ,J 3 in der Form

8

u®(s) =V§I’(—Z~) u,(s) = ( ) VJ (.: s‘/n):
uh(s) =¥A1 (3) w@ =437 (3) - V37 : (? )

darstellen lassen. Infolgedessen gelten fiir das Verhalten im Unendlichen
die asymptotischen Formeln

uM(s) ~ fr( ) 1—_ cos <§ §% — %),

2 5
g 3 o
u()(s)w)/ﬁ/ ws_cos (fs—s/z—ﬁ)~

*) Die Hilbschen Voraussetzungen kommen darauf hinaus, dad p(s), g(s) analyti-
sche Funktionen einer komplexen Variablen s sind, die fiir alle s, deren Realteil eine
gewisse negative Grenze ibersteigt, regulér sind, absolut unter einer festen Schranke
bleiben und eine rein imaginire Periode, etwa 274, besitzen. Unter diesen Umstéinden
konvergieren p(s), g(s) fir s= 4 o je gegen eine feste Grenze, und zwar ebenso
stark, wie ¢~ gegen 0 konvergiert.- Natiirlich wird die Grenze, gegen welche p(s)
konvergiert, als von 0 verschieden vorausgesetzt. — Neuerdings hat Herr Planchere!l
(Math, Ann. Bd. 67, pag.519f) die Giltigkeit der Hilbschen Integraldarstellungen unter
beschriinkteren Voraussetzungen fiir die zu entwickelnde Funktion f(s) bewiesen.

(v
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Da u® (s + 1), u®(s + 4) zwei voneinander unabhingige Lisungen der
Gleichung

(87) L)+ lus?;:: + (s+4u=0

sind, zeigen jene Formeln, daB (87) fir keinen reellen Wert eine
quadratisch integrierbare Losung zuliBt und folglich der Differential-
ausdruck (86) kein Punktspektrum besitzt , wihrend sein Streckenspektrum
die reelle Achse liickenlos bedeckt. ) .

Die Bestimmung der Basisfunktion o(4) ist nach der gleichen Methode
wie im vorigen Absatz durchzufithren. Im gegenwirtigen Beispiel ist

(88) (33 4) = u®(s 4 1) uB(2) — uD(s + 2) ¥ (2).
Wird wiederum

Ve (4, ) =f(P(S; A) @(s;u)ds

gesetzt, so gewinnen wir aus den asymptotischen Darstellungen der Funk-
tionen %" (s), u®(s) und deren Differentialquotienten leicht die Limes-
gleichung

tim (7.00,0) an = FB{r ()1 (3) i+ - m@ i) = o,

@ e

und zwar gilt dieselbe gleichmiBig fiir alle 4, die einem im tibrigen
willktirlichen, ganz im Innern von A gelegenen Intervall angehiren.
Daraus ist zu schlieBen, daB
a ‘
=0
ist. Schreibt man
) uy () — u, (8+21)u, R)
w(s:d) = %Ug (54 1 1 s
&) = R T =@ an’
go besteht fiir die ,willkiirliche* Funktion f(s) die Integraldarstellung

) = o[ w(s; 0 [ F@® wit; ) at da.

Die Bedingungen, denen f(s) zu geniigen hat, kénnen ohne Miihe genauer
prizisiert werden. AuBerdem liBt sich diese Integraldarstellung ebenso
weitgehend verallgemeinern, wie es durch die von Herrn Hilb und die
in Absatz 21 dieser Arbeit angestellten Untersuchungen mit dem Fourier-
schen Integraltheorem geschehen ist.

SchlufBbemerkung. Statt der Gleichung
(89) o, L(u)+ iu=0
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kann man die allgemeinere Form '
(90) L)+ 1k(s)u=0
zugrunde legen, in der (s) eine fiir s > O stetige, positive Funktion

bedeutet. Will man annehmen, dafl L(—l—_—> existiert und stetig ist, so

VE
kann man (90) auf eine Gleichung von der spezielleren Art (89) trans-
formieren.*) Wie man sich aber durch eine direkte Behandlung von (90)

iiberzeugt, welche gar keine Schwierigkeit darbietet, ist diese Voraus-

setzung der Existenz und Stetigkeit von L(Vll;c—) iiberfliissig, da es, wenn

nur k(s) stetig und > O ist, allgemein gelingt, Entwicklungen einer will-
kiirlichen Funktion f(s) nach den einer festen Randbedingung geniigenden
Losungen von (90) herzuleiten, welche den Sitzen 4 und 7 genau ent-
sprechen. Dabei hat man diein diesen beiden Sitzen auftretende Bedingung
der quadratischen Integrierbarkeit von f und L(f) durch die Forderung zu
ersetzen, daf die Integrale

Q [ kfids, f T @L(prds

0 0
konvergieren sollen.*¥) '

LiBt man auch die Annahme fallen, daf k(s) fiir s >0 ein kon-
stantes Vorzeichen besitzt, so gelangt man zu Fragestellungen, zu deren
Beantwortung die Theorie der polaren Integralgleichungen***) herangezogen
werden muB. Die genaue Formulierung der in diesem Falle giiltigen
Entwicklungssitze nebst einer Erweiterung der hier zur Sprache ge-
kommenen Untersuchungen auf partielle Differentialgleichungen von
elliptischem Typus+) hoffe ich binnen kurzem zur Verdffentlichung bringen
zu konnen.

Bad Sooden a. d. Werra, den 4. Juni 1909,

* Vergl. z. B. Hilbert, Gott. Nachr. 1904, pag. 226.
*) Auch die Resultate der Absitze 20, 21 iibertragen sich auf den allgemeineren
Fall der Gleichung (90), wenn wir, statt %(s) identisch == 1 zu nehmen, nur die

Endlichkeit des Integrals f t{%k(t) — 1| d¢ voraussetzen.
6
**) Derartige Gleichungen sind zuerst von Hilbert (Gdtt. Nachr, 1906, pag. 478ff.)

behandelt worden.
1) Vergl. Hilb, a. a. O, Kap. IV.



