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In der Theorie der Reihenentwicklung der reellen Funktionen spielen
die sog. orthogonalen Funktionensysteme eine fiilhrende Rolle. Man versteht
darunter ein System von unendlichvielen Funktionen ¢, (s), ¢;(s), - -+, die in

* Die vorliegende Arbeit ist, bis auf unwesentliche Anderungen, ein Abdruck
meiner im Juli 1909 erschienenen Gottinger Inauguraldissertation.
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bezug auf die beliebige meBbare Punktmenge M die Orthogonalitiilseigen-
schaft

f(})p(S)¢q(S)dS=0 (.p==|=% .p7q=1)2:"‘)7
(ar)

J(@,@)as =1 (p=1,2,)
()

besitzen, wobei die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen sind;
erfiilllen sie noch die sog. Vollstandigkeitsrelation

fueyds = { [u@g.(s)ds) + | fu@)gds) + -
() (a) (1)
identisch fiir alle in der Punktmenge M mnebst ihrem Quadrate integrier-
baren Funktionen u(s), so nennen wir das System nach Hilbert ein voll-
stimdiges orthogonales Funktionensystem oder auch kiirzer ein wvollstiindiges
Orthogonalsystem des Integrationsbereiches JM.
Die formal gebildete unendliche Reihe

o, <s>u{ F(6) @y (8) dt + wz(S)(,Mf)}’(t) o)At + - -

nennen wir die Fourier-Reihe von f(s) in bezug auf das orthogonale Funk-
tionensystem @, (s), @,(s), - - -

Das einfachste Orthogonalsystem ist das Sysem der trigonometrischen
Funktionen (fiir das Intervall 0 < s < 2w)

1 1 1. 1 1.

‘_'7/—2_—;, _‘/—;COSS, —;sms, ceey 7;008%3, i/—;—smns, e,

Eine grofile und interessante Klasse von orthogonalen Funktionensystemen
entspringt aus dem sog. Figenwertproblem der sich selbst adjungierten
Differentialgleichungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte
des Parameters 1 zu bestimmen, fiir die die Differentialgleichung

% (p(w)%) +g@)u+2u=0

eine Losung besitzt, die an zwei Stellen, etwa 2 = « und x = $, homogene
Randbedingungen erfiillt, beispielsweise
u(e) =0 und u(f)=0,
oder
du

Te—hu=0 fir s=o, wd Y4 Hu =0 fir z=8.

Man zeigt nun, daB es, wenn die Funktionen p(z) und g(2) bestimmte
Stetigkeitsbedingungen befriedigen, stets abziihlbar viele solche Parameter-
werte gibt, und daB die zugehorigen Losungen ein vollstindiges ortho-

-
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gonales Funktionensystem des betrachteten Intervalles bilden. Inshesondere
ist der sog. regulire Fall wichtig, wo die Funktion p(z) im Intervall
(inkl. der Grenzen) nicht verschwindet. Man bezeichnet die so erhaltenen
Funktionen als ein Sturm-Liouvillesches Funktionensystem. Der Fall, daB
die Funktion p(x) an dem einen oder an beiden Enden des Intervalls [, ]
verschwindet, ist nicht minder wichtig; die Kugelfunktionen und die Bessel-
schen Funktionen befriedigen bekanntlich eine solche Differentialgleichung.

Wenn wir die klassisch gewordene Theorie der trigonometrischen
Reihe betrachten, so sehen wir, daB sich die Resultate dieser Theorie in
vier Klassen gruppieren. An erster Stelle ist die

Kowvergenztheorie zu nennen, die die Aufgabe hat, binreichende Be-
dingungen fiir eine Funktion aufzustellen, damit ihre trigonometrische
Reihe konvergiere. Diesen Untersuchungen steht die

Divergenstheorie zur Seite, die sie in mannigfacher Weise ergénzt; sie
zieht die Grenzen, wie weit die Konvergenztheorie vorzudringen iiberhaupt
imstande ist. Das wichtigste Resultat dieser Theorie ist der Satz von
Du Bois-Reymond, der die Existenz einer stetigen Funktion aussagt, deren
trigondmetrische Reihe nicht konvergiert. Damit wird aber eine

Summationstheorie notwendig, die berufen ist, in den Fillen der Diver-
genz einen Ersatz zu leisten. In der Tat sind verschiedene Summations-
methoden bekannt, mit deren Hilfe man die trigonometrischen Reihen
aller stetigen Funktionen ,summieren” kann. Die moderne Summations-
theorie der trigonometrischen Reihen wurde von L. Fejér begriindet; spéter
wurden verschiedene Resultate von Poisson und Riemann von verschie-
denen Autoren als Summationsmethoden gedeutet. Die letzten und schwie-
rigsten Probleme liefert dann die

Eindeutighkeitstheorie, die mit ihrem Hauptproblem — unter welchen
Umsténden eine konvergente trigonometrische Reihe die Fourier-Reihe der
dargestellten Funktion ist — den SchluBstein der ganzen Theorie bildet.
Dureh die berithmten Arbeiten von Riemann, Cantor und Du Bois-Reymond
ist man bereits in der Lage, auch diese Fragen zu beantworten.

Was nun die Theorie der mit den trigonometrischen Funktionen
nahe verwandten orthogonalen Funktionen, die aus Differentialgleichungen
zweiter Ordnung entspringen, betrifft, so ist bis jetzt nur die Konvergenz-
theorie derselben behandelt worden. Durch eine Reihe von Arbeiten*)
wurde der Beweis erbracht, daB die in der Theorie der trigonometrischen
Reihen angegebenen Bedingungen auch hier hinreichen, um die Konver-
genz der Reihe zu sichern. Nur die Theorie der Kugelfunktionen ist
tiber diese Resultate hinaus gefrdert worden durch eine kiirzlich er-

*) Von den vielen Arbeiten, die sich mit dieser Frage beschiftigen, nenne ich
nur die neueren Untersuchungen von Stekloff, Zaremba, Kneser, Hilbert und Hobson.
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schienene Arbeit von Herrn Fejér¥), in der der Verfasser die Summations-
theorie dieses Funktionensystems behandelt. ‘

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit der Divergens-
theorie und mit der Summationstheorie der orthogonalen Funktionensysteme.

Im Kapitel I wird die Divergenztheorie behandelt; § 1 gibt eine all-
gemeine hinreichende Bedingung an, vermdge deren man in vielen Féllen
zu einem gegebenen orthogonalen Funktionensystem eine stetige Funktion
konstruieren kann, deren Fourier-Reihe in bezug auf dieses Orthogonalsystem
nicht konvergiert. In § 2 und § 3 wird dieser Satz auf die Theorie der
Sturm-Liouvilleschen Funktionen und auf die Kugelfunktionen angewandt
zur Konstruktion einer stetigen Funktion, die nach diesen Funktionen-
systemen nicht entwickelbar ist.

Kapitel II ist der Summationstheorie gewidmet; in § 1 wird ein all-
gemeiner Hilfssatz bewiesen, auf Grund dessen die Umkehrung des im
§ 1 des ersten Kapitels bewiesenen Satzes moglich wird. § 2 und § 3
geben die Anwendung dieses Hilfssatzes auf die Sturm-Liouvilleschen
Reihen. Man erhélt das Resultat, das die Verallgemeinerung eines fiir
trigonometrische Reihen von L. Fejér bewiesenen Satzes ist, daB, wenn
man eine stetige Funktion — die ndtigenfalls noch bestimmte Rand-
bedingungen befriedigt — in eine Sturm-Liouvillesche Reihe entwickelt
und aus den Partialsummen s, dieser Reihe die arithmetischen Mittel

$5+8 s +8+8% s +s+-+sy
1T 9 3 s n e

8 )

bildet, die so definierte Funktionenfolge gleichmiBig gegen die gegebene
Funktion konvergiert. § 4 gibt ein allgemeines Kriterium, das zu ent-
scheiden gestattet, ob ein gegebenes Summationsverfahren so beschaffen
ist, dab mit seiner Hilfe die in bezug auf ein vorgelegtes Orthogonalsystem
gebildeten Fourier-Reihen aller Funktionen, die im ,Bereiche* dieses Ortho-
gonalsystems liegen, summierbar sind.

Die Untersuchungen des Kapitels I legen die Frage nahe: Gibt es
iiberhaupt ein orthogonales Funktionensystem, das so beschaffen ist, daB
Jede stetige Fumktion ouf die Fouriersche Weise in eime gleichmiipig Fon-
vergente Reihe entwickelbar ist, die nach den Funktionen dieses Systems
fortschreitet? Wir werden im dritten Kapitel eine gameze Klasse von
Orthogonalsystemen kennen lernen, die diese Eigenschaften besitzen. Diese
Funktionensysteme sind aber auch von anderen Gesichtspunkten inter-
essant, vermdge einer Reihe von Eigenschaften, die diese Klasse aus-
zeichnet. Diese Eigenschaften weisen darauf hin, daB es bei manchen
Problemen, wo die Orthogonalsysteme nur als Hilfsmittel angewandt

*) Math. Anualen Bd. 67, §. 76,
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werden, zweckmiBig sein wird, eben diese besonderen Systeme heran-
zuziehen, wodurch man in vielen Fillen zu einer einfacheren Darstellung
des Beweisganges gelangt. In vielen Fillen aber erfordert die Natur der
Aufgabe selbst die Anwendung eines solchen speziellen Funktionensystems,
ohne das die Losung der Aufgabe nicht mdglich erscheint.

Kapitel I
Divergente Reihen.
Bilden die im Intervall [«, 3] definierten Funktionen
P1(5), 95(8), -+ 5 @a(8), -

ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem, so heifie die formal ge-
bildete Reihe

g g .
9. (5) [ ) 9D dt + 95(8) f 7D g5 () dt + - - -

die Fourier-Rethe der Funktion f(s) in bezug auf dieses Orthogonalsystem.
Brechen wir diese unendliche Reihe bei dem #*® Gliede ab, so erhalten
wir die endliche Summe

£ 3
9. (8) ) FO@®dt+ -+ 9,8) [ FD .t at,

die wir fortan mit [f(s)], bezeichnen wollen. Schreiben wir der Kiirze

halber
K, (s, 8) = @.(8) 91 (D) + 9:2(8) (1) + - - + 9,() 9,.(8)

go ist

i3
F), = f Eu(s, 0)7(0) dt.

§ 1
Ein allgemeines Kriterium.
Wir iegen unseren Untersuchungen ein beliebiges orthogonales Funk-
tionensystem des Intervalls [e, 8] zugrunde:

P1(8); Pe(8), -
Wir bezeichnen mit a eine beliebige Stelle dieses Intervalls und betrachten
die unendlichvielen Zahlen

o, =f | K, (a, £)] dt;
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wenn die so definierten Zahlen o, nicht alle unterhalb einer endlichen Grenze
liegen, d. h. wenn man aus der Reihe
@y, g, @3, - *
eine Teilreihe
0, L0, <o, -

herausgreifen kann, deren Elemente iiber alle Grenszen wachsen, so kann
man stets eine stetige Fumktion angeben, deren Fourier-Reihe in bezug auf
das z2ugrunde gelegte Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert.

Die Konstruktion dieser Funktion F'(s) geschieht in drei Schritten.

1) Wir konstruieren suerst die nebst ihren Quadraten integrierbaren
Funktionen

. . . 4)1,‘(8), U‘v,(s)7 Uy, (S), ]
die durch die Gleichung

0y,(8) = Vorzeichen von K,,(a, s)

definiert sind; d. h.
Uny(8) = 1, wenn K, (a,8)>0
=—1, » <0

= 07 » = 03

Oy (8) Kig(a, 1) = | Koy (4, 1)1,
und folglich haben wir in unserer Bezeichnungsweise

g
[sp(@ sy = J 1 Kop(a, )| dt = .

Die Funktionen v,,(s), die iberall den Betrag <1 haben, besitzen also
die Eigenschaft, da8 die v Teilsumme ihrer Fourier-Reihe an der Stelle
8 =a den Wert @y, hat.

2) Sodann komstruieren wir eine Folge stetiger Funktionen

f,,l(s), fv,(s)) f;,(s)) Y
die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben und so beschaffen sind, daB

es ist also stets

i3
f(vvp(s) —fp@®)ds <9, (p=1,2,3,---),
wobel Bp eine beliebig kleine positive GroSe bedeutet.*)

*) Die Konstruktion dieser Funktionen bietet gar keine Schwierigkeit. Man
kann z B. folgendermaBen verfahren: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB
[0, 22] das betrachtete Intervall sei, was ja keine wesentliche Einschrinkung ist;

wir setzen:
27

9= [ —grears- s 0<r <.

— 27 cos (s—t) 4 r? Y7
0
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Bilden wir die »,* Teilsumme der Entwicklung von frp(8), s0 ist:

Ii4
@Dl = | Eoples 015, 0 ]
4 8
= ’f K"P (a’ t) 0’1’ (t) di _-f K”p(“} t) ('vm ®— f *p (t) dt [

g
2> 0, — | [ (@, ) (0,) — £, 0)

g z
= @y,— ]/ f (K, (@, §)* dt f (02, — fop ) dt.

Wihlen wir nun die GréBe d, so, daB

]
]/61, f (K, (@, 0)*dt < 222

|[Fop (@] > 222

Mit anderen Worten, die stetigen Funktionen f,,(s), die dem Betrage nach
kleiner als 1 bleiben, besitzen die Eigenschaft, daB die v Teilsumme

ist, so ist also

ihrer Fourier-Reihe an der Stelle s = a griBer als f;-" ausfillt.

3) Wir gelangen nun zu der gesuchten Funktion F(s) durch folgende
Uberlegung: Die ' Teilsumme der Fourier-Entwicklung der stetigen

Funktion )

F'(s) =1,,(5)
ist an der Stelle s = a dem Betrage nach groBer als %- Wenn diese
Reihe an dieser Stelle.nicht divergiert, so kann man eine Zahl G’ so be-

stimmen, daf alle Teilsummen der Fourier-Reihe von F'(s) fir s=a
kleiner als G’ sind, d. h. daB

I(F (@)l <& (n=1,2,8,--).

In der Theorie der trigonometrischen Reihen wird gezeigt, daB die stetigen Funk-
tionen 1,,(r, 8) dem Betrage nach kleiner als das Maximum von |vy,(s) | bleiben, und daB

2
L [1fy(9) =0, @ ds =0
r=lg

ist. Man kann daher » so bestimmen, daB f;,P(r, s) alle gestellten Forderungen erfiillt

Mathematische Annalen, LXIX. 23
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Wir greifen dann aus der Reihe der Indizes

® Vo=, vy, v,

einen Index, den wir etwa mit »” bezeichnen wollen, derart heraus, da$
w,>6-4(G" +1)

ist, und bilden dann mit der zugehdrigen Funktion £,.(s) die stetige

Funktion

F(8) = £,() + 1 F,(5).-

Ist die Fourier-Reihe dieser stetigen Funktion F”(s) nicht divergent, so
kann man eine Zahl G” bestimmen, daf fiir jedes »

I[F" (@] < @”

ist. Sodann bestimmen wir in der Indizes-Reihe (1) einen Index v derart,

daf das zugehorige
w,,>6-4(G" +2)

ist, und bilden die Funktion
F(5) = £4(8) + g lS) + gufon(s)-
Auf diese Weise fahren wir fort: wenn die Fourier-Reihe der stetigen -
Funktion
FO9=f,(s) + 7 £,(8) + - + 5msFya-0(6)

an der Stelle s = a nicht divergiert, so bestimmen wir G~ derart, daB
fiir jedes n

@ [[Fe=D (a)],| < G-
ist, und greifen dann aus der Reihe (1) einen Index @ herans, sodaB
@) 0,9 > 6-4171(G4"D + g — 1)

ist; die Moglichkeit dieser Auswahl ist durch die Annahme gewihrleistet,
daB die o,, tiber alle Grenzen wachsen.
Ich behaupte nun, daB die unendliche Reihe

FQ = £,0) + 5106+ + gifi0® + -+

eine stetige Funktion darstellt, deren Fourier-Reihe in bezug auf das be-
trachtete Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert.

Die gleichméBige Konvergenz der Reihe F(s) folgt unmittelbar aus
dem Umstande, daf alle @ dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben.
Um die Divergenz der Fourier-Reihe von F(s) bei s=a zu beweisen,
zeigen wir, daB die Zahlenfolge

[F(@),, (@)L, [F(@)],, -
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diber alle Grenzen wichst. Um etwa [F(a)] ) abzuschitzen, zerlegen wir
die Funktion F(s) in drei Summanden, wie das in der Formel

F(s)= (fv’ &)+ -+l (S)) ql_ ——=iF(s) + (11; fua+o(s) + -+ )

durch die angebrachten Klammern angedeutet ist, und betrachten die
y@* Teilsumme der Fourier-Reihe jedes einzelnen Summanden an der
Stelle s =a. Der erste Summand — der in unserer Bezeichnungsweise
Fa-13(s) ist — liefert in dem Ausdrucke fiir [F(a)], einen Betrag, der
wegen der Ungleichung (2) kleiner als G@-Y ist. Der letzte Summand

49"

ist dem Betrage nach kleiner als und der von ihm gelieferte Be-

g.49-1
@,(q)
3.497

I (@] >—

trag ist daber kleiner als ——— *). Da schlieBlich

v(q)

ist, so folgt daraus
[[F(@)],@] > ”(9) _Qu-y_ 29 _ %0

— — (G-t
3.41"1  g.4271 G,

Zufolge der Unglelchung (3) ist daher
[F(@)]w|>q¢—1.

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen.

Die Bedingung, daB die o, nicht unterhalb einer von % unabhingigen
Grenze bleiben, erweist sich also als hinreichend, damit eine stetige Funktion
existiere, deren Fourier-Reihe in bezug auf das betrachtete Orthogonal-
system nicht konvergiert. Wir werden im nidchsten Abschnitte sehen,
daf diese Bedingung fiir eine sehr ausgedehnte Klasse von Orthogonal-
systemen auch notwendig ist.

§ 2.

Anwendung auf die Sturm-Liouvilleschen Reihen.**)
Der soeben abgeleitete Satz findet eine unmittelbare Anwendung auf
die Theorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen.

* In der Tat, es ist, wenn g(s) eine beliebige Funktion bedeutet, die im
ganzen Intervall [«, f] dem Betrage nach kleiner als M ist,

8
He@],@l= If K (e, 1) p(t) dt | < Mf! K @ t)]dt= Mo .

) Mit einer ahnlichen Methode hat Herr Lebesgue eine stetige Funktion kon-
struiert, deren trigonometrische Reihe divergent bezw. nicht gleichmiBig konvergent
ist. (CT. Lebesgue, Séries trigonométriques, S. 87) In einer kiirzlich in den Annales de
Toulouse (3° série, t. I) erschienenen Abhandlung hat Herr Lebesgue seine Resultate ver-
allgemeinert. Man findet daselbst manche Beriihrungspunkte mit der vorliegenden Arbeit.

23%
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Sind die Koeffizienten p(z) und g(z) der sich selbst adJunglerten
Differentialgleichung

4) Luw)= Iz (p(x) Eai) +qu+Au=0
im ganzen Intervall [, §] (einschlieBlich der Grenzen) von Null ver-
schieden, so kann man den Parameter 1 — auf unendlichviele Weisen —

so bestimmen, daB die vorgelegte (Gleichung eine Losung besitzt, die die
Randbedingungen

(5) gﬁ——ku—O fir 2=, d Y+ Hu=0 fir 2 =8

befriedigt. Die so erhaltenen unendlichvielen Funktionen
ul(x)7 uﬂ(x)’ us(x): e

bilden ein vollstdndiges orthogonales Funktionensystem; wir wollen sie
der Kiirze halber ein Sturm- Liouvillesches Orthogonalsystem nennen und
bemerken sofort, daB man statt der Randbedingungen (5) ein beliebiges
anderes Paar von homogenen Randbedingungen wiahlen kann.

Um das Orthogonalsystem w,(z) zu studieren, wenden wir auf die
vorgelegte Differentialgleichung eine in dieser Theorie tibliche Transformation
an, die von Liouville herrithrt. Wir setzen

s= (@) Tde  v(s) = (p@)t u(@).
Unsere Differentialgleichung geht dann in die neue Differentialgleichung
2
) e+ Qu+1v=0

tiber, wobei Q(¢) eine durch die Funktionen p(%), ¢(x) leicht ausdriickbare
Funktion bedeutet.

Die Randbedingungen werden
() - kv=0fir :=0, ¥ L Hv—0 fir 5=,

wobei wir der Einfachheit halber

8
f(p(:c))_% dz=mx

angenommen haben — was man ja durch eine Multiplikation der unab-
héngigen Variablen mit einer Konstanten stets erreichen kann; 4" und H'
sind zwei Konstanten, die man durch die 4, H leicht ausdriicken kann.
Wir bezeichnen die Sturm-Liouvilleschen Funktionen, die aus der Dxﬂ"erentla,l-
gleichung (4") entspringen, mit

v1(2), 93(2), v3(2), - - -
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und zeigen vorab, daB es eine stetige Funktion gibt, deren Fourier-Reihe
in bezug auf dieses Orthogonalsystem wicht konvergiert.

Wir benutzen zu diesem Zwecke eine von Liouville herriihrende und
von Hobson*) verschirfte asymptotische Darstellung des n*" Gliedes dieses
Funktionensystems, das wir gleich so normiert denken, daB

k(3

fl(vn(ﬁ))2 de =1

b
ist. Es ist dann fiir jede Stelle des Intervalls [0, =]}

v,(#) =V—-72;cos ne {1 }%ﬁ"—)}+ sin nz[ﬁ—y(? + %;(f“)] ,

wobei die Funktionen «,(2), 7,(¢) und B(2) unterhalb einer von # und 2
unabhingigen Grenze A bleiben. Um nun die Existenz einer stetigen
Funktion zu beweisen, deren Fourier-Reihe an der Stelle s = a divergiert,
geniigt es — nach dem im § 1 abgeleiteten Satze — zu zeigen, daB die
GroBen

Fi4 n
S1E, @ 9l at = [|o,@) 0,() + - - + v,(@)v, ()| dt
0 0
iiber alle Grenzen wachsen. Wir setzen zu diesem Zwecke

K, (a, t) = % 2 cos pa cos pt + P, (a, 1)

r=1-n

und beweisen, daB |®,(a, t)| unterhalb einer von %, a und ¢ unabhiingigen

Grenze bleibt,
f‘ 2 cos pa cos pt|di
0 p=

1,: 7

aber iiber alle Grenzen wichst. Bildet man nimlich ®,(a, ?), so erhilt
man erstens die Reihen

2 cos pasinpt cos ptsin pa
®) V:{ﬁ.(t)p D O
=t p=torn
und zweitens drei endliche trigonometrische Reihen, deren p* Glieder
bzw. die Nenner p? p% p* haben. Da die Zéhler jedes Gliedes dieser

letzten Reihen absolut genommen kleiner als A? sind, so sind diese Reihen

dem Betrage nach sicherlich kleiner als 42 2 Z:—,s Um nun auch zu

=13

*) Cf. Hobson, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Bd. 6
(1908), S. 349.

L]
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zeigen, daB die Reihen (6) oder — was damit gleichbedeutend ist — die

Reihen ) ]
cos pa sin Pt bzw 2 cogptsinpa
;S p ' p

p=1, - 4n =140

unterhalb einer von %, a und ¢ unabhiingigen Grenze bleiben, zerlegen wir

Zcospjosinpt=%{ Zsinp(;-{—a) + Zsin_pg;g_)},

p=1’...,7, p:]_,.-.,n p= n
cos pteinpa i{ s_igg(t—}—a) + 2 sinp(a,-—t)} .
D Tt 2T
p=1,-4n p=1y--4n p=1,--yn
1 . . . . —
Da aber die Reihe SP? jie Fourier-Reihe der Funktion 2—2"
=12
. . sin pi .. .
ist, so bleiben die Summen l E 5 ' — wie in der Theorie der
p=1,--yn
trigonometrischen Reihen gelehrt wird*) — unterhalb einer von ¢ und »

unabhiingigen oberen Grenze, und damit ist gezeigt, daB |®,(a, )| end-

lich bleibt.
Es bleibt noch iibrig zu beweisen, daf die Grofien

@, =j .p=§ncospt cos pa|dt

mit wachsendem % unendlich groB werden. Wir verfahren zu diesem
Zwecke shnlich wie es Herr Lebesgue an der oben genannten Stelle tut.
Um die Rechnungen abzukiirzen, nehmen wir an, daf die frei ge-

wihlte Stelle 2 = a zwischen 0 und i;— liegt, d. h.:

0<0<a<s— 8%,

Nun ist
. [2] . —_
s1n(2n+1)£—t— s1n(2n+1)t 2“
2 E cos pt cos pa = ———t - 1;
=10 2sint-;a 2sin =2

da aber der erste Summand in dieser Formel fiir jeden in Betracht
kommenden Wert von » und ¢ absolut genommen kleiner als die kleinere

¥ Vgl etwa Kneser, Math. Ann. Bd. 60, S. 402.

**) Wire dies nicht der Fall, so miifte man das Integral @, erst in geringer
Weise abindern, um unsere weiteren Uberlegungen anwenden zu konnen; da es uns
aber nur darauf ankommt, zu zeigen, daB es stetige Funktionen gibt, deren Sturm-
Liouvillesclle Reihe nicht konvergiert, so ist diese Einschrinkung unwesentlich.
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. . 1 .
der beiden GroSen - und _.F__T bleibt, so geniigt es
81N —- 28in [ — — —

2 4 2)
offenbar nachzuweisen, daf
k& n—-a

sin(2”-|-12)(t—06) 5
r - gin (20 4 1)
On / sin t——2—a @t f sin & ‘ a9

a

0
mit wachsendem » unendlich groB wird. Es ist nun offenbar

n—~a -0
2 2

sin (20 4+ 1)& in (2 ne
J|neni e gy s f (dmCnte) gy
a 0

Betrachten wir nun die Intervalle, in denen

|sin (22 + 1)8]>sin%=y
ist;

1 7
i g‘f"l’ -8—+10
i B v R P

ist ein solches Intervall; da

w 6
(‘.)]%dﬁ=ylog(1 +———8p+1)
'p.

’ 6
“’"gingc’g(l"'sp-{-l)’
wobei v die Kkleinste ganze Zahl bedeutet von der Kigenschaft, daB

ist, so ist sicherlich

7
(§+”) n—a . .
T T L ~5— Nun wichst aber diese Zahl » — die noch von #
abhingt — mit wachsendem % iiber alle Grenzen; da fermer die unend-

liche Reihe
2 1og (1 +5515)

p=1,2,--
divergiert®), so kann man » so groB wihlen, daf o, groBer als eine be-
liebige Zahl wird.
*) Man beweist die Divergenz dieser Reihe von positiven Gliedern am ein-
fachsten, indem man zeigt, daB das Produkt plog (1 +—8-—€—Fi) fiir p = » den Grenz-
3 /4
wert T hat.
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Daraus konnen wir aber — auf Grund unseres allgemeinen Satzes in
§ 1 — schlieBen, daB es eine stetige Funktion F'(¢) gibt, deren Fourier-
Reihe in bezug auf die v,(2) an der Stelle z =g divergiert.

Nachdem wir die Existenz dieser stetigen Funktion F(z) bewiesen
haben, ist es nun leicht zu zeigen, daB die in besug auf die w,(x) gebildete
Fourier-Reihe der stetigen Funktion

= 1 -1
F(z) = (p@) ¥ F ([ (@) ¥ da)
divergent ist. Da nimlich vermdge unserer Substitution

Yn (?J) = (p (x))% un(x)s dz = (p(x))_';' dz
ist, so finden wir

B z, L L
fi«"(x)u,,(x) do— [ (p@)" T F([p@) 7 da) (@) ¥ v,(e) dz

7
— [ Fa)v,(s) d.

Da aber die Reihe ’

2 v, (z)fF(z) v,(2)dz

n=1,3,--
an der Stelle z = a divergiert, so gilt dasselbe auch von der Reihe
2%@) f F (@) u,(2) do = (p@)" € 21} () f F(2)v,(2) da
n=1,2,-- n=3,2--

an der Stelle z = b, die vermoge der Transformation

s=[(p@) Tz

der Stelle # = a entspricht*). Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
b4

*) DaB es eine solche Stelle b gibt, fir die a= [p(@) * da ist, wenn

[+

z 1
0<a<m, folgt unmittelbar daraus, daf die stetige Funktion 2= f p@) *dz

o«
an den Stellen =, bezw. x = die Werte 0 bezw. z annimmtb; es muB daher
zwischen « und § eine Stelle b existieren, wo sie den zwischen 0 und = liegenden
Wert ¢ annimmt.
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§ 3.
Anwendung auf die Kugelfunktionen.

Als n* Kugelfunktion oder #** Legendre-Polynom P,(x) bezeichnet
man diejenige Lisung der Differentialgleichung

™ (=2 ) + n+1)y =0,

die an den Stellen # = —1 und # = 4+ 1 endlich bleibt. Sind % und m

verschieden, so ist
+1

JP.@) P,@)dz =0,
1
und es ist iiblich, die P,(z) so zu normieren, daB

+1 R

ist. Das System der Legendre-Polynome ist kein Sturm-Liouvillesches

Orthogonalsystem, da in der Differentialgleichung (7) der Koeffizient von

% an den Stellen # =1 und z = — 1 verschwindet. Wir wollen zeigen,

daB es stetige Funktionen gibt, deren Kugelfunktionenreihe divergiert.
Setzen wir, wie friiher

Kn(x) t) =2 219;'1 'Pp(x) Pp(t))

2=0,1,2--yn

so ist die #t Teilsumme der Kugelfunktionenreihe einer Funktion f(x):

mmfjm@nmwa

und wir haben daher zu zeigen, daf die unendlich vielen GréBen
+1

f | K, (x,t)|dt nicht unterhalb einer von » unabhingigen Grenze bleiben.
-1 -
Wir zeigen dies fiir die Stelle #=0.

Eine wohlbekannte Formel lehrt*), daB

Pu-l-l(w) Pn(t) - 'Pn(x) Pn+1(t)
x—t

K,,(x, t) = n;— :

% Vgl. Christoffel, Journal fir Mathematik Bd. 85, S. 78,
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ist; und da P,(0) fir jeden ungeraden Index verschwindet, geniigt es zu
beweisen, daB die GroSen

2P0 f

mit wachsendem »n unendlich groB werden. Wir wenden zu diesem Zweke
die oft gebrauchte Approximationsformel an:

Bt ) = Vg oo (0 +- 30— 3) + 2],

die innerhalb des Intervalls [—1 +&, 1 —&] fiir jeden Wert des Index %
die Kugelfunktionen darstellt, wobei & eine von Null verschiedene posi-
tive Zahl bedeutet; die Funktionen a,(8) bleiben unterhalb einer von =
und 6 unabhingigen Grenze, wenn cos 6 im Intervall [—1+¢, 1 —s&]
variiert. Diese Formel zeigt unmittelbar, daf

LYnw| 2, (0)] = 1

1
b, t
0y == —gﬁt—*—+l(> ai

ist, und daraus folgt, daB die w,, sicherlich iiber alle Grenzen wachsen,
wenn die Grofen

+
]/2n+1f
“1

mit wachsendem % unendlich grof werden. Um dies nachzuweisen,
setzen wir

1

1 VE
Fea

® ,
;l J At = w3,

=y §
0

t = cos (,&.{_.;) = — gin 9.
Wir erhalten
T
T
Py, ., (cos (6 +Z
w§n=1/2n+1/‘ ’ +1(sin(ﬁ 2)) cos & | dd;
!

0

da aber im ganzen Intervall [0, ;—]

cos &> L und sin < 9
=s

ist, so finden wir

@n > W/ Rt Gl ) as.

'SEY

i
]
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Es ist aber zufolge unserer Approximationsformel

Y st By s 04 T) = 005«2%;)(%;)-;%%@)

”
=_l—/1—_~ (—1)n+1sin<2%+%)ﬂ+%—:2:)_

Setzen wir zur Abkiirzung sin i;— = u und wihlen fortan % so groB, daB

“n+1 (ﬂ + ‘72")
T

< % ist fiir jeden Wert von &, der im Intervall [0, {—]
1 7
g tp gt+p

3 und = 3

wobei p eine ganze Zahl bedeutet, so ist sicherlich

liegt. Ist & zwischen den Grenzen m

eingeschlossen,

‘sin (2%-}-%)«?} >u
%nt1 (’3’{":‘)

2n+41

V2n;—1 cos® Py, (cos («9+%)) > ?

Wir haben folglich fiir das zwischen diesen Grenzen genommene
Integral:

?jtt} cos&P nt1 | COB (ﬂ-l— ))
S o o )

)

und da

< % ist, so finden wir

7
s+p -§+p ' .
Nun liegen aber die Intervalle | » 3, 1 5 | im Intervall [O, Z:l’

—1 ist, und wir erhalten also

sowie 0 < p <™
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Aus der Divergenz der unendlichen Reihe' Zlog (1 _,_@6:?) folgt aber
p=1

unmittelbar, daf die wg, iiber alle Grenzen wachsen, und damit ist unsere
Behauptung bewiesen.

Unser allgemeines Kriterium ist ohne jede Schwierigkeit auch in
solchen Féllen anwendbar, wo man die Orthogonalreihen mit irgend einem
Summationsverfahren ,summieren will. Man versteht darunter folgendes:
Die unendlichvielen in der Punktmenge M definierten Funktionen

al(”’): “2(")7 0’3("); Tt
besitzen die Eigenschaft, daB fiir einen bestimmten Wert, etwa fiir n =n,,
der Haufungsstelle der Punktmenge M ist,

Lap(n)-—-l (}7=1,2,3,"')

n=ng

ist. Betrachten wir nun eine beliebige unendliche Reihe

Uy + %y + Uy Ay
die aber so beschaffen ist, daf die Reihe
a (m)uy + ag(m)ug + ag (W)t + - - -
fiir jeden Wert von %, der der Punktmenge M angehdrt, konvergiert.
Existiert nun der Limes:
S= {J (@, ()00, + ag(myuy + az W)ty + - - -),
so sagen wir, daB die vorgelegte Reihe mit Hilfe der duwrch die Fumktionen
a,(n) gegebenen Swmmationsmethode summierbar ist, und ordnen ihr S als
Humme® zu.
Wenn die unendlichen Reihen:

E(n; a,8) = a,(n) 91(2) 91 (£) + a5 () @y (@) @s(t) + - -
fir jeden in Betracht kommenden Wert von % konvergieren, so liefern
die Untersuchungen des § 1 den folgenden Satz: Ist

lim. sup.ﬁK(n; a,t)| dt = o0,

80 kann man eine stetige Funktion angeben, deren Fourier-Reihe (in besug
auf die ®,(8) an der Stelle s =a mit Hilfe des durch das Funktionen-
system a,(n) gegebenen Summationsverfahrens nicht summierbar ist.
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Kapitel II.

Theorie der Summation.
Ist
P1(8), Pa(8)y -+ s Pu(8), -
ein beliebiges im Intervall [«, 8] definiertes orthogonales Funktionensystem,
so sagen wir, daB eine im Intervall [«, 8] definierte Funktion f(s) dem
,Bereiche® dieses Funktionensystems angehdrt, wenn man zu jeder beliebig
kleinen Zahl & # Konstanten ¢, - - -, ¢, so bestimmen kann, daB im ganzen
Intervall
1F(8) — e1pi() — a@s(s) — -+ - — ¢,9,(5)| <@

ist. Die Menge dieser Funktionen f(s) bildet den Bereich des vorgelegten
Orthogonalsystems. Dieser Begriff spielt in der Summationstheorie eine
iberaus wichtige Rolle, da man nur fiir Funktionen des Bereiches die
Fourier-Reihe so summieren kann, daB die durch Summation entstandene
Funktionenfolge gleichm#Big konvergbnt sei. Ubrigens ist dieser Begriff
des Bereiches bei den bekannten Beispielen ein sehr umfassender; beispiels-
weise besteht er bei den trigonometrischen Funktionen, bei den Legendre-
Polynomen oder auch bei einem beliebigen Orthogonalsystem, das aus
einer Differentialgleichung entspringt, aus allen stetigen Funktionen, die
notigenfalls noch bestimmte Randbedingungen befriedigen. Allgemein
konnen wir sagen: sind alle analytischen Funktionen nach den Funktionen
eines Orthogonalsystems entwickelbar, so gehoren alle sfefigen Funktionen
des Intervalls — vermdge des bekannten WeierstraBschen Satzes — zu
dem Bereiche dieses Funktionensystems.

§ 1.
Ein Hilfssatz.

Wir haben im Kapitel I bewiesen, da man, wenn das vorgelegte
orthogonale Funktionensystem eine bestimmte Bedingung erfiillt, immer
eine stetige Funktion angeben kann, deren in bezug auf dieses System
gebildete Fourier-Reihe an einer gegebenen Stelle divergiert. Wir werden
jetzt zeigen, daB diese Bedingung fiir diejenigen Orthogonalsysteme, deren
Bereich alle stetigen Funktionen umfaBt, auch notwendig ist, damit eine
solche Funktion existiere. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgenden
einfachen Hilfssatz*):

*) Als Spezialfall dieses Satzes ergibt sich ein von Herrn H. Lebesgue ausge-
sprochenes Theorem (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo Bd. 26 (1908),
8. 825).
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Jeder Funktion f(s) einer bestimmien Funktionenklasse mige eine Reihe
reeller Funktionen f,(5), 13(8), - - - #ugeordnet sein; in Zeichen

f(8) ~ 1), fo(s), - - -.
Diese Zuordnung besitze folgende Eigenschaften:
A) Ist
f(s) ~11(), £o(s), - - -
und
g(8) ~ 9:(5), g5(s), - - -,
s0 st

) + 9(8) ~ f1(8) + 91(5), fo(s) + 95(8), - - -

B) Es sei fiir jedes s stets |f,(s)| Kleiner als die obere Grense vow
[£(s)| multipliziert mit einer Grifie M, die fir alle Funktionen der Klasse
dieselbe ist: |f,(s)| < M - Max |£(s)].

Wenn nun f(s), f(s), - - - eine Reihe von Funktionen sind, die gleich-
mifig in s gegen die Funktion f(s) konvergieren, und wenn die zu f™(s)
vermige unserer Zuordnung sugeordnete Funktionenfolgen gleichmifpig in s
bezw. gegen F'®(s) konvergieren, d. h. gleichmifig in s die Limesgleichungere
bestehen
(®) L f§(s) = F®(s),

p=x

so konvergiert die au f(s) sugeordnete Funktionenfolge gleichmipig geger
eine Funkiion F(s), und es ist
L F®(s)y = F(s).

n=o

Aus der Konvergenz der Reihe f'(s), f'(s), - gegen die Funktion

f(s) folgt nimlich, daB bei hinreichend groBen g und ¢”:
|1O(s) = fDO(s)| <&
ist, wie klein auch & gewshlt sei; da fernmer, wegen unserer ersten An-
nahme, die zu der Funktion f@(s) — f(s) zugeordnete Reihe aus den
Differenzen f{(s) — f§)(s) besteht, so folgt aus der zweiten Annahme, daB
) 1) — ) | <M
ist fiir gentigend groBe ¢ und ¢’ und beliebiges p. Da aber die Limes-
gleichungen (8) bestehen, so konnen wir zu den festgewihlten Indizes
4,9 den Index p noch so groB wihlen, daB
|[FO@) — ()| <& und | FO(s) —fA(s)| <&
wird. Aus den letzten drei Ungleichungen folgt aber durch Addition
|FQ(s) — F(s)| < (M+2)e

und diese Ungleichung sagt aus, daB die Funktionen F®)(s) gleichmafig
gegen eine Funktion F(s) konvergieren.
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Um zu zeigen, daB diese Funktion F(s) der gleichmiBige Limes der
zu f(s) zugeordneten Funktionenfolge f,(s), 7,(s), - - - ist, bemerken wir,

daB bei geniigend groBem # und beliebigem p
757(s) = () < eM

ausfallt. Dies folgt aus unseren Annahmen A) und B) genau so, wie die

oben abgeleitete Ungleichung (9). Wir wihlen # iiberdies so groB, daB
[ F(s) — FO(s)| <

ist, und bestimmen dann zu diesem festen Index % eine GroBe P derart, daB
| F0(s) — fP(s)| < &

ist, sowie p > P ist. Durch Addition der letzten drei Ungleichungen

erkennen wir, daB
| F(s) = Fp(8)| < (M+2)e

ist fiir jedes hinreichend groBe p; damit aber ist unser Satz bewiesen¥).
Wir wollen aus diesem Satz sofort eine wichtige Folgerung ziehen.
Wir ordnen jeder Funktion f(s) die Funktionen f,(s) zu, die im
ganzen Intervall [a, f] den Wert haben, den die p® Teilsumme der in
bezug auf das Orthogonalsystem ¢, (s), @,(s), - - - gebildeten Fourier-Reihe
von f(s) an einer beliebigen Stelle, etwa s = @, annimmt:

fo(8) = [F(a)], =fK:n(“) t)f(t)dt.

Diese Zuordnung erfiillt offenbar die Bedingung A). Ist aber noch auerdem

ﬁKp(a, 1|dt< M,

wo M eine von p unabhingige Zahl bedeutet, so ist auch unsere zweite
Annahme B) erfiillt. Verstehen wir unter ¢(s) irgend ein endliches
Aggregat unserer Orthogonalfunktionen

9(8) = a,9,(5) + -+ - + 4, 9,(8),
so konvergiert offenbar die zu ¢(s) zugeordnete Funktionenfolge gleich-
wibig gegen den Wert dieser Funktion an der Stelle s =a. Ist nun
f(s) eine beliebige Funktion des Bereiches unseres Orthogonalsystems, so
kionnen wir aus den soeben betrachteten Funktionen ¢(s) eine gleichmifig

- *) Man beachte, daB bei dem Beweise dieses Satzes der Umstand, daB die auf-
tretenden Funktionen nur von einer Veriinderlichen abhiingen, gar nicht benutzt wurde.
Der Satz bleibt daher richtig, wenn alle vorkommenden Funktionen von mehreren
unabhingigen Variablen abhiingen. :



352 . A. Hasr.

gegen f(s) konvergente Folge 9'(s), ¢”(s), - - - herausgreifen. Nach dem
soeben bewiesenen Hilfssatze muB dann auch die zu f(s) zugeordnete Reihe

[f@, [f@, -

gegen f(a) konvergieren. Damit ist aber gezeigt, daB, wenn

i3
1K, s, b) dt <M (»=1,2,3,-.)

ist, die Fourier-Reihe jeder Fumktion, die dem Bereiche dieses Orthogonal-
systems amgehiort, an der Stelle s = a konvergiert. Dieser Satz lehrt, daf
in dem sehr allgemeinen Falle, daB der Bereich unseres Orthogonalsystems
alle stetigen Funktionen enthilt, die S. 336 gegebene hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz einer nach diesem Orthogonalsystem nicht ent-
wickelbaren stetigen Funktion auch nofwendig ist.

§ 2.
Anwendung auf die Theorie der trigonometrischen und
Sturm-Liouvilleschen Reihen.

Mit Riicksicht auf die folgenden Ausfiihrungen wollen wir vorab
zwei Sitze aus der klassischen Theorie der trigonometrischen Reihen auf
Grund unseres Hilfssatzes S. 350 ableiten:

1) Durch das sog. Poissonsche Integral

2n

- L—rt t)dt
f’(s)_ﬂ 1—2rcos(s—-t)+r’f()

0

wird jeder Funktion f(s) eine Funktionenmemge f,(s) zugeordnet. Diese
Zuordnung erfiillt offenbar die Annahme A) unseres Hilfssatzes. Da aber

1—9t .
1—2recos(s—it) 4 rt

stets positiv ist, wenn » <1 ist, und da infolgedessen

2n
1
2%
0

k4

2
_—_51;0 {1 +22'r" cosn(s——t)}dt= 1

n=1,2, -

11—

1—2¢cos(s—it)+r? at

ist, fiir jeden in Betracht kommenden Wert von » und s, so folgt, daf
f(s) absolut genommen kleiner als das Maximum von |f(s)| ist, wie auch
r und s gewshlt sind. Mit anderen Worten, die durch das Poissonsche
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Integral gegebene Zuordnung erfiillt auch die Annahme B). Bekanntlich
ist aber fiir jeden Wert r < 1

£ == f @) dt

1 2r 27
+ = r* icos ns [ f(t) cos ntdt 4+ sin us t) sin ntdt
way | Loom s 1O 70 s,
wobei die rechts stehende Reihe fiir » <1 absolut und gleichm#Big kon-
vergiert. Wir sehen daraus, daB die zu den Funktionen cosns bezw.
sin #s zugeordneten Funktionenmengen gleichmiBig gegen diese Funk-
tionen konvergieren, wenn der Parameter » gegen 1 konvergiert. Fine
unmittelbare Folge davon ist, daB, wenn ®(s) ein beliehiges trigono-
metrisches Polynom bedeutet:

®(s) =a,+ a; cos s+ a; sins + - - - + a, cos ns + a, sin ns,

die zu ihm zugeordnete Funktionenmenge gleichmifig gegen ®(s) kon-
vergiert. Bedeutet nun F'(s) irgend eine stetige Funktion mit der
Periode 2w, so kann man aus den trigonometrischen Polynomen eine
Folge @'(s), ®"(s), - - - herausgreifen, die gleichmiBig gegen F(s) kon-
vergiert. Unser Hilfssatz lehrt aber*), daB dann auch die su F(s) su-

geordneten Funktionen
2n

1 1—¢?
F"(S) = ﬂfl — 2rcos (s—¢) -+ ° F(t> at
0

fir r=1 gleichmifig gegen F(s) konvergieren, wenn F(s) eine stetige
periodische Funktion bedeutet.

2) Die Fejérsche Summationsmethode der trigonometrischen Reihen. Ist
F(s) eine periodische Funktion, so braucht bekanntlich die Reihe

27

1 * sin 2";}_1 (s—1)
F©®)]. =3, — 5 F@) dt

sin
2

0
nicht zu konvergieren. Setzen wir aber

[F*(s)], = [F©®) + [ F©L ;zl- e ol LU C) ,

so konvergiert, wie Herr Fejér gezeigt hat, die Folge dieser [F*(s)],

#* Der Umstand, daB die zugeordnete Funktionenmenge nicht abzihlbar, sondern
von der Michtigkeit des Kontinuums ist, ist offenbar unwesentlich.

Mathematische Annalen. LXIX. 24
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gleichmiBig gegen F(s). In der Tat man findet durch eine einfache
Rechnung

2

" sin®n S;;—f
[F*E = gpm | =g F®)dt.
gin? 3

0

Durch diese Formel ist jeder Funktion F(s) die Funktionenfolge [F*(s)],
zugeordnet; diese Zuordnung erfiillt die Annahme A), und da

"
2z b

sin’ns—t
1 2
ww | =7 1
. gin? 3

0

ist, ist auch die Annahme B) erfiillt. Man sieht auch leicht ein, daBl die
zu den trigonometrischen Polynomen zugeordneten Funktionenfolgen gleich-
mifig gegen diese Funktionen konvergieren. Daraus folgt aber auf Grund
unseres Hilfssatzes und des oben genannten Weierstrafischen Theorems
der Satz von Herrn Fejér.

3) Wir machen schlieflich noch eine Anwendung von unserem Hilfs-
satze auf die Konvergenstheorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen.
~ An den Bezeichnungen des vorigen Kapitels (S. 340) festhaltend,
betrachten wir das dort behandelte Sturm-Liouvillesche Orthogonalsystem
v,(2), v5(2), - - - und setzen wieder

Kﬂ(z) t) = 1)1(2’) vl(t) + et + vn(z) Un(t)‘
Wir haben (S.341) bewiesen, daB die Differenz:

O, (5 t)=K,(2t) — ;2‘— 2 o8 pz ¢os pt
p:l’...,n
dem Betrage nach unterhalb einer von #,z und ¢ unabhingigen oberen
Grenze ® liegt; daraus schlieBen wir, daB die durch das Integral
7T kA
2 ?
10) fu@)=f{E,(e,t) = 2 > cospzcospt) f(t) dt— [ 0, (s, 1) f(t) dt
0 p=L-4yn 0
gegebene Zuordnung die Voraussetzungen unseres Hilfssatzes befriedigt.
Bedeutet nun ¢ (2) irgend eine analytische Funktion, die also dem Bereiche
beider Orthogonalsysteme
1, cos 2, cos 2z,- -+, und v,(2), v,(2), v(2), - - -
angehdrt, so konvergieren bekanntlich beide Integrale:

7T 7
%f 2 cos pz cos pt @(t)dt und fK”(z, t)p(t)dt
0

0 p=1,-.4n
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mit w.achsenflem n gleichmiBig gegen ¢(2), da die Fourier-Reihen dieser
Funktionen in bezug auf beide Orthogonalsysteme gleichmiBig konver-
gieren. Folglich hat das Integral

S 0,60 o) at

den Grenzwert Null. Unser Hilfssatz lehrt nun, daB das Integral (10)
auch dann gegen Null konvergiert, wenn f(2) eine beliehige Funktion ist,
die durch die Funktionen ¢(z) gleichmiBig approximierbar ist. Mit
anderen Worten, unser Integral konvergiert gegen Null, wenn f(z) eine
beliebige stetige Funktion ist. Es folgt darans unmittelbar der folgende
Satz:

Sei f(2) eine beliebige stetige Funktion; die Fourier-Reihe dieser Funk-
tion in bezug auf das Orthogonalsystem v,(2), vy(2), -+ konvergiert bezw.
divergiert, je nachdem die Kosinus-Reihe dieser Funktion konvergent oder
divergent ist.

Ist nun F(z) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funktion, so konstruieren wir eine Folge von stetigen Funktionen: f'(s),
f”(2), - - - derart, daB

L [176)— o] ds =0

ist. Hs ist dann offenbar fiir jedes p

L; [0, ) Fyat|< o, fn; F() — O 5) db + | /f:),,(z, 079 (t)dé . |

Aus dieser Ungleichung schlieBen wir mit Hilfe des soeben bewiesenen
Satzes, dab

k4

L [0, ) F@®)di=0

n=0g
ist, d. h. die Sturm-Liouvillesche Entwicklung einer integrablen Funktion
ist am einer Stelle konvergent besw. divergent, je nachdem die Kosinus-Reihe
dieser Funktion an dieser Stelle konvergent oder divergent ist**),

Man sieht auch sofort, wie diese Sitze eventuell zu modifizieren sind,

wenn man statt der Randbedingungen (5) (S. 340) irgend ein anderes
Paar von homogenen Randbedingungen zugrunde legt.

*) Bei Zugrundelegung der Randbedingungen (5) bezw. (5") umfafit némlich der
Bereich des Funktionensystems v, (2), v, (%), - - - alle stetigen Funktionen.
*) Diese Bemerkung gestattet einen neuen Beweis des Satzes, daf es stetige
Funktionen gibt, deren Sturm-Liouvillesche Reihen divergieren.
24*
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§ 3.
PDie Summation der Sturm-Liouvilleschen Reihen.

Wir wollen nun zeigen, daB die von Herrn Fejér auf die trigono-
metrischen Reihen angewandte Summationsmethode bei den Sturm-Liou-
villeschen Reihen mit demselben Erfolg anwendbar ist.

Wir halten an den Bezeichnungen des § 2 des ersten Kapitels fest
und betrachten im Intervall [«, ] die Eigenfunktionen u, (@), uy(®), - - -
der Differentialgleichung

d( d
“ L) =75 (pgs) + qu+ Au=0,
(p@) > 0 im Intervall [«, 8])
mit einem Paar von homogenen Randbedingungen

B ¥ _hu—0fir =« uwd Gu+ Hu=0 fir z=p.

Die Eigenfunktionen der vermdge der Liouvilleschen Transformation
aus (4) entstehenden Differentialgleichung mdgen wiederum mit v (2),
vg(2), - - - bezeichnet werden. Wegen der S. 344 abgeleiteten Relationen
zwischen den beiden Orthogonalsystemen u,(x) und v,(2) geniigt es offenbar,
sich auf dieses letzte System zu beschriinken, da die fiir diese erhaltenen
Resultate ohne jede Schwierigkeit auf das Funpktionensystem u,(z) tiber-
tragbar sind.

Sei f(#) eine beliebige Funktion, deren Fourier-Reihe
k4
2 vﬂ(z)ff(z) v,(2)dt
n=1,2,--- 0

ist; wir betrachten die aus den Teilsummen dieser Reihe gebildeten arith-
metischen Mittel

[Pk = @)L, [*@)), = [Eh ek
[F*(9)]s = [f@h + [f(sz)], + @]y .

Setzen wir nun in gleicher Weise wie frither

(11) O PR AGUEE ACR it 2 A
#0 ist "

[£3(2)], = of K*(e, ) F(0)dt.
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Ordnen wir nun jeder Funktion f(¢) die so definierten Funktionen

(@, [F* @, [F*@), - - -

zu, so befriedigt diese Zuordnung offenbar die Annahme A) unseres Hilfs-
satzes S. 350. Ist auBerdem f(s) = 0,(2), so ist die zu v,(#) zugeordnete
Funktionenfolge:
v,(2) 29, n
0,0, - 0, 75)7 ,,,,_’_(?) Y f;qil_(‘;),

3

und wir sehen, daf diese Funktionenfolge fiir p = co gleichmiBig gegen
v,(#) konvergiert. Es folgt daraus auch unmittelbar, daB, wenn »(2) ein
endliches Aggregat von der Form

U(Z) = 0/1’01(2’> +- 1+ anvn(z)

(mit konstanten Koeffizienten a) bedeutet, die dieser Funktion zugeordnete
Funktionenfolge gleichmiBig gegen v(s) konvergiert. Erfiillt nun diese
Zuordnung auch die Annahme B) unseres Hilfssatzes, so kann man daraus
schlieBen, daB die Fourier-Reihe jeder Funktion, die im Bereiche des ortho-
gonalen Funktionensystems v, (2) liegt, durch die Methode des arithmetischen
Mittels summierbar ist.

Es geniigt aber, um dies zu zeigen, offenbar zu beweisen, daB das
Integral

kd

S K5 1) s

o
unterhalb einer von » und 2 unabhiingigen Grenze M bleibt. Nun ist
aber (cf. S. 341)

K, (2 1) = ;2; 2 cos pz cos pt + ®,(2, 1),

p=1 0

und wir haben an jener Stelle gezeigt, daB ®,(2, ¢) unterhalb einer von
n, 7 und { unabhingigen Grenze bleibt. Da aber

Stcospzcos pt+  _Scosps cospt-- -+ > cospz cos pt
p=1,--n

K# (s, f) = 2= P52 . .

¢1(Z,t)+- c +¢n(zit)

n

+

k4
ist, so folgt daraus, dap [|K#(s, #)|dt sicherlich unterhalb einer end-
0
lichen Grenze liegt, da
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S1E

n
1 1
“27;/ —(+1) ++
sm sin®(n 4 1) i—g—t
— + dat
l sin? —— +t sin’z;t

n+1 n-41 3(n+ 1)
2n ™ + 4n = 4n n

Zcospzcospt—l— e Zcospzcospt
2= Bl dt

n

sin*(n 4+ 1) —— z + b sint (m41) _z_;_f

+
22 + t sin® ?—2—t

dit

ist, und ) Kleiner als eine von n, 2, t unabhingige Zahl
bleibt.

Damit ist gezeigt, daB auch die zweite Annahme unseres Hilfssatzes
erfillt ist, und wir erhalten das Resultat®):

Die Sturm-Liowvillesche Entwicklung einer Funktion, die im Bereiche
des betrachteten Sturm-Liowvilleschen Orthogonalsystems liegt, ist stets durch
die Methode des arithmetischen Mittels summierbar.

Legt man die Randbedingungen (b) zugrunde, so besteht der Bereich
des betrachteten Orthogonalsystems aus allen stetigen Funktionen (da alle
zweimal differenzierbaren Funktionen, die die Randbedingung (5) erfiillen,
entwickelbar sind); daraus folgt der folgende Satz: Entwickelt man eine
stetige Fumktion f(x) auf die Fouriersche Weise in eine Reihe, die nach
den die Randbedingungen (5) erfilllenden FEigenfunktionen der Differential-
gleichung (4) fortschreitet, so konvergiert die Folge der arithmetischen Blittel
[F*(2)], gleichmiifBig gegen die Funktion f(2)**).

Legt man statt der Randbedingungen (5) ein anderes Paar von Be-
dingungen zugrunde, etwa

(12) w(e)=0 und u(f)=0,

50 kann'man in genau derselben Weise den Satz beweisen, daB die Folge

() -+ 0,2
n

*) Natiirlich kann man diesen Satz auch aus dem Satze S. 355 ableiten, doch
scheint es zweckm#Big zu sein, diesen sehr verallgemeinerungsfihigen Weg ein-
zuschlagen.

** Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, da, wenn die Sturm-Liouvillesche
Reihe einer stetigen Funktion f(s) an der Stelle s=a konvergiert, ihre Summe
gleich f(a) ist.
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der arithmetischen Mittel [f*(x)], gleichmiBig gegen f(x) kouvergiert,
wenn f(#) im Bereich der u,(x) hegt Dabei ist aber zu beachten, daB
der Bereich jetzt aus den stetigen Funktionen gebildet wird, die an den
Stellen =« und = f verschwinden, d. h.: Entwickelt man eine die
Randbedingung (12) erfiillende stetige Funktion nach den Figenfunktionen
der Differentialgleichung (4), die die Rondbedingung (12) befriedigen, so ist
diese Reihe nach der iiblichen Terminologie .einfach unbestimmit, d. h. die
aus den Partialsummen [f(2)], gebildete Folge der arithmetischen Mittel
U@l +-- - + @)l

n
sprechend ist der Satz zu modifizieren, wenn man ein anderes Paar von
homogenen Randbedingungen zugrunde legt.

konvergiert gleichmdfig gegen die Funktion f(¢). Ent-

§ 4.
Verallgemeinerungen.

Die Untersuchungen dieses Kapitels sind unmittelbar auf die Ent-
wicklung von Funktionen mehrerer Verénderlichen anwendbar, da unser
Hilfssatz — der die alleinige Grundlage der Beweise dieses Abschnittes
ist — auch in diesen allgemeineren Fillen richtig bleibt. (Cf. 8. 850.)

Brechen wir die formal gebildete Fourier-Reihe einer Funktion f(s, o)
in bezug auf das Orthogonalsystem g, (s), @s(s), - - -

(13) (Z Do, %(a)f ﬁ(t ?) 9,(8) 9, (v) dt dv

bei dem Gliede mit den Indizes w, m ab, so bezeichnen wir die so er-
haltene endliche Summe mit [£(s, 6)], n°

fs, Olpm = 2 2 %(S)q)q(d) f ﬁ”(t ) @, (f) @, (v) dtdv.

cyy g=1,0

In unserer Bezemhnuﬁgswelse (8. 335) ist

(13) [F(s, )l =/ 56 DKoo, D16 %)t

Frfiillt diese Zuordnung die Bedingungen unseres Hilfssatzes, so
kénnen wir schlieBen, daB die Entwicklung jeder Funktion zweier Variabler,
die’ im Bereiche unseres Orthogonalsystems liegt, gleichm#Big gegen diese

Funktion konvergiert.
Kehren wir nun zu den Sturm-Liouvilleschen Funktionensystemen

guriick; man zeigt leicht, daB fir dieses System die Formel (13") die
Vora,ussetzung B) unseres Hilfssatzes nicht erfiillt. Die Zuordnung
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(14) [F%(s, 0], —f f K#(s, ¢ K*(o, v) F(120) didr,

wobei K*(s, #) die durch die Formel (11);S. 356 definierte Funktion be-
deutet, befriedigt aber beide Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, da wir
gezeigh haben, daB

ﬁK;"(S, t)| ¢

unterhalb einer von #, s und ¢ unabhiingigen oberen Gremze liegt. Ks
folgt daraus unmittelbar, daB die durch (14) definierte Funktionenfolge
gleichmiifig gegen f(s, 6) konvergiert, wenn diese Funktion im Bereiche des
betrachteten Sturm-Liowvilleschen Systems liegt.

Es entspricht dieser Tatsache das folgende Summationsverfahren:
Aus den Teilsummen [f], ., der sweifach unendlichen Reihe (13) bilde man
die einfache Folge:

(15) Phn = 2 2 e (1=1,2,-+).
p=1,c0 90 9=

Liegt num die Funktion (s, 6) im Bereiche des betrachteten Sturm-Liowvilleschen

Funktionensystems, so konvergiert die Folge (15) gleichmdiifig gegen f(s, 6)*).

Wir machen schlieflich noch eine Anwendung von unserem Hilfssatze
auf die allgemeine Theorie der Summation von Orthogonalreihen. Es sei
ein Summationsverfahren durch die unendlichvielen Funktionen

ay(n), az(n), as(n), - - -
gegeben; wenn die Summe:
E(ns o) = ) a,n) 9,(0) 9,)
p=1,2,.

konvergiert, so ist die notwendige wund hinreichende Bedingung, daf die
Fourier-Reihe jeder Funktion, die dem Bereich des worgelegten Orthogonal-
systems amgehort, mit Hilfe dieses Summationsverfahrens am der Stelle a
pSummierbar® sei, daf3 das Indegral

ﬁK(n; a, t)| dt

unterhalb einer von n unabhingigen oberen Grenze bleibt.

*) Man koonte statt der einfachen Folge [f*], , auch eine Doppelfolge [ f*]
von derselben Eigenschaft definieren, doch diese ,,emfache“ Summation ist der anderen
vorzuziehen.
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Kapitel IIL
Uber eine Klasse von orthogonalen Funktionensystemen.

Zweck dieses Abschnittes ist es, eine Klasse von orthogonalen Funk-
tionensystemen zu behandeln, die, neben einer Reihe von sonstigen merk-
wiirdigen Bigenschaften, besonders dadurch ausgezeichnet sind, daB die in
bezug auf diese Systeme gebildeten Fourier-Reihen jeder stetigen Fumktion
konvergieren und die Funktion darstellen. In den §§ 1-—3 betrachten wir
den einfachsten Représentanten dieser Klasse; § 4 wird dann die Ver-
allgemeinerung der gewonnenen Sitze auf weitere Systeme geben.

§ 1.
Das orthogonale Funktionensystem y.

Das vollstindige orthogonale Funktionensystem y, den einfachsten
Reprisentanten jener Klasse von Orthogonalsystemen, definieren wir wie
folgt:

Es sei y,(s) = 1 im ganzen Intervall [0, 1] einschlieflich der Grenzen;
sodann sei:

p(s)= 1 fir O§s<%,
——1 fir ;<s<1.

Wir setzen ferner:

W(E) = Y2 uwd @)= 0 fir 0<s <-i—,
-2 - 0 , p<s<y,
= 0 = 72 %<s<7i~,
- 0 ——V2 , S<s<i.

Auf diese Weise fahren wir fort; allgemein definieren wir die Funktionen
unseres Systems folgendermaBen: Wir teilen das Intervall [0, 1] in
9n gleiche Teile und bezeichnen diese Teilintervalle der Reihe nach mit
W, 4@, ..., 4@, Wir setzen nun:
1 = 0 innerhalb der Intervalle &, i@, ..., @9
= V/2*-1 innerhalb des Intervalles if*~%;

—=— ]/2"‘; 1 jnnerhalb des Intervalles 4% ;
= 0 innerhalb der Intervalle 4@*+D ... &%
(70 = 1; 2y 2”_1)-
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An den Stellen O und 1 erteilen wir jeder Funktion 3®(s), die im Intervail
[O, 51;,] bezw. [1 —-517” ] konstant ist, den Wert zu, den sie bezw. in diesen
Intervallen annimmt. Demnach ist z*)(s) eine streckenweise konstante
Funktion, die mit der Ausnahme der Stellen 2—702;—2, —2&2;;-1, :f , Wo sie

einen endlichen Sprung erleidet, tiberall stetig ist. Wir setzen nun fest,

daB y® an diesen Stellen gleich dem arithmetischen Mittel der Werte sei,

die sie in den beiden daselbst zusammenstoBenden Intervallen annimmt.
Wir behaupten nun, daB die so definierten abzihlbar unendlichvielen

Funktionen

2 %08, 1.(5), 28(s), 87(5), 80(8), 280(5)s - -

e vollstindiges orthogonales Funktionensystem bilden. In der Tat, sind

1 (s) und x¥(s) zwei verschiedene Funktionen des Systems y und ist

% > v, so besitzt y*)(s) in dem ganzen Intervall, wo y®(s) von Null ver-

schieden ist, einen konstanten Wert. Ks ist daher

1 1
S 1(5) 1 (5)ds = const. [ 48(s) ds =0
0 0

woraus man unmittelbar schlieBt, daf das Funktionensystem y die Ortho-
gonalititseigenschaft besitzt. Um zu zeigen, daB auch die Vollstindigkeits-
relation erfiillt ist, geniigt es offenbar zu beweisen, daB jede im Lebesgue-
schen Sinne integrierbare Funktion f(s), die fiir alle in Betracht kommenden
Wertepaare n, £ die Relation

(16) S 9E as =0

befriedigt, bis auf eine Nullmenge identisch verschwindet. Betrachten wir
zu diesem Zwecke die Funktion

F(s) = [ 1(5) ds;
wegen der (leichung ) ’
S 1)0(s)ds =0
ist ’
. FQl)=
Die letate Glelchung liefert in Verbmdung mit der Gleichung

of £(5)2(5) ds =f #(s)ds — J 7(s)ds

T
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die Aussage, daB F(%) =0 ist. Daraus und aus den Gleichungen

1 1

ff(s)l V(s)ds =2 {Jf(s)ds—- ff(s)ds}

I

-]

e

6f F(s) ) (s)ds = V2 | f F(s)ds — f 7(s)ds|

4
schlieBen wir, daf

1 3
F(3)=F(5)-0
ist, usf. Man kann auf diese Weise folgern, daB die Funktion F(s)
stets gleich Null ist, wenn s ein endlicher Dualbruch von der Form

5 p1+ +§:§ ist, und diese Punkte bilden eine iiberall dichte Punkt-

menge. Bekanntlich ist aber die Funktion F(s) eine stetige Funktion,
und es ist mit Ausschlub einer Menge vom MaBe Null

f(s) = & (F ).

Wir schlieBen daraus, daf F(s) im ganzen Intervall [0, 1] identisch ver-
schwindet, und daB auch f(s) — von einer Punktmenge vom MaBe Null
abgesehen — {iberall Null ist. Damit ist auch die Vollstindigkeit des
betrachteten Orthogonalsystems bewiesen und gezeigt, daB jede integrier-
bare Funktion, die die Relationen (16) befriedigt, mit Ausschluf einer Null-
menge verschwindet.

§ 2.
Entwicklungen nach dem orthogonalen Funktionensystem yx.

Wir kommen nun zu dem wichtigsten Punkte dieser Untersuchung,
indem wir zeigen, daB die in besug auf das soeben definierte Orthogonal-
system y, gebildete Fourier-Reihe jeder im Intervall [0, 1] stetigen Funktion f(s)
gleichmiiPig gegen diese Funmktion konvergiert.

Brechen wir die unendliche Reihe

70(8) f FOm®dt+ 1 @f D) dt+ - .

20 (s)f ) 0@ At + -+ 2@ <s>0/’ P 10 (6) dt + -
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1
bei irgend einem Glied, etwa bei 3¥#)(s) f f(@) 7P (@) dt, ab; wir erhalten

0
eine endliche Summe, die wir fortan mit [f(s)]® bezeichnen:

[0 = 2005 [ FO) 1@ dt + -+ - + 4@ ®), [1)20 @ dt.

Setzen wir analog wie frither

KED(s, 1) = 1o() 1o{) + - -+ + 2D 3P + - - + 22(8) 1P (),
so ist

[f(©10 = [ E@(s, (1) de.

Die letzte Gleichung definiert unendlichviele Funktionen zweier Variabler
(s 8), Ki(s 0), EP(s, 1), KP(s, 9), - -

und wir wenden uns nun zu der Untersuchung der Eigenschaften dieser
Funktionen.

Die in dem Quadrate 0 <s <1, 0<¢<1 definierte Funktion K (s, ¢)
ist tberall gleich 1. Die Funktion ,(s)%,(¢) ist innerhalb der Quadrate

Qu:0<s<y, 0Ki<y md Qe <s<1, + <<
gleich 1, in den anderen beiden Quadraten
Qo3 <5<, 0<E<y wd Q:0<s< L, S <<l

gleich — 1; daher ist K, (s, ) in @, und @,, gleich 2, in Q,;, @, aber
gleich Null.

t
1
0 2
1
E)
2 0
1
0 - 1 s
K. (s, %)

An den Geraden s =-;~ bezw. t=—;— ist die Funktion K, (s,¢) natiirlich

gleich dem arithmetischen Mittel der Werte, die sie in den daselbst zu-
sammenstoBenden Quadraten amnimmt. Um noch K{V(s,f) und K®(s, t)
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zu erhalten, zeichnen wir in der Figur die Werte an, die die Funktionen
19 (8) 1 (2) bezw. yP(s) & (f) annehmen,

t ti
1 1
—2| 2
0 0 0
1 N 2 |—2
o] o 2
0 0 0
2 |—2
0 ‘ 1 s 0 é— 1 s

Die Werte von K{((s,¢) und K@ (s, f) sind daher graphisch durch die
Figuren

0 KM (s, 1) 1 s 0 K@ (s, t) 1 s

dargestellt. Daraus ist schon das Bildungsgesetz der Funktionen K®)(s, ¢)
ersichtlich: Um den Wertevorrat der Funktion K(*"~9(s,#) zu erhalten,
teilen wir das Einheitsquadrat @ in 2 gleiche Teilquadrate; in den
Teilquadraten g, - -, gyn, die an der Diagonale s =¢ des Quadrates @

liegen, ist
K- 2

innerhalb der anderen Quadrate ist K&~V gleich Null. An den Stellen,
wo diese Funktion einen Sprung erleidet, nimmt sie das arithmetische
Mittel der Werte an, die sie in den daselbst zusammenstoBenden Quadraten
besitzt. Um nun etwa K@), (s, {) zu erhalten, teilen wir jedes der p ersten
Teilquadrate g, g5, -+ - ¢, der vorigen Einteilung, die an der Diagonale
s =t liegen, in vier gleiche Quadrate ein, wie es die Figur andeutet:
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q,= qﬁ}, 1) + qil, 2) -+ qﬁ?: 1) -+ qg: 2) (% = 1’ .. .’p>.

qs{zy l) q"?y 2)

¢-v | g?

9.

Dann ist K#),(s,¢) durch folgendes Gesetz gegeben: In den Teilquadraten
g, &9 ist K@) (s,¢)=2"+1; in den Teilquadraten ¢, ¢&? aber
gleich 0. Innerhalb jedes anderen Quadrates ist K®), (s, §) = K"~ V(s, t)*).
An den Stellen, wo K#) (s, t) unstetig wird (d. h. an denjenigen Stellen s, 7,
wo die eine der Grofen s und ¢ ein endlicher Dualbruch von der Form
-21,7 LR 2—,}; ist), bestimmen wir sie nach der oben erwihnten Regel.

Um die Richtigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, nehmen wir an,
es sel fiir K& ~Y(s, f) richtig; es ist nun

ER1(s,8) = KE79(s, 1) + 204.(9) 253 ().
Da aber %) ,(s) nur im Intervalle 0 <s __<;2in von Null verschieden ist,
so kann KM (s,¢) nur in dem Quadrate
1
2"
d. h. in g, von K& (s, ¢) verschieden sein. Da aber
1,22, = 2" ist in den Teilquadraten g{t?, g2,
=—2" ist in den Teilquadraten ¢{:®, g1,
so folgt, daB K (s, #) den soeben angegebenen Wert hat:
K3, (s, ) =21 in gn, ¢
=0 in g{9, ¢@D,

Bezeichnen wir mit f(s) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbare Funktion, die im Intervall [0, 1] definiert ist, und mit s —a
eine beliebige Stelle des Intervalls. Es ist dann

0<s<g, 0<t<

1
[F@)JP = | KP(a, ) f () dt;
(1]
nehmen wir fiir den Augenblick an, daB a kein endlicher Dualbruch von
der obigen Form sei, so ist die Funktion K (a,#) von ¢ Gberall gleich
1
-1

Null mit Ausnahme eines Intervalls i(®, dessen Liénge I gleich -

*) d. h. gleich 2* in den Teilquadraten

%p41r° 14y, und gleich 0, wenn der
Punkt s, ¢ nicht in einem dieser Quadrate lieg
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oder él—,,- ist. In diesem Intervall ¢ ist aber K(»(q,1 =Z—;7, und wir
finden daher , "

[f(a, 1P = ,(p, f fid)dt.
;(p))

Ist hingegen a ein endlicher Dualbruch, so ist K(#(s,¢) in einem Inter-
valle ¢(» von Null verschieden, dessen Linge

1

ist; der Wert von K(# (s, ) in diesem Intervall ist aber gleich — _p) , und
wir erhalten daher auch in diesem Falle

@1 = J ® dt.
(‘(p)
In beiden Fillen ist daher die Linge des Integrationsintervalls — das
den Punkt ¢ = a enthilt — gleich dem reziproken Wert des vor dem
Integral stehenden Faktors.
Nun konvergieren aber P und I(») mit wachsendem » gegen Null,
und es konvergieren daher die Partialsummen [f(a)]®) gegen

L ff(t) ds.
)

Da die Intervalle 4 sich mit wachsendem % in den Punkt {=a zu-
sammenziehen, so ist dieser Grenzwert nichts anderes als der Wert des

I

Differentialquotienten von f f(t) dt nach s an der Stelle s = a:
0

Ly frow-[i(from]..

und wir haben das Resultat: Ist f(s) eine beliebige Funktion, so konvergieren
die Teilsummen ihrer Entwicklung an jeder Stelle s=a, wo der Differential-

quotient - f @ dt existiert, und stellen diesen Wert dar.

Da aber — nach einem Satze von Lebesgue —

gg( f £@)dt)
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mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Null iiberall existiert und mit £(s)
iibereinstimmt, so folgt daraus: die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion
nach den Fumktionen unseres Orthogonalsystems honvergiert am jeder Stelle
miat Ausnahme einer Punkimenge vom Mafe Null.

Ist aber f(s) an jeder Stelle des Intervalls stetig, so ist bekanntlich
fir jede Stelle ohne Ausnahme

0= 2( [r0a)

d. h. die Fourier-Entwicklung eimer beliebigen stetigen Funktion (in bezug auf
unser Orthogonalsystem y) konvergiert an jeder Stelle des Intervalls [0, 1].%)

§ 3.
Weitere Eigenschaften des orthogonalen Funktionensystems y.

Wir wollen jetzt einige weitere Hligenschaften unseres Funktionen-
systems ableiten, die jenen Sitzen der Theorie der trigonometrischen
Reihen entsprechen, die man dort durch verschiedene Summationsmethoden
erhilt.

Aus dem Umstande, daB die Funktionen K#)(s, ) stets positiv sind,
schlieBen wir folgenden Satz:

Bleibt die im Intervall [0, 1] im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funktion f(s) zwischen den Grenzen m und M:

m< 1) < M,
so bleiben auch alle Teilsummen der in bezug auf y gebildeten Fowrier-
Reihe von f(s) zwischen diesen Grenzen:

m < [f($))P < M.
In der Tat, es ist z. B.

(1P = [ K@ (s, 0)f(1) dt < M [ KP(s, ¢)dt — M.
0 0

Es sel nun s =a eine beliebige Stelle des Intervalls [0, 1]. Da bei
geniigend grofem » die Funktionen K®(a,?) sicherlich verschwinden,
wenn

0<t<a—e¢
oder wenn o
a+e<t<L1

*) In einer kiirzlich in den ,Jahresberichten der deutschen Mathematiker-Ver-
einigung* (1910) erschienenen Note hat Herr Faber mein Orthogonalsystem zum Gegen-
stande seiner Untersuchungen gemacht und leitet meine Sitze von neuem ab. Sein
Beweisverfahren ist aber von dem hier gegebenen nicht wesentlich verschieden.
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ist, wie klein auch die positive Zahl ¢ gewshlt ist, so ist

a+te

[F@)1P = [ E®(a, ) £(0) at,

sobald » eine bestimmte Girenze tberschreitet. Da in dieser Formel das
Verhalten der Funktion f(s) in den Intervallen 0 <s<a —s bezw.
a+¢&<s<1 gar nicht zum Ausdruck kommt, schlieBen wir daraus, daB
die Komvergenz der in bezug auf y gebildeten Fourier-Reihe einer willkiir-
lichen Funktion an der Stelle s = a nur von dem Verhalten dieser Funktion
in der Umgebung dieser Stelle abhingt.

Stimmen die Funktionen f(s) und g(s) in einem moch so kleinen Inter-
valle vberein, so kann man einen Index N so angeben, daf, sobald n > N
ist, alle [f(s)]P und [g(s)]® in diesem Intervall ebenfalls iibereinstimmen.

In Verbindung mit dem Hauptsatze des vorigen Paragraphen liefern
diese letzten Ergebnisse den folgenden Satz: Die in bezug auf g gebildete
Fourier-Reihe einer Fumktion f(s) kowvergiert am jeder Stetigheitsstelle von
7(s) gegen diese Funktion.

§ 4.
Verschiedene Verallgemeinerungen.

Wir komnen das soeben konstruierte Orthogonalsystem in verschie-
denen Richtungen verallgemeinern, ohne seine wesentlichen Eigenschaften
zu zerstoren. Wir wollen jetzt einige dieser Verallgemeinerungen andeuten.

Wir konnen vorab ein allgemeineres Einteilungsverfahren der s-Achse
zur Konstruktion eines #hnlichen Orthogonalsystems in folgender Weise
benutzen: Die erste Funktion des Systems sei wiederum gleich 1; sodann
wihlen wir eine beliebige Stelle im Intervall [0, 1], etwa ¢, und kon-
struieren eine Funktion 7,(s), die in den Intervallen [0, ] bezw. [e, 1]
konstant ist und auBerdem die beiden Bedingungen

1 1
Ju@das=0, [Gerds=1
0 [}

befriedigt. Wir wihlen sodann zwei Stellen o und o bezw. in den
Intervallen [0, «] und [e,, 1] beliebig, und bestimmen die Funktionen
27(0) und P(s) durch die folgende Regel: 7{"(s) verschwinde in [«;, 1]
und nehme in den Intervallen [0, «{V] und [&f), o] je einen konstanten
Wert an, die so gewahlt sein mogen, daB

1 1
Jwp@as=0, [Gperds=1
0 0

Mathematische Annalen. LXIX. 25
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ist. 7?(s) verschwinde aber in [0, ¢;] und nehme in den Intervallen
[y, &®] und [¢, 1] je einen konstanten Wert an, die so gewihlt seien,
daB die Relationen

1 * 1
[FP@©)ds=0, [ EPE)?ds=1
0 ¥

erfillt sind. Nun wihlen wir vier Stellen ofY, of?), «f), «f®, die bezw. in
den Intervallen [0, e}, - - -, [¢f), 1] liegen mﬁgen, und konstruieren in ent-
sprechender Weise die Funktionen 2{V(s), - - -, 7§#(s); und so fahren wir
fort. Wir setzen wiederum fest, daB an den Sprungstellen die Funktionen
immer gleich dem arithmetischen Mittel der Werte seien, die sie in den
daselbst zusammenstoBenden Intervallen annehmen.

Bilden die so gewshlten Stellen () eine tiberall dichte Punktmenge,
so konnen wir in genau derselben Weise wie friiher S. 362 schlieBen,
daB das so definierte Orthogonalsystem vollstindig ist. Um zu zeigen, daB
dieses Funktionensystem auch die Eigenschaft besitzt, daB alle stetigen
Funktionen auf die Fouriersche Weise in eine Reihe entwickelbar sind,
die nach den Funktionen dieses Systems fortschreitet, bemerken wir, da8
die Funktionen

EP(s 0= 0@+ -+ OO+ + 126 2P @)
fir jedes Wertepaar %, p positiv blelben und daB

1
S EoGs, =1
0

ist. Bezeichnen wir also wiederum mit [£(s)]®) die endliche Summe, die
wir erhalten, wenn wir die Fourier-Reihe der Funktion f(s) bei dem

Gliede 72 (s) f f(£) 72 () dt abbrechen, so ist

(17) [f(s)] =f R®(s, ¢) £ dt;

und da die Funktionen K® (s, f) stets positiv sind, so schlieBen wir daraus,
daB [f(s)]® stets zwischen dem Maximum und Minimum von 7(s) bleibt.
M. a. W. die vermbge der Gleichung (17) gegebene Zuordnung erfiillt
alle Bedingungen unseres Hilfssatzes S. 850, woraus folgt, daB die in
beaug auf das betrachtete Orthogonalsystem gebildete Fourier-Reihe einer be-
liebigen Funktion f(s) gleichmifig gegen diese Fumktion komvergiert, wenn
f(s) in dem Bereiche des Orthogonalsystems liegt.

Nun ist aber unmittelbar klar, daB jedes endliche Aggregat unserer
Orthogonalfunktionen eine streckenweise konstante Funktion ist; umgekehrt
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ist aber auch jede streckenweise konstante Funktion, die nur an endlich
vielen Stellen «) einen Sprung erleidet und an einer solchen Stelle gleich
dem arithmetischen Mittel der Werte ist, die sie in den daselbst zu-
sammenstofenden Intervallen annimmt, ein endliches Aggregat unmserer
Orthogonalfunktionen. Da aber die Sprungstellen o tiberall dicht im
Intervall [0, 1] verteilt sind, so sehen wir unmittelbar, daB man jede
stetige Funktion durch eine solche streckenweise konstante Funktion be-
liebig approximieren kann. Damit ist aber gezeigt, daB der Bereich unseres
Orthogonalsystems alle stetigen Funktionen wmfaft, und daher kowvergiert
die Fourier-Reihe jeder stetigen Funktion gleichmdifig tm ganzen Intervall.
Es macht auch gar keine weiteren Schwierigkeiten, den Beweis zu er-
bringen, dafl die Reihe jeder integrierbaren Funktion mit AusschluB einer
Nullmenge tiberall konvergent ist.

Eine weitere Verallgemeinerung unseres Orthogonalsystems konnten
wie dadurch erhalten, daB wir statt der Zweiteilung der Intervalle eine
Dreiteilung oder Vierteilung usw. vornehmen; dann definieren wir in
gleicher Weise wie frilher ein vollsténdiges orthogonales Funktionen-
system, indem wir bei jeder Teilung der Intervalle ein endliches System
von streckenweise konstanten Funktionen konstruieren, die auf jeder vor-
hergehenden Funktion orthogonal stehen und die in den geteilten Inter-
vallen je konstante Werte annehmen. Definiert man — was ja stets mog-
lich ist — bei jeder Einteilung eine solche Anzahl von Funktionen, daf
keine mnicht identisch verschwindende streckenweise konstante Funktion
existiert, die auf allen disher definierten Funktionen orthogonal steht und
nur an den Einteilungspunkten dieser Einteilung einen endlichen Sprung
erleidet, so sind — wenn die Einteilungspunkte eine tiberall dichte Punkt-
menge bilden — die so erhaltenen Funktionensysteme in dem allgemeinen
Sinne vollstéindig, daB jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion,
die auf allen Funktionen des Systems orthogonal steht, mit Aunsnahme
einer Menge vom MaBe Null verschwindet. Sie alle besitzen die oben
angegebene Konvergenzeigenschaft, und schlieBlich gilt auch der Satz, daB
die Konvergenz der Fourier-Reihe (in bezug auf diese Funktionensysteme)
einer Funktion an einer Stelle nur von dem Verhalten der Funktion in
der Umgebung dieser Stelle abhingt.



