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294 A. Kogszrr.

Uber einen Beweis des Aquivalenzsatzes.

Von

A. Korsgrr in Plauen i./V.

Gegenwirtig ist unter den Mengentheoretikern die irrige Meinung
verbreitet, der Cantorsche Aquivalenzsatz

(@g~b€b~a <€a)<€(a~bea, ~ a)
sel 1898 ziemlich gleichzeitig von F. Bernstein (in Borel, Lec. sur la th.
des fonctions, S.1031f) und E. Schroder (Nova Acta Leop. 71, 8. 3374)
bewiesen worden. Der Schrodersche Beweis enthilt jedoch einen bis jetat
von den Mathematikern nicht bemerkten SchluBfehler. Er benutzt nim-
lich (8. 339 ebendort) zwei unendliche Reihen
Up by oy by oty by gy~

(55)

byt by oy by by, g by
von Mengen, in denen

¢)) O2143 € A3241 € B3z, bri43 € baay1 € bay,
und nimmt S. 341 stillschweigend an, jede Reihe habe ein Grenzglied

@)

Lm @2241 = Gsws1, lim b3z41 = Dswt1,
lim ag; = tge = A2 (0 +1)5 lim bs; = bgeo = b2(eo+1)-

Dann ist nach (1) 030 € Get1 € G20, Mithin @sey; = @2w, ebenso
brwt1 = b2, weshalb man beide kiirzer mit a, bezw. b, darstellen mag.
Auf derselben Seite wird ferner angenommen, diese gemeinsamen Grenz-
mengen a, und b, seien auch Glieder der Reihen (55). ,Da mit @owsy
aber alle ungeraden a, d. h. alle as;,i, mit a2 alle geraden a, d. h. alle
agy gleichmiifig sein muften, so ist mit Ggesq = G = G auch die
GleichmiBigkeit jener mit diesen, somit die simtlicher a; bewiesen, was
nach dem oben unter (55) Erdrterten zum Beweise unseres Satzes hin-
reicht“ In den von mir hervorgehobenen Worten steckt der Fehler.
Die Grenzmengen a. oder b, konnen von niedrigerer Michtigkeit sein
als ihre vorangehenden Mengen as;, bs;, wie folgendes Beispiel zeigt.

-
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Es sei @, und b, die Menge (1,2, 3, - - -, in inf), und fiir 160, 1,---, 00
tar = by = (1462, 2461, ),

@241 = (B+61,4+61,5+61,--),
baiy1 =(b+61,6+61,- ).
Dann ist
0300 = Qe 41 = b?m = b2m+l = Qoo = beo = Nichts,

Aea+1)€ Q2as1 € B2, baaey<€bargs <€ oy,
und daher wicht fiir irgend ein endliches A

Q23 ~ U0, O3i+1 > G241,
wie es nach Schrdder sein sollte. Die ,transfinite Induktion” versagt hier.
Dies schrieb ich Schroder am 8. Mai 1902, worauf er mir am 25. Mai ant-
wortete: ,, ... Ihre Ausstellung gegen meinen (vermeintlichen) Beweis ist
richtig. Daf Letzterer . . . nicht stichhaltig ist, war mir ebenfalls schon
vor lingerer Zeit klar geworden, ohne daB ich jedoch Zeit und Gelegen-
heit gewinnen konnte, publice darauf zuriickzukommen. Ich bemerkte
es . .. zuerst daran, daB auch in meiner Figur (S. 338) die Grenzmengen
s, bs in einelementige Punkimengen — die FuBpunkte der dortigen
Normalen — degenerieren miissen, sobald man
links davon die Figur symmetrisch zur rechten
Seite wihlt. Es ist ungefihr so, wie wenn
man fiir eine lineare Punktmenge auf einer Ge- | €——
raden zwischen den Schenkeln eines Winkels — <= =
durch Parallelverschiebung dieser Geraden bis
in den Scheitel hin — die GleichmiBigkeit derselben mit diesem Scheitel-
punkte beweisen wollte.

... DaB ich Herrmn F. Bernstein die Ehre, den G. Cantorschen Satz
bewiesen zn haben, allein iiberlasse, hatte ich einstweilen einem Freunde
desselben, Herrn Dr. Max Dehn (jetzt in Miinster) schon vorigen Herbst
resp. Sommer — natiirlich zum Weitergeben — gesagt, desgleichen iiber
diese Angelegenheit (unspezifiziert, als eine meinerseits zu erledigende
Gewissenssache) Herrn Cantor einen Brief in Aussicht gestellt und Sept. 01
angefangen, jedoch leider noch nicht zu Ende gebracht .. “

In demselben Briefe erwies ich den mit dem Aquivalenzsatze gleich-
geltenden Satz

(0, € 6, € ay ~ a;) € (8, ~ a,)
folgendermaBen. Es sei ¢ eine (nach Voraussetzung vorhandene) deut-
liche Abbildung von @, in a,, alse ¢(a,) =a,, ¢ die Umkehrung des
bindren Relativs ¢, @, die Menge derjenigen (Anfangs-)Elemente von a,,
fiir welche ¢(a,) =0. Zu jedem Elemente oder jeder Menge m aus a,
gehort durch ¢ eine ,p-Folge* m, (Summe endlicher oder unendlicher
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»Lyklen® oder abzihlbar unendlicher ,Ketten“). Die ¢-Folgen verschie-
dener Elemente sind infolge der 1 — 1-Deutigkeit von ¢ elementefremd.
Jedes Element von a, bestimmt also entweder (als Anfangsglied von ¢) eine
unendliche ¢-Kette, oder (als inneres Glied von g) einen g@-Zyklus.

Es gibt dann eine umfassendste Teilmenge d von @, (mag sie auch
leer sein), die durch ¢ in Zyklen zertillt, und es ist

d<€a,<a, <€a.
Die Menge a, besteht daher aus den ¢mmeren Kettenelementen und den
Zykluselementen, und diese zusammen mit gewissen Anfangsgliedern der
¢-Ketten bilden die Menge a,. Die deutliche Abbildung ¢’ von a, auf g,
kann daher mit Hilfe der vorausgesetzten Abbildung ¢ so zusammen-
gesetzt werden:

Alle Glieder von d entsprechen sich selbst, ebenso jedes Glied einer
Kette, die ein a, als Anfangsglied hat. Dagegen wird jedem Gliede irgend
einer anderen Kette (in der also nur die inneren Glieder Elemente von a,
sind) das ndchstfolgende Element zugeordnet.

Durch biniire Relative 148t sich das viel kiirzer ausdriicken. Durch
Zerlegung in Ketten erhielt ich damals auch, inmerhalb des festgesetzten
Denkbereiches, den von Schrdder (ebendort S. 326) vergeblich gesuchten
Beweis des Sa.tzes

(21) (a~d=éb)=é2(a=éc~b),

d. h.: ist o gleichmichtig einer Teilmenge d von b, so gibt es eine ¢ um-
fassende mit b gleichmichtige Menge ¢.¥)

Eine etwas andere Form des oben gegebenen Beweises sandte ich am
30. Mai 1902 an die Redaktion dieser ,,Annalen“. Spiter haben Zermelo
und Peano #hnliche Beweise gefunden. Sie haben alle gemeinsam, den
Begriff der ganzen "Zahl und der vollstindigen Induktion nicht woraus-
susetzen.

Plauen, Ende April 1910.

*) Sei niimlich ¢ eine deutliche Abbildung von o auf d, ¢’ die @-Kette von
ab. Dann erfiillt diejenige Abbildung %, welche ¢’ umfaBt und alle nicht in ¢
vorkommenden Elemente von b sich selbst zuordnet, die gestellien Bedingungen. Es
ist ec=a+0b.



