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Paul Gordan.

Von

Max NoeTrer in Erlangen.
(Mit Unterstiitzung von Felix Klein in Gottingen und von Emmy Noether in Erlangen.)®)

Dem kurzen Gedenkworte, welches die Redaktion der Annalen ihrem
treuen Freunde Paul Gordan bei seinem Hinscheiden gewidmet hat*¥)
und das schon die wesentlichen Ztige seiner Perstnlichkeit wiedergibt,
lassen wir hier eine Darstellung seiner mathematischen Leistungen folgen.
Gordan schlieBt unmittelbar an die Reihe der groBen Algebraiker, zundchst
an Clebsch, an, deren Arbeit in dieser Zeitschrift gewiirdigt worden ist;
und sein Name ist mit ihren Blittern selbst unloslich verbunden. So sind
wir ihm schuldig, unsere Darstellung eingehend zu halten. Wir verbinden
damit die Schilderung seines Lebensganges.®¥¥)

Paul Albert Gordan ist geboren zu Breslau am 27. April 1837,
als Sohn des Kaufmanns David Gordan. Seine Mutter Friederike, aus der
bekannten dortigen Familie Friedenthal, wurde ihm frilh entrissen; sie
hinterlieB noch drei iltere Sthne — einer spiter ein hoherer Staats-
beamter — und eine Tochter, alle sind vor ihrem Bruder verstorben.
Paul Gordan wurde zunichst zu Hause unterrichtet und absolvierte dann
die Quarta und einen Teil der Tertia des Friedrichsgymnasiums in Breslau,
worauf ihn sein Vater in seinem eigenen Gleschift — einem Pelzhandel
und Bankgeschift in Breslau und Berlin — der kaufméinnischen Laufbahn

* Von Ersterem wurde ich in der Gesamtwiirdigung, von Letzterer in der
Wiirdigung der algebraischen Arbeiten wesentlich unterstiitat.

= Bd. 73, S. 321—3822.

#%) Ein Teil der beztiglichen Daten ist der Dissertation (I des am Schlusse an-
gefiigten Schriftenverzeichnisses) entnommen. Andere verdanke ich den Herren R. Sturm,
dem Studiengenossen von Breslau, C. F. Geiser, einem der Opponenten bei der Berliner
Disputation von 1862, J. Thomae, dem Gottinger Studiengenossen, und A. Brill, dem
GieBener Kollegen; ferner L. Schlesinger solche aus GieSener Akten.

Die Nummernzitate des Aufsatzes beziehen sich auf das am SchluB folgende
Schriftenverzeichnis.

Mathematische Annalen. LXXV. 1



2 M, NogTHER.

zufithrte. Zugleich besuchte er einige Jahre in Breslau eine Handelsschule;
dann folgten zwei Jahre in einem Bankgeschift in Genf, und wieder kurze
Zeit im viterlichen Geschift, diesmal in Berlin. Hierbei gewann jedoch
bald eine frih gefaBte Neigung zur Mathematik soweit die Oberhand, daB
ihn der Professor am Friedrich Wilhelm-Gymnasium und an der Kriegs-
schule N. H. Schellbach, der Lehrer so vieler Lehrer, erst privatim in diese
‘Wissenschaft einfilhrte und dann an E. Kummer verwies, der gerade 1855
aus Breslau nach Berlin zu umfassender Titigkeit iibergesiedelt war.
Gordan horte nun bei Kummer an der Universitit, also in dessen erster
zahlentheoretischer Periode, wihrend mehrerer Semester, bereitete sich
zugleich zum Gymnasialabsolutorium vor und erhielt nach einem mehr-
monatigen Besuch des katholischen Gymnasiums zu Neisse daselbst am
19. August 1857, nach einer kleinen mathematischen Privatarbeit, das
Reifezeugnis.

Jetzt folgten neun Universititssemester bis zur Promotion: eines
in Breslau, drei in Konigsberg, wieder vier in Breslau, eines in Berlin.
Seine Lehrer in Breslau waren auBer (alle besonders Joachimsthal —
bis zu dessen Tod, ein Semester vor Gordans zweitem Weggang von
Breslau — und Schroeter in Kénigsberg Richelot und Rosenhain; und
so ist Gordan nun ganz in der Jacobischen Schule herangeblldet in
Variationsrechnung, Mechanik, Elliptischen Funktionen usw., wenn er auch,
wie es scheint, einige dieser Gebiete, so das letztgenannte, nur nach Ab-
handlungen und Vorlesungsheften zu studieren Gelegenheit hatte. In
Berlin verkehrte Gordan dann mit Kronecker und horte dessen 1861/62
zum ersten Mal gelesenes Kolleg iiber die Auflosung der algebraischen
Gleichungen, so iiber die mit elliptischen Funktionen zusammenhéingen-
den, und tiber den Rationalititsbereich: Theorien und Begriffe, die fir
Gordan spiter noch von Wichtigkeit wurden.

In Breslau empfing Gordan auch das Thema zu seiner Dissertation, sie
ist aus einer Arbeit ,De linea geodetica“ hervorgegangen, mit der er auf
eine von der Fakultiit gestellte Preisfrage im August 1861 den Preis
erhielt*). Diese in Berlin am 1. Mirz 1862 verteidigte Doktordissertation
behandelt die geoditische Linie auf dem Erdsphiroid. Die Darstellung
durch elliptische Thetas erfolgt nicht in der von Jacobi (J. f. Math. 53)
gegebenen Form, sondern direkt nach den Formeln der Fundamenta.
Interessanter ist die Behandlung der Variationsaufgabe selbst, bei der

*) Die Frage, an Jacobis Formeln J. f. Math. 53 ankniipfend, war von Joachimsthal
3. Aug. 1860 gestellt; das Urteil gab Schroeter ab. Es lautete anerkennend fir das
wissenschaftliche Streben des Verfassers, ablehnend gegeniiber der Form und erklirte
die Arbeit als des Preises fiir ,nicht unwiirdig (nach dem ,Bericht der Fakultiten
iiber die von der kgl. Univ. zu Breslau gestellten Preisaufgaben®, 3. Aug. 1861).
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offenbar — die Literatur ist hierbei nicht angegeben — die Methode von
_ Lagrange-Jacobi*) benutzt worden ist. Durch Rechnungen, welche lediglich
dem speziellen Problem angepaBt sind, stellt Gordan fest, einmal: daB alle
von einem Punkt A ausgehenden geoditischen Linien an irgend einen
Punkt B der Fliche in ihrem Verlauf im allgemeinen beliebig nahe heran-
gehen; daB aber die Eigenschaft des absoluten Minimums hdchstens bis
zum neuen Treffpunkt zweier Linien mit supplementirem Azimut in 4
gilt; sodann: daB das relative Minimum nur bis zum Schnittpunkt zweier
sukzessiver Linien von A statthat. Die Jacobische zu einem gegebenen
Punkt 4 gehérige Umbhiillungskurve wird nicht behandelt.

Von den Thesen, welche Gordan bei jener Disputation — in einem
Latein freilich, das Kronecker nicht gerade als klassisch anerkannte —
verteidigte, seien hier zwei angefiihrt, die erste, weil sie seinen Anschau-
ungen auch aus spiterer Zeit entspricht, die zweite aus dem entgegen-
gesetzten Grunde:

,Die Methode des Unendlichkleinen ist, wie ich behaupte, nicht
weniger genau, als die der Grenzen“

,Es hat groBeres Interesse zu untersuchen, welche Eigenschaften
einer durch eine Differentialgleichung definierten Funktion inne-
wohnen, als durch welche schon bekannte Funktionen sie ausge-
driickt werden konne.

Die Funktionentheorie zog Gordan im Herbst 1862 zu Riemann. Er
bekam auch die Einwilligung des Vaters, der lange an dem Sohne nur
die rechnende, nicht die mathematische Begabung anerkennen wollte; und
80 lieB er sich in Gottingen immatrikulieren. Aber der nichste Zweek des
dortigen Aufenthaltes wurde verfehlt. Zu mehr als einem kurzen Gesprich
mit Riemann iiber dessen Flichen und einigen Wochen Kolleg iiber
Potentialtheorie ist es nicht gekommen, da der erkrankte Forscher nach
Italien abreisen muBte. Gordans Schicksalsgenosse war hierbei der einige
Jahre jiingere J. Thomae, der sich nun eng an ihn anschloB. Beide hérten
Dirichletsche Zahlentheorie bei E. Schering, Gordan freilich, wie iiberhaupt
im Kolleg, nicht nachschreibend, ja halb eingeschliifert; um so lebhafter
wurde er dann in der Diskussion auf den tiglichen weiten Spaziergingen
mit mehrmaliger Einkehr. Damals beschiftigte er sich mit der Transfor-
mationstheorie der elliptischen Funktionen, und er fiihrte seinen Freund
in seiner eindringlichen Art in sie ein, was dann diesen zur Beschiftigung
mit der Transformationstheorie der Abelschen Funktionen antrieb.

In Gottingen traf Gordan im Juni 1863 eine Aufforderung von A. Clebsch,
sich in GieBen zu habilitieren. Vielleicht war die Verbindung durch die

* J. f. Math. 17; von Jacobi in Vorlesungen behandelt.
13
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gemeinschaftlichen Beziehungen zur Konigsberger Schule, oder zu Schell-
bach, in dessen Seminar Clebsch 1854 titig gewesen, entstanden: jedenfalls
zogerte Gordan nicht, der Aufforderung Folge zu leisten. Seine Unter-
suchungen wurden mit Thomaes Hilfe sofort zusammengefaBt, am 5. Juli
ging das Gesuch nach Giefen, und die Habilitation konnte schon am
29. Juli 1863 vor sich gehen. Freilich war vorher noch eine Klausur-
priifung in Mathematik und Physik, und ein Kolloquium in diesen Fichern
und in Philosophie zu bestehen. Am 8. September erfolgte die venia
docendi.

Von den damals verteidigten zwolf Thesen stehen einige unter Gottinger
Einfliissen, wie die achte:

,Die Probleme, welche die Riemannsche Geometrie der Lage
stellt, sind begrifflich einfacher, als selbst die neuere Geometrie;“

andere, {iber partielle Differentialgleichungen usw., stehen auf Jacobischem
Boden; charakteristisch fiir Gordan sind nur die neunte und elfte:

B ist als wesentlicher Fortschritt der Analysis anzusehen, wenn
sie sich dazu erhebt, gewisse oft vorkommende Kombinationen mit
eigenen Namen zu bezeichnen“

,Bs ist von grofem Werte, selbst Bekanntes durch neue Me-
thoden zu beweisen.”

In der Habilitationsschrift (II) wird die Aufgabe, die Konstante der
linearen Transformation der elliptischen Thetafunktion als explizite Funktion
der Transformationskoeffizienten zu bestimmen, vollstéindig erledigt. Was
Gordan zu der Aufgabe hinzog, waren wohl zunichst die Erkldrungen
Jacobis (in einem Briefe an Hermite von 1845%): daB er in seinen Vor-
lesungen die Theorie der unendlich vielen Formen der Thetafunktion um-
stindlich gegeben habe, und daf — wenigstens im Fall des Nullarguments —
die schwierige Bestimmung der auftretenden achten Einheitswurzel ent-
weder auf Kettenbruchentwicklung oder auf die GauBischen Summen fiihre.
Oder es war mindestens der (allein zitierte) Bericht Rosenhains in seiner
Preisschrift von 1851, der am speziellen Fall des Ubergangs vom Perioden-

verhéltnis » zu ;_1— mittels Fourierscher Reihe und Umformung der Inte-

gralkoeffizienten den Gang darstellt. Leider ist die betrsffende Vorlesung
Jacobis nicht versffentlicht; nur die Zerlegung der 6-Reihe in eine end-
liche Summe von Teilreihen ist aus der Dissertation von Schroeter be-
kannt. Jedenfalls hat Gordan im allgemeinen den Gang Jacobis und seine
Resultate rekonstruiert. Eine Abweichung besteht vielleicht darin, daB
Gordan die Integralumwandlung durch einen Grenzproze8 fir einen spe-
ziellen Modul ersetzt.

% J. f. Math. 82 oder Werke, Bd. I von 1846; s. auch J. f Math, 36.
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Gordan war es aber entgangen, daB schon fiinf Jahre vorher (in den
C. R. der Pariser Akademie und in Liouvilles Journal) Hermite, von den-
selben Anregungen ausgehend, dieselben Endresultate vollstindig entwickelt
hatte, nach einer Methode, die eng an Jacobi anschlieft.

So bedeutend die Leistung an sich ist, man vermifit in ihr — worauf
Enneper in seinem historischen Buch tiber die elliptischen Funktionen hin-
weist — den Einblick in die Quellen. Dieser Umstand hingt einmal mit
Gordans durchaus synthetischer Darstellungsweise zusammen; sodann aber
auch mit seiner Arbeits- und Publikationsmethode: er fithrte fiir jede
Arbeit eine groBe Reihe von Formelheften, sehr gut geordnet, aber nur
mit dem geringsten MaBe von Text versehen; die weitere Textgestaltung
fiir den Druck und die Druckkorrekturen iibernahmen dann mathematische
Freunde. So konnte sich aber nicht immer eine vollige Korrektheit der
Fassung ergeben, und manchmal sieht man auch nicht den tieferen Unter-
grund, auf welchem die Uberlegungen ruhen. Auch enthalten nur einige
der verdffentlichten Aufsitze, darunter aber gerade die ersten, den spezi-
fischen Stil Gordans: lauter kurze, direkte, unvermittelt nebeneinander-
stehende Sitze.

Die Theorie der Transformation der elliptischen Funktionen hat
Gordan vielleicht auch in der Hoffnung auf Ergebnisse interessiert, die
iiber Hermite und Kronecker hinaus in Zusammenhingen zwischen Glei-
chungen allgemeiner Art und Modulargleichungen erlangt werden konnten.
Jedenfalls ist er noch einmal auf sie eingegangen (1), diesmal auf die
der wichilinearen Transformation. Er stellt ein Produkt von  Thetafunk-
tionen, mit verschiedenen Argumenten w, und mit Moduln m,7, die ganz-
zahlige Vielfache von 7 sind, als Summe von my m, --- m, Produkten
von je r solchen Funktionen dar, alle mit dem Modul 7, aber mit Argu-
menten, die lineare Verbindungen der w,, mit gebrochenen Zahlen als
Koeffizienten, sind. Es wird so eine sehr allgemeine Formel erhalten;
wenn auch nicht gerade ,alle nur denkbaren Beziehungen®; auch hat Gordan
die beabsichtigten Anwendungen auf Modulargleichungen nicht mitgeteilt.
Die Richtung ist eine starke Verallgemeinerung der schon genannten
Konigsberger Dissertation Schroeters von 1854; sie ist auch erst iiber 20 Jahre
spiter (von Krause, sowie von Prym-Krazer®)) weiter verfolgt worden.

In GieBen schloB sich Gordan sofort eng an Clebsch an, ein AnschluB,
der bald fir die Wissenschaft von hoher Bedeutung werden sollte: er
fiihrte zu dem gemeinsamen Werk iiber die Theorie der Abelschen Funlktionen
(III). Indessen darf man sich die Vorgeschichte des Werkes doch nicht

# Vgl. M. Krause, Theorie der doppeltperiodischen Funktionen einer verdnder-
lichen Grofie (Teubner), Bd. IT (1897), S. 289.
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so denken, wie es nach der Bemerkung C. Neumanns in seinem Nachruf
auf Clebsch¥®) scheinen konnte: ,daB Clebsch durch Gordan mit Riemanns
Arbeiten iiber Abelsche Funktionen bekannt gemacht wurde“, und viel-
leicht auch nach der Bemerkung in dem Bericht iiber die Leistungen
Clebschs**), daf ,fiir die Einfiilhrung der Abelschen Funktionen und ihrer
Betrachtungsweisen in die Geometrie-die duBere Veranlassung die Habilita-
tion Gordans in GieSen war“. Vielmehr muB Clebsch den Abelschen Funk-
tionen selbstéindig schon frither nihergetreten sein. Denn er hatte Riemanns
Abhandlung schon 1857 als Korrektor des Crelleschen Journals unter den
Hinden und Interesse fiir sie gefaBt; und die geometrische Bedeutung des
Abelschen Theorems hatte er zu einer Zeit erkannt — die Daten der
beiden Arbeiten in J. f. Math. 63 sind der 27. Sept. und der 28. Okt. 1863;
vgl. auch die Anm. in J. f. Math. 63, S. 105 —, in der eine Beeinflussung
durch Gordan noch kaum als méglich erscheint. Auch in den Hauptsatz
Riemanns iiber das Verschwinden der Thetafunktion war, nach der zweiten
der beiden Arbeiten, Clebsch eingedrungen, und die Arbeiten von C. Neu-
mann und Prym hatten auf ihn eingewirkt.

Richtig aber ist, daB Clebsch noch im Sommer 1864 — nach einem
Briefe an Roch — gréBere Schwierigkeiten im Verstindnis von Riemanns
Theorien zu iiberwinden hatte, so insbesondere beziiglich der algebraischen
Modifikationen des Abelschen Theorems, welche das Auftreten von Doppel-
und Riickkehrpunkten von seinem projektiven Standpunkte aus mit sich
brachte. Erst allmahlich, durch die Fille p=0 und 1 (J. f. Math. 64) hin-
durch, hier mit Hilfe von Rosenhains Preisschrift, fand er den Weg zum
erweiterten Umkehrproblem, wobei auch Brills Behandlung des Falles p =2
(J. f. Math. 65 von Okt. 1865), die auf seine Anregung erfolgte, noch
eine Zwischenstufe bildete.

Das gemeinsame Werk selbst ist wesentlich 1865 entstanden und,
nachdem es Jan. 1866 angezeigt worden (3), im Herbst 1866 erschienen.

Wir konnen davon absehen, uns hier iiber die funktionentheoretische
und algebraisch-geometrische Bedeutung der neuen Theorie niher auszu-
sprechen; denn eine eingehende Wiirdigung von der Hand A. Brills ent-
hilt der oben genannte Bericht iiber Clebsch, an dem auch Gordan (26)
mitwirkte, und die Beziehungen zu den iibrigen Theorien sind in dem Be-
richt von Brill-Noether iiber die algebraischen Funktionen (D. Math. Ver.
von 1893) ausfithrlich dargelegt. Dagegen hitten wir hier den Anteil
Gordans an dem Werke zu entwickeln; aber gerade diese Aufgabe er-
scheint kaum durchfithrbar. Gordan selbst hat sich nur einmal, an seinem

*) Wiedergegeben in diesen Anmalen 6, S, 199,
=) Math, Ann. 7, 8. 19.
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70. Geburtstage, dariiber ausgesprochen®) in dem allgemeinen Sinne: ,sein
Zusammenwirken mit Clebsch sei eine gliickliche Art der Arbeitsgemein-
schaft gewesen, bei der ihm oft die Aufgabe zufiel, die Ideen des geist-
reichen Forschers in die Wirklichkeit umzusetzen.“ Diese Charakterisierung,
treflend wie sie ohne Zweifel ist, gilt in erster Linie von dem gemein-
samen Werk. Clebsch hatte zwar tiberall die filhrende Rolle, aber Gordan
stand von 1864 an in tiglicher ununterbrochener verstéindnisvoller Aus-
sprache hinter ihm als rastlos treibendes Element, dem keine Schwierig-
keit uniiberwindlich schien und das in sokratischer Weise Klarheit schuf.
So zeugt schon der Plan zu einer selbstindigen neuen Grundlegung der
ganzen Theorie von einer solchen Energie und einem solchen Selbst-
vertrauen der beiden jugendlichen Forscher in ihre frischen Krifte — der
eine zihlte erst 32 Jahre, der andere nur 27 —, daB gerade er als ge-
meinsames Eigentum angesprochen werden muS.

Insbesondere mag es aber der Wucht, deren die Gordansche Arbeit
fihig war, bedurft haben, um zu dem Mittelpunkt der Theorie, dem
7. Abschnitt, hindurchzudringen: der Losung des Umkehrproblems, mittels
Zerlegung der Summe von Integralen 3. Gattung in zwel je nur von p
Argumenten abhiingige Funktionen. Ubrigens ist der hierbei nach Riemann
eingeschlagene Weg durch Funktionen von p -+ 1 Punkten der Kurve
komplizierter als der von Weierstra8.

Ferner wird man das SchluBkapitel tiber die unendlich vielen Formen
der Thetafunktion im wesentlichen Gordan zuzuschreiben haben. Wenig-
stens hat er die Transformationsformel selbst, noch ohne Bestimmung der
numerischen Konstanten, schon im April 1865 (2) mitgeteilt. Aber der
Weg mub damals eher durch die Funktionalgleichungen der Periodizitét,
wie in (1) und bei Hermite und Thomae hindurchgefithrt haben, als durch
die Integrale 3. Gattung, wie spiter im Buche, da hierzu schon der 7. Ab-
schnitt hitte fertig sein miissen. Die zur Bestimmung der 8. Einheits-
wurzel im Buche verwandte Methode, eine von Kronecker®¥) stammende
Zerlegung der kanonischen Transformationsdeterminante in elementare, ist
spiter aufgenommen worden. Die Abfassung und duflere Gestaltung des
Werkes hatte Gordan, schwerfillig in der Handhabung der Feder, der
Meisterhand von Clebsch iiberlassen.

Die ,Abelschen Funktionen“ von Clebsch-Gordan haben spaterhin
ihre stirkste Wirkung in der Richtung der Theorie der algebraischen
Funktionen ausgeiibt, wenn auch das Buch selbst seine Sitze an die speziell

¥ Cf. Jahresber. d. D. Math. Ver. 16, S. 328.

*) Cf. Monatsber. der Berl. Akad. von Okt. 1866 und J. f. Math. 68. Kronecker
reduziert dort auf eine kleinere Anzahl von Elementartransformationen als Clebsch~
Gordan. .
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gegebene Kurve ankniipft und noch auf dem ternir-projektiven Standpunkt
steht, mcht auf dem der rationalen Transformation, wie es z B. eine
Theorie der Moduln erfordert hitte. Gordan ist nicht mehr auf die Theorie
der Funktionen, auch nicht der algebraischen, zuriickgekommen, die ihn
doch mehr nach der Seite der Formelentwicklungen, als nach der begriff-
lichen Seite beschiftigt hatte. Auch der Wunsch Gordans nach Heraus-
gabe einer zweiten Auflage des Werkes, mit dem er an den Verfasser
dieses Aufsatzes herangetreten war, wurde nicht erfiillt, da der historische
Charakter des Werkes nicht durch eine systematische Umgestaltung zer-
stort werden sollte. Gordan wandte sich vielmehr dem Gebiete zu, in dem
er von nun an das Lebenselement seiner Betitigung finden sollte: der

Algebra, insbesondere der Formentheorie der linearen Tramsformationen.

In Clebschs Arbeiten hatten von 1860 an die algebraischen Elimina-
tionsprobleme aus der Theorie der Kurven und Flichen eine systematische
Weiterbildung der von den Englindern und von Hesse angewendeten Me-
thoden erfahren. Es geschah auf Grund invariantentheoretischer Begriffe,
aber doch moch wesentlich unter Verwendung der mehrfach geréinderten
Determinanten. Zu gleicher Zeit jedoch begriindete Clebsch die Aronhold-
sche Symbolik von 1855, legte sie den Invariantenbildungen, wenigstens
bei Grundformen mit einer Variabelnreihe, zugrande, und gab die Uber-
tragungsprinzipe von m — 1 Variabeln auf m und von Formen (% — 1)**
Grades auf solche n'*® Grades*)

Nach Vollendung des Werkes iiber die Abelschen Funktionen fiihrte
Clebsch seinen Freund in diese algebraische Welt ein, die der Art Gordans
so entsprach, daB er sie sich in kiirzester Zeit vollig zu eigen machte und
sich nun fast ausschlieBlich in ihr bewegte. Denn mit der Zusammensetzung
aller Invarianten aus symbolischen Aggregaten waren in der Formentheorie
alle Definitionen und Operationen aus dem begrifflich-abstrakten Gebiete
in das konkrete Gebiet der algebraischen Darstellung und damit in Gordans
Sinn erst zur Wirklichkeit und Klarheit gebracht. Die Formel war ihm
immer und iiberall unentbehrliche Stiitze fiir Gedankenbilden, Schliisse
und Ausdrucksweise.

Gordan wandte sich zunichst verschiedenen Richtungen zu, in denen
Clebsch arbeitete. Mit ihm zusammen erweiterte er die Begriffe der von
Hermite eingefiithrten typischen Darstellungen von Formen, indem die
binire Form 5. Grades, wie bei jenem, mit linearen Kovarianten trans-

* Nach Gordan mag in diesem Bericht dberall mit ,,Grad“ die Dimension in
den Punktvariabeln, mit ,,Ordnung” die Dimension in den Koeffizienten der Grund-
formen bezeichnet werden — gerade entgegengesetzt der Bezeichnungsweise der iibrigen
Autoren.

>



Paul Gordan. 9

formiert (4), die 6. Grades aber (ibid.) als kubische Funktion dreier qua-
dratischer Kovarianten dargestellt wurde. (5) und (15) sind interessante
Anwendungen spezieller Fille dieser quadratischen Transformation. Eine
hohere gebrochene Transformation iiberhaupt ist dann von Gordan in (9)
zur Uberfilhrung einer Gleichung in eine solche mit speziellen Invarianten-
eigenschaften — analog wie von Hermite die Tschirnhausen-Transforma-
tion — weiter verfolgt worden. In der gemeinsamen Arbeit (8) tber die
Theorie der terniren kubischen Form wird ein kovariantes Koordinaten-
dreieck zugrundegelegt, dessen Ecken ein beliebiger Punkt z und zwei
durch lineare Zwischenformen gegebene Punkte sind; und analoge Dar-
stellungen rationaler und irrationaler Art bieten moch (37) und (38).

Nach den gemeinsamen typischen Darstellungen von 1867, alle zu dem
Zweck, die Ubersicht tiber die rationalen Zusammenhinge der zu einer
Grundform gehorigen Formen zu erschlieBen, wandte sich Gordan der Aus-
bildung des von Clebsch den Invariantenbildungen zugrundegelegten sym-
bolischen Kalkiils zu. Er nahm dessen geometrische Eliminationsprobleme
auf, um zu zeigen (7), daB die Anwendung einfacher symbolischer Identi-
titen — entsprechend den linearen Relationen, welche im n-dren Gebiet
zwischen % + 1 linearen Formen bestehen — das zweckmiBige Mittel zur
Formenumwandlung abgebe. Insbesondere fiberwand er manche Elimina-
tionsschwierigkeit, welche das Wegschaffen nur durch die Methode herein-
gebrachter Faktoren bot, so in (22) bei der Aufstellung der Gleichung fiir
die Pentaederebenen der Fliche 3. Ordnung; urnd auch einige Arbeiten
von Schiilern Gordans gehoren hierher.

Aus dem symbolischen Apparat heraus entwickelte Gordan — in dem
schon genannten Aufsatz (9) von Jan. 1868 — den Keim zu einem Fort-
schritt, der weit tiber jenen Apparat hinaus eine methodische Bedeutung
fir die Invariantentheorie gewinnen sollte: die sog. Clebsch-Gordansche
Reihenentwicklung. Er gelangt da fiir die bindre Grundkombinante bei
zwei Variabelnreihen

O(z, y) = m(y) L(z) — U(y) m(2)
zu einer normierten Reihenentwicklung nach Potenzen von (zy) =y,2,— y,%,:

o(z, y) ~20 (@)™ ol o,

Die Koeffizienten sind dabei eindeutig definiert als Polaren von y in bezug
auf Formen mit nur einer Reihe z:

82 (z) = Am)”"+ Eeml

die selbst die einfachsten, in den Koeffizienten von I sowohl, als von m
linearen Bildungen sind. Diese Formen in z aber waren schon bei Cayley
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aufgetreten, aus Polaren I77'™" von I dadurch abgeleitet, daB die Produkte

der y durch kogrediente (»—u)* Differentialquotienten von m ersetzt
werden; sie wurden von Gordan plastisch ,Ubereinanderschiebungen®, spiter
,Uberschiebungen® von m tiber ! genannt.

Die Methode, die Gordan bei der alternierenden Form ©(z, y) zu der
Reihenentwicklung fiihrte, besteht hier nur in Anwendung des binomi-
schen Satzes auf die einzelnen symbolischen Faktoren und ferner in der
symbolischen Umwandlung von Polarengliedern, welche letztere schon fiir
sich den Existenzbeweis der Reihe ((11), § 2) gibt. Und ganz dieselben
Operationen fiihren ihn 1870 in seiner Resultantenarbeit (18) zu der
entsprechenden normierten Reihenentwicklung fiir alle biniren Formen
mit zwei Reihen kogredienter Variabeln: symbolisch 73 s)'; hierbei werden
dann die sogenannten , Elementarkovarianten® (rs)’r»"*s* " so verwendet,
wie vorher die &,(x).

Inzwischen, vor Herbst 1870, hatte auch Clebsch die Reihenent-
wicklung hergestellt*), indem er statt der symbolisch gebildeten Elementar-
kovarianten durch den ProzeB Cayleys

o* 0*

2= 0%, 0y, - 0z, 0y,

und durch Polarenprozesse alle invarianten bindren Formen von zwel
Variabelnreihen in Normalformen von solchen iberfilhrte, also 7zs, zu-
nichst in (rs)r:"ls’y""l, dann in die Elementarkovariante (rs)r"~'s?~!. Von
Clebsch nahm Gordan diesen Differentiationsprozef auf ((21) Okt. 1871),
um daraus die Eindeutigkeit der normierten Entwicklung zu beweisen und
ihre Zahlenkoeffizienten zu bestimmen. Die wirkliche Bedeutung des Q-
Prozesses ist die, daB das identische Verschwinden von Qo(z, y) die
doppelt-binire Form @(z, y) als Polare charakterisiert, und daB also gerade
der Q-ProzeB notig wird, um irgend eine doppelt-bindre Form mod. (zy)
einer Polaren iquivalent zu machen. Aber diese Bedeutung hat sich erst
aus den Arbeiten von Clebsch von 1872 iiber die Fundamentalaufgabe
der Invariantentheorie, und zwar im n-iren Gebiet bei der Reduktion auf
Normalformen von Formen mit irgend welchen Reihen von Variabeln,
nach und nach ergeben. Bei Gordan erscheint sie in seiner Programm-
schrift von 1875 (IV, § 19), wo Normalformen durch noch erweiterte Q-
Prozesse definiert werden. Die volle Zuriickfiihrung der Bedeutung von

Co@u) _
axi a“i o 0

Qo(z,u)=

*) Veroffentlicht in seinem Buche iber binire Formen zu Beginn 1872; Vor-
wort von Sept. 1871.
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(21), wo die u, kontragredient zu den z sind, auf den Polarenbegriff ist
erst 1887 erfolgt, als Mertens¥) nach Ersatz der u, durch Unterdeterminan-
ten (x,y,---) einen zugehdrigen PolarisationsprozeB einfihrte; was dann
noch eine Weiterfiilhrung der Prozesse im Gefolge hatte. Es zeigte sich aber
auch, daB der Q-ProzeB, angewandt auf irgend ein Koeffizientenaggregat
der linear transformierten Formen, alle invarianten Bildungen erzengte,
und nur diese; dies wurde sogar fiir Gordan in seinem Buche (V) die ein-
zige Grundlage fir die Moglichkeit der symbolischer Darstellung dieser
Bildungen; fiir die weiteren Forscher diente der ProzeB selbst wieder,
dem Cayleyschen Standpunkt von 1846 entsprechend, als Aquivalent fiir
die Symbolik iiberhaupt.

Wenn beziiglich der Verdffentlichung der Reihenentwicklung Gordan
zweifellos die Prioritdt gebithrt, so hat er doch gern die Gleichzeitigkeit
der Auffindung von seiner und Clebschs Seite betont, sowohl miindlich,
als schon in (17) (Sept. 1870), als auch in dem Nachruf auf Clebsch
(26), S. 43) und in seinem Buche (V,Bd.IL S. 86), welches in der Dar-
legung dem durchsichtigen Gange von Clebsch folgt. Die hohe theoretische
Bedeutung der Reihenentwicklung selbst aber bleibt darin bestehen, daB
sie unmittelbar die Formentheorie aller Formen mit beliebigen Reihen von
n-iren Variabeln auf die der simultanen Grundformen mit » — 1 Reihen
von Variabeln zuriickfiihrt.

Aus den Arbeiten am symbolischen Kalkill und der Reihenentwick-
lung heraus erhob sich Gordan 1868 (11) und 1869 (16) unmittelbar
zum Héhepunkt seiner invariantentheoretischen Leistung, ja seines Schaffens
dberhaupt: zu dem Gordanschen Endlichkeitstheorem. Es besteht in dem
Nachweis einer endlichen Basis fiir die Formen eines jeden Grundsystems
bindrer Formen.

Cayley hatte in seinem Second Memoir upon Quantics*¥), von der
Definition der Kovarianten einer biniren Form durch partielle Differential-
gleichungen ausgehend, die Frage gestellt, ob die solchen Gleichungen
eventuell geniigenden Polynome eine endliche Basis von Formen haben,
aus der sich alle als ganze Funktionen mit bloB numerischen Koeffizienten
ableiten lassen; und er glaubte die Frage im allgemeinen verneinen zu
sollen, insbesondere auch fiir das Kovariantenproblem. Seine Vermutung
berubte auf unbewiesenen Abzihlungen. Da trat Gordan 1868 mit dem
Beweise hervor, daB fiir eine binire Grundform f(z) in jedem Falle eine
solche begrenzte Basis existiere: ein ,vollstindiges* oder ,volles“ Formen-

% ,Uber invariante Gebilde ternirer Formen, Wiener Sitzangsb. 95.
*%) Phil. Transactions 146 (1856); Papers, II, Nr. 141,
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system von f. Und zwar lieferte der Beweis zugleich — was fiir Gordans
Anschaunungsweise wesentlich war — die wirkliche Bildung eines vollen
Systems. Die Reduktion auf ein kleinstes solches System wire dann nur
Sache des Kalkiils.

Die beiden Beweise Gordans haben im wesentlichen denselben Ge-
dankengang, nur ist er im zweiten, durch explizite Ausdehnung auf
mehrere, simultan gegebene Grundformen und durch den Begriff des rela-
tiv-vollstindigen Systems, viel durchsichtiger geworden. Wenn wir nun
hier, der Bedeutung gem#B, welche das Verfahren in Gordans ganzer
Lebensarbeit gewonnen hat, versuchen wollen, ‘eine Vorstellung von dem
Beweisgang zu geben, so halten wir uns vorzugsweise an die zweite

Arbeit (16).

Unter einem ,relativ-vollstindigen System 4, - -+, 4, der Grundformen
fi, fay - -+ modulo @, @y, - - wird verstanden, daB alle zu den f ge-
horigen invarianten Formen sich in der Gestalt

G(4) + P(9)

darstellen lassen, nimlich als ganze Funktionen der A4 mit numerischen
Koeffizienten, bis auf einen Ausdruck P, der in jedem Glied Koeffizienten
der ¢ enthilt. In der Absicht, induktive Schliisse von # auf » + 1 zu
machen, geht Gordan schrittweise von Formen niedrigerer Ordnung, oder
Grad, oder Uberschiebung zu hheren solchen fort und stellt so Sitze der
Art auf:

1. Simtliche invariante Bildungen #** Ordnung in den Koeffizienten
von f lassen sich durch Uberschiebung von f iiber Formen (m—1)** Ord-
nung ableiten; daher lassen sich simtliche zu f* gehorigen Formen nach
und nach durch Uberschiebungen mit f bilden.

II. Sei fiir eine Grundform f(z) vom »* Grad W das ,libernommene®

System, d. h. aus dem vollen zur ersten Polaren 2—8—@ y; gehorigen

o0%;
System dadurch erhalten, daf man auch die y noch durch z ersetzt. Die
W bilden fiir f ein relativ-volles System, mod. einer Formenreihe y, K;

wobei die 4 die % Uberschiebungen von f iiber sich selbst fir k> %,

K dasselbe fiir k= % (wenn n=4v) ist.

III. Besitzt die Reihe f;,f;, - - ein mod. der Reihe ¢, @, - - - rela-
tiv-volles System A, die Reihe @,, ¢,, - - - aber ein absolut-volles System B,
so Vesitzt auch die simultane Reihe f, f;, - @1, ®g, -+ ein volles
System C. C besteht aus den 4, den B, und einer begrenzten Anzahl
weiterer Bildungen, welche simtlich Uberschiebungen von Produkten der
A tber Produkte der B sind.
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Der erste Satz ist nichts weiter als eine Anwendung der Reihen-
entwicklung: es wird jede Kovariante ®(x) von f(z) erst durch eine Form
@(z,y) ersetzt, fiir welche 9 (z, ) = ®(2) ist, diese nach Potenzen von
(zy) normiert entwickelt und endlich die Produkte der y durch kogrediente
Differentialquotienten von f(z) ersetzt. Zugleich liefert der Satz eine An-
ordnung aller zu f gehorigen Bildungen, beginnend mit 7 selbst.

Um den zweiten Satz einzusehen, hat man zunichst zu bemerken,
daB die k' Uberschiebungen von f iiber sich selbst fiir % <—g~ zu den W

gehoren. Der tibrige Teil des Satzes ergibt sich, indem man ihn fiir die Formen
niedrigerer Ordnung als richtig voraussetzt und dies auf den im ersten
Satze geleisteten Ausdruck einer Form m'* Ordnung ®(z) anwendet.
Nach und nach kommt man so, auBer auf Formen W, nur auf Formen
2% Ordnung.

Fiir den dritten Satz geniigt es, die Produkte der A tber die der B
zu schieben, da in den Uberschiebungen der P(B) iiber Produkte der B
die A in niedrigerer Ordnung auftreten als in der zu betrachtenden Bil-
dung. Von jenen aber zeigt die Rechnung, daB man in den Faktorenan-
zahlen der Produkte gewisse einfache Grenzen nicht zu iiberschreiten
braucht, weil sonst in den Uberschiebungen immer mindestens ein Term
zerfillt, die Uberschiebung selbst also als reduzible zu betrachten ist.

Da nun das Gordansche Theorem fiir die Formen %, ihrem Grad nach,
als giilltig vorausgesetzt wird, so liefern, wenn K nicht vorhanden ist
(n=+4v), die Sitze Il und III unmittelbar das Theorem fiir f(z). Aber
auch wenn K, vom selben Grad wie f, existiert, hat man einen AbschluB;
denn macht man in bezug auf K dieselbe Betrachtung wie vorher fir f,
so tritt im Satze II in den Modul der y, K an Stelle von K nur eine
Invariante J, die n* Uberschiebung von K iiber f.

" Wir weisen noch darauf hin, daB — was von Gordan nicht explizite
ausgesprochen wird — unter dem vollen System der y dasjenige verstan-
den ist, welches bei Auffassung aller Koeffizienten der y als unabhingiger
Unbestimmter gebildet werden kann. Da aber diese Koeffizienten von den
Koeffizienten () der Grundformen f abhingen, sind sie nicht voneinander
unabhiingig; und die vorkommenden identischen Relationen sind als iden-
tische in den Unbestimmten (@) aufzufassen, nachdem man in dem System
der y die Koeffizienten durch die (@) ausgedriickt hat.

Solche Funktionen der Koeffizienten der y, die bei deren formaler
Auffassung als Unbestimmter nicht-invariant sind, wohl aber vermdge der
Parameterdarstellung durch die (a), also erst fiir die f}, f;, - - -, invariant
werden, treten in dieser Untersuchung Gordans also nicht auf.

Und wir mdgen iiberhaupt hier darauf hinweisen, daB Gordan bei
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der Systembildung spezieller Formen — wie sie z. B. weiterhin in der
Gleichungstheorie auftreten — immer nur die nach der allgemeinen Vor-
schrift formal gebildeten Invarianten in Betracht zu ziehen pflegte. —

Gordan hat 1872 (in (23) und (24)) durch Einfithrung des Verhaltens
der micht-negativen ganzzahligen Lisungen eines Systems diophantischer
Gleichungen den Beweis seines Theorems noch betrichtlich durchsichtiger
gemacht. Er gibt hier den Satz, daB sich alle derartigen Ldsungssysteme
aus einer endlichen Anzahl solcher Losungssysteme additiv zusammensetzen
lassen: was wir als ,speziellen Gordamschen Endlichkeitssatz” bezeichnen
mdgen.

Wenn nun in dem mit III bezeichneten Satze ein Produkt

T(z) = Af‘ (z)--- A:e (@) [4; vom Grade m,]
tiber ein Produkt

(y) = Bi(y) - - - By (v) [B; vom Grade #,]
m-mal geschoben wird, so wird die resultierende Uberschiebung in z und y
beziiglich von den Graden

=2hm =2

In diesen beiden Glelchungen, in Welchen die m;, n; ge«ebene Zahlen sind,
entspricht nicht nur jeder der genannten Uberschlebungen ein bestimmtes
nicht-negatives Zahlensystem &;, k;, m, N;, N;; sondern auch umgekehrt.
Denn die Differenz zweier zum selben Losungssystem gehoriger Formen
wird eine Form von denselben Ordnungen, wie jede dieser Formen, aber
von héherem Gewichte — d. i. die Potenz, in welcher bei linearer Trans-
formation die Determinante derselben als Faktor vortritt; bei symbolischer
Darstellung also die Anzahl der Klammerfaktoren —; ist daher in Gordans
Anordnung eine frithere, im System wegzulassende F'orm Einem in zwei
Faktoren zerfallenden Gliede einer Uberschiebung entspricht so die addi-
tive Zusammensetzung eines Losungssystems der beiden Gleichungen aus
zwei einfacheren, und umgekehrt. So folgt aus dem ,speziellen Endlich-
keitssatz¢, daB die Anzahl der in Satz III zu beriicksichtigenden Uber-
schiebungen eine endliche ist.

Wihrend alle bisher angefiihrten Systemsbetrachtungen zwar von
ihrem Urheber aus der symbolischen Darstellung der Formen gezogen
worden sind, aber — wie unsere Darlegung erkennen lassen wird — im
Grunde von ihr gar nicht abhingen, hat nun Gordan in seiner Programm-
schrift (IV) von 1875 zur Grundlage seiner symbolischen Operationen
einen “ProzeB, ,Falfung“ genannt, eingefithrt, der nur symbolisch als pri-
mirer zu bezeichnen ist: es wird ein Produkt a,b, durch einen Klammer-
faktor (ad) ersetzt. Unsymbolisch setzt sich die Faltung, nach der Theorie
der normierten Reihenentwicklungen, aus einer Reihe von Prozessen zu-
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sammen, nimlich aus einer Summe von Uberschiebungen. Und umgekehrt
setzt sich auch jede Uberschiebung, symbolisch dargestellt, aus einer
Summe von Faltungen zusammen — analog wie ein PolarenprozeB, auf ein
Produkt angewandt, eine Summe von Polarbildungen liefert. Dieser sym-
bolische ProzeB dient Gordan zu einer Anordnung der Formen des Systems
nach den in ihnen enthaltenen Exponenten von Klammerfaktoren, sowie
zur Aufstellung von symbolischen Reduzenten, d. h. eines Produktes von
Klammerfaktoren, welches als Faktor in einer Form auftretend, dieselbe
vermdge ,fritherer Formen reduzibel macht. So wird denn jetzt in den
angefiihrten Sitzen I, II, III der Begriff des relativ-vollstindigen Systems
auf Moduln ausgedehnt, die gegebene Klammerprodukte sind. Und es
werden nun, statt der dortigen Systeme f; y, K;--- sukzessive folgende

Systeme eingefiihrt, wenn f=aZ="5%=--- und (g, %) die k* Uber-
schiebung von ¢ iiber ¢ bedeutet:
AO® =f, vollstindig mod. (ab)?;

BO = (fy f)2= f2’ ” » (ab)4§

4" = f; s (f’ fz), ” » (ab)4§

BY, ein Bildsystem von A®, gebildet an (f,f)*=7F,, wie A® an f,
nimlich ’

B® = f,, (fu, )} =2 (o f4,2)7 vollstindig mod. (ad);

A®, entstehend aus Uberschiebung von A® mit B, vollstindig
mod. (ab)®; usw. Das System A® dient als Vorbild fiir das Bildsystem B®,
so lange v?% — 1 ist; fiir groBere v wird als Vorbild des Systems B®
das vollstindige System einer Form vom Grade 2(n —2» — 2) > » benutzt.
Das letzte so erhaltene System A®), fir »Z -Z—, ist dann das vollstindige
System von f.

Vom symbolischen Standpunkt aus war nun durch diese sukzessive
Systemsbildung — abgesehen von der auch hier noch notwendigen Heriiber-.
nahme von Systemen, die zu Grundformen niedrigeren Grades als f ge-
héren — die (symbolische) Struktur des vollen Systems von f iibersichtlich
geworden. Und der in der Einleitung der Programmschrift (IV) getane
Ausspruch: ,Je mehr die Wissenschaft fortschreitet, umsomehr wird es
moglich, die Resultate, welche sich sonst nur durch lingere Zwischenbe-
trachtungen beweisen lieBen, unmittelbar einzusehen: und man wird einen
mathematischen Gegenstand erst dann als erledigt betrachten, wenn dieses
Ziel erreicht ist“, konnte besonders in der vereinfachten und klaren Dar-
stellung des 2%* Bandes der ,Vorlesungen“ (V) annihernd als erfiillt an-
gesehen werden.
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Da war es ein eigentiimliches Zusammentreffen, daB gerade mit dem
AbschluB des Beweises in diesem Buche®) ein Beweis des Gordanschen
Theorems erscheinen sollte, der vom Gordanschen ,speziellen Endlichkeits-
satz¢ ausging, im fibrigen aber einen Weg nahm, der den obigen Aus-
spruch in idealer Weise bestitigen sollte.

T Juli 1885 hat Mertens**) einen solchen Beweis erbracht. Er ver-
158t dabei die Aronholdsche Symbolik, benutzt aber die GauBsche®¥),
welche ohne Voraussetzung der Wurzelexistenz die Wurzeln durch Un-
bestimmte ersetzt — ein Hilfsmittel, das iibrigens ohne Einflu auf den
Gang des Beweises ist. Der Gedankengang besteht wesentlich im Ubergang
von den Invarianten einer biniren Form vom Grade » —1 zu denen
einer durch Zufiigung eines}linearen Faktors entstehenden Form vom Grade
n, wobei letztere noch durch # Permutationen fiir den linearen Faktor zu
einer allgemeinen Form f,(z) vom #*® Grade gemacht wird.

Kurz darauf haben Mertens), und unabhingig davon Hilbert{+), den-
selben Gedankengang moch dadurch iibersichtlicher gemacht, daB sie die
Form f,(x) direkt in alle ihre n Linearfaktoren zerlegen und jede In-
variante J von f,(z) als ganze Funktion aller homogen gemachten Wurzel-
differenzen ansetzen. In dieser einfachsten Gestalt 1Bt sich nun der Beweis
in einige Zeilen zusammenfassen:

Fiir irgend ein Anfangsglied Q, aus welchem durch die #! Permuta-
tionen alle Glieder von J additiv hervorgehen, ergeben die Gewichtsbe-
dingungen ein System von diophantischen Gleichungen, deren nicht-negative
Losungen sich — nach dem speziellen Endlichkeitssatz von Gordan — aus m
Grundldsungen additiv zusammensetzen mégen. Wenn der ** Grundlésung
ein Anfangsglied @, entspricht, so stellt sich Q als Potenzprodukt dieser
m QroBen o, dar. Aus o; ist durch die n! Permutationen eine Grofen-
reihe von n! Gliedern zu bilden; dann werden aber die Invarianten J von
f.(z) simultan-symmetrische Funktionen dieser m GroBenreihen. — Nun
ist es ein bekannter Satz, daB die simultan-symmetrischen Funktionen von
. GroBenreihen eine endliche Basis haben, durch die sich alle derartigen
Funktionen rational und ganz darstellen lassen. Diese ist also hier die
gesuchte Basis fiir alle Invarianten von £, (z). )

Damit ist also nicht nur der Beweis selbst auf zwei ei%che End-

* Siehe V, Bd. 2, S. 236, Anm.

*¥)  Beweis, da8 alle Invarianten und Kovarianten eines Systems binirer Formen
ganze Funktionen einer endlichen Anzahl von Gebilden dieser Art sind“. J. {. Math.
100 (1887).

%) Tm gzweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (Werke II, S. 31).

1) Wiener Sitzungsber. vom 24. Jan. 1889.

+1) Math. Ann. 33; dat. Marz 1888, erschienen im Jan. 1889.
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lichkeitssitze zuriickgebracht; man kinnte ihn auch als rechnerisches Mittel
zur Bildung eines vollen Systems gebrauchen, das im einzelnen Falle noch
bedeutende Abkiirzungen zulieBe. Der Beweis kann jetzt geradezu als ein
elementarer bezeichnet werden.

Uber die biniren Formen hinaus haben die analogen symbolischen Me-
thoden Gordan nur noch in einigen Fillen zum Beweis und zur Aufstel-
lung eines vollen Systems gelangen lassen, hauptsichlich wegen der groBen
Komplikation, die durch die Mehrheit nicht kogredienter Variabelnreihen
entsteht. So bildet Gordan (14) fiir die allgemeinen kubischen terniren
Formen ein volles System von 34 Formen, dessen Formenzusammenhinge
er dann, gemeinsam mit Clebsch, in (25) entwickelt. Auch werden, wieder
gemeinsam mit Clebsch (13), die allgemeinen Prinzipien der Betrachtung
auf eine ternire Grundform ausgedehnt, welche die Punkt- und Linien-
variabeln enthilt; und fiir den Fall, daf die beiden Grade gleich 1 sind — also
fiir die ebene Kollineation, fiir die auch geometrisch interessante Entwick-
lungen erhalten werden —, wird sogar das volle System aufgestellt. Dem
simultanen System zweier quadratischer ternirer Grundformen konnte Gor-
dan eine Durcharbeitung geben (38), wie viel spiter noch (78) dem zweier
quadratischer quaternirer Formen. Endlich bewiltigte er auch (36) das
System der Kleinschen terniren biquadratischen Form, fiir welche eine
gewisse doppeltquadratische Zwischenform identisch verschwindet, und ge-
wann damit auch ein wenigstens relativ-volles System fiir die allgemeine
ternéire biquadratische Grundform.

Wihrend so fiir Grundformen mit mehr als zwei homogenen Variabeln
die symbolischen Methoden im allgemeinen versagten, und ebenso die aunf
Definition durch symmetrische Funktionen beruhenden Methoden, sollten
neue Begriffe und Methoden, die im Prinzip an Kronecker ankniipften, auch
fir das weiteste Gebiet die Giiltigkeit des Gordanschen Endlichkeits-
theorems aufweisen. 1890%) entwickelt Hilbert einen sehr allgemeinen
Endlichkeitssatz, wonach fiir ein ganz beliebig gegebenes System von ho-
mogenen Formen F' stets ein endlicher Modul (Fy, F, ..., F,), aus
Formen des Systems gebildet, existiert, in dem alle F' enthalten sind (mit
Koeffizienten, die ganze Funktionen der Variabeln sind). Insbesondere ist
dies fiir das System aller Invarianten J von Grundformen fi, f;, ..., die
oJ betrachtet als homogene Formen in den Koeffizienten der f, £, - - -,
der Fall. Hat man aber den Modul von Invarianten (i, ..., i,), durch die
sich alle J in der Gestalt X 4,7, darstellen, so konnen, nach einem zweiten
Hilbertschen Satze, der auf Anwendung des invariantenerzeugenden Pro-

# ,Uber die Theorie der algebraischen Formen“; insbesondere Abschn. V ,Die

Theorie der algebraischen Invarianten. Math. Ann. 36. Vorliufige Mitteilung in Goit.
Nachr. von 1889.

Mathematische Annalen. LXXYV, 2



18 M. NogTHER.

zesses & beruht, die 4, durch Invarianten J; der £, f;, . . . ersetzt werden.
Und da dann diese J, von niedrigerer Ordnung in den Koeffizienten der
fi, fay --. sind als J selbst, so ergibt die Wiederholung des Schlusses
die 4, 45y ..., 4, als volles System fiir die Invarianten der £, fs, - - .-

Gordan — anfinglich diesen begrifflichen Deduktionen gegeniiber
mehr ablehnend: ,das ist keine Mathematik, das ist Theologie!“ — ist
dann zweimal (53), (69) dem diesem Beweise zugrunde liegenden Hilbert-
schen Endlichkeitssatze nihergetreten, indem er die-gegebenen Formen F'
nach verschiedenen Kriterien in eine Reihe anordnete, die das Bilden eines
endlichen Moduls aus ihmen deutlich machte; das erstemal in komplizier-
terer Weise speziell fir die Invariantenformen, das zweitemal allgemein
und einfach.

Auch fiir einen erweiterten Formenbegriff, nimlich fiir beliebige
Grundformen mit mehreren, wnabhingig voneinander transformierten Va-
riabelnreihen, hat, im AnschluB an vorbereitende Arbeiten von Study (Erl.
Ber. 19 (1887)) und von Gordan ((47), (B0); s. auch (21)), Hilbert L e)
das Endlichkeitstheorem bewiesen.

Da das Formensystem von Grundformen einen algebraischen Funk-
tionenkdrper bildet, so lag es auch nahe, die ganze Endlichkeitsfrage unter
den hoheren Gesichtspunkt der Bestimmung der gamzen algebraischen
Funktionen eines solchen Korpers und des dafiir geltenden Kroneckerschen
Satzes vom endlichen Fundamentalsystem zu riicken. Dies ist Hilbert
(Math. Ann. 42 (1893)), aber unter Voraussetzung des Endlichkeitssatzes
fiir Invarianten, gelungen, wihrend ein letzter Schritt auch diese Voraus-
setzung auszuschlieBen hitte.

Durch solche Uberlegungen allgemeinerer Art ist in dem Beweisver-
fahren iiber die Endlichkeit des Systems nach und nach die Symbolik zu-
riickgetreten; nicht aber in der rechnenden Herstellung des Systems, da
die Symbolik eben dem spezifischen Charakter der formalen Invarianten
angepaBt ist. In dieser Beziehung haben wir noch auf einige Einzelunter-
suchungen Gordans hinzuweisen. :

Im IL Bande der ,Vorlesungen’, Nr. 117, wird mittels der Reihen-
entwicklung bewiesen, daB jede Relation zwischen invarianten bindren
Formen durch Rechnen mit den symbolischen Identititen allein erhalten,
d h. daB der verschwindende Ausdruck in eine Summe zerlegt werden
kann, von der jedes Glied eine der Identititen zum Faktor hat. Auch
diese Betrachtung hat ihre Fortfiihrung erfahren, zunfichst durch Study®)
fiir fernire Formen, bei denen bereits eine Anzahl verschiedener Grund-
identititen auftreten.

# Math. Ann. 30 und ,Methoden zur Theorie der terniren Formen®, Leipzig,
Teubner 1889.
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Einen Fortschritt anderer Art, der von Bedeutung auch fiir den Be-
griff der Systemsbildung ist, hat Gordan schon 1871 in seiner Abhandlung
iiber Kombinanten (21) gemacht. Es handelt sich um diejenigen inva-
rianten Bildungen beziiglich eines Grundsystems von p #-dren Formen
gleichen Grades, (%), . - -, f,(¥), welche nicht nur beziiglich linearer Sub-
stitutionen der x, sondern auch fiir lineare Substitutionen der 4 in Z2.f,(x)
invariant sind, ohne die 1 zu enthalten. Der Satz Gordans ist: daB die
Kombinanten schon fiir sich ein vollsténdiges System von solchen besitzen.

In der Tat wird eine Kombinante von f, ..., f, eine ganze Funktion
der Invarianten einer Reihe von Linearformen, und damit weiter eine in-
variante Form einer bestimmten Grundkombinante, der Determinante

Py) =2+ L) - HOP)
mit p Reihen y® von Variabeln (fiir spezielle binire Formen auch schon
in (8 und (9) erhalten). Verm&ge der Reihenentwicklungen folgt fiir bi-
niire Formen sogar weiter, daB P(y) sich durch eine endliche Anzahl -von,
nur von je einer Reihe x abhiingender Grundkombinanten ersetzen 1iBt;
wonach in diesem Falle die Endlichkeit ihres vollen Systems auch nach

Gordan bewiesen ist.
In seinen , Vorlesungen®, (Bd. II, S. 6) hat dann Gordan die Definition

einer Kombinante @ der f; noch durch 22—3—a{= 0 ersetzt, wo die a,
k

a; die Koeffizienten je zweier der Formen f; vorstellen. Diese Definition
tritt an Stelle der fritheren, wenn die Koeffizienten der f; nicht vonein-
ander unabhingig sind.

Kombinantenuntersuchungen sollten auch vorzugsweise den lange vor-
bereiteten Stoff¥) fiir den IIL. Band der ,Vorlesungen bilden, der den ter-
niren Formen gewidmet werden sollte. Auch war die Bearbeitung dieses
Bandes erst seitens des verdienten Herausgebers der beiden ersten Binde,
dann von anderer Seite, in Angriff genommen; aber beide Male wurde sie
abgebrochen, mehr aus #uBeren Griinden als wegen der inzwischen ejn-
getretenen Fortschritte allgemeinerer Begriffsentwicklungen.

Wir haben durch Heranziehen der Systemsarbeiten Gordans auch nach
1874 schon weit tiber seine GieBener Zeit hiniibergegriffen und kommen
nun auf sie zuriick.

In GieBen war Gordan mit Clebsch nicht nur durch engste Freund-
schaft und durch ununterbrochene gemeinsame wissenschaftliche Forschung

¥ Kine Reihe hiether gehoriger Hefte befindet sich unter den hinterlassenen
Manuskripten Gordans; diese sind der Universitatsbibliothek von Erlangen dibergeben
worden.
2%g
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verbunden, sondern auch durch Mitarbeit an den Unterrichtszielen Clebschs.
Dieser erkannte die unablissige Tatigkeit Gordans im Lehramt voll an
und zog ihn zu den Seminariibungen heran. Die mathematische Ausbil-
dung der Forststudierenden fiel ihm zum groBen Teil zu. Insbesondere
durch seine iiberaus lebbafte Art gewann er damals schon die Zuneigung
der Studierenden, wie das auch spaterhin immer der Fall war, Eine duflere
Anerkennung erfolgte schon Ende 1865 durch Ernennung zum nicht-
etatsmiBigen auBerordentlichen Professor, 1868 die Gewihrung eines Ge-
halts, das 1872 aufgebessert wurde.

Im Januar 1869 vermihlte sich Gordan mit Sophie Deurer, zu Heidel-
berg geboren als Tochter des dortigen Professors, nachmaligen GieBener
Ordinarius des rémischen Rechtes, Wilhelm Deurer. Aus der Ehe ist ein
Sohn, Paul, hervorgegangen, jetzt héherer Beamter im Nahrungsmittel-
wesen in Danzig; und auch eines Enkelsohnes konnten sich die GroBeltern
erfreuen.

Der Weggang Clebschs im Herbst 1868 &nderte nichts an den Be-
ziehungen zwischen Beiden bis zu dem vier Jahre spiter erfolgten Tode
des Ersteren. Aber Gordans Verhdltnisse in GieBen fingen an unerquick-
lich zu werden. So kam ihm eine auf den 1. Oktober 1874 erfolgte Be-
rufung an die Universitit Erlangen gelegen, zunichst auf das neugegriindete
Extraordinariat, das er nach Wegberufung von Klein nach Miinchen, wohin
auch Brill kam, schon am 1. April 1875 mit dem Ordinariat vertauschen
konnte, wihrend Noether Gordans Nachfolger in Erlangen wurde. DieTradi-
tion der Clebschschule ging damit wesentlich auf Erlangen-Miinchen iiber.

In Erlangen fand Gordan bald Anregung zu neuer algebraischer Arbeit.
Zunichst konnte er durch die im Winter 1874/75 daselbst erfolgte Be-
rithrung mit F. Lindemann, der mit der Bearbeitung von Clebschs Vor-
lesungen iiber Geometrie beschiftigt war, auf einige Kapitel dieses Werkes
einwirken, wie bez. (38) schon S. 17 angegeben ist. Sodann bemiihte er
sich in gliicklichster Weise um Hesses noch unerledigten Satz, daB eine
Form von % Variabeln, deren Hessesche Determinante identisch ver-
schwindet, sich linear in eine solche mit weniger Variabeln tiberfithren
lasse, d. h. daB die zwischen den »n ersten Polaren der Form bestehende
Relation =(fy, ... f,) =0 eine lineare sei. Durch Noether angeregt, der
schon eine Reihe ganz verschiedener Beweisversuche angestellt hatte, schlug
nun Gordan jene Relation selbst als Ausgangspunkt eines neuen Ver-
suches vor und konnte so fir den terniiren Fall den Satz Hesses rech-
nerisch erschlieBen (28). In gemeinsamer schwieriger Untersuchung (29)
ergaben sich dann fiir die aus Geraden zusammengesetzten Mannigfaltig-
keiten &, welche, wie f, der Gleichung Z—:- g—; = 0 geniigen und von

L4
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n — 1 Variabeln rational abhiingen, geniigend viele Struktureigenschaften,
um fir » =3 und 4 die Giltigkeit des Satzes unmittelbar erkennen zu
lassen, fiir » > 4 aber die Ungiiltigkeit. Auch konnte noch ein Formen-
typ, fiir » — b der einzige existierende, aufgestellt werden, der Hesses Be-
hauptung nicht entspricht. g

Eine viel tiefere und nachhaltendere Bedeutung hat aber das Zu-
sammenwirken mit F. Klein im Wintersemester 1874/75 und das nach-
folgende hiufige Zusammentreffen der beiden Forscher — besonders in Eich-
stitt: ,mathesis Quercupolitana® nach Gordans Ausdruck — gewonnen. Und
zwar nach zwei Richtungen hin: einmal durch die immer ermutigende, in
allen Schwierigkeiten noch Wege findende Einwirkung von seiten Gordans,
wie sie aus seiner durchdringenden Auffassung und seinem vorwirts trei-
benden Wesen hervorging; sodann durch seine rechmerisch ausfithrende
Mitwirkung an der algebraischen Seite der von Klein damals und eine
Reihe von Jahren hindurch behandelten Probleme aus der Gleichungs-
und Funktionentheorie. Die erstere Richtung entzieht sich, in ihren un-
bestimmten Linien, der Berichterstattung, so eingreifend sie gelegentlich
war. Wir wenden uns daher direkt den hierher gehdrigen Arbeiten Gor-
dans aus der Gleichungstheorie zu, die nach und nach die allgemeinen
Gleichungen 5** Grades, die Gleichungen 7“® Grades mit Gruppe Gy,
endlich die allgemeinen Gleichungen 6% Grades betreffen, 1877 einsetzen
und bis zu seiner letzten Publikation von 1910 heraufreichen.

Indem Klein im Juni 1874 alle endlichen Gruppen von reellen Be-
wegungen des Raumes untersuchte, welche eine Kugel in sich iiberfithren
und ihren Fizxpunkt im Innern derselben haben, indem er also die regu-
laren Korper, insbesondere das Ikosaeder studierte, gelangte er durch Auf-
tragen der komplexen Variabeln % auf der Kugel zu allen endlichen dis-

kontinuierlichen Gruppen von linearen Transformationen einer Verinder-
lichen 5 = Z—‘, und zu den binéiren Formen von %,, 7,, welche solche
Gruppen zulassen. Zu jeder der b so erhaltenen Gruppen erschloB er aber
auch das ganze zugehdrige Formensystem von 3 Formen, insbesondere
ein Biischel von biniren Formen N%® Grades F(n) — X ®(7), dadurch
daB er jeden Punkt 5 der Kugel allen N Transformationen der Gruppe
unterwarf (X der Biischelparameter). So ergab sich fiir die Gruppe G,
von 60 Transformationen, welche den geraden Vertauschungen von 5 Gréfen
isomorph ist, die Schar H3(n) — X -f°(y), wobei f(y) die ,Ikosaederform®
12%= Grades®), H(z) deren Hessesche Form bedeutet, und eine charakte-

ristische Eigenschaft fir f: (ff)* = 0. Auf Formen dieser Art war friiher

* In kanonischer Form ist
gy Ms) =M 72 (M 1L 119, %0y% —n,*%).
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schon Schwarz, nur inhomogen, und unabhingig von Klein (1875) Fuchs
bei Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen.2%" Ordnung, die
algebraische Integrale besitzen, gestoBen, die Fuchsschen ,Primformen®.

Gordan nahm nun 1877 (in (32), (33)) beide Fragerichtungen auf, um
sie rein algebraisch zu behandeln. Die nach den endlichen bindren
Gruppen fiihrt er auf die Losung einer Kreisteilungsgleichung

14 cosg, + cos g, 4 cos g = 0
durch rationale Vielfache von = zuriick, was ihn zu einer kanonischen
Darstellung aller 5 Gruppen fiithrt. In vereinfachtem Gedankengang, der
jene Gleichung und auch eine von Gordan benutzte Symbolik vermeidet,
hat dann H. Weber dieses Resultat in seinem Lehrbuch der Algebra
(II, Abschn. VII) wieder entwickelt.

In der zweiten Richtung identifiziert Gordan die existierenden unter
den Fuchsschen Primformen mit den Kleinschen Formen, indem er die
allgemeinen Systemsuntersuchungen seiner Programmschrift (IV) anwendet.

Bald ging das Interesse vom Ikosaeder und seiner Gruppe auf die
damit zusammenhiingende Gleichungstheorie iiber. Als Resolventen der
Tkosaedergleichung 60%* Grades H3(y) — X-f5(n) = O traten bei Klein*)
verschiedene Gleichungen 5% und 6% Grades auf, dieselben, welche Hermite,
Kronecker und Brioschi zur Aufldsung der Gleichung 5" Grades mittels
elliptischer Modulfunktionen gefiihrt hatten; fiir Klein aber definierte die
Ikosaedergleichung an sich die sog. Ikosaederirrationalitit 7 (X), die sich
auch durch eine hypergeometrische Reihe ausdriicken lie. Da deutete
Gordan, dessen Interesse fiir die Gleichungen 5** Grades schon in der
Berliner Zeit von 1861/62 erwacht war, auf das umgekehrte Problem hin,
die Tkosaederirrationalitit sur Auflosung der Gleichungen 5% Grades, mit
isomorpher Gruppe G,, zu verwenden. So ergab sich fiir Klein die Auf-
gabe, vom Standpunkt der Ikosaederfragen aus iiber die vielseitigen alge-
braischen Formen- und Gleichungsbeziehungen, die nach und nach beziig-
lich der Gleichungen 5% Grades entstanden waren, auch abgesehen von
den transzendenten Losungen, eine Ubersicht und fiir sie eine einheitliche
Ableitung zu gewinnen. Und dies gelang ihm begrifflich vollstindig, rech-
nerisch insoweit, als er die Formeln, welche den Ubergang zu den ge-
suchten Resolventen leisten, insbesondere die Darstellung ihrer Wurzeln
durch die 7, teils geometrisch-konstruktiv, teils durch Rechnung mit sym-
metrischen Funktionen bilden konnte™¥).

-Auch hierbei griff Gordan ein, und zwar mit Systematisierung der
Rechnungen durch Formbildungsprozesse, insbesondere in seinem Auf-

¥ Math. Ann. 9 (1875).
*¥) Math. Ann. 12 (1877); Vorlesungen iiber das Ikosaéder, Teubner 1884.
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satz (35) vom Januar 1878 iiber Gleichungen 5** Grades. Klein hatte die
»Hauptgleichung®5*" Grades F(y)=0 — fiir welche namlich das 2% und das
3t Glied fehlen, also Iy = 0, Zy® = O sind — dadurch auf die Tkosaeder-
gleichung reduziert, dal er statt der y; die 4 in den y; linearen und ho-
mogenen Lagrangeschen Ausdriicke p,, p,, p;, p, einfiithrt, welche

Zy* = PPy + PP
machen, und die Parameter

der beiden Erzeugendenscharen der Fliche 2% Ordnung p,p, + p.p; =0
ins Auge fafte. Dann ergibt sich { aus % durch eine ungerade Permuta-
tion der y,; die Gruppe Gy der 60 geraden Vertauschungen der g, aber
liefert eine solche My, von 60 linear gebrochenen Transformationen von
3, so daB 7 einer Ikosaedergleichung der genannten Art, mit einem Para-
meter X geniigt, der eine rationale Funktion der Koeffizienten der Haupt-
gleichung und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante ist. Ebenso
geniigt { einer solchen Gleichung, mit einem anderen Parameter, welcher
aus jenem durch Vorzeicheninderung der Quadratwurzel der Diskriminante
hervorgeht. 7 und ¢ bestimmen zusammen den Punkt y; als Schnittpunkt
der beiden Erzeugenden; es muB sich also ¢ durch % und die Koeffizienten
der Hauptgleichung rational darstellen lassen. Diese Darstellung hat Klein
1 ¢. durch umstéindliche Rechnungen mit symmetrischen Funktionen ge-
leistet.

Der Fortschritt Gordans in Math. Ann. 13 besteht nun darin, daB er
auch hier Prozesse der Invariantentheorie zur Geltung brachte. Indem er

Dy=mb, De=—mb, B=mb, P=1h

setzt, verwandelt er die Koeffizienten der Hauptgleichung in doppelt-bindre
Formen in 7,75, und &, §. Der Gedanke ist nun, die Formen als solche
zweler Variabelnreihen zu behandeln, die unabhdngig vomeinander linearen
Transformationen unterworfen werden, und daraus das System derjenigen
von beiden Reihen abhingigen Formen zu bestimmen, welche durch gleich-
zeitige Anwendung der Ikosaedertransformationen der 7, 7,, und der dazu
kontragredienten der £, §, unverindert bleiben. Als eine solche Grundform
ermittelte er eine einfache Form der Grade 3; 3, nimlich

20676 + 00 + mmes® — PG 65
im wesentlichen identisch mit Zy®; indem er aber das ganze System
bildete, ergab sich ihm insbesondere ein ganzes Biischel solcher doppelt-
biniren Formen, welche in der einen Variabelnreihe ¢, £, linear sind und
daher, gleich Null gesetzt, den verlangten Ubergang von 5 zu ¢ und somit
auch die Bestimmung der Wurzeln y, durch die 7, {, wirklich leisten.
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In ihrer doppelten Bedeutung: fiir die Formentheorie an sich, sodann
spezieller fiir die Tkosaeder- und Gleichungstheorie, steht diese Arbeit (35)
mit an der Spitze der Leistungen Gordans®).

Wibrend der Ubergang von der Hauptgleichung 5% Grades zu der
einparametrigen Ikosaedergleichung auf rationalem Wege bewirkt wird,
tritt bei der Uberfiihrung der allgemeinen Gleichung mit Gruppe Gg, in
die Hauptgleichung bekanntlich eine Quadratwurzel auf Diese Quadrat-
wurzel ist eine sog. ,akzessorische® Irrationalitdt, insofern sie keine ratio-
nale Funktion der Wurzeln der Gleichung 5% Grades ist. Mit ihr haben
sich Klein und Gordan wiederholt beschiiftigt. DaB eine solche Irratio-
nalitit zur Zuriickfiihrung der Gleichung auf eine Resolvente mit nur
einem Parameter notwendig sei, hat Kronecker in J. f Math. 59 ausge-
sprochen; der erste Beweis dieses Satzes ist aber von Klein geliefert
worden, fiir dessen Theorie der Kroneckersche Satz einen wichtigen Teil
bildet. Der Beweis®*), auf dem Umstand beruhend, daf alle Ikosaeder-
formen gerade sind, war noch kompliziert; und seine inneren Gedanken
wurden erst im Verkehr mit Gordan ans Licht gebracht und dann in
Math. Ann. 12, sowie im Ikosaederbuch, noch in geometrischer Ein-
kleidung, wiedergegeben. Dem unten zitierten Berichte Kleins®*¥) gemi8
sind es die folgenden Momente:

a) Anwendung des bekannten Liirothschen Satzes (Math. Ann. 9) in der
Form: Wenn eine rationale Funktion ¢ der Veréinderlichen z,, z,, ..., #,_,
bei Zugrundelegung der alternierenden Gruppe der  einer 1-parametrigen
Resolvente gentigt, so lassen sich die Wurzeln derselben, ¢, ¢, ..., ¢, _,
rational durch einen, in den @, rationalen Parameter  ausdriicken. Diese

Funktion 5 der z,, ..., 2,_, substituiert sich bei den n?' Vertauschungen

der Gruppe linear gebrochen. Damit sind, bei der Kenntnis aller endlichen
Gruppen einer Veriinderlichen, schon die Fille » > 5 ausgeschlossen.

b) Eine Gruppe linear-gebrochener Substitutionen fir % = %%) geht
bei frei verinderlichen ,, ..., z,_, von selbst in eine holoedrisch-isomorphe

t Yy
Gruppe von homogenen bindiren Substitutionen der v, y dber.

¢) Fiir n =5 gibt es aber keine biniire Gruppe von 60 Substitutionen.
Aus der Tkosaedergruppe Iz, geht nimlich durch das Homogenisieren eine
Gruppe von doppelt so hoher Ordnung, 120, bervor. Diese besitzt aber

* Nur halt sich der SchluBteil, der auf Hermites Losung durch elliptische
Funktionen eingeht, wie diese in Jacobischer Tradition an die irrationalen Moduln,
nicht an die rationalen Invarianten.

**) Sitzungsber. der Erlanger Phys.-Med. Ges. H. 9, Sitzung vom 15. Jan. 1877.

#% Uber die Auflosung der allgemeinen Gleichungen fiinften und sechsten
Grades* vom 22. Mirz 1905, J. f. Math. 129; abgedruckt in Math. Ann. 61.
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keine Untergruppe von 60, weil schon die Achtergruppe, welche entspre-
chend aus der in [, enthaltenen Vierergruppe hervorgeht, keine Vierer-
gruppe als Untergruppe besitzt.

Demgegeniiber gruppiert sich der Beweis des Kroneckerschen Satzes
durch Gordan in (46)*) so:

a’) ist, nach Weglassung des SchluBsatzes von a), identisch mit a);
nur noch unter ausdriicklicher Begriindung der auch in a) benutzten Ver-
allgemeinerung des Liirothschen Satzes von einer Variabeln z, auf » Va-
riable. SchluB auf n > 5 ist nicht gezogen, weil die Kenntnis aller end-
lichen bindiren Gruppen nicht vorausgesetzt werden sollte.

b") Wiederum identisch mit b), nur ausgesprochen fiir die alternierende
Gruppe G, von vier Verinderlichen (Tetraedergruppe).

¢’) An Stelle der Gruppenbetrachtung c¢) wird rechnerisch aus b”") er-
schlossen, daB eine Funktion 5(z,, ..., #;), die sich bei der Tetraeder-
gruppe linear-gebrochen substituiert, bei der in ihr enthaltenen Vierer-
gruppe ungedndert bleibt.

d") Da sich nun fiir » > 4 jede alternierende Gruppe aus Vierergruppen
zusammensetzt, so bleibt 5 iiberhaupt bei dieser Gruppe unveréindert; @
ist daher nichts weiter als eine alternierende Funktion von z,, z,, .
also zur Resolventenbildung unbrauchbar.

Auch zuom Ubergang von der allgemeinen Gleichung 5** Grades mit
alternierender Gruppe zu der 1-parametrigen Brioschischen Gleichungs-
form, bei der das 2% und 4% Glied fehlen, gebraucht man nur die eine
a’kzessorische Quadratwurzel. Erst wenn man weiter durch eine Substitu-
tion der Art % = gv den Parameter ganz auf das letzte Glied werfen will,

tritt in ¢ noch eine weitere akzessorische Quadratwurzel auf: }/f(%) nach

Klein**), also nach Gordan (35)%%%) ¥y, = Vf(1,ms), Wo 7, die Diskrimi-
pante nach £, & der Form z(y;, 7,5 &, &), von den Graden 6; 2 bedeutet,
die selbst in §,, &, die Hessesche Form der in (35) zu grunde gelegten
Zy® von den Graden 3; 3 ist.

Nun ist aber dieser Ubergang schon 1878 von L. Kiepertt) durch
bloBe Tschirnhausen-Transformation in sehr einfacher rechnerischer Weise
ausgefiihrt worden, die Gordans Arbeit (35) benutzt, nicht aber die ein-
gehende letzte Quadratwurzel deutet. Wobl unabhingig von dieser Arbeit,
vielmehr angeregt durch sein kurz vorher bei den Tripelgleichungen 7%

LR xn—lr

#) Wiedergegeben in H. Webers Lehrbuch der Algebra II und in E. Netlos
Vorlesungen iiber Algebra II.
*% Vgl etwa Vorlesungen tiiber das Ikosaeder, Formel (27), S. 105.
*#%) Vgl. (85) Tabelle 5. 386.
4) In § 8 seiner Abhandlung, J. f. Math. 87.
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Grades eingeschlagenes analoges Verfahren®), hat sich Gordan um Mitte
der achtziger Jahre genau dasselbe Ziel gesetzt ((43) und (45)), in der Ab-
sicht, unter #uBerlicher Vermeidung der Invariantentheorie einen einfach
zuginglichen Weg zur Hauptgleichung und ihrer rechnerischen Lgsung
anfzustellen.

Zuerst benutzt er in (43) direkt die beiden linearen Faktoren der Hesse-
schen Form 7z zur linearen Transformation der in &, §, binéren Formen
Zy®, Zy° 3t bzw. 5 Grades. Um aber den Gang und den Sinn von
(43) und vor allem von (45) zu verstehen, wird es erforderlich, zunichst
auf Kleins Gedankengang niher einzugehen.

Vom Ikosaeder ausgehend gelangt Klein zu einem Formenbiischel
y= W, (y) + AW,(n) derart, daB y fiir jeden Wert von 1 einer Haupt-

AV
Wi (m)

Wurzel einer 1-parametrigen Brioschischen Gleichung. Und da sich 74
mit Hilfe einer akzessorischen Quadratwurzel rational durch die Wurzeln
z einer allgemeinen Gleichung F(z) =0, vom 5% Grade und der alter-
nierenden Gruppe, ausdriickt, so hat man eine Tschirnhausen-Transforma-
tion zwischen ¢ und z.

Gordan fiihrt in (45) diesen Gang, im wesentlichen in umgekehrter
Richtung, rechnerisch aus. Zu F(z) = 0 wird direkt eine Tschirnhausen-
Transformation

gleichung 5%" Grades, nun mit 2 Parametern, gentigt; dann wird ¢ =

= 9(@) + 19 ()
daraus definiert, daB y fiir jeden Wert von 1 einer Hauptgleichung ge-
niigen soll, wobei zur Auflésung der Relationen fiir die Koeffizienten von
¢ (2) und ¥ (z) nur die eine akzessorische Quadratwurzel notig wird. Auch
dann wiirde ¢= %—% zu einer 1-parametrigen Brioschischen Gleichung
fithren, Gordan macht aber hier einen Umweg. Zwischen ¢(z) und 3(z)
besteht nimlich eine quadratische nicht homogene Relation ®(p, y)=0,
welche durch ¢ =0, ¥ = 0 befriedigt wird; statt Benutzung dieser Stelle
wird erst durch eine weitere Quadratwurzel eine weitere Stelle ¢ = g,
% =1, von ® =0 gesucht und ¢’ mittels ¢’ = z Yo als linear- gebrochene

Punktion von ¢ eingefithrt. So wird also die erst am Schlusse notige Bei-
ziehung der zweiten Irrationalitdt in der ganzen Rechnung mitgefiihrt. -
Zum SchluB laufen die Formeln fiir die Uberfuhrung der Hauptglelchung in
die_Brioschische Form ganz auf die kurzen, von Kiepert gegebenen hinaus.

Wie sehr die Rechnung von (45) dem allgemeineren Gebrauch ent-
gegenkommt, erhellt aus ihrer Aufnahme — nur mit etwas weiterem

*) Vgl. unten S. 30.
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Hinausschieben der zweiten Hilfswurzel — in H. Webers Lehrbuch der
Algebra, Bd. I; aber auch hier ohne Frklirung ihres Sinnes. —

Wir haben die gegenseitigen Beziehungen der Arbeiten von Klein und
Gordan, inshesondere auch die betreffs der akzessorischen Irrationalitit und
die, welche den elementarisierenden Darstellungen von Gordan zu Grunde
liegen, so ausfithrlich erdrtert, nicht nur, weil iiberall das Verhalinis der
beiden Forscher zueinander zum Ausdruck kommt, sondern vor allem des-
halb, weil diese Untersuchungen der achtziger Jahre eine eigentiimliche
Seite der Arbeitsmethode Gordans an deutlichen Beispiclen beleuchten.
Gordan pflegte einen Gedankenhdhenweg in kleine Abschnitte zu teilen,
jeden einzeln rechnerisch nach allen Seiten weit zu verfolgen und mdog-
lichst ebene Durchstiche zu schlagen, um so vielleicht zuletzt zu einem
geradesten Weg zu gelangen. Die Darstellung, die als synthetische noch
den Weg riickwirts zu durchlaufen hatte, konnte dann iiberraschend ein-
fach erscheinen.

Der fiir die Gleichungen 5%* Grades geschilderte Vorgang wiederholte
sich in der fruchtbaren Arbeitszeit von 1878—84 fiir ein um eine Stufe
hoheres Gebiet: fiir die Gleichungen T°™ Grades mit Gruppe Gy ((36)
bis (41)).

F. Klein hatte auch fiir die Modular- und Multiplikatorgleichungen
der Transformation 7% Ordnung der elliptischen Funktionen und deren
Resolventen eine Beziehung zur Invariantentheorie der linearen Transfor-
mationen hergestellt, um von hier aus einen vollen Uberblick iiber jenes
algebraische Gebiet zu erhalten. Von der Galoisschen Resolvente aus-
gehend hatte er 1878 auf funktionentheoretischem Wege*) fiir die zuge-
horige Gruppe Gy, von 168 Substitutionen eine isomorphe Gruppe Iyg
von ferndren linearen Transformationen konstruiert. Dies war also die iso-
morphe lineare Gruppe von mdoglichst wenigen Variabeln, wie sie Klein
schon in Math. Ann. 4 prinzipiell forderte. Die hier auftretende Gruppe
T 163, ausgeiibt auf drei homogene Grofen z,, z,, z;, fiilhrt einen Ausdruck
4t Grades

f(@) = 2 + 2’25 + 2%,
In sich tber: f= 0 ist eben die Normalkurve 4** Grades fiir die Gleichung
vom Geschlecht 3 zwischen der absoluten Invariante J des elliptischen In-
tegrals und der Wurzel 5 der Galoisschen Resolvente der Modulargleichung,
Klein erschloB wieder fiir diese Kurve aus der bezeichneten Gruppe Iq
das ganze Formensystem ihrer Kovarianten, insbesondere das Kurven-

) Sitzungsber. der Erlanger Sozietit, H. 10 (1878); Math. Ann. 14 (1878) und
15 (1879).
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biischel 42t Grades ¥3— J- A= 0, das aus f= 0 die Gruppen von je
168 Punkten ausschneidet. Diese beiden Gleichungen zusammengenommen
stellen fiir ihn die Grundirrationalitit in J dar; und auf diese wird, mit
Hilfe einer ,akzessorischen® Gleichung 4% Grades (Schueiden von f= 0
mit einer zu einem Punkte x kovarianten Geraden) die Gleichung fiir die-
jenigen 168 Punkte zuriickgefiihrt, die aus irgend einem Punktez der
Ebene f = O mittels der I hervorgehen.

Weiterhin leistete Klein auch die, schon 1858 von Kronecker ver-
mutete, Zuriickfihrung aller Gleichungen mit der Gruppe G4 auf die letzt-
genannten Modulargleichungen. Es gelingt unter Zugrundelegung eines
ganz allgemeinen Prinzips*) fiir irgend eine Gleichung ®(z) =0, mit
einer Gruppe Gy von N Substitutionen, welche einer Gruppe 'y von

- linearen Transformationen von g Variabeln 2, ..., #, isomorph ist,

Systeme von w Funktionen X, ..., X, der Wurzeln von ®(2) =0 zu
bilden, die sich wie die ,, ..., #, linear transformieren, und damit die
Losung von ®(2) = 0 auf ein Normalproblem zu reduzieren. Und fir die
Gleichungen 7%» Grades mit der Gruppe G, war inzwischen die sie cha-
rakterisierende , Tripel“-Eigenschaft erkannt worden®¥): da8 die 7 Wurzeln
sich zu 7 Tripeln ordnen, die ihrerseits wieder einer zweiten Tripelglei-
chung geniigen, deren Tripel den 7 ersteren Wurzeln einzeln zugeordnet sind.

Gordan nahm alle hier vorliegenden, konstruktiv und an der kano-
nischen Gestalt von f(z) gelosten, Gleichungs- und Formenprobleme auf,
um di¢ notwendigen Bildungen auch wirklich und rein algebraisch durch-
zufithren. Und zwar holt er zunichst weit aus mit systematischen in-
variantentheoretischen Untersuchungen der allgemeinen Gleichungsformen,
weiter als es die Gleichungstheorie verlangte, und ohne Gruppenbetrach-
tungen, aber mit Entwicklungen, die fiir die Formentheorie bedeutsam sind.

Die erste dieser Arbeiten, (36) vom Aug. 1880, haben wir schon oben
(S. 17) erwihnt: sie berechnet ein volles System von 54 Bildungen fiir
eine biquadratische ternire Form F(y) = a? fiir welche, wie fiir die

Kleinsche Form f(z), die Zwischenform Fj — —g—vyz identisch verschwindet

[lp.=—;—(ab’l)>4; 73=—;~ F(f,]- So im System von F(y) orientiert, stellt sich

gleich danach Arbeit (37) einmal die Aufgabe, durch irrationale typische
Darstellung, nimlich unter Zugrundelegung eines zu F(y) kovarianten
*) Math, Ann. 15. DaB in jedem Falle ein nicht identisch verschwindendes
System X,, ..., X, gebildet werden kann, wird von Burkhardt Math. Ann. 41 hin-
zugefiigt.
#*) Noether, Jan. 1879, Math. Ann. 15.
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Koordinatendreiecks, von dem ein Eckpunkt in einem Wendepunkt von
F(y) = 0 angenommen ist, F(y) in die bezeichnete kanonische Gestalt von
f(x) zu transformieren. Damit ist dann jeme Kovariantenbedingung als
die Normalform charakterisierend erwiesen. Zugleich gelingt es Gordan
(§ 17), die Transformationskoeffizienten, mit Determinante 1, selbst auf
einfache Weise zu berechnen, wenn man nur fir F(y) =0 die Werte
¥(y), A(y) und die Normalaufldsung iz, , 2,, z; kennt. Aber vor allem wird
fiir die Kleinsche Problemstellung, aus gegebenen beliebigen Werten von
F(y), v(y), A(y) die Punktgruppe y zu bestimmen, das algebraische Sub-
strat gegeben, indem von Gordan, von einem beliebigen Punkt y ausgehend,
eine rationale typische Darstellung mittels linearer Zwischenformen geliefert
wird, welche fiir die Zuriickfilhrung auf das spezielle Problem die End-
formeln herstellt.

Das Problem wird aber zwei Jahre spiter in (39) von Gordan bedeutend
verallgemeinert, indem er zur Kurve 4" Grades F(y) =0 statt des be-
liebigen Punktes der y-Ebene einen Linienkegelschnitt K(v) dieser Ebene
hinzunimmt und die Aufgabe stellt, aus den numerisch gegebenen Werten
der Fundamentalinvarianten von F(y), K(v) die Koeffizienten von K(v)
zu bestimmen, dadurch, da das (homogen) 6-parametrige Problem auf
das frithere (homogen) 3-parametrige in kovarianter Weise zurtickzufiihren
ist. Auch hierbei greift Gordan wieder zu ausgedehnten Entwicklungen
im Gebiete der rationalen typischen Formendarstellungen, zunichst in einem
vorbereitenden Aufsatze (38), der die Darstellungen an Kegelschnittbiischel
und linearer Form, an Kegelschnittschar, und, als Anwendung, an F(y),
K (v) mittels einer dazu kovarianten linearen Form durchfiihrt. Die weitere
Behandlung der letzteren Darstellung fithrt in (39) zum vollen System
von 12 Fundamentalinvarianten fiir F'(y), K(v), die sich rational auf nur
7 reduzieren, zwischen denen noch eine algebraische Relation stattfindet.
Die weitere irrationale Zurlickfibrung auf die kanonische Form f(z) von
F(y) geschieht nach (37).

Bis dahin bewegt sich Gordan ausschlieBlich im Gebiet der linearen
Invariantentheorie, ohne dabei die Gruppe 4 von linearen Transforma-
tionen, welche die Kurve 4%F Ordnung in sich iiberfithren, irgendwie zu
benutzen: er behandelt die spezielle Kurve als von vornherein durch ihre
Kovarianteneigenschaft gegeben. Nun erst in (40) tritt die Gleichungs-
theorie selbst ein, mit dem Ziel aller dieser Entwicklungen, irgend eine
Gleichung T Grades ®(z) = 0 mit der Substitutionengruppe G4 auf das
Kleinsche Problem der z,, z,, z;, fiir welches f(z) = O, explizit zu redu-
zieren. Der Zusammenhang dieses Gleichungssystems mit dem Invarianten-
problem von (39) geht durch die Lagrangeschen Ausdriicke von ®(2) =0,
mit Xz, = 0, hindurch: es sind das 6 lineare Ausdriicke g,, der 7 Wurzeln
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2,, welche sich bei der Gruppe G der 2; gerade wie die Koeffizienten g,
eines Kegelschnitts
k(u) = Z oythth

linear substituieren, wenn die u, #;, u; der kontragredienten Gruppe der
linearen Gruppe [y der Variabeln z,, #,, 2, unterworfen werden. Dieser
Kegelschnitt wird also der Normalkurve adjungiert. In der Behandlung der
Gleichung 7% Grades selbst werden nicht, wie sonst, die Koeffizienten und
eine Affektfunktion als die gegebenen GroBen angenommen, sondern es wird,
algebraisch weit dartiber hinausgehend, aus dem Tripelcharakter, durch
welchen der Gleichung ®(2) — O eine zweite solche ®’(2”) = O linear und
reziprok zugeordnet wird, in den 7 niedrigsten Potenzsummen der Wurzeln
von ®(z) =0, bzw. von ®'(s") =0, eine volle Basis fiir die Affektfunk-
tionen, und zugleich ein System unabhingiger Parameter, ermittelt und in
den Invarianten des z-Problems umkehrbar eindeutig ausgedrickt. Die
linearen Funktionen z,, z; der g,, aber erscheinen in dem z-Problem als
die zweiten Uberschiebungen der Kegelschnitte Zg, u,u; iiber zwei durch
Klein bekannte spezielle, f(z) =0 zugeordnete 7-Systeme von Kegel-
schnitten. So ist denn die Losung der Tripelgleichung auf das Problem
von (39) reduziert.

DaB die Untersuchungen (36) bis (40) fiir die Behandlung der Tripel-
gleichungen als solcher Umwege vorstellen; daf sie vielmehr, so wie sie
vorliegen, ihre Bedeutung vorzugsweise fiir die Formentheorie haben, in
der sie sich durch schwer zugingliches Gebiet bewegen, ist von Gordan
selbst ausgesprochen (40): er erklirt es aus seiner individuellen Vorliebe
fiir ganz allgemeine formenbildende Prozesse. Und hier kommt nun jenes
Verfahren des Abebnens zur Erscheinung, das zuletzt nur noch elemen-
tare Schritte fordert, aber auch (ibid.) ,jede Spur von dem Wege, auf
welchem die Resultate gewonnen wurden, verwischen® will, ohne Riicksicht
darauf, daB das Verstindnis des Ganges darunter leiden muB. Gordan greift
in (41) die beiden zugeordneten Tripelgleichungen ®(z) =0, ®'(z") =0,
mit den linearen Relationen zwischen ihren Wurzeln, unmittelbar an, in-
dem er, mit Rechnungen nach Art der auf symmetrische Funktionen be-
ziiglichen, das volle System der Affekifunktionen sukzessive herstellt, hier-
durch fiir die beiden Tripelgleichungen Kleins 2-parametrige Normalformen
wiederfindet und endlich die Uberfilhrung in diese Normalformen durch
explizite Tschirnhansen-Transformation, auch wieder in mehreren Schritten,
bewirkt. Die Umkehrung dieser Transformation wird noch nicht durch-
gefiihrt.

Ein so groBziigiges Werk diese ganze Hexalogie von Arbeiten Gor-
dans iiber die Tripelgleichungen 7% Grades vorstellt, so greift sie doch
tiber die Gleichungsfragen weit hinaus, und man kapn nicht umhin, zu
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wiinschen, daf die orientierenden Ideen und die fiir die Gleichungen selbst
wesentlichen Resultate in einer iibersichtlichen Darstellung neu zusammen-
gefaBt wiirden, welche die véllig algorithmische Art: die Formeltabellen
und die zu ihnen fiihrenden symbolischen Rechnungen und die Rech-
nungen mit Affektfunktionen, moglichst vermeidet.

Auf die Altersarbeiten Gordans iiber die Gleichungen 6™ Grades (81}
und (84) brauchen wir nur kurz einzugehen, einmal wegen der Analogie
zu den Vorgingen bei den Gleichungen 5% und 7t Grades, sodann weil
sich iiber die Vorarbeiten der o. g. Bericht von Klein¥®) verbreitet.

Wiederum beziehen sich die Untersuchungen auf eine lineare ternire
Gruppe; diesmal auf eine Iy, von 360 ebenen Kollineationen, entdeckt
durch G. Valentiner 1889, in ihrem Zusammhang mit den Gleichungen 6%
Grades erkannt und in ihrer Gruppen- und Formentheorie erforscht durch
A. Wiman 1895*¥). Die holoedrisch-isomorphe Beziehung der [y zu
den Gy, der geraden Vertauschungen von 6 GroBen ergab sich hier durch
die Herstellung zweier Systeme =, 3’ von. je 6 Kegelschnitten K,, bzw.
K, deren je 6 Elemente durch die [y, sich untereinander vertauschen:
als involutorische Sextupel, deren paarweise genommene Invarianten ver-
schwinden, waren sie schon friiher bei F. Gerbaldi aufgetreten, der danm
aber auch die Formen- und Resolvententheorie spiter noch weiter entwickelt
hat*#*). In dem einfachen Formensystem ist diesmal die niedrigste Formr
eine ternire Form f(z,, 2,, 2,) vom 6% Grade. Neben die Gruppe [y
tritt durch Homogenmachen eine Gruppe Iy s, welche der gegebenen
Gruppe 3-stufig isomorph wird und keine ausgezeichnete Untergruppe
I3 enthilt.

Und wiederum ein der I, zugehdriges 2-parametriges Gleichungs-
problem, das ,Valentiner“, richtiger wohl ,Valentiner-Wiman“-Problem=
aus zwei gegebenen Verhiltnissen v, w der Kovarianten von f(z,, %;, Zs),
0% Dimension in den z,, %,, &;, die Z, : %, : &3 zu berechnen. Die trans-
zendente Losung dieses Problemes ist es, in die Gordan in (81) eingreift.

L. Lachtin hatte nimlich 1902+) als Differentialresolvente desselben,.
analog der hypergeometrischen Gleichung fiir das Ikosaederproblem, ein
System von 3 linearen partiellen Differentialgleichungen 2% Ordnung fir
eine von v, w abhingige Funktion aufgestellt, welches drei zu z,, %;, Z5

#) J. f. Math. 129 und Math. Ann. 61. S. auch Fricke-Klein, Vorlesungen.
iiber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. II, Anhang (1912).
*#) Math. Ann. 47.
###) Tb, 50 (1897) u. Rend. Circ. Mat. Palermo Bde 12—16 (1898—1902). Weitere
Beitrage zur Resolvententheorie von Fricke in dem eben zit. ,, Anhang*.
$) Math. Ann, 56,
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proportionale GriBen als unabhingige Losungen besitzt; er hatte aber die
auftretenden numerischen Koeffizienten noch unberechnet gelassen. Diese
Rechnung gelingt Gordan, indem er bei der invariantentheoretischen Auf-
stellung des Systems aus der kanonischen Form von f(2) = ZK,? nicht
nur die schon bekannten Kovarianten, sondern auch die Zwischenformen
von f(z) benutzt.

Nun erhebt sich aber die Frage nach dem Ubergang von der ail-
gemeinen Gleichung 6% Grades F'(z) = 0, mit der alternierenden Gruppe
G4, auf das Valentiner-Wiman-Problem. Hier war F. Klein vorange-
gangen®), indem er die Moglichkeit zeigte, auf rationalem Wege eine Form
Q(2,; #;) zu bilden, 3% Dimension in 2,, ,, z; und rational in den Wurzeln
2, von F(2) =0, welche unverindert bleibt, wenn man gleichzeitig auf
die z; die homogenen Substitutionen der Iy ;5, und auf die z; je die ent-
sprechenden Vertauschungen der Gy, ausiibt. Zur Bestimmung der z,
selbst wird dann nur noch eine akzessorische Gleichung nétig, die der
Wendepunktbestimmung von Q = 0 entspricht und daher durch Wurzel-
ziehen gewonnen werden kann.

In diese wichtige Untersuchungsrichtung greift Gordan von 1904 an
in zweierlei Weise ein. Zunichst ergab sich aus seinem Verkehr mit Klein
ein abgekiirztes Verfahren zur Bildung der Funktion Q, indem die 6 Kegel-
schnitte des oben genannten Systems X herangezogen wurden; und ebenso
konnte die Herstellung der akzessorischen Irrationalitit vereinfacht werden.
Vor allem aber wurde dann von Gordan der ganze Ubergang von F(2) =0
zum ebenen Problem in (84) vereinfacht: an Stelle der Form Q wird von
ihm eine bei den linearen Substitutionen I ;o der x;, und den kontra-
gredienten der u, ebenfalls invariante bilineare Zwischenform o (z,; z;; u,)
gesetzt — als ,, Kleinsche Bilinearform® bezeichnet. Die akzessorische Irratio-
nalitit reduziert sich jetzt auf die Losung der Gleichung dritten Grades
fiir die sich selbst entsprechenden Punkte in der durch o = 0 gegebenen
Kollineation.

Man kann aber nicht sagen, daB die angefiihrten Arbeiten fiir die
hier vorliegenden Fragen abschlieBend sind. So hat schon A. Coble eine
sehr bedeutende Vereinfachung der Arbeit (84) gleich nach ihrem Erscheinen
erreicht™¥), indem er den Grad der Bilinearform @ (z,; «;; %,) in den 2, von 6
auf 4 reduziert; und fiir die in (84) nicht beriihrte Umkehrung der Tschirn-
hausen-Transformation zwischen Gleichung 6%* Grades und Normalproblem
findét sich bei Coble wenigstens der Ansatz, wenn auch nicht die Be-
rechnung. Besonders aber ist eine volle Umgestaltung der ganzen Be-

*) Rend. Acc. Linc. vom 9. April 1899.
**) Math. Ann. 70.
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handlung der Aufgabe denkbar, einmal etwa durch Heranziehung der beiden
S.381 genannten Systeme X, X’ im Sinne der Behandlung der Tripelglei-
chungen 7%" Grades, sodann durch Bildung ausgezeichneter Gleichungen, welche
hier die Stelle der ,Hauptgleichung® 5** Grades zu tibernehmen hitten.

Wir haben noch iiber eine Reihe von Einzelrichtungen zu berichten,
die Gordan im Laufe der Jahre verfolgt hat, teilweise freilich in engem
Zusammenhang mit den Untersuchungen allgemeiner Art.

Vor allem sind die von 1870 an bis zum SchluB laufenden vielfachen
Resultantenbetrachtungen fiir Gordan charakteristisch. Die Darstellung in
Determinantenform, wie sie fiir zwei binire Formen existiert, genfigt ihm
nicht, sie erscheint ihm bei hoheren Graden nicht fiir die Ausrechnung
praktisch. Er verlangt statt dessen, was fiir den Grad 2 der einen Form
geleistet ist, explizite rationale Ausdriicke durch niedrigere Invarianten.
So wendet er denn (18) auf die Cayleysche Form ¢(y)f(z) — f(y)p ()
zweier binirer Formen gleichen Grades, aus der die Bézoutsche-Form der
Resultante R, , gebildet wird, seine Reihenentwicklung fiir Formen von
zwel Va,nabe]_nrelhen nach Potenzen von (zy) an; ebenso auf die Kovariante,
deren Verschwinden einen gemeinsamen Faktor 2% Grades bezeichnet; und
damit erhilt er diese Kovariante, und hieraus die Resultante selbst, als
ganze Funktion von Uberschiebungen. Bei Formen ungeraden Grades
hat man so freilich nur Quotienten von Entwicklungen. Aber bis zum
H%= Grade hin werden alle Formeln sogar explizit aunsgerechnet; und in
einer spiten Arbeit von 1906 (82), einer Fortfiihrung von (18), werden
die Rechnungen, verfeinert durch die Benutzung der Kombinantenbegriffe,
noch mehr durchgefithrt.

Dasselbe Ziel verfolgen die Diskriminantenarbeiten (42), (49), nur auf
anderem Wege, indem n#imlich, wie in den ,Vorlesungen® (V, Bd. II), erst
die Invarianten der biniiren Form 6%® bzw. 7*® Grades bis zu einer ge-
wissen Ordnung hin allgemein ermittelt und dann im Fall eines Doppel-
faktors der Grundform berechnet werden, woraus die gesuchte Relation
zwischen ihnen hervorgeht. Auch fiir die Resultante dreier ternirer Formen
beliebigen Grades wird jenes formentheorefische Ziel erreicht. Schon in
(58) hatte Gordan aus einer von A. Brill gegebenen Form durch deren Be-
freiung von einem Faktor w2 eine Zwischenform V" abgeleitet, deren in den
2 und » identisches Verschwmden die Bedingungen fiir eine ternire Form

f(#), in lineare Faktoren zu zerfallen, darstellt. In (64) und (65) wird
pun, wesentlich mit Hilfe des Hermiteschen Reziprozititssatzes (62), die
Resultante dreier terniver Formen f, f,, f; als simultane Invariante von
f und V, vermehrt um eine Summe von Uberschiebungen von ‘¥ iiber
weitere Formen, erhalten.

Mathematische Annalen. LXXYV. 3
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Andere Noten haben wieder den Zweck, gerade die Determinanten-
ausdriicke der Resultante zweier bindrer Formen der Berechnung zuging-
licher zu machen, so als Summe von Produkten in (57) und in manchen
von Gordan veranlaBten Dissertationen. Oder es werden (80) Beziehungen
zwischen den Unterdeterminanten der Sylvesterschen Form zu denen der
Bézoutschen abgeleitet, oder auch (27), vermdge des Brillschen Satzes
iiber korrespondierende Matrizen, besondere Ausdriicke fiir einen gréBten
gemeinsamen Teiler zweier binéirer Formen gleichen Grades. Die Darstel-
lung der Resultante durch das Differenzenprodukt der Wurzeln «;, 8,, d. h.

Br

als Summe der Koeffizienten der Gleichung fiir *, wird von Gordan (71)

2

durch Umkehr der Newtonschen Formeln dazu benutzt, die Resultante
als ganze Funktion der Summen der positiven Potenzen der 8, und der
negativen Potenzen der «; auszudriicken; und das Verfahren wird (68) zur
Herstellung einer Menge von Relationen zwischen symmetrischen Funk-
tionen der Wurzeln von Gleichungen und zur expliziten Berechnung von
Resolventen erweitert. Fiir die Diskriminante einer ternéren Form findet
sich in (48) ein Determinantenausdruck, analog dem Sylvesterschen im bi-
niren Gebiet. Partielle Differentialgleichungen fiir die Resultante zweier
binérer Formen sind schon in (17) (1870) berechnet, unter anderer Ge-
stalt als bei Brioschi und ohne daB die Beziehungen zu dessen Gleichungen
erdrtert werden.

Als eine Anwendung von Resultanteneigenschaften mag eine Verein-
fachung gelten, welche Gordan an dem zweiten algebraischen Beweis von
GauB fiir die Wurzelexistenz einer Gleichung angebracht hat (31). Sie liegt
in derselben Richtung, wie sie schon bei von Staudt (J. f. Math. 29) an-
gegeben war: der Reduktion auf die Gleichung fiir die Wurzeldifferenzen;
und sie weicht von dessen Behandlung nur in einem der zu betrachtenden
Fille ab.

Fiithren wir endlich noch einige Rechnungen von Relationen zwischen
Kovarianten aus ihren Leitgliedern hinzu (52), so haben wir ein voll-
stindiges Bild der rein algebraischen Titigkeit Gordans vor uns. Indes
miissen wir noch eine seiner hierhergehdrigen Bestrebungen beriihren, die
in ihrem Ziel auf eine andere Wissenschaft hintibergreift und auf die er
groBe Hoffnungen setzte. Auf Anregung von W. Alexejeff und in einer ge-
meinsamen Arbeit mit ihm (75) wurden die symbolischen Formeln der
bindiren Invariantentheorie zu den atomistischen Konstitutionsformeln der
Chemie in Beziehung gebracht: den Elementatomen a, @/, - - -, mit festen
Wertigkeiten #, #/, - - -, werden bezw. Formen a2, a)”,--- mit den Graden
n, W, -~ -, jeder Bindung a — o’ eine symbolische Determinante (aa’), den
gesittigten Verbindungen also symbolische Determinantenprodukte zuge-
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ordnet. DaB dasselbe Entsprechen schon 22 Jahre vorher von Sylvester
ausgesprochen worden, war den beiden Verfassern bis zu ihrer Publikation
hin entgangen. Ihr Ziel ging aber iiber die bloBe Zuordnung hinaus; indem
gsie anch die einfachsten Formenprozesse deuteten, dachten sie an eine
Anwendung der Systemsbegriffe auf die Chemie. Indes hat die Ver-
offentlichung, wohl wegen ihres formal-kombinatorischen Charakters und
wegen unvollstindiger Analogie, keine Fortsetzung gefunden.
Nicht-algebraisch hat sich Gordan nur noch einmal betitigt. Im Jahre
1893 hatte Hilbert*) durch einen neuen Gedanken einen einfachen Beweis
der Transzendenz der Zahlen ¢ und = geliefert; und gleich darauf hatte
Hurwitz**) eine Modifikation des Beweises gegeben, indem er die dort
benutzten Integrale, wesentlich durch Anwendung partieller Integration
und des einfachsten Falles des Mittelwertsatzes, vermied. In einer Arbeit
(54), die iibrigens nur den Gang von Hurwitz riickwirts lanfend wieder-
geben will, geht nun Gordan in dieser Richtung der Elementarisierung
noch einen Schritt weiter, indem er auch die noch vorhandenen Differen-
tialquotienten mittels der Reihe fiir ¢* verdringt. In bezug auf die dabei
verwandte Symbolik 7! = /7, auf welche seit dieser Arbeit von verschiedenen
Seiten Nachdruck gelegt worden ist, muB aber gesagt werden, daB sie in
dem Gang des Beweises keine weitere Rolle spielt, als die einer kiirzeren
Bezeichnung, und da8 sie zudem einfach aus der Note von Hurwitz heriiber-
genommen ist. Die in der Note (54) weggelassene, aber fiir den Beweis
wesentliche Abschitzung des klein werdenden Restgliedes hat Gordan in
einem hinterlassenen unverdffentlichten Hefte von 1900 durchgefiihrt.

Noch 38 Jahre, von 1874 an, hat Gordan in Erlangen verbracht.
Sie sind fiir ihn gleichmiBig verlaufen: taglich Vorlesungen, Arbeit, und
die unentbehrlichen Spazierginge entweder mit Mitarbeitern, wie schon
mit Clebsch in drastisch lebhaften Zwiegesprichen, unbekiimmert um alle
Umgebung, oder allein, in tiefem Nachdenken und seine Gedanken im
Kopfe so fertig verarbeitend, daB er seine Rechnungen zu Hause fast
ohne Striche ausfithren konnte. Die Fahigkeit zu solch beweglicher und
ausgedehnter Fassungskraft hatte Gordan von jeherdurch ein eigentiim-
liches Mittel bei sich entwickelt: er fihrte im Kopfe lange Zahlenrech-
nungen aus, und er hat es in dieser — wie schon Clebsch sagte —
,Jbrotlosen Kunst®, die doch fiir ihn eine tiefere Bedeutung hatte, recht
weit gebracht. Auch in seinen jihrlichen Sommeraufenthalten lebte er so,
als wahrer Peripathetiker. Viele Stunden waren dem Café gewidmet, ge-

¥ Math. Ann, 43.
¥ Ibidem.
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legentlich auch dem Schach, immer mit der Zigarre, der Abend gehdrte
gern der Geselligkeit oder auch dem Verkehr mit Jingeren im mathema-
tischen Verein; dann war er der lebhafteste unter Allen, unerschopflich
in anregendem Diskutieren und Plaudern und in humorvollen Erinnerungen.
Dabei liebte er vermdge seiner reichen Phantasie und seiner scharfen
Beobachtungsgabe paradoxe Ausspriiche, mit einem treffenden Kern von
Wahrheit, und plastische Bilder, von einer einzigen Seite gesehen.

Im Denken und Handeln war Gordan durchaus impulsiver Art. So
war er auch nicht organisatorisch veranlagt, doch oft ein guter Berater
seiner Fakultit, der er iibrigens zweimal als Dekan vorstand. Seine all-
gemeinen Interessen waren rege, so fiir die klassische deutsche Literatur.

In seiner eigenen Wissenschaft war es weniger ein Vertiefen in fremde
Arbeiten — denn solche las er sehr wenig —, als ein Uberblick iiber die
inneren Zusammenhinge und ein instinktives Gefiihl fiir die Wege und
Ziele der mathematischen Bestrebungen, was ihn schon aus kleinen An-
deutungen Wertvolles von Minderem scheiden lieB. Aber den auf die
Grundlagen gehenden Begriffsentwicklungen ist Gordan nie gerecht ge-
worden: auch in seinen Vorlesungen hat er alle Grunddefinitionen begriff-
licher Art, selbst die der Grenze, vollstindig gemieden. Sein Vorlesungs-
programm hat sich nur auf die Vorlesungen allgemeiner Art, gelegentlich
auch auf biniire Formentheorie, erstreckt; die Ubungen waren mit Vorliebe
der Algebra entnommen. Uber Jacobisches, so iber Funktionaldetermi-
nanten, trug er gern vor, nie iiber Funktionentheoretisches, hthere Geo-
metrie oder Mechanik; auch lieB er keine Seminarvortrige halten. Die
Vorlesungen wirkten wesentlich durch die Lebhaftigkeit der Ausdrucks-
weise und durch eine zum Selbststudium anregende Kraft, eher als durch
Systematik und Strenge.

Wie hochbeliebt Gordan in der Fakultit war, zeigen nach auBen die
mannigfachen ihm erwiesenen Ehrungen, die ihn erfreuten. So bei seinem
25-jihrigen Jubilium als Ordinarius; so bei seinem siebzigsten Geburtstage,
bei dem ihm die Fakultit eine Adresse widmete und die niichsten aus-
wirtigen Freunde sich um ihn vereinigten; so noch einmal bei dem goldenen
Doktorjubilium 1912, an dem sich auch die Universitit Berlin durch
Diplomerneuerung, die k. preuBische Akademie der Wissenschaften durch
eine Adresse beteiligten. Die vielerlei Anerkennungen bedeutender Aka-
demien bereiteten Gordan lebhafte Genugtuung.

Im Frihjahr 1910 trat Gordan von seinem Lehramt zuriick, las aber
noch vier weitere Semester, drei neben seinem Nachfolger Erh. Schmidt.
Vollig setzte er die Vorlesungen erst im Semester vor seinem Ableben aus,
nachdem er die ihm ans Herz gewachsene Algebra seinem zweiten Nach-
folger E. Fischer iibergeben konnte, mit dem er dann noch ein Jahr lang
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in engen wissenschaftlichen Verkehr trat. Schon seit lingerer Zeit litt
Gordan gelegentlich an Schwicheanfillen; von einem solchen im November
1912 eingetretenen erholte er sich nicht mehr: seine kdrperlichen und
geistigen Krifte sanken nun tiglich, bis ihn am 21. Dezember 1912 der
Tod erloste. Seine Ruhestitte fand er auf dem Neustidter Friedhof
Erlangens.

Gordan war eine der markantesten und bekanntesten Personlichkeiten
unter den Mathematikern der Neuzeit. Er fehlte kaum auf den Mathe-
matiker-Versammlungen, den deutschen und den internationalen; er war
bei der Griindung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung beteiligt, 1894
und bei der damaligen Versammlung in Wien ihr Vorsitzender, ebenso
vertretungsweise bei der nichsten Versammlung in Liibeck: meist trug
er iiber ein ihn gerade beschiftigendes Thema vor, immer aber war er
dort, stets von einer Gruppe Jiingerer umgeben, ein belebendes Element.

Gordan, eine in sich geschlossene Individualitit, war kriftig und ein-
heitlich im Leben und in der Arbeit. Kein Neuerer in der Wissenschaft:
er griff nur an, was seiner Art gemiB war; aber was er angriff, fiihrte
er unermiidlich durch bis zu Ende. Aus dem Stoffe selbst heraus neue
kombinatorische Methoden zu schaffen und seine Instrumente kriftig zu
handhaben, das war sein michtiges Kénnen: er war Algorithmiker.

Erlangen, Oktober 1913.
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