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438 F. Harrocs.

Uber das Problem der Wohlordnung.

Von

F. Harrogs in Miinchen.

Im folgenden gebe ich fiir den Satz, daB jede Menge wohlgeordnet
werden kann, einen Beweis, der sich von den beiden Zermeloschen Be-
weisen (Math. Ann. Bd. 59, S. 514 und Bd. 65, S. 107) dadurch unter-
scheidet, daB das sogenannte Auswahlprinzip bei ihm nicht zur Anwendung
kommt, dafiir jedoch eine Primisse anderer Art benutzt wird, ndmlich die
Annahme der ,Vergleichbarkeit der Mengen“ (nach welcher unter zwei
gegebenen unendlichen Mengen sich stets mindestens eine befinden muB,
welche einer Teilmenge der anderen Zquivalent ist).*) Hiernach kann also
der Wohlordnungssatz als eine Folgerung aus der Vergleichbarkeit der
Mengen aufgefaBt werden. Beriicksichtigt man nun andererseits den Um-
stand, da8 umgekehrt die Vergleichbarkeit der Mengen eine unmittelbare
Folge aus dem Wohlordnungssatze ist, sowie ferner, daB, wie die Zermelo-
schen Beweise zeigen, der Wohlordnungssatz mit dem Auswahlprinzip
gleichwertig ist, so ergibt sich schlieflich, daB alle drei Prinzipe, nimlich
erstens das Auswahlprinzip, zweitens die Vergleichbarkeit der Mengen,
drittens die Wohlordnungsfahigkeit der Mengen, als gleichwertig betrachtet
werden miissen, in dem Sinne, daB jedes der drei Prinzipe die Giiltigkeit
der beiden anderen nach sich zieht.

"~ Wird von den drei genannten Prinzipen keines vorausgesetzt, so liefern
die folgenden Betrachtungen immer noch einen Nachweis fiir den Satz,
daB es keine Menge geben kann, deren Michtigkeit groBer ist als die
Michtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge. **)

Als Grundlage fiir die folgenden Ausfithrungen habe ich die von Herrn
Zermelo in seiner Abhandlung , Untersuchungen iiber die Grundlagen der

*) Diese Annahme wird @brigens beim nachfolgenden Beweise nur fir den Fall
angewandt, daf von den beiden gegebenen Mengen die eine wohlgeordnet ist.

**) Dieser Satz ist meines Wissens ohne Anwendung des Auswahlprinzips bisher
noch nicht streng bewiesen worden.
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Mengenlehre I (Math. Ann. Bd. 65, S. 261) aufgestellten Axiome gewihlt,
wobei das das Auswahlprinzip enthaltende Axiom VI natiirlich fortgelassen
werden muBte. Die Aufgabe, alle im Beweise vorkommenden Begriffe und
Sitze auf ihre Unabhiugigkeit vom Auswahlprinzip zu priifen, wird dabei
allerdings durch den Umstand etwas erschwert, daB die von Zermelo ge-
gebene axiomatische Durcharbeitung der Mengenlehre sich noch nicht auf die
Lehre von den geordneten und den wohlgeordneten Mengen erstreckt.®) Ich
habe aus diesem Grunde den Beweis, wenn auch zum Teil auf Kosten der
Kiirze*¥), so gestaltet, daB mdglichst wenig Begriffe und Sitze vorkommen,
welche jenen Teilen der Mengenlehre angehtren. Sémtliche auf die Mengen-
lehre beziiglichen Begriffe und Sitze, welche beim Beweise benutzt werden,
habe ich, um die Priifung auf ihre Unabhingigkeit vom Aunswahlprinzip
zu erleichtern, iiberdies in einem besonderen Verzeichnis zusammengestellt,
das ich hier zundchst folgen lasse.

Begriffe: a) Element und Menge, Aquivalenz zweier Mengen, gréBere
und kleinere Michtigkeit. **%¥)

b) Geordnete Menge, Ahnlichkeit zweier geordneter Mengen, wohlge-
ordnete Menge, Abschnitt einer wohlgeordneten Menge.

Sitze:

1. Sind zwei geordnete Mengen einer dritten dhnlich, so sind sie auch
untereinander dhnlich. (Cantor, Math. Ann. 46, S.497.)

2. Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist selbst eine wohlge-
ordnete Menge. (Cantor, Math. Ann. 49, 8. 209, Satz C.)

3. Jede einer wohlgéordneten Menge Ghnliche Menge ist gleichfalls eine
wohlgeordnete Menge. (Ebenda, Satz D.)

4. Gilt fiir jedes Element einer geordneten Menge L, daf3 die ihm voran-
gehenden Elemente eine wohlgeordnete Menge bilden, so ist L selbst wohl-
geordnet. )

5. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschwitle dhnlich.
(Ebenda, S. 211, Satz B.)

*) Uber die Definition der geordneten und der wohlgeordneten Menge im Rahmen
der Zermeloschen Theorie siehe den Anhang zu dieser Arbeit.
*#) 7. B. hiitten sich durch Anwendung des Begriffs und der Eigenschaften der
Ordnungszahl gewisse Vereinfachungen erzielen lassen.
#% Bei den unter a) aufgefiihrten Begriffen kann die Unabhingigkeit vom Aus-
wahlaxiom unmittelbar aus den Zermeloschen ,Grundlagen entnommen werden.
1) Beweis: Sei I, eine beliebige Teilmege von L,  ein beliebiges Element von
L,. Ist dann a nicht selbst schon das erste Element von I,, so betrachte man die
dem @ vorangehenden Elemente von 1,; die aus ihnen bestehende Menge ist wohlge-
ordnet (als Teilmenge derjenigen wohlgeordneten Menge, die aus samtlichen dem &
vorangehenden Elemente von L gebildet ist); ihr erstes Element ist aber zngleich das
erste Element von L,.
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6. Zwei wohlgeordnete Mengen sind entweder einander dhnlich oder eine
von ihnen ist einem Abschmitte der anderen ihmlich. (Ebenda, 8. 215, Satz N.).

Endlich wird noch von folgendem auf den Mengenbegriff selbst be-
ziiglichen Ausspruch Gebrauch gemacht werden.¥)

1. Jeder Menge M entspricht eine Menge M°, welche als Elemente
alle geordneten Mengen enthdlt, deren Elemente mit denen von M identisch

Als unmittelbare Folgerung hieraus ergibt sich, indem man den Aus-
spruch auf alle Untermengen einer gegebenen Menge M anwendet und
die Zermeloschen Axiome IV (Axiom der Potenzmenge) und V (Axiom
der Vereinigung) benutzt:

Ta. Jeder Menge M entspricht eine Menge M,, welche als Elemente
alle geordneten Mengen enthiilt, deren Elemente zugleich Elemente von M sind.

Diejenigen Elemente von MM, welche wohlgeordnete Mengen sind,
bilden gemiB Axiom III (Axiom der Aussonderung) eine Teilmenge M,
von M,, also ebenfalls eine Menge. So ergibt sich die Aussage in der-
jenigen engeren Fassung, in der sie nachher benutzt werden wird:

Tb. Jeder Menge M entspricht eine Menge M,, welche als Elemente
alle wohlgeordneten Mengen enthilt, deren Elemente zugleich Elemente von
M sind.

Dabei ist selbstverstindlich M, von Null verschieden, sofern nur M

es ist.

Nach diesen Vorbemerkungen werde zum eigentlichen Beweise iiber-
gegangen.

Gegeben sei eine beliebige, endliche oder unendliche, von Null ver-
schiedene Menge M. Wir betrachten, wie oben, alle moglichen wohlge-
ordneten Mengen G, H, - - -, deren Elemente zugleich Elemente von M sind;
zu ihnen rechren wir auch die ,Nullmenge“ (welche gar kem Element
entha.lt) Nach den vorausgeschickten Bemerkungen (Satz Tb)’ existiert
eine (von Null verschiedene) Menge N, deren Elemente die simtlichen
wohlgeordneten Mengen G, H, --- und nur diese sind.

Da von jeder der Mengen G, H, - .. feststeht, ob sie dhnlich G ist
oder nicht, so bilden die zu G dhnlichen nach dem Axiom III (Axiom der
Aussonderung) eine Untermenge g von N, ebenso die zu H dhnlichen eine

*) Uber den Beweis desselben sowie der folgenden Sitze 7a und 7b innerhalb
der Zermeloschen Theorie siehe den Anhang zu dieser Arbeit.

¥¥) Hierin ist keineswegs die Behauptung enthalten, daf es solche geordneten
Mengen stets geben miisse, d. h. daB jede beliebige Menge M sich ordnen lasse;
vielmehr bedeutet, wenn M sich nicht ordnen lassen sollte, M° einfach die Null-
menge.
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Untermenge % usf. Die so entstehenden Untermengen g, %, --- von N
mogen im folgenden der Bequemlichkeit wegen als ,Klassen“ bezeichnet
werden. Kine dieser Klassen besteht nur aus der Nullmenge und heiBle
die Nullklasse. Aus dem Satze 1 folgt sofort, daB zwei Klassen, welche
ein Element gemein haben, miteinander identisch sind. Jedes Element
von N (d. h. jede der wohlgeordneten Mengen G, H, ---) gehort infolge-
dessen einer und nur einer Klasse an.

Wir betrachten nun diejenige Menge L, deren Elemente die simi-
lichen voneinander verschiedenen Klassen sind. Dieselbe existiert auf Grund
der Axiome IV (Axiom der Potenzmenge) und III (Axiom der Aussonderung)
als Untermenge der Potenzmenge () von N, da von jeder Untermenge
von N feststeht, ob sie eine Klasse ist oder nicht.

Sind g und % zwei voneinander verschiedene Klassen, G ein Element
von g, H ein Element von %, so konnen die wohlgeordneten Mengen G
und H einander nicht ghnlich sein; es ist also entweder G einem Abschnitt
von H #hnlich (G < H) oder H einem Abschnitt von G (H < G). Ist
z. B. G < H, so ist auch G’ < H’, wo G’ ein beliebiges Element von g,
H’ ein beliebiges Element von % bedeutet. Entweder gilt also fiir jedes
Paar G, H von Elementen der Klassen g und 7, daB G’ < H’, oder aber
es gilt fiir jedes Paar, daB H' < G’. Im ersteren Falle schreiben wir kurz
g <<h, im letzteren h <<g.

Sind g, A, 7 drei verschiedene Klassen und ist ¢ <A, h <<4, so gilt
offenbar auch g << 4. Es ist also auf diese Weise zwischen den Elementen
der Menge L eine widerspruchslose Rangordnung hergestellt worden. Wir
zeigen jetzt, daB die so geordnete Menge L auch wohlgeordnet ist.

Sei g ein beliebiges Element von L, G irgend eine der Klasse g an-
gehorende wohlgeordnete Menge. Ist alsdann g, irgend ein dem g voran-
gehendes Element von L (9,<g) und G, ein Element von g,, so ist G,
einem Abschnitt 4 von G ahnlich*); A ist aber dann ebenfalls ein Ele-
ment von g,. Unter den Elementen der Klasse g, befindet sich also ein
gewisser Abschnitt 4 von G, und zwar nur ein solcher, da die Elemente
von g, lauter einander #hnliche Mengen sind. Umgekehrt ist jeder Ab-
schnitt von G Element einer gewissen Klasse g, und zwar nur einer
solchen. Die Klassen, welche << g sind, und die Abschnitte von G sind
einander also ein-eindeutig zugeordnet und zwar unter Aufrechterhaltung
des Ranges. Mithin bilden nach Satz 3 die Klassen, welche << g sind
(d. h. die dem Element g vorangehenden Elemente von L), eine wohlgeord-
nete Menge; da aber g ein beliebiges Element von L war, so ist mach

. *) Auch zum ersten Element einer wohlgeordneten Menge gehdrt, wie hier und
im folgenden angenommen wird, ein Abschnitt, nimlich die Nullmenge.
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Satz 4 L selbst wohlgeordnet. (Das Anfangselement von L ist die Null-
klasse.)

Es gilt nun ferner: Jede der wohlgeordneten Mengen G, H, --- st
einem Abschwitte von L dhnlich. Genauer: Gehort die wohlgeordnete Menge
G der Klasse g an, so ist G dem durch das Element g von L bestimmten
Abschnitte von L dhnlich. Denn nach dem Vorigen besteht eine ein-ein-
deutige Beziehung unter Aufrechterhaltung des Ranges zwischen den
Klassen, welche <<g¢ sind (d. h. den dem g vorangehenden Elementen
von L) einerseits und den Abschnitten von G andererseits; dies bleibt aber
richtig, wenn man an Stelle der Abschnitte von G die Elemente von G
treten lafBt.

Hieraus folgt nun sofort: L kann weder der Menge M selbst noch
irgend einer ihrer Teilmengen dgquivalent sein. Denn wire L dquivalent der
Untermenge M, von M (wo M, auch die Menge M selbst bedeuten kann),
d. h. existierte zwischen den Elementen der Menge L und denen der Menge
M, eine gegenseitig eindeutige Zuordnung, so lieBe M, sich auf Grund
dieser Zuordnung wohlordnen und die auf solche Weise wohlgeordnete
Menge M, wire dann dhnlich L. Andererseits miiite jedoch diese wohl-
geordnete Menge M, da ihre Elemente zugleich Elemente von M sind,
nach dem Vorangehenden einem Abschnitt von L #hnlich sein — Wider-
spruch.

Damit ist festgestellt, daB zwischen den Mengen L und M mit den
Michtigkeiten | und m keinesfalls eine der beiden Beziehungen

’ [=m oder {<m
stattfinden kann. Ist also M eine beliebige Menge, so existiert stets eine
wohlgeordnete Menge L von der Eigenschaft, daB nicht [ <m gilt. Hier-
mit ist, ohme das Auswahlprinzip oder die Vergleichbarkeit der Mengen an-
suwenden, der Nachweis gefiibrt, daf3 es keine Menge geben kann, deren
Miichtigkeit grifer ist als die Michtigkeit jeder beliebigen wohlgeordneten Menge.

Setzt man jetzt noch weiter die Vergleichbarkeit der Mengen voraus,

so folgt, daB fiir die bisher betrachteten Mengen M und L

[>m
sein muB, d. h. es existiert eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen
den Elementen von M und denjenigen einer gewissen Teilmenge L, von L.
Da aber I, wohlgeordnet ist, so kann auf Grund dieser Beziehung auch
M woblgeordnet werden.

Anhang.

Ich verdanke einer freundlichen Mitteilung des Herrn Hessenberg die Kenntnis
der Tatsache, daB der Satz 7 (and mit ihm die Sitze 7a und 7b) auf Grund der
Zermeloschen Axiome vollstindig bewiesen werden kann (wobei das Auswahlaxiom
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nicht benutzt wird). Die Cantorsche Definition der geordneten Menge li8t sich nim-
lich durch eine ihr #quivalente auf die Zermeloschen Axiome gegriindete ersetzen,
indem man als ,,Ordnung* einer Menge M eine Untermenge P der Potenzmenge UM
definiert, welche die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

1. Sind R und S zwei verschiedene Elemente von P, so ist entweder S eine Teil-
menge von R oder R eine Teilmenge von S.

2. Sind 2 und y zwei verschiedene Elemente von M, so gibt es mindestens ein
Element R von P, welches genau eines jener beiden als Element enthilt.

3. Die Vereinigungsmenge &P’ jeder Untermenge P’ von P ist Element von P.

(Die Aquivalenz dieser Definition mit der Cantorschen ergibt sich auf folgendem
Wege: Betrachtet man eine im Cantorschen Sinne geordnete Menge M, so hat die
Menge ihrer Reste die obigen drei Eigenschaften. Ist umgekehrt P eine Menge der
obigen Art und setzt man z<Cy, wenn es ein Element B von P gibt, welches y
enthilt und 2 nicht enthilt, so erhilt man eine im Cantorschen Sinne geordnete Menge
und zwar ist die Menge der Reste dieser letzteren mit P identisch).

Da gemiB dieser Definition jede Ordnung von M eine Untermenge von UM ist
und von jeder Untermenge von M definit ist, ob sie eine Ordnung von M ist, so ist
die Gesamtheit M/® aller Ordnungen von M eine Untermenge von U1l M, jedenfalls
also eine Menge, womit Satz 7 bewiesen ist.

Beim Ubergang von Satz 7a zu Satz 7b wird davon Anwendung gemacht, da8
unter den Ordnungen einer Menge M die Wohlordnungen ebenfalls wieder durch ein
definites Kriterium im Sinne Zermelos ausgezeichnet sind. Dasselbe lautet némlich:
Die oben definierte Menge P stellt eine Wohlordnung vonr M dar, wenn die Ver-
einigungsmenge GP’ jeder beliebigen Untermenge P* von P ein Element von P’ (nicht
pur von P) ist.

Erwihnt sei noch, dab die Sitze 7a und 7b auch bewiesen werden kdnnen, ohne
erst den Umweg iber Satz 7 zu machen. Die obige Eigenschaft 2. der Menge P 1aft
sich néimlich in die folgenden zwei zerspalten:

2a. Die Vereinigungsmenge ©P von P ist M.

2b. Sind 2 und y zwei verschiedene Elemente von &P, so gibt es mindestens
ein Element B vor P, welches genau eines jener beiden als Element enthilt.

LiBt man die Eigenschaft 2a. fort, so definiert P im allgemeinen nicht mehr
eine Ordnung von M, sondern eine Ordnung einer Teilmenge von M. Hiernach er-
weist sich also auch M, direkt als Teilmenge von UUM. Ersetzt man schlieSlich 3.
durch die weitergehende Forderung, daf die Vereinigungsmenge €P jeder Unter-
menge P von P Element von P’ sei, so ist auch M, auf direktem Wege als Teil-
menge von UM gekennzeichnet.

Ansiitze und Mitteilungen tiber die vorstehend bezeichnete Theorie der geord-
neten und der wohlgeordneten Mengen finden sich bei Hessenberg, Grundziige der
Mengenlehre, Kap. 28 (Abhandlungen der Friesschen Schule, neue Folge, Bd. I, Heft 4,
Gottingen 19086, S. 674) ferner in desselben Autors Referat iiber Mengenlehre im-Taschen-
buch fiir Mathematiker und Physiker III. Jahrg. (Leipzig 1913) 8. 74, endlichin Zermelos
zweitem Beweise des Wohlordnungssatzes (Math. Ann. 65, S. 107).

Miinchen, Juli 1914




