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Die Isomorphismen der allgemeinen, unendlichen Gruppe mit
zwei Erzeugenden.

Von
J. NieLseN im Felde.

Fiir diejenigen unendlichen, diskontinuierlichen Gruppen, welche defi-
niert werden durch eine endliche Anzahl von erzeugenden Operationen,
zwischen denen keine Relation besteht, sind die ersten beiden der von
M. Dehn gekennzeichneten ,Fundamentalprobleme“#), nimlich das Identi-
tats- und das Transformationsproblem trivial. Das dritte, das Isomorphie-
problem hat bei ihnen die Bedeutung: Zu entscheiden, ob die Zuordnung
der n Erzeugenden zu n vorgegebenen Elementen der Gruppe eine iso-
morphe Zuordnung ist oder nicht.

Im folgenden wird dieses Problem fiir die aligemeine, unendliche
Gruppe G(a,b) mit zwei Erzeugenden a und b geldst, einige Eigen-
schaften der isomorphen Zuordnungen entwickelt und die Anwendung ge-
macht auf ein topologisches Problem, die Abbildungsgruppe der einfach
berandeten Fliche vom Geschlecht 1.

L

Zwei Elemente « und p der Gruppe G(a,b) heiBen zusammenge-
hérige, primitive Elemente, wenn aus ihnen die gesamte Gruppe erzeugt
werden kann. Das ist der Fall, wenn die urspriinglichen Erzeugenden
a und b durch o und B ausgedriickt werden konnen. Die Substitution
8 = (e, B), bei welcher a durch « und b durch g ersetzt wird, definiert
aligemein einen Isomorphismus von G(a,b). Wir suchen zuniichst eine
Methode, um in einer endlichen Anzahl von Schritten zu entscheiden, ob
eine vorgegebene Substitution S einen Isomorphismus definiert oder nicht.
« und B sind allgemein von der Form

* ,Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen“. Math. Ann. 71.
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i=p
@ =a™. b ... g"rbr =I—I(¢Jz’”z ),
(1) i=1

i=q

B=am. ... g h = l l (a,”‘s' ),
i=1

wobei alle Exponenten und die Indizes p und g als endlich vorausgesetzt
sind, und sind zusammengehdrige primitive Elemente, wenn fiir ebenfalls
endliche Exponenten und Indizes zwei Gleichungen bestehen:
=z
a = als ﬁ'x Cee a-“uﬁ"n =1—I(w“t’ p’i),

@) -

b= a4 ﬁ"x' e w“fpﬁ'{p = l l (u!‘u’ﬁ"x') .
i=1

Daraus ergeben sich die notwendigen, aber nicht hinreichenden Be-
dingungsgleichungen:
(8 Zp-Zm+ v -Zm=1, Sy - Zm+Zv-Zm'=0, (B)
(4 Zp-Zn +Zv-Zn' =0, Su-Zn +2v-Zn =1. (6)
Es muB mindestens ein Quadrupel endlicher Werte Zu, Zv, Zy/, Zv'
geben, das diesen vier Gleichungen geniigt. Daraus folgt:

Wegen (3) ist nicht gleichzeitig Zm und Zm’ gleich O,

” (6) » ”» » Z” » z“’ ”» 0’
und duraus weiter:
Wegen (3) und (4) ,, ” Zm , Zn , O,
»” B » 6 » » ) zm , » O
Die Determinante Zm Zn
T zw 23%"

kann also nur verschwinden, indem alle Glieder von O verschieden und
die Kolonnen einander proportional sind. Dann ergibt sich aus (3) und 4
ein Widerspruch, ebenso aus (5) und (6). Also ist A<-0 und

7 zp = 2%, P}
() P —Zm , Zm
- =5 ==

Da die links stehenden Summen ganzzahlig werden sollen, miissen die
rechts stehenden Zihler alle den Faktor A enthalten. Also ist A selber
durch A? teilbar und es folgt: A=+ 1.
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Im folgenden ist die Anzahl der Erzeugenden eines Aggregats A mit
N(A) bezeichnet. Es ist daher vorausgesetzt, daB in A wie auch in den
vorgegebenen, durch (1) definierten, zusammengehéorigen primitiven Ele-
menten « und B kein Bestandteil der Form BB~-! vorkommt. (e, 8) 1a8t
dann folgende Eigenschaften erkennen:

1. Auch die Elemente {3 =AaA-),
B=ABA

bilden ein primitives Paar. Denn bilden wir fiir sie die den Auflésungs-
gleichungen (2) entsprechenden Ausdriicke, so ergibt sich:

= =y

J ] @) =Aan?, J @B —=nva

i=1 i=1
Besteht nun das Aggregat A nur aus einer Erzeugenden, z. B. a, so ist
der erste Produktaunsdruck unmittelbar — a, und wir erhalten weiter:

[[@® | [[e# [Jer=»
i=1 i=1 i=1

Da jede Transformation durch eine Reihe von Transformationen mit je
einer Erzeugenden ersetzt werden kann, so gilt der Satz allgemein fir
jede Form des Aggregats A.

2. Hat ein Element des Paares, z. B. «, die Eigenschaft, daB « und
«~! mit der gleichen Erzeugenden beginnen, so mu8, damit fiberhaupt in
(2) die Zahl der Erzeugenden sich durch Absorption verkleinern kann,
B oder p~! mit derselben Erzeugenden anfangen. Also ist dds Paar von

der Form: {“ — cAe-t {u =cAc!?
oder

p=cB = Bc

Dann wird durch Transformation mit ¢ die Zahl N(«) erniedrigt und die
Zahl N(B) nicht erhoht. Ist auf diese Weise durch Transformation erreicht,
daB weder « noch B von der Form ¢Ac~! sind, so soll der so erhaltene
Ausdruck von (g, f) eine ,reduzierte Form“ unter allen ineinander trans-
formierbaren Formen des Paares heifien. Im folgenden ist (a, f) reduziert
angenommen.

3. Ist N(e) = N() =1, so kann das Paar (e, ) offenbar nur eine
der acht Formen haben:

(@ b), (@b, @ b, (@5,
& a), (ba Y, ¢4 ae), (& La).
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4. Ist, was im folgenden vorausgesetzt bleibt, nicht gleichzeitig N(«)
und N(8) = 1, so muB (2) ausgefiihrt von der Form sein
{a =lafl,
b bl rs b r‘-

Hierbei sind die einzelnen ;= 1, und mindestens eins von ihnen umfaBt
mehr als O Erzeugende. Jedes I';, fiir welches N(I;) > O ist, muB mehr
als ein vollstindiges Element « oder § enthalten. Denn es ist nicht ein
Element oder ein Teil eines solchen fiir sich =1. In jedem solchen
Aggregat I' gibt es mindestens ein Element, das von seinen Nachbarele-
menten (dem vorausgehenden und dem nachfolgenden oder beiden zugleich,
aber nicht mehr als diesen beiden) absorbiert wird, ohne daB an anderer
Stelle im Aggregat I Absorption stattzufinden braucht. Denn bliebe nach
dem Ausloschen von Bestandteilen AA-! an allen Stellen im Aggregat I,
wo sgich zwei Elemente beriihren, in jedem Element ein Rest nach, so
bestinde I aus lauter solchen Resten, zwischen denen keine Absorption
mehr stattfindet, wire also nicht gleich 1.

5, Das in einem Aggregat [ von seinen beiden Nachbarelementen
absorbierte Element sei ein e.

Fall I: Dies ¢ stehe zwischen einem « und einem f. Da Bestand-
teile ¢a~! in (2) also auch in I nicht vorkommen und « reduziert ist,
so muB « von dem benachbarten g-Element allein absorbiert werden. Also
ist ¢ oder «~! ein Bestandteil am Anfang oder Ende von §.

Fall II: Dies « stehe zwischen zwei f-Elementen. Es habe die Form
«=A;A;, und A, werde durch das vorhergehende, A, durch das nach-
folgende f ausgeldscht. Dann bestehen vier Moglichkeiten: Die Reihenfolge
der Elemente ist --- af--- oder --- f~'af--- oder --- Baf~1... oder
-e«ftaf?---. Im zweiten und dritten Fall muB «, da es reduziert ist,
von einem der Nachbarelemente allein ausgeléscht werden, fallt also unter
Fall1. Im ersten (und analog im vierten) Fall miiBte § von der Form
sein, einmal B =B,A},
gleichzeitig aber B = A;'B,,
so daB die Erzeugenden von B, der Reihe nach mit denen von A;! iiber-
einstimmen. Transformieren wir nun das Paar (¢, §) mit A,, wodurch an
seinem reduzierten Charakter nichts geéindert wird, so wird

= A;I“A1= A A,
B=A'pA, = A;'B,.
Ist nun N(e) > N(B), so ist N(A,) > N(B,). Dann ist -! End-
bestandteil von w.
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Ist N(&) < N(B), so ist N(A,) < N(B,). Dann ist &-' Anfangsbe-
standteil von B.

Ist endlich N ()= N(B), also N(A,)=N(B,), so miiBte sein &= p~!
Dieser Fall ist also unmdglich bei der Voraussetzung, daB nicht gleich-
zeitig N(«) und N(B) =1 sind.

Zusammenfassend haben wir also den Satz:

In jedem primitiven Paar (e, p) ist das Element mit Kleinerer Zahl
von Erzeugenden, mit dem Exponenten +1 oder —1 versehen, Anfangs-
oder Endbestandteil des Elements mit der groferen Zahl von Erzeugenden,
oder dies ist durch Trawsformation erreichbar. Haben beide Elemente die
gleiche Zahl von Erzeugenden, so bestcht jedes aus nur eimer Erzeugenden.

6. Es sei N(a¢) < N(f). Dann ist also — eventuell nach einer redu-
zierten Transformation des Paares — f = «f’ oder f'« oder a~8" oder
fa~t. Es sei zur Fixierung des Aunsdrucks z. B. die erste Form ange-
nommen. Nach (2) ist

i=n i
—1‘[(«# gy =] J 1T =] [ (5 8)
i=1 i=1
und entsprechend fiir 5. Also ist auch («, ") ein primitives Paar. ' muB
in reduzierter Form erhalten werden, denn wire f = dBd-!, wo d aus
einer Erzeugenden besteht, so miite & = dA oder Ad~! sein. Im ersten
Fall wire g nicht reduziert, im zweiten Fall kime d-'d in g8 vor.

Ist nun noch N(f) > N(e), so ist — eventuell nach einer redu-
zierten Transformation — #t! Anfangs- oder Endbestandteil von f§'.

Durch Abspalten von Bestandteilen « kommt man so schlieBlich zu
einem Residuum y von B, fir das N(y) < N(«) ist. Nun kann man in
gleicher Weise immer nétigenfalls nach reduzierten Transformationen
Anfangs- oder Endbestandteile y*! von « abspalten und fihrt analog fort,
bis nach einer endlichen Anzahl von Schritten ein Residuum von nur
einer Erzeugenden als Element eines neuen Paares S; sich ergibt. Indem
man nunmehr ohne weitere Transformationen dieses, so oft es geht, von
dem anderen Element des Paares abspaltet, bringt man auch dieses auf
ein Residuum von nur einer Erzengenden und hat damit ein letztes Grund-
paar S, in einer der unter 3. aufgefihrten Grundformen erhalten.

7. (&%) sei ein reduziertes Paar, fiir welches 1 < N(£) < N(n) <2N(§)
ist und das im besonderen die Eigenschaft hat, daB §*' Anfangs- oder
Endbestandteil von 7 ist und nach jeder reduzierten Transformation das
transformierte £*! immer Anfangs- oder Endbestandteil des gleichzeitig
transformierten 7 bleibt. Diese letatere Eigenschaft eines Paares soll kurz
» Vollkommenheit* heifen.
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Nur zur Fixierung des Ausdrucks sei wieder die bestimmte Form
angenommen: (£=§, g==E§7"). Dann erhalt man durch Transformation mit §:

{g = ga

="k

Denkt man sich diese Transformation durch eine Folge von reduzierten,
yrechts vertauschenden“ (d. h. Aggregate von vorne nach hinten versetzen-

den) Einzeltransformationen mit je einer der aufeinanderfolgenden Erzeu-
genden von £ ersetzt, 5o muB es darunter eine bestimmte Transformation

T mit der Erzeugenden e geben, so daB vor T das Element E Anfangshe-

standteil von 7, und nach T' das Element ? Endbestandteil von 7 ist. Also
gibt es eine Darstellung:

E=FEet" n=Eet’y,
E=ol't, 7=k,
§= gﬂg/e) ,;]:-‘ — gﬂnrgre.

Es miissen danach die Erzeugenden von 7' der Reihe nach mit denen
von &, und diejenigen von %'~ der Reihe nach mit denen von gt
fibereinstimmen.
Das reduzierte Paar (sign g = sign v):
{gx - g;
= g«“ﬂg",
wobei |g+v] >0 sein darf, hat offenbar auch die Eigenschaft der Voll-
kommenheit. Es gilt dann der Hilfssatz: Dasselbe gilt weiter auch
von dem reduzierten Paar (sign u’'= signv'):
=§2=’ ’7'1" & "7'1'7
Ty = Ny
Fir |y’ + | >1 ist das unmittelbar ersichtlich, ist aber z B. p'=1,
v =0, so ist also
£ =mb = b+t = (el )y iy (Fel )y,
na=my =&k = (el (Eel")
Transformieren wir rechts vertauschend mit (£ e£”y+?, so wird
gy =n/(Eeg"y*t3,
Ty = o (Fe et 7+
7, steht am Anfang von Z. Das bleibt bei allen reduzierten links ver-
tauschenden Transformationen erhalten. Nach den Eigenschaften von T
bleibt es anch bei weiteren N(') rechts vertauschenden Transformationen
erhalten, falls N(¢) < N(%)). Schon nach N(n) — N(§") von diesen ist
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aber das erzielte 7, Endbestandteil von %, und bleibt das bei allen weiteren
rechts vertauschenden Transformationen. Da nun nach Voraussetzung
N(E) + N(E") = N(y) ist, so ist damit die Vollkommenheit fir das Paar
(&, 1) erwiesen. Das bleibt richtig, falls N(£) =1, N(n) = 2 ist. Damn
ist N(of) =1 und N(§) = N(¢") = 0. Die Richtigkeit des Hilfssatzes ist
in diesem Fall am Paar (§;,7,) unmittelbar abzulesen.

Das Paar §,, auf das in 6. das urspriingliche primitive Paar (e, §)
schrittweise zuriickgefihrt war, hat nun offenbar die Eigenschaft der
Vollkommenheit. Also besteht sie nach dem Hilfssatz auch fir alle Paare
der Entwicklung riickwirts und schlieBlich fir («, ) selbst.

Der beschrinkende Zusatz im Ergebnis von 5. lautend: ,oder dies ist
durch Transformation erreichbar” wird hierdurch aufgehoben.

8. Wir kinnen nach dem Bisherigen den Aufban jedes reduzierten,
primitiven Paares durch zwei Rekursionsformeln charakterisieren:

(8) s .{“99=“29—1;
30 * Ezo~1 Ly
Bsp = €31 Bays 5,000
S,' 5'29
g1 = By, By
(9) S’€+1 . { g+l e 3¢
ﬁﬁe-{-l = ﬁiq

mit den Bedingungen: S, hat eine der in 3. angegebenen Grundformen;
g, und & haben das gleiche Vorzeichen, sonst wire ¢;,, bzw. §;,, nicht
reduziert; ¢ und &_, haben das gleiche Vorzeichen, sonst gibe es in
a,,, bzw. f, , einen Bestandteil von der Form [F—* Also haben alle &
das gleiche Vorzeichen, und das gleiche gilt von den durch E;= ¢+ &/
definierten GrdBen E. Diese notwendigen Bedingungen sind zugleich hin-
reichend. Denn bildet S, , ein primitives Paar, so schreiben wir die Doppel-
1P . ’
gleichung (9): {“29 = ﬂ;::-et %041 szi'n
ﬁiq - ﬁsen
und “folgern, daB auch S, ¢+1 ©in primitives Paar ist. Analog ist S;, ein
primitives Paar, wenn es S;,_; ist. Und fir das Paar S, ist es voraus-
gesetzt.
Das zu Anfang gestellie Problem ist damit vollstindig geldst.
9. Bilden wir fiir die Rekursionsformeln das charakteristische Zahlen-
quadrupel wie am Anfang von I, so erscheint es ebenfalls in rekursiver Form:

{z:m,q_1 Zze-1 }
Bm,(,_,,' E’e~1+ Z'm;e_, 2”’9—1'5’9-1 + &;ed
Zmyg-Espt Ty, Zmyo-Eyot Z”*e} .

Zm, Zny,

fﬁr S’e:

und f’&r S’e+1: {
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Angenommen, ¢8 361 | 2 [ + | Zngel = N(ea),

|2m49[ + 32""391 = N(ﬁﬁe),
so missen in Zmj, und ebenso in Znz, beide Summanden das gleiche
Vorzeichen haben. Entwickelt man also

Zmeppr = Ems'e - Egp + 2map
= Zmgg-1- Ezq—1" Bz + Zmag—1- Esp + Zmeg-1
und beriicksichtigt, daB Es,_;- Esp positiv ist, so folgt, daB diese drei
Summanden das gleiche Vorzeichen haben. Also kann man entwickeln:
|Zmsoer + [Znge41] = [Esgl - (1Zms,] 4+ | Znse,) + | Zmsy| + [ Zna,}
. - lEﬁgl'N(ﬁ!Q)+N(a2Q)=N(“!Q+1)‘
Ferner ist

Zméq-{-l; + iznéq+1t = lzmtlg; + lznégi = N(ﬁSQ) = N(ﬂ29+l)n
Also hat auch S;,,, die von 8y, vorausgesetzte Eigenschaft. Analog lif¢
sie sich von S,, erweisen, wenn sie von S;,_; gilt. Nun gilt sie sicher
von S,, also gilt allgemein:
[ Zm]|+|Zn]= N(a),
| 12| + 2w = N ),
in Worten: In einem in reduzierter Form gegebenen, primitiven Paar haben
alle in cinem Element aufiretenden Erzeugenden einer Art das gleiche Ez-
ponentenvorseicken.
10. Unterwirft man Sio41 der Transformation mit ﬁ:';', so wird:

= Eg e
TR R ﬁ?q LEYY)

3394-1 = By e
Transformiert man dies Paar weiter mit a:';'_‘;‘, 8o bleibt «,, ungeéndert,
und es wird

3 Eze—1
Be= “29'7-1 Byo-1-

Durch Forteetzung dieses Verfahrens wird nach 20 Schritten fiir alle ¢
von 1 bis 2¢ &=E, & =0.

Die so erhaltene, transformierte Form von 83441 moge Normalform heiBen.
Sie ist vollkommen charakterisiert durch Angabe von S, und der charakte-
ristischen Reihe der E,. Die Zahlen Zm, Zn, Zm’ und Zn’ werden durch
die Transformationen nicht geindert. Nun fihrt aber¥) jedes Zahlen-
quadrupel mit der Determinante + 1 in eindeutiger Weise zu einem
Teileralgorithmus, definiert also eindeutig eine charakteristische Reihe E;

" Vgl z. B. meine Schrift JKurvennetze auf Flichen®. In. Diss., Kiel 1913,
8. 4749,
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und ein aus Gliedern 0, +1 und — 1 bestehendes Grundquadrupel. Also
folgt der Satz:

Alle primitiven Paare von G(a,b), die in den vier Zahlen Zm, Xn,
Zm', Zn' iibereinstimmen, sind ineinomder tramsformierbar.

1L

Das unter L erzielte Kriterium li8t sich durch das folgende einfache
ersetzen:

Zwei Elemente o und B von G(a, b) bilden dann und nwr dann ein
Paar zusammengehiriger primitiver Elemente, wenn die Gleichung erfullt ist:¥)
(11) efeif~t=T(aba" 10121 -1

1. Die Bedingung (11) ist notwendig.

Erfillt ein Paar («, f) die Bedingung (11), so erfiillt sie auch jedes
aus («, 8) durch Transformation hervorgehende Paar. Fiir ein reduziertes
Paar setzt man «;, und §; aus (8) oder (9) in (11) ein und findet, daB
S; der Bedingung (11) gentigt, wenn ihr S, ;, geniigt. S, geniigt aber der
Bedingung, folglich auch S;.

2. Die Bedingung (11) ist hinreichend.

(e, B) gentige der Bedingung, und jedes Element sei in den Erzeugen-
den so geschrieben, daB kein Bestandteil I"-! vorkommt. Hat z. B. «
die Form « = ca’c™, wo ¢ aus einer Erzeugenden besteht, so muB sich
der als Zyklus geschriebene Ausdruck ¢fa—!p~! (vgl. Fig. 1) im Sinne

B ¢ . « c P L
Y Yg by vbd
e = B «

Fig. 1 Fig. 3.

P,P,P,P, gelesen auf (aba—10-*)*' (Fig.2) reduzieren: Es muB also
mindestens an einer Ecke P, Absorption stattfinden, also § von der Form
¢f oder fc-! sein. In beiden Fillen kann man durch Transformation
mit ¢ N(«) verkleinern, ohne N(B) zu vergroBern. (e, f) sei also reduziert
vorausgesetzt und da mit(«, 8) auch (8,«) die Bedingung

(11) erfiillt, konnen wir, ohne eine Einschrinkang zu Pt o, 4k
begehen, N(z) < N(f) annehmen. Es sei ¢ = ce'd.

o besteht aus 0,1,2 nsw., ¢ und d je aus O oder 1 £Y A\
Erzeugenden. Im Zyklus (Fig. 3) findet Absorption ,}

nicht gleichzeitig bei P, und P, statt, sonst wiirde P, ¢ o % P
¢c=d"! folgen und « wire nicht reduziert, ebenso ¥ig. 3.

*) Dieser Satz ist mir von M. Dehn mitgeteilt worden. Sein Beweis ist von dem
folgenden verschieden.
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nicht gleichzeitig bei P, und P,, sonst wire g nicht reduziert. Reduktion
findet nur an zwei gegeniiberliegenden Ecken statt, z. B. bei P, und-lf’é.

Ist nun N(e) = N(B), so kann keine Rechtecksseite der Figur 3_ganz
absorbiert werden, denn sonst wire ¢ =p und a¢fe~!f~*=1. Findet iiber-
haupt Reduktion statt, so muB nur an P, der Streckenzug d¢ und an P,
im gleichen Umlaufssinn der Streckenzug ¢~'d~! nachbleiben. Also ist
afa~fi~'=1, was ausgeschlossen ist. Es kann also iberhaupt keine
Reduktion stattfinden, N(o) = N(B) = 1. Man liest dann aus Fig. 2 ab,
daB (e, B) eine der unter I, 3. angegebenen acht Grundformen hat, also
ein primitives Paar ist.

Ist aber N(e) < N(B), so muB mindestens eine a-Seite ganz absor-
biert werden; denn sonst blieben im Zyklus nach der Reduktion sechs
oder mehr Erzeugende nach. Also ist «*! Anfangs- oder Endbestandteil
von f, z. B. = «f’. Dann ist /=« 'f und

af e if = aa" o f e = ¢« efa f ) = [(aba—2b-)E -1
Also erfiillt auch (e, §) die Gleichung (11); analog fiir die anderen
Spezialfille. g wird in reduzierter Form erhalten, denn sonst wire genaun
wie unter I, 6. ein Widerspruch zu folgern.

Damit sind die Bedingungen fiir die gleiche Analyse des Paares («, )
wie in I mit dem dort als primitiv vorausgesetzten Paar («, §) gegeben.
(e, B) gestattet also eine Auflosung nach den Rekursionsformeln (8) und
(9) mit Exponenten & von gleichem Vorzeichen und fithrt auf ein primi-
tives Grundpaar S,, ist also selbst primitiv.

IIL

Ist (&, B) ein primitives Paar, so definiert die Substitution S, bei
welcher a durch « und b durch § ersetzt wird, einen Isomorphismus von
G(a,b). S heiBe kurz ,isomorphe Substitution®.

Ubt man auf eine isomorphe Substitution S, eine ebensolche S, aus,
so entsteht wieder eine isomorphe Substitution S;. Denn definiert man
8, und S, durch Gleichungssysteme der Form (1), so existiert fiir jede
ein Auflosungssystem (2). Entsteht also S, indem man S, auf S, ausiibt,
so kann man aus ¢, f; mit Hilfe des Auflosungssystems von S, die Ele-
mente «,, f;, und weiter hierans mit Hilfe des Auflosungssystems von S,
die urspriinglichen Erzeugenden ¢ und b ausdriicken.

Schreibt man diese Beziehung

5y = 8; - 8y,
so liBt sich das assoziative Gesetz:

(Su ‘ Si:) : Sss = Sz‘l : (S‘, * Sn)
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leicht nachweisen, indem man die Elemente der durch

8 = (84 8;) - 8is»

Sp =181 (8- 8;)
definierten Substitutionen mit Hilfe der Definitionsgleichungen der S; aus-
fibrlich hinschreibt, wodurch dann die Identitit von S, und S, augen-
scheinlich wird.

Mit S-! sei eine isomorphe Substitution bezeichnet, welche auf S
ausgeiibt, diese in die identische Substitution (g,b) tiberfihrt. Es wird
nach der Existenz und Auffindung von S—! gefragt.

S habe die vier charakteristischen Zahlen Zm, Zn, Zm', Zn' und
die aus ihnen gebildete Determinante A = 4 1. Dann sind durch die
Gleichungen (7) vier weitere Zahlen definiert, fiir welche

T % =0 —Zn |
Sy = —Zm’ Zm!—
Indemn man auf dieses Zahlenquadrupel einen Teileralgorithmus anwendet,
gelangt man zu einer Reihe von Faktoren E,_, bis E, und einem An-

1

fangsquadrapel {‘:, :o,’, dessen Glieder in der einen Diagonale 0 und
o Y

in der andern 41 oder —1 sind. Bildet man dann S, durch
o = at b,
ﬁl == al’o'b"n'
so kann man weiter mit Hilfe der Rekursionsformeln (8) und (9) S, bis
S, konstruieren. Dabei hat man bei jedem Schritt die Freiheit, E, in
awei Summanden ¢ und g von gleichem Vorzeichen zu zerlegen. Ubt
man dann S, auf S aus, so resultiert eine isomorphe Substitution mit
den charakteristischen Zahlen
{Zp-Em—{-Zy'-En 20-2m+2v’-2nl
Su-Em'+ Zp- 20 Zv-Zm'+ 3. Zx)
diese sind aber nach (7) gleich

lo 1)

die Substitution S-S, ist also in die Identitit transformierbar. Ist
8.8,=(Tal-% ror-y, soist S§-t=(M'e,l, M*14,0),
also stets nach dieser Methode auffindbar.
Bildet man nun S-!. S, so ist das jedenfalls eine isomorphe Sub-
stitution, also existiert (S-!- 8)~! so0, daB
(12) (8-1-8)-(8-*.8)y1=1
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Ubt man auf S-! die identische Substitution S-S-* aus:

§-1.(8-8-) =81
und hierauf weiter die Substitution S - (S—*-8)~’, so 1iBt sich das unter
Anwendung des assoziativen Gresetzes schreiben:

(8-%-8)- (8-*-8)-(8~*-8)'=(8-*-8) - (§-*-8)~
und mit Hilfe von Gleichung (12) folgt
S-t.8=1.

S-1 ist also auch definierbar als diejenige Substitution, welche in die
Identitat @bergeht, wenn S auf sie ausgeiibt wird. Dies Ergebnis laBt
sich formulieren:

Jede isomorphe Substitution ist Auflosungssubstitution zu ihrer Auf-
16sungssubstitution
oder anders gesprochen:

Die Aufgabe, zu einer gegebenen isomorphen Substitution die rezi-
proke zu finden, ist identisch mit der Aufgabe, aus einem gegebenen Paar
zusammengehdriger, primitiver Elemente die urspriinglichen Erzeugenden
a und b auszudriicken.

Iv.

Mit R sei eine einfach berandete Fliche vom Geschlecht 1 bezeich-
net. Sind @ und b auf R’ zwei-geschlossene, doppelpunktlose Kurven mit
einem gemeinsamen Punkt, so ist die allgemeine, unendliche Gruppe
G(a,b) = Gx die ,Fundamentalgrappe von E'“*). R sei die geschlossene
Fliche vom Geschlecht 1 (Ring), die entsteht, wenn man die Randkurve
von R durch ein Elementarfiichenstiick schlieBt. Die Fundamentalgruppe
von R ist die Abelsche Gruppe Gr=G.(a, b) mit der Relation aba~'b-!=1.
Nun besteht der folgende Hilfssatz:

Zwei geschlossene, doppelpunktlose Kurven, die auf R ineinander
transformierbar sind, sind es auch auf R’.¥¥)

Zwei stetige eineindeutige Abbildungen von R bzw. von R’ sind in-
einander transformierbar, wenn die beiden Bilder von a und gleichzeitig
die beiden Bilder von b ineinander tranaformierbar sind. Jede stetige ein-
eindeutige Abbildung von R’ 1aBt sich zu einer solchen von R erweitern,
indem man sie iiber das die Randkurve schlieBende Elementarflichenstiick
fortsetst. Homotope Abbildungen von R’ fiihren dabei zu homotopen Ab-
bildungen von R. Andererseits konnen zwei nicht-homotope Abbildungen

% Vgl. M. Dehn, ,Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen“. Math. Ann.
71 (1911).

*) Wegen Ranmmangels mu8 dieser Hifsaatz hier ohne Beweis angegeben werden.
Ich behalée mir vor, den Beweis spiter in anderem Zusammenhange mitzuteilen.
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von R auch nicht zn homotopen Abbildungen von R erweitert werden,
denn zwei einander entsprechende Bildkurven, die auf R’ nicht homotop
sind, konnen es nach dem Hilfssatz auch auf E nicht sein. Es findet
also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der topologisch unterscheid-
baren Abbildungstypen von R und R’ statt. Die (unendliche, diskontinuier-
liche) Abbildungsgruppe von R’ ist also wie die von R durch einen zwei-
stufigen Isomorphismus mit der erweiterten Modulgruppe verbunden.*)
Ein Unterschied zwischen den Abbildungen von R und denen von K’
besteht erst bei der Frage nach den die Abbildungen definierenden iso-
morphen Substitutionen der Fundamentalgrappen. Die Abbildungen von
R werden definiert durch die Substitutionen « = a™b”, p = a™b" der

m n
Abelschen Gruppe Gp, bei denen im’ w =t 1 ist. Diese bestimmen

augleich den Abbildungstypus von R’. Die zugehorigen Substitutionen aus
der Gruppe Gy sind von der Form der Gleichungen (1) in I und konnen
nach der Methode von I gefunden werden, da das charakteristische Zahlen-
quadrupel bekannt ist. Es ergibt sich also der Satz:

Die Gruppe der topologisch unterscheidbaren Abbildungstypen der Fliche
B vom Geschlecht 1 mit einer Randkurve ist isomorph mit der Gruppe der
TIsomorphismen der allgemeinen, unendlichen, diskontinuierlichen Gruppe G(a,b)
mit zwei Erzeugenden, der Fundamentalgruppe von E'.

Im besonderen entspricht einem Abbildungstypus von R die invariante
Undergruppe aller in eine bestimmite isomorphe Substitution transformierbaren
Substitutionen von G(a, b).

Das Erkennungsmerkmal fiir die Abbildung und die zugehdrige Unter-
gruppe von Substitutionen ist das zugehdrige charakteristische Zahlen-
quadrupel.

Fiir die berandete Fliche vom Geschlecht 1 besteht also der gleiche
Zusammenhang zwischen den Abbildungen der Fliche und den Isomor-
phismen der zugehorigen Fundamentalgruppe, wie ihn M. Dehn fiir ge-
schlossenc Flachen beliebigen Geschlechts gefunden hat.*¥)

Fiir berandete Flichen von hbherem Geschlechi ist das nicht mehr
der Fall.

Konstantinopel im Oktober 1917.

*) Vgl meine Schrift ,Kurvennetze auf Flichen, Inaug. Diss., Kiel 1918.
** Nach Mitteilung von M. Dehn.

MWathematische Anmalen. LXXVIIL 27



