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Uber eine Aufgabe der Walirscheinlichkeitsrechnung
betreffend die Irrfahrt im StraBennetz.

Von
Georg Poélya in Ziirich.

1. Ich beziehe den d-dimensionalen Raum auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem. Ich betrachte diejenigen Punkte, deren Koordinaten
Z,, %,, ..., %, samtlich ganzzahlig sind, und solche Verbindungsgeraden
dieser Punkte, die einer der d Koordinatenaxen parallel sind. Die Ge-
samtheit dieser Geraden bildet das d-dimensionale Geradennetz, und die
Punkte. mit ganzzahligen Koordinaten, die man gewohnlich als Gitterpunkte
bezeichnet, sollen die Knotenpunkte des Netzes heifien. In jedem Knoten-
punkte kreuzen sich d zueinander rechtwinklige Geraden des Netzes, und
jede Gerade wird durch die daraufliegenden Knotenpunkte in gleiche Stiicke
von der Linge 1 geteilt. Auf dem Geradennetz soll ein Punkt aufs Ge-
ratewoh! herumfahren. D. h. an jeden neuen Knot;enpunkt des Netzes

angelangt, soll er sich mit der Wahrschemhchkezt 5 fur eine der mog-

lichen 2d Richtungen entscheiden. Der Bestimmtheit halber wollen wir uns
vorstellen, daB der herumwandernde Punkt zur Zeit {= 0 im Anfangs-
punkt des Koordinatensystems seine Irrfahrt beginnt, und daB er sich mit
der Geschwindigkeit 1 bewegt. In der Zeit ¢ beschreibt er einen Zickzack-
weg von der Linge #, in jedem ganzzahligen Zeitpunkt ¢=0,1,2,3,...
passiert er einen Knotenpunkt und fillt eine vom Zufall geleitete Ent-
scheidung unter 2d gleichméglichen Richtungen.

Fiir d =1 haben wir eine, in gleiche Segmente geteilte, unbegrenzte
Gerade und die geometrische Darstellung des ,,Wappen-oder-Schrift*-
Spiels vor uns. Die Wappenseite einer Miinze soll einem Spieler eine Geld-
einheit Gewinn einbringen, die Schriftseite einen ebenso grofien Verlust; der
jeweilige Stand von Gewinn und Verlust soll als positiver bzw. negativer
Abstand an einer Geraden von einem festen Ausgangspunkte aus durch’
eine bewegliche Marke registriert werden. Nach jedem Wurf verschiebt '
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sich die Marke um eine Einheit nach rechts oder nach links; die Hin- und
Herpendelung der Marke bei fortgesetztem Spiel ist gerade der eindimen-
sionale Fall der beschriebenen Irrfahrt. Fiir d = 2 haben wir die Irrfahrt
eines Spaziergingers in einem reguliren quadratischen StraBennetz, fiir
d =3 das angeniherte Bild der Irrfahrt eines Molekiils, das in einem
Kristall des reguliren Systems diffundiert.

Von den klassischen Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung iiber
Wappen und Schrift, die mit Hilfe des beschriebenen Bildes mehrdimen-
sional verallgemeinert werden konnen, betrachte ich hauptsichlich diejenige
iiber den ,,Ruin des Spielers!). Besitzt der Spieler @ Geldeinheiten, so
handelt es sich um die Wahrscheinlichkeit, daB er in hochstens % Spielen
seinen ganzen Besitz verspielt, oder auf die eindimensionale Irrfahrt be-
zogen, um die Wahrscheinlichkeit, daB der vom Ausgangspunkt zur Zeit
t = 0 aufbrechende, auf der Geraden aufs Geratewohl hin- und hergehende
Punkt bis zur Zeit ¢ = n mindestens einmal die Stelle mit der Abszisse — @
erreicht. Ich betrachte jetzt die Irrfahrt im d-dimensionalen Geraden-
netz; es sei gegeben ein Knotenpunkt mit den Koordinaten a,, a,, ..., a;;
es handelt sich jetzt um die Wahrscheinlichkeit, da8 der herumirrende
Punkt in der Zeitspanne 0 <t <# mindestens einmal den gegebenen
Knotenpunkt a,, a,, - .., @, passiert. Die Wahrscheinlichkeit wichst offen-
bar mit zunehmendem 7». Es erhebt sich die Frage: strebt sie gegen die
Sicherheit, wenn n unbegrenzt wichst?

Ja, wenn d =1 oder d = 2, nesn, wennd > 8. Diese Antwort will
ich im folgenden begriinden. Die Frage ist iibrigens nur wenig ver-
schieden von der folgenden: Es brechen zur Zeit ¢ = 0 zwei Punkte auf, von
zwei gegebenen Knotenpunkten; sie irren auf die beschriebene Weise, mit der
gleichen Geschwindigkeit 1, aber voneinander unabhingig im d- dimensionalen
Geradennetz herum. Es handelt sich um die Wahrscheinlichkeit, da8 die
beiden sich innerhalb der Zeitspanne 0 <<¢{<n begegnen; wird diese
Wahrscheinlichkeit mit wachsendem n gegen 1 streben? Ja fiir d=1, 2,
nein fir d=3,4,5,... . Fir d=1 war dies Resultat, wie gesagt,
implizite bekannt. DaB die Punkte in h6heren Dimensionen ,,mehr Platz‘
haben, um aneinander vorbeizulaufen, ist plausibel. Aber dafl der wesent-
liche Unterschied sich beim Ubergang von der Ebene zu dem dreidimensio-
nalen Raum einstellt, schien mir der Mitteilung wert zu sein.

Samtliche klassischen Aufgaben iiber wiederholtes Werfen mit einer
Miinze lassen sich als Aufgaben iiber den eindimensionalen Fall der be-
schriebenen Irrfahrt interpretieren und viele darunter gewinnen sehr an,

i 1) Vgl. z. B. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Leipzig und Berlin 1912),
S. 116—129, '
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»

Anschaulichkeit und Verallgemeinerungsfihigkeit bei dieser Interpretation.
Ich begniige mich heute mit der Bearbeitung der erliuterten Fragestellung.

I Natiirlich kénnen simtliche Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung
kinematisch interpretiert und als Aufgaben iiber irgendeine Art von Irr-
fahrt gelesen werden.{ Bei den meisten Problemen, klassischen nnd mo-
dernen, wird die Erfassung der Zusammenhinge, die pidagogische Ein-
dringlichkeit des Vortrages, der Ubergang zu den Anwendungen sehr durch
die kinematische Auffassung gefordert, soweit ich nach meinen Erfahrungen
urteilen kann?).

2. Ich betrachte einen Punkt, der zur Zeit { =0 vom Koordinaten-
anfangspunkt aufbrechend auf die eingangs beschriebene Weise im d-dimen-
sionalen Netz herumirrt. Im Zeitpunkt ¢=m befindet er sich in einem
Knotenpunkt (m=0,1,2,...). Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
dieser Knotenpunkt die Koordinaten z,, #,,...,z, haben soll, sei mit
P, (z,,,,...,z;)bezeichnet. Esist Py (0,0,...,0)=1und Py(z,,2,,...,2,)=0
fiir jeden von dem Anfangspunkt verschiedenen Knotenpunkt z,, z,, .. ., ;.
Bei jedem festen m ist P, (z,, 2,, ..., z;) nur fiir eine endliche Anzahl
Knotenpunkte z,, 2,, ..., #, von Null verschieden. Ich bemerke, daf§
notwendigerweise '

(1) 2z +az+...+z,=m(mod?2), wemn P (z,,%,,...,2;)>0.

Die Summe der d Koordinaten des Knotenpunktes, den der wandernde
Punkt passiert, &ndert sich namlich von jedem ganzzahligen Zeitpunkt
zum néchstfolgenden um -+ 1 oder um — 1, also, mod. 2 gerechnet, um
+ 1, ebenso wie m; fiir m =0 ist diese Summe = 0; daher ist (1)
richtig. — P, (%, #,, ..., %,) ist eine gerade, symmetrische Funktion der
d ganzzahligen Variabeln z,, z,, ..., ;.

Unter mehreren sich darbietenden Methoden®) zur Untersuchung von

?) G. Polya, 1. Anschauliche und elementare Darstellung der Lexisschen Disper-
sionstheorie, . Zeitschrift fiir schweizerische Statistik und Volkswirtschaft 55 (1919),
S. 121—140; 2. Wahrscheinlichkeitstheoretisches iiber die ,Irrfahrt“, Mitteilungen
der Physikalischen Gesellschaft Ziirich 19 (1919), 8. 75—86; 3: Anschaulich-experi-
mentelle Herleitung der GauBischen Feblerkurve, Zeitschrift f. math. u. naturw.
Unterr. 52 (1921), S. 57—65.

3) (28)™ P (zy, 2, ..., %z) ist die Anzahl samtlicher Zickzackwege im Netz, die
aus m Stiicken von der Linge 1 zunsammengesetzt vom Punkt 0,0,...,0 zum Punkt
%y, %, ..., %g fihren. Daher ist

D)™ P (12,5 70) = ] (20)™ 7 Prat (315 4> > Yo)

die Summe &ber die 2d zu =, ,, ..., ; nichstliegenden Knotenpunkte y,,%,, ..., yu
erstreckt. Aus dieser Rekursionsformel 1d8t sich diber die relative Grife der Wahr-
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P, (2, ,,...,%,;) wihle ich die klassische, die diese Wahrscheinlichkeiten
als Koeffizienten einer erzeugenden Funktion darstellt. P, (2, ., ..., 2;)
ist eindeutig bestimmt durch die in den d Unbestimmten u , u,, ..., %,

identische Gleichung

2) e e~ —eYr o ~Ue—  toUu—g—Us\"
(2) R -
T ® Y —
) Y + s e
SIS T S e
Ly=—R Lg=—L Zg=—=%
Man kann, nach der Polynomialformel, die GréBen (2d)™ P, (z,, z,, - . ., %;)

als Summen iiber Polynomialkoeffizienten aus (2) ausdriicken. Im ein-
fachsten Fall d =1 kommt nur die Binomialformel zur Anwendung; das
gelaufige Resultat sieht in der jetzigen Bezeichnung so aus:

(3 2"‘Pmﬁx>=m;xmf.;i——x_'
CRAC
Ich bemerke noeh die einfache Formel
-n 5’1‘ 2n :
(4) Po,,(() 0 :—-’1‘ ! ——v'r;{:;'=<n> .

»=0
Man setze in (2) w, =4, U, =1¢@,, ..., 4;=1¢@, und dricke die
Koeffizienten P, (2,, 2., ..., ;) auf die iibliche Weise durch ein d-faches
Integral aus. Ich schreibe die Formeln fiir gerades und ungerades m
getrennt hin:

b

fir ¢, —~2,— ... —&,= 0 (mod 2)

Pon(@ @50 2p) =

D
COS¢1~COS¢, '--+COS‘P¢\2ﬂ — %y~ i % 2= o —LTe Yy
Zx)dff f 5 ) e do,dep,...deg,,

scheinlichkeiten P, {z,,2,, ..., Z;) viel mehr ableiten, als in den nachfolgenden For-
meln (8) bis (11') enthalten ist. Aus der Rekursionsformel sind die folgenden
numerischen Werte von 1% Py (z,, z,) auf ersichtliche Weise abgeleitet:

1
. 1 3 3
1 22 3 9 3
1, 11, 1 41, 19 9 1
1 2 2 3 9 3
1 3 3
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tir o, + 2,4+ ... + 2, =1 (mod 2)
(6) Py a(2, 2, ..., ;) =

! <cos¢1+°°S‘p2+"'+003%>2”~1 — By — 22— o~ {ZaFu
(2::)“’“""f d . e do,do,...do,.

Die Integrale sind erstreckt iiber den d-dimensionalen Wiirfel

(7) ’”_S‘p1§"§z> “Tjg‘peéga

Man konnte auch irgendeinen andern gleich groBen und gleich orien-
tierten Wiirfel als Integrationsgebiet wihlen.

Zerlegt man den Integranden passend in 2 Faktoren, von denen der
eine positiv ist, und der andere den absoluten Betrag 1 bzw. < 1 hat, so
ergeben (5) und (6) bzw.

(8) P, (z,2,,...,2,) < P,,(0,0,...,0),
(9) Py (@, 25 2) < Py, 5(0,0,...,0).

Die 2d GréBen P,, ,(1,0,...,0), P,,_,(—1,0,...,0),
p,, .(0,1,0,...,0), ..., P,,_,(0,...,0, —1) haben denselben Wert,
erscheinen jedoch durch (6) etwas verschieden ausgedriickt. Durch Addieren
der 24 Ausdriicke und Division durch 2d erhilt man gemif (5)

(10) P,,_,(1,0,0,...,0)=P, (0,0,0,...,0).
(10) mit (9), bzw. mit (8) und (9) kombiniert erglbt;

(11) Py (20 @ -0 20) < Pay (0,0, .. o>=Pgn-1<1,o,o,...,0),

<11,) P‘.He-l-?(xl’ x:!""’ )<P’n( M 0)'

3. Es ist bei festen z,, 2,, ..., 2,

d

. f d\2
hmn-P%(xl,x,z,...,xd)=2<zj;> , wenn , + &, + ... + x,=0 (mod 2),

(12)yy 7 ' .

g d \2
Iimn‘zP,M_l(xl,we,...,xd)=2<4——”> , wenn z, + &, + ... + 2,71 (mod 2).

n=cx

Ich will nur die Hauptaiige des Beweises andeuten. In dem durch
(7) abgegrenzten Integramonsgeblete der Integra,le (5), (6) gibt es nur zwei
Punkte, namhch

1—0, @,=0, ..., ¢, =0 und Py =T, Py =Ty ey Pq=7,

wo der absolute Wert des Integranden = 1 ist.
Man betrachte zwei d-dimensionale Wiirfel von der Kantenlinge 2¢,
der eine soll den Mittelpunkt 0, 0,..., 0, der andere den Mittelpunkt
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7, @, ..., 7 haben; sie seien mit ¥W, und W, bezeichnet. Aus dem In-
tegrationsgebiet (7) bleibt nach Wegnahme des Innern der beiden Wiirfel
W, und W, ein abgeschlossenes Gebiet iibrig. In diesem Gebiet hat

‘ci)ig)l:;-cosq:.z-}...—i—cos‘q)dl
d |

ein bestimmtes Maximum o, ¢ << 1, und der von diesem Gebiet herrithrende

Teil der Integrale (5), (6) ist < @?» bzw. < ¢?#-1. Ich betrachte nun
den iiber W, erstreckten Teil des Integrals (5). Es ist

+a :
¢ cos @, + ... ~cos@\2"? _, ;
n:}ff‘ . .f( 1 -‘oz- T ‘___¥d) e~uth1-‘..-wdrp,,d(pl .. d(pd
—~a

+ayn eos%—:—...—’-cos j’f; 2z _imbhT .. Tzt
— \ Vo
= .. ( 3 > e ve dt, ... dt,
—ayn
+(L\/;, > 3 2
t,+ ...+t \ b ixy b, —. . iTaty
= 1— 25— 4. 1—r L e r ) dE . dt
ff _J( 2dn ! / Vr 1 d
.
+

. a
Daraus folgt (12) durch einfaches Einsetzen, wenn man lim n? o™ = 0

n=cw
beachtet. Die in der Rechnung gelassene Liicke 148t sich durch geldufige
Uberlegungen ausfiillen?). Ubrigens folgt (12) in den Fillen d=1, 2
gemif (3), (4) einfach aus der Wallisschen Produktformel.

4. Der in dem Anfangspunkte zur Zeit ¢ =0 aufbrechende Punkt
kann den gegebenen Knotenpunkt @, a@,, ..., @, nur in einem der Zeit-
punkte ¢ =2, 4, 6, ... passieren, falls @, +a, 4 ... 4 a, gerade ist, bzw.
nur in den Zeitpunkten ¢=1,3,5,..., wenn o, +a,+ ... + @, unge-
rade. Ich beriicksichtige beide Fille gleichzeitig bei den folgenden Fest-
setzungen.

p, heiBt die Wahrscheinlichkeit dafiir, da der herumirrende Punkt
wihrend der Zeitspanne 2n — 2 < ¢ < 27 den Knotenpunkt a,, a,, ..., a,
passiert. ]

w, heiBlt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der herumirrende Punkt
wihrend der Zeitspanne 27 — 2 < ¢ < 2n den Knotenpunkt a,,a,, ..., q,
passiert, ohme ihn in der Zeitspanne 0 <t < 2n — 2 passiert zu haben.

9 Vgl. z. B. G. Pélya, Berechnung eines bestimmten Integrals, Math. Ann. 74,
8. 204212, insbesondere S, 211—-212.
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W, heibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der herumirrende Punkt
den Knotenpunkt a,,a,, ..., a, innerhalb der Zeitspanne 0 <t < 2%
passiert. ]

Die Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten w,, und w, sind, m <=,
schlieBen einander aus. Die Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeiten p,, und
p, sind, m < n, schlieBen einander nicht aus.

Ich fiige hinzu, daB ich diese Bezeichnungen nur im Falle anwende,
WO @, 4 ||+ ... +|a,| =1 ist. Ist der Ausgangspunks selber der zu
passierende Punkt, so gebrauche ich die Buchstaben
Q,

fiir dieselben Wahrscheinlichkeiten, die ich fiir einen vom Ausgangspunkt
verschiedenen Punkt mit

I, w

n? n?

D W, W

n

bezeichnet habe.
Es ist mit den unter 1 erklirten Bezeichnungen

(130) T, = P, 0,0, ..., 0).

( P, s Bay ooy @)Y . Y
(13,) p, =ip.2n:’:§zz’ Z:’ . aj))}’ je nachdem @, +a,+ ... +a, :;:{ ) (mod 2).
Es ist p, = w, nach Definition. Fiir geniigend groBe Werte von n ist
aber offenbar p > w,, namlich sobald Zickzackwege aus 2n (bzw. 27 — 1)
Stiicken von -der Linge 1 im Netz moglich sind, die den Knotenpunkt
a,,a,, ..., a,; sowohl als Endpunkt, wie auch als Zwischenpunkt enthalten.
Nach den Sitzen iiber Addition und Multiplikation der Wahrscheinlich-
keiten oder aus der geometrischen Anschaunung ergibt sich

Tt = Wy, P, =,
7Ty = 0] + w,, Py = W, 0y Wy,

— 3 i — 2 { !
72, = 07 + 20, 0, + oy, Py = W, 0 W, 0, 1 W, ®; + Wy

Mit Hilfe einer Unbestimmten z lassen sich die Spezialfille in eine einzige

Formel konzentrieren

14+az+m22+a,2+ . =14 0,2+ 0,2+ 0,25+ ...
+ (w24 0,2° +w,2° + ...)
+ (0,2 + W, 2% + wy2® + ...)3
4,

Pzt P2t + P2t =wz w2t Fwet

(w2 tw, 2t . ) (o 2+ 0,27 4.1 L)
+(w z+wy2®+ .. Yo, 2+ 0,274 ...)
+ ..

2

2
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Der Koeffizient von 2" in der 1ten, 2ten, 3ten, ... Zeile rechts gibt die.
Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB der herumirrende Punkt in der Zeit-
strecke 2n — 2 < t < 2n den Knotenpunkt a,,a,,...,a; das lte, 2te,
3te, ... Mal passiert. Die rechten Seiten dieser Formeln lassen sich noch

etwas anders schreiben
1

l—w,2—w,2%— w25 —

, - .
1+-mz+a,2—me® ... =

: 2 E

, - 3 w, z+wez> w2+ ..
P2 P2+ P2t — .= =L s ot
= l—w,2—w,2°— ;2% +

Tch schreibe diese Formeln noch in der Form

{14)) 1 — 0,2 — 0,2° — w,2° — ... i::zlz—-szl——-n‘,zs s
(14,) Wz w2 — wyz® — .= 1ﬁ‘z;f;_;z_:f%;’s;:h.
Die Kette, die P, (z,, @,, - .., #;) mit W, verbindet, wird geschlossen
durch die Formeln ’
154) Q =0, +w,+ ... o,
(15,) W, =w,—w,+...—w,

die unmittelbar aus der Definition der darin auftretenden Grofen folgen.
Ich will noch die Ungleichung

(16) P+ <7, .

anfithren, die aus (13,), (18,), (11), (11”) folgt, und die Grenzgleichungen

a a p 2
(17) . hmn2n —hmn pn——2<41> )
die sich aus (13;), (132) und (12) ergeben.
5. GemdB (17) sind die drei Reihen
9% x* o« 1
”n’ Epna 2 P .
n=1 n=1 #=1 n’é

entweder alle drei konvergent oder alle drei divergent. Nun ist die letzte
Reihe divergent fiir d =1, 2 und konvergent fiird = 3, 4,5, .... Es folgt
somit aus (14,)

l1—w,—w,—w,—...=0 Cfiir d=1,2
lvwxw—w2~w3-...=————!—~—.—>0 fird=3,4,5

) A A

nach dem Abelschen Stetigkeitssatz der Potenzreihen. Das besagt nach (150)
bmQ, =0, +~w,+w,+...=11fiir d=1,2; <1 fird=3,4,35,...

R= X
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Aus (14,), (15,) ergibt sich im Falle der Divergenz, d. h. fiir d =1, 2

i i 24P p 2. ..
imW,=w, +w,+w;,—~...=1lim 22+ P, P2t ..

< D
: =lm™ =1
n=ow z=11*”12+”252"'“333+~--

= "%

mit Benutzung von (17), nach einem Satz von Cesaro?). Im Falle der
Konvergenz (d =3,4,5,...) ist

m W, = w,+w,+w,+ .. =BTBrhT.
n=w® T AT

<1,

mit Beriicksichtigung von (16). Damit ist die erste’ eingangs ausge-
sprochene Behauptung voll bewiesen.

6. Es bleibt noch die Aunfgabe iiber die Begegnung von zwei herum-
irrenden Punkten zu behandeln. Der eine Punkt soll im Koordinaten-
anfangspunkt 0, 0, ..., 0, der andere im Knotenpunkt a,, @y, ..., @, seine
Irrfahrt im Moment ¢ = 0 beginnen., Um die Umstinde zu prizisieren,
unter welchen sich die beiden treffen kénnen, unterscheide ich vier Fille:

0) ‘a;i+'a, +...-+]a,] =0, die Ausgangspunkte identisch.
1) la, +l|a, ...+ a,| =1, die Ausgangspunkte benachbart.

2) a,4a,+...+a;,=0(mod2), a,-+ a +...+]a;=2.
3) ay+a,+...+aq;=1(mod2), ja ' +ia, +...+ a,!

Ich bezeichne die Zeitspanne n — 1< ¢ < kurz als die ,,n-te Zeit-
spanne. Die Koordinaten der beiden herumirrenden Punkte im Moment
t=mn—1, zu Anfang der nm-ten Zeitspanne, seien z,z.,..., z; bzaw.
a, 2, ..., %7. Nach der Begriindung von Formel (1) ist

(18 mtwmt...trp—wl -2 — . — )
0) 2)
1) 3)
Wie konnen die beiden herumirrenden Punkte sich in der n-ten
Zeitspanne begegnen? (Begegnen heifit mindestens in einem Zeitpunkt
denselben Raumpunkt einnehmen.) In den Féllen 1),3) muB die Differenz
an der linken Seite von (18) = 41 sein, d. h. die beweglichen Punkte
miissen sich in benachbarten Knotenpunkten befinden; sie begegnen sich
dann in der Mitte der dazwischen liegenden Strecke von der Linge 1,
sich kreuzend, im Moment { =% — 1. In den Fillen 0), 2) konnen die
beiden wandernden Punkte, gemif (18), im Moment ¢ =n — 1 sich nichs
in benachbarten Knotenpunkten befinden; sie befinden sich also entweder
in demselben Knotenpunkt und reisen von dort zusammen weiter, dies

0
E! L (mod2) in den Fillen {
L

% Cesaro, Elementares Lehrbuch der -algebraischen Analysis. Deutsch von
G. Kowalewski (Leipzig 1904), S. 279--280. ’



158 . G. Pélya.

ist eine Art von Begegnung; oder sie treffen sich erst am Ende der Zeit-
spanne, zur Zeit {==mn, und diese ist die andere mdgliche Art von Be-
gegnung. Haben sich die beiden Punkte in der nm-ten Zeitspanne be-
gegnet, in welcher gegenseitigen Lage befinden sie sich im Zeitpunkt ¢ = n?
Entweder in benachbarten Knotenpunkten, in den Fillen 1) und 3), oder
in demselben Knotenpunkt, in den Fillen 0) und 2). In den Fillen 0)
und 1) stellen also die wandernden Punkte am Ende jeder Zeitspanne,
worin sie sich begegneten, ihre urspriingliche gegenseitige Lage her, die
sie zur Zeit ¢ =0 innehatten.
Ich betrachte folgende Wahrscheinlichkeiten:

die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden herumirrenden Punkte sich in
der n-ten Zeitspanne begegnen; diese Wahrscheinlichkeit sei bezeichnet mit

7., 7,, P, oder P,

je nachdem der Fall 0), 1), 2) oder 3) vorliegt;
die Wahrscheinlichkeit, dall die beiden herumfahrenden Punkte sich
in der n-ten Zeitspanne begegnen, ohne sich in irgendeiner der wvoran-

gehenden n — 1 Zeitspannen begegnet zu haben. Diese Wahrscheinlichkeit

sei bezeichnet mit

w,, ®,, w, oder i,
je nachdem der Fall 0), 1), 2) oder 3) vorliegt;
die Wahrscheinlichkeit, da8 sich die beiden innerhalb der n ersten

Zeitspannen begegnen; diese Wahrscheinlichkeit sei bezeichnet mit
Q.,0,W, W,
je nach Fall 0), 1), 2), 3).

Die Wahrscheinlichkeit p, ist ein Bruch; sein Nenner ist die Anzahl
der Kombinationen von je zwei Zickzackwegen von der Lange n, der eine
von 0, 0,...,0, der andere von @, a,, ..., a; ausgehend, d. h. der Nenner
ist (24)"-(2d)"=(2d)?». Der Zihler ist die Anzahl simtlicher Zick-
zackwege von der Lénge 2%, die die beiden Punkte 0,0,...,0 und
@y, @,, ..., a; verbinden. Also ist

n

P,= P2n(a1= Qps - ey a’d)’

d. h. hat genan dieselbe Bedeutung, wie vorher in der Formel (13,), im Falle,
wo a,-+ a,+...-+a, gerade ist, der hier allein in Betracht kommt.
Uberhaupt, die Bezeichnungen ,, w,,, 2, p,, w,, W, bezeichnen dieselben
Wahrscheinlichkeitsbriiche, wie vorher, und damit ist in den Fillen 0)
und 2) die Frage erledigt.

Ich kann mir wohl bei Behandlung der Fille 1), 3) die Einzelheiten
der Begriindung ersparen und mich auf die Angabe der wesentlichen
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Formeln beschrinken, deren Analogie mit den vorangehenden auch in der
Numerierung hervorgehoben ist.

— 1
(13,) Tu=g5g Pan-1(1,0,0,...,0)
— 1
(13,) pnzﬁpznq(a,,ag,as,...,ad)
- - - 1
. — — 2 _ s __
(14,) 1—w,2— 0,2 Wy 2z N e
. . a — s Pzt P2+
P P —" e e
(151) Q“=_1+E)Q+, -,
(155) W,=@,+ #,+ ...+,
(16") Pas1 <7,
2 &
’ . 2 — omn 2 . /i a 2
(17) il:]}on ”"—ilfi” B, =3 (4“> .

Aus diesen Formeln kommt man, wie unter 5, zu dem Resultat, da

imQ =1, limW,=1 fir d=1, 2

n=« n=w

lim2, <1, limW,<1 fir d=3,4,5, ...
n=x n=wo

w.z. b. w.
7. Der eingeschlagene Weg eignet sich auch zur numerischen Berech-
nung der betrachteten Wahrscheinlichkeiten. Ich behandle einen Fall,
wo das Resultat besonders einfach ausfallt.
Man kann (15,) auch so schreiben
1wz —wy2—..

1+(1—92)z+(1— Q)22+ (11— Q)2+ ...= °,

1—z-

woraus nach (14,)

2 1
419) 1+<1_ Ql)z+<1— Qﬁ)z-+"‘z(l——z)(l+n1zw;—:tgz‘3+...)

folgt. Nun ist im Falle d =1 nach (3), (13,)

1 (2n\  1.3.5...22—1 _
n”=§f(n>: 24-6...2n @=1),
also | . . g
1+nlz+nez‘—}-...=—‘/—l—:; (d=1),
woraus nach (19)
1

1"%‘(1‘—91)2—1"(1"92)22—}—...:;/1:—:—_2

folgt. Kurzum, es ergibt sich im Falle d =1 zusammengefaBt

1.35...2n—1 . 1 .
1- @, =n,=—33¢. . 2n ~Van (@=1).

+
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Dies Resultat 1ifit sich, gem#f der Interpretation unter 1, so lesen:
Wenn 2% Wiirfe mit einer Miinze n-Mal Wappen und n-Mal Schrift er-
geben, so sagt man, daB das Spiel sich mit dem 2#-ten Wurf ,aus-
gleicht*. Daf das Spiel mit dem 2n-ten Wurf sich ausgleicht, ist
ebenso wahrscheinlich (oder unwahrscheinlich), wie das Vorkommnis, da8
das Spiel sich wihrend 2% Wiirfen iiberhaupt nie ausgleicht (weder mit
dem 2-ten, noch mit dem 4-ten, ... noch mit dem 2#-ten Wurf).

Im Falle d = 2 ergibt sich aus (4), (13,), (14,)

. 1
PR Y SR TR o

VA (=)

DaB die Koeffizienten w,, w,, w,, ... in dieser Entwicklung positiv
sind, wire direkt zu beweisen, und es wire zu entscheiden, ob sie mit
wachsendem 7 stets abnehmen.

(Eingegangen am 12. 1. 1921))



