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Uber die Komposition der quadratischen Formen ).

Von
A. Hurwitz 1.

In den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen
vom Jahre 1898 habe ich die folgende Aufgabe behandelt:

Es seten @, y, 1 gegebene quadratssche Formen von je n Variablen.
Die Determsnanten der dret Formen seien von Null verschaeden. Man
soll nun die Gleschung

(1) (%, Zgs v oy ”n)"‘/’(.%: '%/s’ v Yn) =2(20 25, .+ 2,)
auf die allgemeinste Wesse dadurch befriedigen, daff man 2,,z,,...,2,
durch geeignete bilineare Formen der beiden Variablensysteme
Xy Zgyoon®,  UND Y, Yoy Y,
ersetzt. 3
Mit anderen Worten: Es sollen alle Systeme von n® Konstanten

Cﬁ‘} (aaﬂ,i=1, 2,...,1&)

bestimmt werden von der Eigenschaft, daB die Gleichung (1) durch die

Substitution . n
z‘=220§'}x,yﬂ (¢=1,2,...,m)
a=1 f=1
in eine Identitdt, d. h. eine fiir alle Werte der 22 Variablen 2,, 2, .. ., z,,
Y1» Ya» - -+ Y, giiltige Gleichung iibergeht. )
Dsa die quadratischen Formen durch lineare Transformation auf Sum-
men von Quadraten gebracht werden konnen, kommt diese Aufgabe sofort
suf die folgende zuriick:

1) Die vorliegende Arbeit fand sich unter den nachgelassenen Manuskripten von
A. Hurwitz und ist hier, abgeselien von der Korrektur einiger unbedeutender Schreib-
fehler, ungedndert abgedruckt. Die genaue Priifung der Arbeit verdanken wir Herrn
L. E. Diokson in Chicago, ebenso wie einige Bemerkungen, die hier in deutsoher
Ubersetzung als FuBnoten abgedruckt sind. Die Redaktion.
Mathematische Annalen, 88, 1



2 : A. Hurwitz.

Man soll die Glesichung
() (m+a+.. . +z) (it +.. )=tz +.. .+
auf die allgemeinste Weise dadurch befriedigen, daf man z,, z,, ..., z,
durch geesgnete belineare Formen der beiden Variablensysteme

X, Ty @, uNd Y, Yy ..., Y,
ersetzt.

Spezielle Losungen dieser Aufgabe bilden die bekannten Gleichungen:

(2 + 23) (91 + 93) =(x1y1+x33/9)2+(x1?/9'xg?/x)a
(28423 +a3+ad) (v +yd + 93+ 9d) = (@9 + 2 + By + 2,9, )
+ (%142 — 2oy, + 2y Y, - x4ys)g
(%, Yy — Ba Y, — Ty, + 2,9,)"
+ (2 Y+ By Y — %Y, — 2,9, )?
und eine analoge Gleichung, welche das Produkt aus den Summen der
Quadrate von je acht Variablen als Summe von acht Quadraten bilinearer
Formen jener Variablen darstellt.

A.a. O. habe ich bewiesen, daB die Gleichung (2) — abgesehen von
dem trivialen Falle n—1 — nur in den Féllen

n=2,4,8
befriedigt werden kann. Ich fiigte ohne Beweis hinzu, daB in diesen
Fillen auBer den soeben erwihnten speziellen Losungen im wesentlichen
keine weiteren existieren®).

Neuerdings habe ich nun gefunden, daB sich die Gleichung (2) auf
noch einfacherem und zugleich weiterfihrendem Wege behandeln laSt.
Diesen Weg will jch im folgenden darlegen und dabei sogleich von der
nachstehenden allgemeinen Aufgabe ausgehen:

Man soll auf die allgemesnste Weise z,, z,, .. ., 2z, als bilineare For-
men der besden Variablensysteme

Ty Tyy oo Ty und Yy, Yas oo Yy
80 bestimmen, dap die identische Qleschung
(8) (@+ai+...+2)(yi+tyi+. ..ty =zlt+2l4.. 2
besteht. ‘
Dabei bezeichnen n und p zwei gegebene positive ganze Zahlen.

b Einen Boweu hierfiir, der sich im Ideengang meiner Arbeit aus dem Jahre
1808 anachlieBt, hat Herr E. Robert; in seiner demnichst erscheinenden Dissertation
ausgearbeitet. (E. Robert; Composition des formes quadratiques de quatre et de
huit verisbles indépendantes. Théee, Ziirich, 1912.)



Komposition quadratischer Formen. 3

Man bemerkt leicht, daB unsere Aufgabe sicher nur dann Lésungen zu-
lassen kann, wenn n > pist. Denn setzt many, =1, y,=y;=...=y,=0,
so folgt aus (3)

2+t =z 424+ g,
w0 &, Z, ..., Z, lineare Formen von z,, 2,,..., %, bedeuten. Da aber
x4+ a3+ ...+ x? sich nicht als quadratische Form von weniger als p
llnearen Verbmdungen der Variablen z,, z,, ..., x, darstellen l&0t (weil
die Determinante der Form zf - xi+ ... +z; den von Null verschiedenen

Wert 1 besitzt), so mull n mindestens gleich p sein. Den trivialen Fall
= 1 lasse ich beiseite und setze also

(4) n2p?2
voraus.
I
Zunéchst will ich einige Bezeichnungen und Sétze aus der Lehre von
den Matrizes zusammenstellen, deren ich mich weiterhin bedienen werde.

Eine Matrix ist bekanntlich ein System von #-m Zahlen, die in ein
rechtekiges Schems ven n Horigontal- .und:sm Vertikalreihen ' angeordnet

sind. Iat. - N A -
all’ alﬂ’ et alm
Ugys Qg oo, &

(1) A=| 0t T L oder  (ay,)
Qpys Bugy ooy By

(t=1,2,...,m; k=1,2,...,m)

eine solche Matrix, so nenne ich n ihre Horizontal-, m ihre Vertikal-
ordnung. Die Zahlen a,, heifen die Elemente der Matrix 4. Im Falle
n = m ist A eine quadratische Matrix und » heiBt ihre Ordnung schlechthin.
Es versteht sich danach von selbst, daB, wenn von einer Matrix von der
Ordnung » die Rede ist, eine quadratische Matrix von = Hori'zonta.ll und
n Vertikalreihen gemeint ist. '

Sind salle Elemente einer Matrix gleich Null, so wird die Matrix
selbst mit O bezeichnet, Es muB dann aber, falls solchés nicht aus dem
Zusammenhang von selbst hervorgeht, hinzigefiigt werden, wie groB die
Anzahl n der Horizontal- und’ die Anzahl m der Verblkalrelhen der Ma-
trix ist. a

Eine quadratische Matrix von der Ordnung =, deren Diagonalelemente
a;; simtlich den nimlichen Wert a besitzen, wahrend alle iibrigen Ele-
mente Null sind, bezeichne ich mit

a

"

lﬁ



4 A. Hurwitz.

Der Index n darf fortgelassen werden, wenn kein Zweifel iiber die
Ordnung der ,Matrix a“ bestehen kann.

In der Theorie der Matrizes betrachtet man bekanntlich folgende
Operationen:

1. Multiplikation einer Matriz A mait einer Zahl a.

Bezeichnet A die Matrix (1), so versteht man unter a 4 die Matrix

a-A=(aa,) 1=1,2,...,n, k=1,2,...,m).

Statt (— 1)-4 wird kiirzer — 4 geschrieben.

2. Addition der Mairizes.

Bezeichnet 4 die Matrix (1) und B die Matrix
(2) =(b,) ¢0=1,2,...,n"; k=1,2,...,m'),
so versteht man, falls

n'=n m=m

ist, unter A + B die Matrix
(8) A+B=(a,,+b,) (=1,2,...,n;, k=1,2,...,m).

Addieren lassen sich hiernach nur Matrizes mit den némlichen Ord-
nungen. Die Subtraktion kann durch die Festsetzung

A—B=4-+(—B)

definiert werden.

3. Multiplikation der Matrizes.

Falls die Matrix B ebensoviele Horizontalreihen hat wie 4 Vertikal-

reihen, falls also n’ = m ist, versteht man unter dem Produkte 4 B der
beiden Matrizes die Matrix -

(4) AB=(c;,) (1=1,2,...,m; k=1,2,...,m'),
' deren Elemente durch die Gleichung
(5) G = i1 by iy + - 0y, b,

bestimmt sind.

An die hierdurch gegebene Definition der Multiplikation der Matnzes
kniipft sich folgende Betrachtung. Man ordne der Matrix A zu die li-
neare Substitution

(6) - E=au Y + Y+ .. 0y, (1=1,2,...,n),
“wobel x; 2., ..., 2, Y1) Ya .-, Y,, Variable bedeuten. Wenn nun aus
diesen Variablen die Mattizes

. A -,ir(, ~‘ g x1 yl
(m a=|%], y=|®
a;n ym
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mit den Ordnungen 7, 1 bez..m, 1 gebildet werden, so sind die: Glei-
chungen (6) gleichbedeutend mit der einen Gleichung

(8) r=Ay.

In entsprechender Weise kann die der Matrix B entsprechende lineare
Substitution durch die Gleichung
(9) y=Bz
dargestellt werden, wo z die aus m’ Variablen z, z,, ..., 2z gebildete
Matrix

(10) z =
Z

bedeutet. Die Gleichungen (5) besagen nun, daf durch Elimination der

Variablen y,, 4y, - ., ¥,, sus den Gleichungen (8) und (9)

(11) z = (4 B)z,

also die sur Produktmatrix 4 B gehdrende Substitution folgt. »
Bezeiohnet ¢ eine Matrix, deren Horisontelordnung gleich ist' der

Vertikalordnung won .B, und ist

(12) z=0Ct

die (8) und (9) analoge Darstellung der zu der Matrix C- gehrenden Sub-

stitution, so ergibt die Elimination der Variablen y und z aus (8), (9)

und (12) sofort yeon
x=(AB)Ct=A(BC)t
und daher ’ !

(13) (AB)C = A (BC).

D. h. die Multiplikation der Matrizes unterliegt dem assoziativen Gesetze.
DaB fiir die Addition und Multiplikation der Matnzes das distributive
Gesetz gilt, da also

(A+C)(B+D)=AB+AD+CB+CD
ist, folgt sofort aus der Tatsache, daB die Elemente der Produktmatrix
nach (5) linear und homogen in den Elementen der Faktorenmatrizes sind.
4. Ubergang von einer Matriz zu ihrer konjugierten.

Vertauscht man in einer Matrix 4 die Horizontal- mit den Vertiksl-
reihen, so entsteht eine neue Matrix, welche die kon]uglerte von A heiBt
und durch Anhéingung eines Akzentes, also mit A’, bezeichnet wird. Es
ist demnach
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Qyys Qyps + 05 Gy

(14) I Rth a.'-’ﬁ’ ce a‘n'l

d a’.lm’ a".!m’ M a’n,m

oder .

(15) A'=(ai) (alr=ar,1=1,2,....m;k=1,2,...,n).

Man iiberzeugt sich leicht, daB folgende Gesetze gelten:
(16) (ad) =ad’, (A+B)=4"+B, (AB)=5B'4A"

Fiir manche Untersuchungen ist es sehr bequem, eine Darstellung
der Matrizes zu verwenden, bei welcher die Elemente selbst Matrizes sind.
Die einfachsten Fille einer solchen Darstellung finden sich schon in der
grundlegenden Abhandlung von Laguerre®). Allgemein ist sie im Anschlufl
an eine von mir gehaltene Vorlesung von Herrn H. Kreis in seiner Disser-
tation*) dargelegt werden. Betrachtet man zwei Matrizes mit derselben
Horizontalordnung » und den Vertikalordnungen m und m’

@y Gray ooes @y, ) [bu, biay +ous by ]

Im
A= l B =
. a

Apys Bpay - - - tbd,,, b,,...,0

s U
80 entsteht dadurch, daB man B neben A4 stellt, die Matrix
biys byay ooy by )

1m|

)

ana Qyas + s By o

(4, B)=

b, b9, b

a’nl’ a'n%’ v @ nm'

von der Horizontalordnung »n und der Vertikalordnung m + m’. Allgemeiner
erhilt man aus- beliebig vielen Matrizes 4, B, ..., L von der niémlichen
Horizontalordnung % und den bez. Vertikalordnungen m, m/, ..., m®
durch Nebeneinanderstellen die Matrix (4, B, ..., L) von der Horizontal-
ordnung n und der Vertikalordnung m + m' - ... + m®.

In entsprechender Weise kann man Matrizes mit derselben Vertikal-
ordnung m und den bez. Horizontalordnungen =, %/, ..., n® unterein-
anderstellen und dadurch eine neue Matrix mit der Vertikalordnung m
und der Horizontalordnung n + n’ +-... + n® bilden.

Liegen nun 7.8 Matrizes

: Ay (t=1,2,...,7rk=1,2,...,8)

vor, so beschaffen, daB die Matrizes mit demselben ersten Index 4 dieselbe
Horizontalordnung n; und die Matrizes mit demselben zweiten Index k

%) Euvres 1 (Paris 1898), 8. 221267,
‘) H. Kreis, Contribution & la théone des systémes linéaires. Theése, Ztirich, 1906.
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dieselbe Vertikalordnung m, besitzen, so erhdlt man durch Nebeneinander-
stellen die r Matrizes

(A;y, Asqs -..» 43,) t=1,2,...,7).

Stellt man weiter diese r Matrizes untereinander, so entsteht eine Matrix,

welche durch
Au’ Ar.n LIRIEE} A“

A‘.‘l’ A-n’ RS | Ae:

(17) A= oder (4;,)

4,4, ..., Ara
(¢=1,2,...,r k=1,2,...,8)
bezeichnet werde. Diese Matrix A4 hat die Horizontalordnung
n, +ny+ ... +n, und die Vertikalordnung m, +m, + ... + m,.
Die urspriingliche Darstellung (1) der Matrizes, bei welcher die
Elemente a@; Zahlen sind, ist ein spezieller Fall der Darstellung (17).
Wenn namhch die Matrizes 4;, sdmtlich die Horizontalordnung 1 und

die Vertikalordnung 1 besitzen, so sind diese Matrizes nichts anderes
als Zahlen.

Der Hauptsatz, weloher sich an die verallgemeinerte Darstellung (17)
der Matmes anknupft ist dieser: Es sei
B,,, B,, ..., B,

_ an B,_,,, vouy By,
(18) B= ;

B,,B,,,...B

s1? st

eine Matrix, deren Element B,, eine Matrix von der Horizontalordnung m;
und der Vertikalordnung I, ist. Dann ist

Cyi»> Cray -+, O\
031: 0—2 v O,

(19) AB = '
c., c ,C
wobei die Matrix C“e durch die Glelchung

(20) _‘AKIB k+A{‘3B'.)k+ +Au ok
(i=1,2,..,r k=1,2,...,10)

r¢

gegeben ist. Mit anderen Worten: die Multiplikation der Matrizes (17)
und (18) vollzieht sich geradeso, als ob die Elemente 4, und B,,
Zshlen wiren.

Der Beweis fiir diese Tatsache wird am einfachsten so gefiihrt:
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Es seien -
v, @, L xn,
Yy, Y@ Ly
20z g

Matrizes von der Art der Matrizes (7). Und zwar sei die Matrix @
mit n, Variablen, die Matrix y® mit m, Variablen, die Matrix z® mit
l; Variablen gebildet. Dann 18t sich die der Matrix 4 entsprechende
lineare Substitution durch die Gleichungen

(21) 2O =4,y 4 A,y? 4 ...+ A,y (1=1,2,...,7)

darstellen, welche die in den Matrizes x® enthaltenen n, +n,4 ...+ n,
Variablen als lineare homogene Funktionen der in den Matrizes 4 ent-
haltenéh m, +my 4 ... + m, Varisblen ausdriicken. In entsprechender
Weise wird die zur Matrix B gehorende lineare Substitution durch die
Gleichungen .

(22) .. y® =B, 20 + B,z2® + ...+ B;;z® (¢=1,2,...,8)

dargestellt. Ersetzt man nun in den Gleichungen (21) die Matrizes y®
durch ihre Ausdriicke (22), so entsteht das Gleichungssystem

(28) B9 = Cpya® 4 Cpgz® ... +C,2® (i=1,2,...,7),

wobei C;, durch (20) gegeben ist. Da nun das Gleichungssystem (23)
die der Matrix 4B entsprechende lineare Substitution darstellt, so ist
hiermit der Beweis des obigen Satzes erbracht.

Falls unter den Elementen der Matrix (17) Nullmatrizen vorkommen,
so werden . diese zur Vereinfachung der Notierung fortgelassen. So be-
deutet z. B.

'Dll
(24) D‘—_—.< Da )
D

eine Mafrix, fiir welche alle auBerhalb der Diagonale stehenden Elemente
Nullmetrizen sind. Die Bildung des Produktes DA vollzieht sich nach dem
obigeny. dadurch, daB die Horizontalreihen von 4 der Reihe nach links-
seitig mit D,,, D,,, ..., D,, multipliziert werden, d. h. es ist

“ ’,[5;1{_' . DnAu’ -DnAm’ tety DuAu

T
“1‘,!.*“% ...... o e s s e .

Hit D, A.,D A, ....D A,
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Analoges gilt fiir die rechtsseitige Multiplikation einer beliebigen Matrix
mit einer solchen ,Diagonalmatrix“ D.
SchlieBlich ist noch zu bemerken, da8 die konjugierte der Matrix (17)

offenbar durch )
Al’h A‘J)y ey An.

(26) A = Al’?y Ae'e, R A:e

Agy Agyy s AL
vorgestellt wird, wobei allgemein A die konjugierte der Matrix A;; be-
zeichnet. Die Horizontalreihen der als Zahlenmatrix (d. h. in der ur-

spriinglichen Gestalt (1)) geschriebenen Matrix (17) stimmen nimlich mit
den Vertikalreihen der als Zahlenmatrix geschriebenen Matrix (26) iiberein.

II.

Die bilinearen Formen 3., 4, ..., 3,, um deren Bestimmung es sich
handelt, setze ich in die Form

(1) 8i=a{ly1+a{!yi+"'+a(nyn (’.‘=1’ 23"" n)’

wobei dis Koeffisianten @, lineare homogene Funktionen der Variablen
Z,, %, .- ., ¥, bedeuten. Damit nun die identische Gleichung

(2) Ht+st. taE=@+ad+.. . +2)(y?+yd+... tyd)
bestehe®), ist erforderlich und hinreichend, daB
(8) @y;0,,+ g8y, +...+a,a,,, =27 +23+...+ 2} oder =0

gei, je nachdem 7=k oder 7 < k ist.

®) [Einige dem Manuskript nachtriglich zugefiigte Formeln von Hurwitz besagen
folgendes: fiir das Bestehen der Identitit

4. tom= (T ) (Y4 yd)
Lr=0auY+...+ aY,
haben wir die Bedingungen (8), worin jetzt ¢,k=1,2,...,¢. Die Bedingungen sind,

i

gesetet, Aquivalent mit (5), worin jetzt die rechte Seite als eine’ Matrix ¢-ter Ordnung
aufzufassen ist. Daraus ergibt sich (9), worin die 4,, ebenso wie 4, als Matrizes
von Horizontalordnung # und Vertikalordnung g aufzufassen sind. (Aber die Uber-
legung von (10) an gilt nur fiir den Fall g=7.) L. E. D.]
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Die Gleichungen (3) besagen aber nichts anderes, als daB die Matrix
@iy Qyos ooy a, .

(4) A= |0 Gygs - Ay

anl’ an'l”",a'

nn

der Bedingung
(5) A'd= (2]t )

geniigen mub. Die rechte Seite der Gleichung (5) bedeutet dabei die-
)emge Matrix n-ter Ordnung, deren Diagonalelemente sémtlich gleich
x? +z; + ...+« sind, wihrend alle iibrigen Elemente verschwinden.

Ds die Elemente der Matrix 4 lineare homogene Funktionen der

Variablen z,, %,, ..., %, sind, so 1aBt sich 4 auf die Form
(6) A=z 4, + x4, + ...+ 2,4,
bringen, wobei 4,, 4,,..., Ap Matrizen mit konstanten Elementen be-

zeichnen. Hierdurch gebt (5) iiber in

(1) (2, A+ 2 dg+ . Faydy) (2, A, + 2, Ay + ... + 25 4,)
=(x}+xi+ ... +x2)
Fihrt man die Multiplikation aus, so erkennt man, daB unsere Aufgabe
suf die folgende zuriickkommt:
Man soll alle Systeme von p Matrizes n-ter Ordnung

(8) A, 4, ...,4

¥4
bestimmen, welche den Gleichungen

(9) AyAy=1, Ay A,+A4;4,=0 (h,k=1,2,...,p; h+k)
geniigen.

Setzt man nun, unter ; die imagindre Einheit verstanden,
{10) 4,=14,B,, A,=14,B,,..., 4, ,=+4,B

p-1 rp-1
Ta vgehen die Bedingungsgleichungen (9) nach leichten Umformungen in
@ende iiber: )
(11) 4,4, =1, BiBy=—1, Bi+By=0, BB+ BiBy=0
(h, k=1,2, =1 h4k).

Die - auf, die. Matrizes B bezughchen Glelchungen lassen sich durch folgende
ersetzenty ¢ |

12y Hipl- —BM.M£+L ByBy= — B;B,.
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Wenn umgekehrt B,, B,,..., B, , den Bedingungen (12) geniigen, und
A, der Bedingung 4,4, ~ 1, welche aussagt, daf A, eine orthogonale
\Iatmx sein soll, so werden die Matrizes (10) die Bedmgungen (9) be-
friedigen. Es geniigt demnach, folgende Aufgabe zu losen:

Man soll alle Systeme von p —1 Matrizes n-ter Ordnung
(13) B,, B,, B,_,
bestimmen, welche schiefsymmetrisch smd (@.h. den Bedingungen By = — B,
gendigen) und iiberdies die Gleichungen

(14) B;‘:l: BhBl' ""Bth (h?k= 1’2"°',p_1;h+k)

befriedsgen.
III.

Zundchst sehe ich von den Bedingungen B, = — B, ab und betrachte
also die Systeme
(1) 5—(B,, B, ... B,.,)
von p — 1 Matrizes n-ter Ordnung, welche den Gleichungen (14) der
vorigen Nummer geniigen. Bezeichnet 7' irgendeine Matrix n-ter Ordriumg
von nicht verschwindender Determinante, so wird gleichzeitig mltZ' auch
das zu Z ,dhnliche* System -

(2) TST™' = (TB,T TB,T™, ..., TB,_,T™")

den Gleichungen II, (14) geniigen. Zwei Losungen dieser Gleicliungen,
wie 2 und T3 77, die einander ahnlich sind, sollen als nicht wesentlich
verschieden angesehen oder auch als ,,iquivalent bezeichnet werden. Dem-
nach kann man in einem Lésungssystem (1) an die Stelle einer der Matrizes
B, irgendeine ihr #hnliche treten lassen, d. h. sie durch eine beliebige
Matrix T transformieren. Denn wenn nur die iibrigen Matrizes durch
dieselbe Matrix 7' transformiert werden, bleibt das Losungssystem nach
der getroffenen Festsetzung wesentlich ungeséndert.

Die Matrix B, ist nun, da sie der Gleichung B =1 geniigt, bekannt-
lich dhnlich einer Diagonal-Matrix, deren Diagonalglieder einen der Werte
-+1 und — 1 besitzen, also einer Matrix der Gestalt

("oas):

Da aber B, B, B;* = — B,, also B, dhnlich zu — B, ist, 8o geht das System
der charakteristischen Wurzeln von B, durch Vorzeichenanderung aller
Wurzeln in sich iiber. Daher mu8 r=n —#, d.h. n= 27 eine gerade
Zahl sein und man darf also in dem System (1)

(3) Bl:(l_l)
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voraussetzen, wobei die Elemente von B, Matrizes von der Ordnung » =

bedeuten. Sei nun )
(4) B= (: d)

irgend eine Matrix n-ter Ordnung, unter a, b, ¢, d Matrizes der Ordnung

verstanden. KEs ist dann

BB=(_%_", BB =(*7)).

—c¢, —d ¢, —d

Hieraus ersicht man:
Die allgemeinste Losung B der Qleichung

r|

(5) B,B= BB,
lauset
(6) B=(",),
und die allgemeinste Losung B der Gleickung
(7) B,B— - BB,
lautet

b
(8) B=(°).
Fiir die letztere Matrix ergibt sich

2 be
B =( cb) )

Soll dsher die Matrix (8) der Bedingung B®=1 geniigen, so hat sie die
Gestalt

b
(8" B=(4-:").

Insbesondere werden also die Matrizes B,, B,, ..., B, _, diese Gestalt.

besitzen. Ist nun etwa

b,
‘ BQ = (b2~1 2) 3

80 géht B, durch Transformation mit

r=(",)

" TB,T'1=(1‘>

in

iiber, wihrend die Matrix (8) durch Transformation mit 7' in sich iiber-

geht. Demnach darf man in dem Systeme =

(9) B‘=<I-l>’ Bﬁ:(ll)
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voraussetzen, wahrend

, .
Bh=(bh_l h) (h=3,4,...,p—1)
ist. Die Gleichung
Bth:"_BhBe
ergibt b= — b, oder
by =—1.
Setzt man b, =1iC,, so kommt
(10} B=(_,0"% (h=3,4,....,p—1)
und
(11) Ci=1, 0,C,=-0C.0C, (h =+ k),

welch’ letztere Gleichungen aus B, B,= — B, B, folgen.
Es gilt also der Satz:

Betrachiet man dGhnliche Systeme als nicht weaentlicjz verschieden,
so lautet das allgemesnste System

(12) % =(B,,B,,B,, ..., B,_,) ,
von p—-l Matrizes n-ter Ordnung, walche den Qleichungen II, (14

geniigen .
1 1 1 C,
g=('_)) B=(") B=(."%)
(13) . ic
13
B=(Lig %) -on BP--:=(-w,-, "),
wobe?

(14) 2,=(Cy, 0., 0 y)

das allgemeinste System von p — 3 M atrizes der Ordnung bedeutet,

welche den Gleschungen i

(15) Ci=1, C,Co=—0,C, (h,k=3,4,...,p—1; b k)

gemden, . . . . R 5
Diese Gleichungen besitzen dieselbe Gestalt, wie die Gleichungen IT, (14).

Daher 1iBt sich der vorstehende Sate wiederum auf das System 3, an-

wenden, Dadurch wird die Bestimmung von X, zuriickgefiihrt auf die
Bestimmung des allgemeinsten Systemes

(16) 2,_,=(D5,Ds,...,Dp’1) » S

von p — 5 Matrizes der Ordnung %, welche den Gleichungen

AN

(17) le=1, D,D,=~- D, D, (hyb=5,6,...,p—1; hak k)
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geniigen. So fortfahrend gelangt man schlieBlich zu einem Systeme
(18) 2o =Ly 45 Ly,),

2y -1
wenn p — 1 =27 gerade ist, resp. zu einem Systeme
(19) 2 = (Loys1),

wenn p — 1 = 27 + 1 ungerade ist.

In dem Systeme (18) bedeuten L,,_,, L,, Matrizes der Ordnung -—
welche den Gleichungen

Llr—1:= 1; L;rz 1, L!r—1L2r= - LQr Lﬂr-—l

gentigen. Nach der obigen Analyse ist demnach das System 3, _, nicht
wesentlich verschieden von dem Systeme

! 1
(20) Lg,_1=( _1>’ L‘Jr=(1 >’
wobei die Elemente der Matrizes (20) Matrizes von der Ordnung l sind.

In dem Systeme (19) bedeutet L, ., eine Matrix der Ordnung
welche der Gleichung
L).’r+l =1

geniigt. Das System Z, ist demnach nicht wesentlich verschieden von
dem aus einer Matrix der Gestalt

1
(21) . L‘zr+1=( a_]ﬂ)

bestehenden Systeme, unter «, 8 zwei nicht negative ganze Zahlen von
der Summe

n
‘a + ﬂ == —é-;
verstanden.

Es ist nun noch folgendes zu bemerken. Nach dem oblgen Satze ent-
spricht dem Systeme 3, vermége der Gleichungen (13) éin bestimmtes
System 2. Ersetzt man nun das System 5, durch das nicht wesentlich

T S =T 5T = (TC, T ..., TC,_ T,

so trith dh dis Stelle des Systems 2 das aus den Matrizes
o B . TC Vi
B,=B, -5, B=(_ irc, . ) (h=38,4, .. p—1(

bestehende By#fem . Es ist aber
Wk - B,=UB, U™ (h=1,2,..., p—1),
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T
U=( T)
bedeutet. Dsas System X ist slso nicht wesentlich verschieden von dem
System . Beriicksichtigt man diese Tatsache, so erkennt man, daB
folgender Satz gilt, welcher die vorhergehenden Uberlegungen resumiert:
Es set die Aufgabe worgelegt, ein System 2 wvon p — 1 Matrizes
n-ter Ordnung

wenn U die Matrix

(22) Y=(B,,B,,...,B, )
zu bestymmen, welche den Gleichungen
(23) Bi=1, B,B,==—B,B, (hk=1,2,...,p~1; h+k)

geniigen. Man hat dann die beiden Fdlle zu unterscheiden:
1. Fall: p — 1 =2r 18t eine gerade Zahl.

In diesem Falle besitzt die Aufgabe dann und nwr dann Auf-
losungen, wenn n durch 2" teilbar ist. Ist diese Bedingung erfillt, so
erhdlt man eine Aujléauﬂg auf folgende Wewe Bezeschnet

(29) E‘w(N.m, s Ny ) (@k+1<p)
zrgemiem Syste/m vorR p — 1 — 2k Mairizes der Ordnung —1-, 30 wer-

n

stehe man unter 2, _, das von den Matrizes der Ordnung o1

!
M, = (]—1)’ Mﬂ=(] ),
M9k+1=(_i i 'N9k+l>, ey .Mp 1:( iN
2k+1 — Y lp-a

gebildete System (wobet die Elemente dieser Matrizes selbst Matrizes von
der Ordnung ,‘ 8ind) .

(25) iN,__,)

Man bzlde nun zundchst das System Z,_, bestehend aus den beiden
Matrizes der Ordnung —2—}‘_—;

(oo )

wobei die Elemente dieser Matrizes selbst Matrizes von der Ordnung 5’-‘;

sind. Von Z,_, ausgehend, steige man sukzessive auf zu den Systemen
S 2 gs ey 2y. Das System 2 stellt dann eine Auflosung umserer

r-~a2

Aufgabe vor. Jede andere Auflosung I ist dieser Aufldsung 5, Ghilich.
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2. Fall: p—1=2r-+ 1 1st etne ungerade Zahl.

In diesem Falle besitzt die Aufgabe dann wund nur dann Auf-
losungen, wenn n durch 27 teilbar ist. Ist diese Bedtngung erfiillt, so

erhdlt man eine Auflosung auf folgende Weise. Man zerlege ”f tn zwel
nicht negative Summanden o, 8: 2

n

or = a+f

und bezeichne mit 2. das aus der einen Matriz von der Ordnung 2’:

(")

bestehende System ®). Von 2, ausgehend, steige man (genau nach der im
ersten Fall gegebenen Vorschrift) sukzessive auf zu den Systemen
2 2 g, 2. Das System 3, stellt dann eine Auflosung unseréy
Aufgabe vor. Da die Zerlegung von ; i zwes nicht negative Summanden

auf ;r -+ 1 Weisen moglich ist, so ergeben sich ebensoviele Auflésungen

der Aufgabe. Jede andere Auflosung ist einer (und, wie sich zetgen
1épt, auch nur einer) dieser 21’—}—1 speziellen Auflésungen dhnlich.

Im Falle der Losbarkeit der betrachteten Aufgabe bat man entweder

p=2r+1, n=2"m,
oder ' “ o
p=24+2, n=2"m.

Soll nun insbesondere p = sein, so muB der letztere Fall stat-
finden, wenn von der trivialen Moglichkeit r =0, algo p=n=1 abge-
sehen wird. Dann muf also

p=n=2r+2=2"m

sein. Sobald r > 3, ist nun 27 + 2 < 27 und es sind dgher nur die Fille
L= 0, 1, 3 mdglich, wobei dann beziiglich

n
p=n=2,4,8, m=2_,’.=2’2a1

wird. Der obige Satz ergibt daher folgendes spezielle Resultat:
Die Qleschungen

S IR A

(26) Bi=1, B,B.~=-BB, (h.k=1,2,...,0—1; htk)
— s

$) IgPealle § =0 iat die obige:Matrix durch die Matrix1 von der Ordnung —2’1;
zu ersetzem;- it Falle ¢ =0 durch die Matrix —1.
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sind in Matrizes n-ter Ordnung (n>1) nur losbar in den drei Fillen
n=2 n=4, n=2~8.

Im Falle n = 2 handelt es sich um die eine Gleichung

(27) Bi=1

und jede Lésung ist einer der folgenden drei Losungen #hnlich
1

(28) B,=1, B =-1, Blz( _1>°

Im Falle n =4 hat man die Gleichungen

(29) {B$=B§=B§:.—1, B B,——B,B, B B=-—BB,
B, By= — B, B,,
deren aligemeinste Losung &hnlich ist einer der drei speziellen Lésungen
. 1, 1 +B
(80) B, ~ ( '-1g>’ Be“‘:(l., D B=(_;5"")

unter B eine der drei Matrizes zweiter Ordnung (28) verstanden.

Im Falle n =8 endlich, ist jede Losung der Gleichungen (26) &hn-
lich einer der beiden folgenden. Man bijde zunéichst die drei Matrizes
zweiter Ordnung ‘ ‘ . N

(81) ¥=(_) F=(YFm=e(5),

nnter ¢ einen der .beiden Werte 4 1, — 1 verstanden; sodann die fiinf
Matrizes vierter Ordnung

(82) M= ("_ ), M=), M=(_, ") (=123
und endlich die sieben Matrizes achter Ordnung .
(33) Bl=(1‘_]‘), B,_,=(1‘1‘), Bk+g=(_iMk"M*) (k=1,2,8,4,5).

Diese sieben Matrizes stellen nun sowohl fiir ¢ =+ 1 als auch fiir
&= —1 eine Losung der Gleichungen (26) im Falle n = 8 vor und jede
andere Losung ist einer dieser beiden durch (83) definierten Losungen
dhnlich,

Iv.
Man hat nun die Aufgabe, unter den Losungen der Gleichungen
(1) By=1, B,B,=—B,B, (hak; hk=1,2,...,p—1)

diejenigen auszusuchen, die aus schiefsymmetrigchen Matrizes n-ter Ord-
nung gebildet werden, fiir welche also

B,=— B, (h=1,2,...,p—1)

Mathematische Annalen. 88. 2
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~

ist. Nach der vorigen Nummer haben wir die Systeme

{ 30 2 2 3 (p—1=2r
bez

(2) N :
S (p—1=2r41)

von rechts nach links zu bilden, ausgehend von

s = [(l _ 1), <ll>] (Ordnung der Elemente é:)

bez. X = (] ) ( =2
. —1, a4+ B 2’>.
Jede Losung von (1) ist dann 3, &hnlich.
Wenn
co ist . 21= (Cs’ 04’ cee Op—l)’ . CL 4
1 A %6 TENN
=100 60 Gig™ v (g kS
Unsere Aufgabe ist nun, T so zu bestimmen, daB ,l.z,.f:;‘,‘”‘.:(f )
TB,T™)=—TB,T™" (h=1,2,.5p
odor ( A ) 3 ( ) »?“#}h
(T 'B'T'=—TB,T"!
oder
ByT'T=—T'TB,
oder
(3) UB,—=— B U
wird, wo
(4) T'r=v

gesetzt ist. Damit bei gegebenem U eine Matrix 7' von nicht ver-
schwindender Determinante, die (4) befriedigt, gefunden werden kann,
ist erforderlich und hinreichend, da U’= U ist und die Determinante
von U nicht verschwindet?).

?) (Wenn U' = U und die Determinante von U von 0 verschieden ist, so ist U
die Matrix einer qadratischen Form @, die in die Form
=2 +zg+... g

transformiert werden kenn. Die Ma,tnx von ¢ ist die Emhelbsmatnx 1. Bezeichnen
wir mit 7" die Matrix der Substltutlon die ¢ in @ uberfvjhrt Dann ist bekanntlich

T'1.T=U oder T'T=U.

Der Beweis der spiater folgenden Formel (17) ist der gleiche, der von (16) ist &hn-
lich. L. E.D}
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Man hat also U so zu bestimmen, daB

(5) UB,= — B\U,
U =U, Det. U =+ 0
wird. Sei nun
XU,
U= (V W)’

wo die Elemente X, U,, ¥V, W als Matrizes von der Ordnung g— voraus-

gesetzt werden. Die Gleichungen UB,—= — B, fir h=1 und h=2
geben dann

G )=-(_06% GRGD=-0G)GER

d.i.

()i{, :zv]f') == (—XV -Uﬁ')' (t{f' V) (;r’ 3:)
Folglich ist X =W =0, V=~ U,, d. h
(6) v=(_7,0)

Wegen U'= U muB U, = — U, sein, wegen Det. U == 0 auch Det. U, =+ 0.
Da weiter fiir > 2 die erste Gleichung (5) .

(o™i == (™) (0
-7, —iG iCr -Uu, )’

d. i
(—eU,o. _ (icw.
-il, 0,) s'o;U,)’
lautet, so folgt :
(7) {Uloh::C’Ul (k=3’4""’p_1)’
Uy=—U,, Det.U, 0.

Um slso die zum Systeme 2, gehorenden Matrizen U, welche die Glei-
chungen (5) befriedigen, zu bestimmen, hat man die zum Systeme 3, ge-
hérenden Matrizen U, aufzusuchen, welche (7) befriedigen. Indem man

weiter
v, = (w)

setzt, wo die Elemente von der Ordnung ~— 8ind, erglbt s:oh aus (7) fii
h=3 und h=4, daB

t

(8) v,=(%;), Ui=-1, Det. U, 40

sein muB, und da g ‘ L

D) (h=5,6,,..),
2'

PR O = (-w,
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go folgt

( UyDy=— DyU., (h=5,6,...1,
(%) * | U,=—-U, Det.U,+0.
Den Gleichungen (9) » =5, 6,... entsprechend mufl weiter
(2
U2=(~Ua )
UsEthI:Us (h=17,...),
(10) o
8 Y8
SchlieBlich wieder ”
U= «U)
UF,=—FU (h=09,...),
(11) { YU ATt
4 4°
8o fortfahrend erhiilt man den Systemen
(12) 203 21; Zg, Z‘&’.' ..
entsprechend die Matrizes
(13) v, u,u, U, ...

go beschaffen, daB in leicht verstindlicher Schreibweise

4

(U207 =2, U507 =2, U,5U]'=~2,
0,50 =%, U,25,0]" =~ 2,
ist. Ferner

18) U=(_g™) U=("y), U.=(_3,") 0 ={"y). -
und

(14)

U=U,U,=-U,,Uy=-U,, Uy=U,, U,=1,, ...
Die Matrizes U miissen iiberdies von nicht verschwindender Determinante sein.
Ich betrachte zunichst den Fall 1) » —1=2r. Es ist dann

ey = (1~1>, (1 l) (Elemente von der Ordnung é;)

- Das System der Matrizes (13) schlieBt mit U,_, und zwar ist U,_,
beetifimt durch die Bedingungen

1) Urs 2, U= — 3,4, Uysy="U,_1,  wenn r —1=0 (mod 4),

1°) Upad B U= 3,1, UlLi=—U,_y, wenn r—1=1 (mod 4),

1) UparZ Ui =— 35,4, Uyoy=—U,_,, wemn r —1=2 (mod 4),

1) Uy 5,0 = 5,4, U1="Usoy, wenn r—1=3 (mod 4).
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Diesen Fillen entsprechen die folgenden Ausdriicke fiir U, _;:
19 Ua=(_," ), V==TF, r=1 (mod4),
1) Ua=(",), V==V, r=2(mods),
19 Upa=(_,"), V=V, r=8 (med4),
19 U.=(",). V=V, r=0(med4).

Da in den Fillen 1°) und 1") ¥ schiefsymmetrisch und von nicht
verschwindender Determinante sein muB, so muf die Ordnung ;‘r gerade,
d. h. » durch 2" teilbar sein. Ist sodann V'” eine spezielle schief-
symmetrische Matrix von nicht verschwindender Determinante und der
Ordnung 2, so ist

2’ .
(16) V=8'VvV®s
die allgemeinste, wo S eine beliebige Matrix von der Ordnung ~ und
nicht verschwindender Determinante bezeichnet.

In den Féllen 1°) und 1% bedeute V@ eme spezielle symmetrische
Matrix von der OIdnung — und moht verschwindender Determinante, z. B.
V9=1, dann ist
(17) V=8'Vv?8
die allgemeinste, wo wieder S eine beliebige Matrix von der Ordnung —
und nicht verschwindender Determinsnte bedeutet.

Die der Annahme V = V® entsprechende Reihe von Matrizen (13)
werde nun mit

. \ ,
(18) U‘°’=(_U:,U‘>, © -<Uﬂ U:>, S
bezeichnet. Dann entsteht die der Annahme

V=8Vv"8
entsprechende Reihe folgendermafien.. Es sei ¢
(19) So= (%) 8=(%). .- 8= (%),
8o ist '

(20) U=28,U0"8,, U,=8,U"8,, U,-=8, U“”;S'

Die allgemeinste Losung der Gleichungen (1) in sc’lnefsymmetnschen
Matrizes wird nun durch das System

(21) T3,7"

e
- At

.
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vorgestellt, wo T der Bedingung
(22) T'T=8'U"8

geniigt ®). Eine spezielle Losung erhalten wir, wenn § =1 genommen und
entsprechend 7'” aus

(23) (T(o)) o _ U(O)

bestimmt wird. Diese spezielle Losung wird durch das System

(24) 2(0) T(O)Z T(O) 1

dnrg;astellt. Um die allgemeinste Losung zu erhalten, setzen wir in (22)
(25) T —RT"S.

Es ergibt sich
S'(T(Ol)’R'RT(O)S — S’ U(O)S
und nach (23)
(26) R'R=1.
Das System (21) wird daher
RT‘G)SZ‘OS_I(T(O))“I R—l
oder, da §3,87!'= 23 ist?),
(27) RZ9R™,
wo R eine orthogonale Matrix bezeichnet.
Nach den Formeln der Nr. II entspricht dem System RI“R™'
eine Matrix
A=(z,4,+z,4,+.. -tz p)
(28) =A4,(sz, B, +iz,B,+.. —I—zxpl B, ,+=z,)
=4 R(tx,B‘°’+ax,B‘°’+ .+,) R,

wobei 4 eine beheblge orthogonale Matrix bezeichnet. Ersetzen wir 4 R
durch R, wie R™' durch R,, so nimmt (26) die Form

(29) A=R,A"R,

an, wo nun A” eine spezielle Lésung der Gleichung (5) in Nr. II vor-
stellt R und R, zwei beliebige orthogonale Matrizes bezeichnen.

) [ln (22) und in den folgenden Formeln whrelbt Hurwitz S anstatt S,. L. E. D.]

%) (Da8 83,8 =3, ist (eigentlich S, 3, S, *, vgl. %), wird so bewiesen: die
durch (19) erklirte Matrix S,_, transformiert offenbar 2, _, in sich selber; die Ele-
mente von Z,_, sind 1 und —1, wo 1 die Einheitematrix bedeutet, die dieselbe Ord-
‘nung besitzt, wie S in Formel (19). Beachten wir den Bau der Systeme 3,, 3, ...
(vgly 8.15), so schen wir, da8 S,_, 3,_, in sich selbst transformiert usw., und
endlich, daB §, 3, in sich selbst transformiert. L.E.D.]

.
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Aus dem Zusammenhang, in welchem die Matrix 4 mit dem urspriing-
lichen Probleme steht, folgt nun schlieBlich:

Es sei die Aufgabe vorgelegt, 3., %, - - -» 4. @48 biltneare Formen der
beiden Varsablensysteme

Ty, Ty ooy T, URA Yy Yas o0 Yn
s0 zu bestimmen, daf die idendssche Gleichung

(30) (224224 .42+ +.. Fy) =ttt -t
besteht, wobet p > 1 vorausgeselzt wird.

Wenn nun
p=2r+41

eine ungerade Zahl-ist, 8o ist die Aufgabe dann und nur dann losbar,
falls n durch 27 teilbar ist, im Falle daf r =0 oder 3 (mod 4) ist, da-
gegen n durch 27** teilbar ist, sm Falle, daff r =1 oder 2 (mod 4) ¢st.

Ist diese Bedingung erfiillt, so entsteht aus einer Losung 3, 32, ..., 3
die allgemeinste Losung, indem man sn dieser Losung Y,,Ye, -.-» y“
einer beliebigen orthoqonalm Transformation unterzieht und ebenco
30, 30, ..., 40 “orier " andérgi’ Balicbigen om\ogouazen %amfommm
antencigfl.i+ o e v -

Hierzu ikt nosh fslgendes su bemerken:

Besteht die Identit&t (80 ) fiir bestimmte bilineare Formen 3, 33, .. ., 3,
der Variablensysteme z,, ..., z, und y;, %, - - -, ¥, und ebenso die Identitdt

(81) (@i+al+...+a)(mi+ni+. ..+ =+ + .+ in

fir bestimmte bilineare Formen ¢, ¢, ..., {, der Variablensysteme
Xy, Ty o oer B, UNA 75 75 e ey gy 8O ergibt die Addition von (30) und (31)

(82) (zf+xi+...+2)(yi+yi+.. . Fyatnl+ns+...+m)
N =g +uttuthta+ i

Hier kOnnen 3, 3gs.---»Bas, 623535 +> &m 818 bilineare Funktionen der
beiden Variablensysteme ,, Z,,..., Z, Und gy, Yyy -+ -5 Yps, Tas Mgs + - <5 U
angesehen werden. Die Gleichung (82) stellt somit eine Ldsung unseres
Problems fiir den Fall zweier Variablensysteme von o und n -+ m Variablen
vor. Eine derartige Losung moge ,,reduzibel und aus den beiden Losungen
(80) und (81) zusammengesetzt oder in diese beiden Losungen zerfallend
heiBen. Da nun im Falle p=2r -+ 1, wenn iiberhaupt nur eine Losung
existiert, falls solche, die durch orthogonale Transformstion dery,, ..., y,
und 3,, 3, - - -» 3, suseinander entstehen, als nicht’ verschieden gelten, so
erhalt man alle Losungen aus den den folgenden Fillen entsprechenden:



24 A. Hurwitz.

p=2r+1, n=2", wenn r = 0 oder 3 (mod 4),

p=2r4+1, n=2"", wenn r=1 oder 2 (mod 4),
p=38,5, 7, 9,11, 18, 15, 17, . '
n=4, 8, 8, 16, 64, 128, 128, 256, ..

Ich betrachte nun den Fall 2) p —1=2r-1. Es ist dann

2m(y)  (ers=).

Das System der Matrizes (13) schlieBt mit U, und zwar ist U_ be-
stimmt durch die Bedingungen

2% U,(l“_lﬁ>= ~("_1,) U U/=T,, wemn r=0 (mod 4).
. n B
Es ist daher oc=ﬂ=é'—+1 und U’=(B' )

2") U,(I" l)=.(1" ])U,‘, U,’——-—U,, wenn r =1 (mod4).A
' 8 B

Daher « und 8 beliebig, der Bedingung o+ = 5”; gemiB und U, = (AaA >
B

mit A, =— 4,, A;=— As. Da U, nicht verschwindende Determinante
haben muB, hat man notwendig o« 4 = é'—'r gerade, also n durch 2""'

teilbar. Ja es miissen o und B gerade sein, weil 4., 45 schief und von
nicht verschwindender Determinante.

2°) U,( _lﬂ)————(l“_lﬁ)Ur, U,=— U,, wenn r=2 (mod 4).

Ba,ﬂ
Daher a=ﬂ=-2m und U =(—B;z,.. )

2% U,(l"_lﬂ) = (1°_lﬂ) u,, U;=U,, wenn =3 (mod 4).

Daher o und § nur der Bedingung & + § = — unterworfen und U, = ( “ 4 >
mit A, = A,, Ay = A;. ’
In den Fillen 2*) und 2°) gibt es, wie eine der obigen auf p—=2r-1

beziigliche Betrachtung analoge Uberlegung zeigt, nur eine Losung unseres
Problems, wenn orthogonale Transformationen der Variablen y,,y,,..., ¥,
und der 3, 3e;- > 3, 8l8 unwesentlich angesehen werden. Alle irreduziblen
Losungen entsprechen also jetzt den Fillen

p=2r+2, a=2"" (r=0(4),

p=23r+2, n=2" (r=2(4),

p=2, 6, 10, 14, 18, .

a=2, 8, 82,128,512, ....
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In den Fillen 2") und 2d) entspricht jeder Wahl der Zahlen «, 8, die der
Gl a4p= 2—"' (¢=0(2), 8=0(2), wenn r=1(4)) resp. - = %(r:: 3(4)

geniigen, eine Losung des Problems, wenn wieder orthogonale Transforma-
tionen der y,, y,,..., ¥y, und 3, 3> ---» 3, Unwesentlich erachtet werden.
Wenn man nun die auf S. 23 oben geschilderte Zusammensetzung zweier
Losungen

(@ + a2+ +23) (93 + o) =80+ 43,

(@2 4 ad+...+ad)(nd+.. Fnd) =L 422
zu der neuen Ldsung

@+ F2) @+ F vt Hn)
=g +...tamta+.. . +ia

vornimmt, 8o ergibt die Untersuchung der diesen Losungen entsprechenden

Systeme B,, B,, ..., B,_,, daB wieder nur folgende irreduziblen Losungen

existieren:
p=2r4+2, n=2" (r=38(4)),

- p=2r4+2, n=2""" (r =1(4)),
also
® =1 8

5 7 9
p=4, 8 12, 16, 20, ...,
n=4, 8 64, 128, 1024,....

(Eingegangen am 4.1.1922,)



