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Die Grundlagen der Physik.

Von
David Hilbert in Gottingen.

Das Nachfolgende ist im wesentlichen ein Abdruck der beiden &lteren
Mitteilungen?) von mir iiber die ,,Grundlagen der Physik® und meiner
Bemerkungen dazu, die F. Klein in seiner Mitteilung?®) ,,Zu Hilberts
erster Note iiber die Grundlagen der Physik* veroffentlicht hat — mit
nur geringfiigicen redaktionellen Abweichungen und Umstellungen, die das
Verstandnis erleichtern sollen.

Das mechanistische Einheitsideal in der Physik, wie es von den
groflen Forschern der vorangegangenen Generation geschaffen und noch
wihrend der Herrschaft der klassischen Elektrodynamik festgehalten worden
war, muBl heute endgiiltig aufgegeben werden. Durch die Aufstellung und
Entwickelung des Feldbegriffes bildete sich allmihlich eine neue Méglich-
keit fiir die Auffassung der physikalischen Welt aus. Mie zeigte als der
erste einen Weg, auf dem dieses neuentstandene ,,feldtheoretische Ein-
heitsideal®, wie ich es nennen mochte, der allgemeinen mathematischen
Behandlung zuginglich gemacht werden kann. Wihrend die alte mecha-
nistische Auffassung unmittelbar die Materie selbst als Ausgang nimmt
und diese durch eine endliche Auswahl diskreter Parameter bestimmt an-
setzt, dient vielmehr dem neuen feldtheoretischen Ideal das physikalische
Kontinuum, die sogenannte Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, als Fundament.
Waren frither Differentialgleichungen mit einer unabhingigen Variablen
die Form der Weltgesetze, so sind jetzt notwendig partielle Differential-
gleichungen ihre Ausdrucksform.

Die gewaltigen Problemstellungen und Gedankenbildungen der allge-
meinen Relativititstheorie von Einstein finden nun, wie ich in meiner
ersten Mitteilung ausgefithrt habe, auf dem von Mie betretenen Wege

1) Gottinger Nachr.: Frste Mitteilung, vorgelegt am 20. Nov. 1915, zweite Mit-
teilung, vorgelegt am 23. Dez. 1916.
%) Gottinger Nachr.: vorgelegt am 25. Jan. 1918.
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2 D. Hilbert. .

ihren einfachsten und natiirlichsten Aunsdruck und zugleich in formaler
Hinsicht eine systematische Ergidnzung und Abrundung.

Beit der Verdffentlichung meiner ersten Mitteilung sind bedeutsame
"Abhandlungen iiber diesen Gegenstand erschienen: ich erwahne nur die
glanzenden und tiefsinnigen Untersuchungen von Weyl und die an immer
neuen Ansitzen und Gedanken reichen Mitteilungen von Einstein. Indes
sowohl Weyl gibt spiterhin seinem Entwicklungsgange eine solche Wen-
dung, daB er auf die von mir aufgestellten Gleichungen ebenfalls gelangt,
und andererseits auch Einstein, obwoh! wiederholt von abweichenden und
unter sich verschiedenen Ansitzen ausgehend, kehrt schlieflich in seinen
letzten Publikationen geradenwegs zu den Gleichungen meiner Theorie zuriick.

Ich glaube sicher, da die hier von mir entwickelte Theorie einen
bleibenden Kern enthilt und einen Rahmen schafit, innerhalb dessen fiir
den kiinftigen Aufbau der Physik im Sinne eines feldtheoretischen Ein-
heitsideals geniigender Spielraum da ist. Auch ist es auf jeden Fall von
erkenntnistheoretischem Interesse, zu sehen, wie die wenigen einfachen
in den Axiomen I, II, III, IV von mir ausgesprochenen Annahmen zum
Aufbau der ganzen Theorie geniigend sind.

Ob freilich das reine feldtheoretische Einheitsideal ein definitives ist,
evtl. welche Erginzungen und Modifikationen desselben ndtig sind, um
insbesondere die theoretische Begriindung fiir die Existenz des negativen
und des positiven Elektrons, sowie den widerspruchsireien Aufbau der im
Atominneren geltenden Gesetze zu ermdglichen, — dies zu beantworten,
ist die Aufgabe der Zukunft.

Teil L

Es seien z, (s =1, 2, 3, 4) irgendwelche die Weltpunkte wesentlich
eindeutig benennende Koordinaten, die sogenannten Weltparameter (allge-
meinste Raum-Zeit-Koordinaten). Die das Geschehen in 2, charakterisie-
renden Grofen seien:

1. die zuerst von Einstein eingefiihrten Gravitationspotentiale
Gur (1, v =1, 2, 8, 4) mit symmetrischem Tensorcharakter gegeniiber einer
beliebigen Transformation der Weltparameter «_; sie bilden die Koeffizienten
der invarianten Differentialform

S Gurdz,da,;
"y

2, die vier elektrodynamischen Potentiale g, mit Vektorcharakter im
selben Sinne, welche die Koelfizienten der invarianten Linearform

> q,dx,
bilden. ¢



Grundlagen der Physik. 3

Das physikalische Geschehen ist nicht willkiirlich, es gelten vielmehr
folgende Axiome:

Axiom I (Mies Axiom von der Weltfunktion?®). Das Gesetz des
physikalischen Geschehens bestimmit sich durch eine Weltfunktion H, die
folgende Argumente enthilt:

g » . azg v
(1) Guvs Guvl = 5:1 Guvis= axlaﬂxk;
9gs
(2) O G =5 (5,1=1,2,3,4)
und zwar muf die Variation des Integrals
[Higdo
(9= ~19u»!, do=dz dz,dz,dz,)

fiir jedes der 14 Potentiale g,,, q, verschwinden.

An Stelle der Argumente (1) konnen offenbar auch die Argumente
8> gk
192:1 sz

. v av_ 09" ”
(3) g, g =—=—, gL=

Bx,
treten, wobei g«» die durch (— g) dividierte Unterdeterminante der Deter-
minante (— g) in bezug auf ihr Element g,, bedeutet.

Aus Axiom I folgen zunidchst beziiglich der zehn Gravitationspoten-
tiale g#» die zehn Lagrangeschen Differentialgleichungen

(4) ‘Z@_Ziaﬁﬂ_{_z oYy =0 (wmv=1,23,4),

agh” P oxy, agf” 0y, 0y dg”’

und sodann beziiglich der vier elektrodynamischen Potentiale ¢, die vier
Lagrangeschen Differentialgleichungen

TR ] F: -
(5) o Z’a% s, =0 (h=1,2,8,4).
Beziiglich der Differentialquotienten nach g«*, guv, gr» 7, wie sie in (4)

und nachfolgenden Formeln auftreten, sei ein fur a.ﬂema.l bemerkt, daB
wegen der Symmetrie in u,» einerseits und %, ! andererseits die Diffe-
rentialquotienten nach g#7, g#» so zu verstehen sind, daB man ihnen den
Faktor 1 bzw. } hinzusetzt, je nachdem u = » bzw. u + » ausfallt, ferner
die Dlﬂerentlalquotlenten nach gx* mit 1 bzw. § bzw. ; multipliziert zu

%) Mies Weltfunktionen enthalten nicht genau diese Argumente; insbesondere
geht der Gebrauch der Argumente (2) auf Born zuriick; es ist jedoch gerade die
Einfiihrung und Verwendung einer solchen Weltfunktion im Hamiltonschen Prinzip
das Charakteristische der Mieschen Elektrodynamik.

1*
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nehmen sind, je nachdem u=7v und k=1 bzw. u=» und k1! oder
p=vund k=1 bzw. p==» und k<7 ausfillt.

Der Kiirze halber bezeichnen wir die linken Seiten der Gleichungen
(4), (5) bzw. mit

V9B,  [VgHl

Die Gleichungen (4) mégen die Grundgleichungen der Gravitation,
die Gleichungen (5) die elektrodynamischen Grundgleichungen heilen.

Axiom II (Axiom von der allgemeinen Invarianz*)). Die Welt-
funktion H ist eine Invariante gegeniiber einer beliebigen Transformation
der Weltparameter ..

Axiom IT ist der einfachste mathematische Ausdruck fiir die Forde-
rang, daf die Koordinaten an sich keinerlei physikalische Bedeutung
haben, sondern nur eine Numerierung der Weltpunkte darstellen, von
deren Art die Verkettung der Potentiale g,,, g, vollig unabhéngig ist.

Im folgenden benutzen wir die leicht beweisbare Tatsache, dafl, wenn
pi (j=1,2,3,4) einen willkiirlichen kontravarianten Vektor bedeutet,
der Ausdruck

; _ Op?
=2 (g7 Pt — 94 B = 9" pL); (oi=22)
s

einen symmetrischen kontravarianten Tensor und der Ausdruck
pl = 2 (QZsps + qspzs) 5)
8

einen kovarianten Vektor darstellt.

Des weiteren stellen wir zwei mathematische Theoreme auf, die wie
folgt lanten:

Theorem 1. Wenn J eine von g“”, 9/%, 95i"> 4s» s abhéngige In-
variante ist, so gilt stets identisch in allen Argumenten und fiir jeden
willkiirlichen kontravarianten Vektor p*

2 (oo o)+ D (1 A0t S A ) = 05

0Lk

4) Die Forderung der orthogonalen Invarianz hat bereits Mie gestellt. In dem
oben aufgestellten Axiom II findet der Einsteinsche fundamentale Grundgedanke der
allgemeinen Invarianz den einfachsten Ausdruck, wennschon bei Einstein das Hamilton-
sche Prinzip nur eine Nebenrolle spielt und seine Funktionen H keineswegs allgemeine
Invarianten sind, auch die elektrischen Potentiale nicht enthalten.

%) », ist nicht zu verwechseln mib dem zu ps gehdrigen kovarianten Vektor
= g
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dabei ist
dger=" Y (gimps+ g mpl),

m

o0d4g*”
Aguv._ __Zg;wplm_'_ 9 ,

2% Agh”
Aghy = — Z(g“p;z—w B P+
k

dq, = —qup;”>

-
Aqsk = _—Z Dsm Py
m

Dieses Theorem 1 ldBt sich auch folgendermaBen aussprechen:
Wenn J eine Invariante und p° ein willkiirlicher Vektor wie vorhin
ist, so gilt die Identitit

(6)

dabei ist

aJ s
b =P

P=P P,

H

2 (p
Zk (p, g +p,kaq )

gesetzt und es gelten die Abkiirzungen:
I . 2% ph” o7,
P =%z, Pu Tomaz  PuT iay
Der Beweis von (6) ergibt sich leicht; denn diese Identitit ist offenbar
richtig, wenn p° ein konstanter Vektor ist, und daraus folgt sie wegen
threr Invarianz allgemein.
Theorem 2. Wenn J, wie im Theorem 1, eine von ge”, > 95>
4, 4, abhingige Invariante ist, und, wie oben, die Vamatlonsa,bleltungen
von ¥gJ bez. g«» mit [YgJ],,, bez. g, mit ﬂgJ]M bezeichnet werden,
und wenn ferner zur Abkiirzung:

b= S(0V37), 0+ 1137),9,.),
1=~ 2 3 (137,04 + (13},

gesetzt wird, so gelten die Identititen

. az
(7) = S (s=1,2,8,4).
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Dieses Theorem 2 enthiilt als wesentlichen Kern einen allgemeinen
mathematischen Satz¢), der mir das Leitmotiv fiir den Aufbau der Theorie
gewesen ist und der sich folgendermafen ausspricht:

Ist F eine Funktion von n Gréfen (Funktionen von z,, z,, z;, 2,)
und ihren Ableitungen, und ist das Integral

[Fdo

invariant bei beliebigen Transformationen der vier Weltparameter z,, z,,
@, z,, so sind in dem System der n Lagrangeschen Differentialgleichungen,
welche zu dem Variationsproblem

8 Fdw=0

gehdren, stets vier eine Folge der n — 4 iibrigen in dem Sinne, daB zwischen
den n Lagrangeschen Ableitungen von F in bezug auf jene n GroBSen und
deren totalen Differentialquotienten nach z,, #,, x,, «, stets vier linear
unabhingige Relationen identisch erfiillt sind.

Zum Beweise von Theorem 2 betrachten wir ein endliches Stiick der
vierdimensionalen Welt; ferner sei p° ein Vektor, der nebst seinen Ab-
leitungen auf der dreidimensionalen Oberfliche jenes Weltstiickes ver-
schwindet. Man hat gemi8 der Definition von P:

— — — — Fl /7y —
P(1g0) =VgP)+9 3 238 per = VoPt) +0 3 (3L v+ Vawy),
w s
und nach Theorem 1 daher:
— — oJ Vg — oVgJTp*
P3N =19 DL pr s 3 (D o 1 vgpy) = 32T
$ 8 s

Integrieren wir diese Gleichung iiber das betrachtete Weltstiick, so ergibt
sich wegen der Divergenzform der rechten Seite und wegen der Annahme
iber ps:

JP(YgJ)do =0.

Wegen der Bildungsweise der Lagrangeschen Ableitung ist demnach auch
IS g, pe+ 3 Vgl p,} do=0.
w “

%) Den Beweis dieses Satzes hat allgemein Emmy Noether geliefert (Gottinger
Nachr. 1918, Heft 2: ,Invariante Variationsprobleme“). Die in Theorem 2 angegebenen
Identititen sind in meiner ersten Mitteilung zwar nur fiir den Fall behauptet worden,
daB die Invariante von den g“” und deren Ableitungen abhingt; aber das dort ein-
geschlagene und im Text reproduzierte Beweisverfahren gilt ebenso auch fiir unsere
allgemeine Invariante J. In der allgemeinen Form sind die angegebenen Identitdten
zuerst von F. Klein auf Grund der Methode der infinitesimalen Transformation ab-
geleitet worden (Gott. Nachr. 1917, Heft 8: ,,Zu Hilberts erster Note iiber die Grund-
lagen der Physik¥),
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Der Integrand hier 1aBt sich in der Form
&ZZ(ispsﬂw’jp;)
schreiben. Aus der so entstehenden Formel

f%’(z’sps—f—z'jp{)dw: 0

%;'f(is”;?isl)psdw-:o

a(l‘z

erhalten wir

und damit auch die Behauptung unseres Theorems 2.

Zur Bestimmung der Weltfunktion H sind noch weitere Axiome er-
forderlich. Sollen die Grundgleichungen (4), (5) der Gravitation und der
Elektrodynamik nur zweite Ableitungen der g enthalten, so muB H sich
additiv zusammensetzen aus einer linearen Funktion mit konstanten Ko-
effizienten von der Invariante

K= Xg*" Ky,
v
wo K,, den Riemannschen Kriimmungstensor

£ = (- )+ ZEOE T

»

bedeutet, und einer Invariante L, die nur von g*’, g;*”, q,, q,, abhingt.
Wir machen folgende spezielle Annahme:
Axiom III (Axiom von der Gravitation und der Elektrizdt). Die
Weltfunktion H hat die Gestalt
H=K-+ L,

wo K die aus dem Riemannschen Tensor entspringende Invariante, die
Krismmung, ist und L nur von den g**, q,, q,, abhdingt.

Hiernach nehmen die Gravitationsgleichungen die Form

. Py _L .
(8) [VgK]#yz_gli_ (Au"yzl’ 21 8: 4),

agM’V

und die elektrodynamischen Gleichungen die Form
1 o a}gL __ oL 1 ¢
(9) 15;6% S = a4, (h=1,2,38,4)
an.
Um den Ausdruck von [VgK Jur 70 bestimmen, spezialisiere man
zunichst das Koordinatensystem so, daB fiir den betrachteten Weltpunkt
die g#v simtlich verschwinden. Man findet auf diese Weise:

H;K]M = }Z (KM - % g/wK> )
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Fithren wir noch fiir den Tensor
1 2YgL
Vs 0g*”
die Bezeichnung 7T\, ein, so lauten die Gravitationsgleichungen

1
K,, — :ZgluyK: T‘u,y-

Andererseits wenden wir auf die Invariante I das Theorem 1 an und er-
halten dadurch

(10 -2

v, m

(g#mp;, Lgmpsy— 3 iq, TPl
S m

—Z’ (G PP+ 4 PP 0,20 =0

8, k,m

age”

Das Nullsetzen des Koeffizienten von p7 linker Hand liefert die Gleichung

(EE 4 ) g =0

\aqslc aqks
oder
(11) oL Ly,
99k aqks

d.h. die Ableitungen der elektrodynamischen Potentiale g, treten nur in
den Verbindungen

Mks = o — Qs
auf. Damit erkennen wir, daB bel unseren Annahmen die Invariante L
auBer von den Potentialen g~”, g, lediglich von den Komponenten des
schiefsymmetrischen invarianten Tensors

M= (‘Mks) = Rot (qs)’
d. h. des sogenannten elektromagnetischen Sechservektors abhéingt. Und

hieraus folgt weiter, dafl

oL oL
aqsk aMks

— Hks

ein schiefsymmetrischer kontravarianter Tensor, sowie daf}
oL .
oqr 4
ein kontravarianter Vektor ist.
Mit Anwendung der eingefiihrten Bezeichnungen erhalten die elektro-
dynamischen Gleichungen die Form:

(12) 2“”"" (h—1,3,3, 4).

oz,
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Man erkennt in diesen Gleichungen eine Verallgemeinerung des einen Systems
der Maxwellschen Gleichungen; das andere System erhdlt man aus den
Gleichungen:

'Mks = qsk - qks
durch Differentiation und Addition:
ath aMst aMtk o
(13) oz, + axk + G Dz =0 (ta k,s=1,2, 3,4).

Wir sehen also, da die Form dieser ,verallgemeinerten Maxwellschen
Gleichungen* (12), (13) im wesentlichen schon durch die Forderung der
allgemeinen Invarianz, also auf Grund von Axiom II, bestimmt ist. Setzen
wir in der Identitit (10) den Koeffizienten von p; linker Hand gleich
Null, so erhalten wir mit Benutzung von (11)

) 2 3ol - oy M0 (1=1,2,3,4),
also
_}_7 gﬂm——ZH’”st—l—r q,
oder * '
L m
—W%’?ﬁ” g“™ = Lé, —%'HMM”—V“Q,,,
8" =0 (m=v),
6, =1.

Demnach ergibt sich fiir 7),, die Darstellung:
Tuv = 2 g.u'm T"m’
1 m
T =5{Lds" — %]HWM” —r"g}.

Der Ausdruck rechts stimmt iiberein mit dem Mieschen elektromagnetischen
Energietensor, und wir finden also, daB der Miesche Energietensor
nichts anderes ist als der durch Differentiation der Invariante L
nach den Gravitationspotentialen g#” entstehende allgemein in-
variante Tensor — ein Umstand, der mich zum erstenmal auf den not-
wendigen engen Zusammenhang zwischen der Einsteinschen allgemeinen
Relativitatstheorie und der Mieschen Elektrodynamik hingewiesen und mir
die Uberzeugung von der Richtigkeit der hier entwickelten Theorie ge-
geben hat. -
Die Anwendung des Theorems 2 auf die Invariante K liefert:

(18)  M[VgK], g0 +2 30 (S VeK],gm) = 0.
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Die Anwendung auf L ergibt
(15b) D (=TgTu)gt” +2 3 2 (~VgTm)
v m
+2'[V9L),q,,— 35> ([VgLlq,)=0 (s=1,2,3,4).
~ Iz #

Als Folge der elektrodynamischen Grundgleichungen erhalten wir hieraus:

(16) ZETM%’”
“wv

Diese Gleichungen (16) ergeben sich auch als Folge der Gravitations-
gleichungen, auf Grund von (15a). Sie haben die Bedeutung der mecha-
nischen Grundgleichungen. Im Falle der speziellen Relativitiat, wenn die s
Konstante sind, gehen sie iiber in die Gleichungen

N
2 =0,
[
welche die Erhaltung von Energie und Impuls ausdriicken.
Aus den Gleichungen (16) folgt auf Grund der Identititen (15b):

Z[VZLLQM—2%([75L]Mq3)=0

oder

(17) S Ma (V9 2], + 4,55 (F9L1,)} =0

d. h. aus den Gravitationsgleichungen (4) folgen vier voneinander unab-
hingige lineare Relationen zwischen den elektrodynamischen Grund-
gleichungen (5) und ihren ersten Ableitungen. Dies ist der genaue mathe-
matische Ausdruck fiir den Zusammenhang zwischen Gravitation und Elektro-
dynamik, der die ganze Theorie beherrscht.

Da L unserer Annahme zufolge nicht von den Ableitungen der g~*
abhéngen soll, so muB L eine Funktion von gewissen vier allgemeinen
Invarianten sein, die den von Mie angegebenen speziellen orthogonalen
Invarianten entsprechen und von denen die beiden einfachsten diese sind:

Q= 2 'an'Mklgmkgnl
k,l.m,n
und

9= 99
k1l

Der einfachste und im Hinblick auf den Bau vond K nichstliegende Ansatz
fir L ist zugleich derjenige, der der Mieschen Elektrodynamik entspricht,
namlich

L=ecQ+f(q) (& = konst. ).
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GemiB diesemn Ansatz erhilt man zwischen den Groflen, die in den ver-
allgemeinerten Maxwellschen Gleichungen auftreten, die Beziehungen

Hks:: 4“M17«S‘
rF = 2f'(g)qk,

wo
Mk: ==29kﬂgwMu“
v
¢t =2g"g
zu setzen ist. Fiir den ganz speziellen Fall
flg)=Bq (B = konst.)

folgt, daB der ,,Stromvektor“ r* proportional dem kontravarianten Vektor
q% wird.

Teil 1L

Es soll nun der Zusammenhang der Theorie mit der Erfahrung niher
erértert werden. Dazu ist noch ein weiteres Axiom erforderlich.

Axiom IV (Raum-Zeit-Axiom). Es soll die quadratische Form
(18) G(Xp -X‘_n Xg; X4)=ngXqu

von der Art sein, daf bei threr Darsiellung als Summe von vier Quadraten
linearer Formen der X, stets drei Quadrate mit positivem und ein Quadrat
mit negativem Vorzeichen auftritl,

Die quadratische Form (18) lefert fiir unsere vierdimensionale Welt
der z, die MaBbestimmung einer Pseudogeometrie. Die Determi-
nante g der g,, fillt negativ aus.

Ist in dieser Geometrie eine Kurve

z,=z,(p) (s=1,2,3,4)
gegeben, wo z,(p) irgendwelche reelle Funktionen des Parameters p be-
deuten, so kann diese in Teilstiicke zerlegt werden, auf denen einzeln
der Ausdruck

dp’ dp’ dp’ dp

nicht sein Vorzeichen #ndert: ein Kurvenstiick, fiir welches

o(42)>

ausfillt, heiBe eine Strecke und das lings dieses Kurvenstiicks genommene

Integral L
o= YT
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heiBle die Ldnge der Strecke; ein Kurvenstiick, fiir welches

otz <o

ausfillt, heile eine Zeitlinie und das lings dieses Kurvenstiickes genommene

Integral
7 :f -4 (dz;)
heiBle die Higenzeit der Zestlinie; endlich heiBe ein Kurvenstiick, lings dessen

o(3) 0

wird, eine Nullinie.

Um diese Begriffe unserer Pseudogeometrie anschaulich zu machen,
denken wir uns ein ideales MaBinstrument: die Lichtwhr, mittels derer
wir die Eigenzeit lings einer jeden Zeitlinie bestimmen konnen.

Zunichst zeigen wir, daB dieses Instrument ausreicht, um mit seiner
Hilfe die Werte der g,, als Funktionen von z, zu berechnen, sobald nur
ein bestimmtes Raum-Zeit-Koordinatensystem z, eingefiihrt worden ist.
In der Tat wihlen wir irgend zehn Zeitlinien aus, die simtlich lings ver-
schiedenen Richtungen in den niimlichen Weltpunkt «, einlaufen, so daB
diesem Endpunkt jedesmal der Parameterwert P zukommt so ergibt sich
fiir jede der zehn Zeitlinien im Endpunkt die Gleichung

a2”\? dal’ .
(7;)=G('—d—5—), <h=1,2,..., 10),
hier sind die linken Seiten bekannt, sobald wir die Eigenzeiten 7™ mittels
der Uhr bestimmt haben. Setzen wir nun zur Abkiirzung

o

2 2
x, XX ,.. X!,

i dz® 2 dz{® dzv da® 2 2102
Y 5 ()
= |
D(u)_—J dzffoN? 4z 0 g0 dz§10>\2 22002 |
i(d’p)’ dp dp,..., <.Tp—}, (‘d_p__)
|
|

so wird offenbar

(19) ¢(x)=- 20

oD’

D

wodurch sich zugleich fiir die Richtungen der ausgewihlten zehn Zeitlinien
im Punkte z,(p) die Bedingung

oD
T

als notwendig herausstellt.
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Ist G nach (19) berechnet, so wiirde die Anwendung des Verfahrens

auf irgendeine 11-te Zeitlinie, die in z, (p) endigt, die Gleichung

d;_(u) 2 dz 1

() =)
liefern und diese Gleichung wire dann sowohl eine Kontrolle fiir die
Richtigkeit des Instrumentes als auch eine experimentelle Bestétigung
dafiir, daB die Voraussetzungen der Theorie fiir die wirkliche Welt zutreffen.

Der axiomatische Aufbau unserer Pseudogeometrie liefle sich ohne
Schwierigkeit durchfiihren: erstens ist ein Axiom aufzustellen, auf Grund
dessen folgt, daB Linge bzw. Eigenzeit Integrale sein miissen, deren Inte-
grand lediglich eine Funktion der z, und ihrer ersten Ableitungen nach
dem Parameter ist; als ein solches Axiom wire etwa der bekannte Enve-
loppensatz fiir geoditische Linien verwendbar. Zweitens ist ein Axiom
erforderlich, wonach die Sitze der pseudo-Euklidischen Geometrie d. h. das
alte Relativititsprinzip im Unendlichkleinen gelten soll; hierzu wire das
von W. Blaschke?) aufgestellte Axiom besonders geeignet, welches aussagt,
daB die Bedingung der Orthogonalitét fiir irgend zwei Richtungen — sei
es bei Strecken oder Zeitlinien — stets eine gegenseitige sein soll.

Es seien noch kurz die hauptsichlichsten Tatsachen zusammengestellt,
die uns die Monge-Hamiltonsche Theorie der Differemtialgleichungen fiir
unsere Pseudogeometrie lehrt.

Jedem Weltpunkte z, gehort ein Kegel zweiter Ordnung zu, der in x,
seine Spitze hat und in den laufenden Punktkoordinaten X  durch die
Gleichung

G(X,—w, X,— 2y, Xy— 25, X, —2,) =0

bestimmt ist; derselbe heile der zum Punkte z, zugehdrige Nullkegel.
Die simtlichen Nullkegel bilden ein vierdimensionales Kegelfeld, zu dem
einerseits die ,,Mongesche® Differentialgleichung

da, da, dz, dz\
G(dp’dp’dp’?z;z)*o

und andererseits die ,,Hamiltonsche® partielle Differentialgleichung

(20) H(af of = of ﬁ):o

b2, oz, owy’ o,
gehdrt, wo H die zu G reziproke quadratische Form
H(U,, U, U;, Uy) = Xg**U. U,

Y224

%) Raumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Transversalititsbedingung,
Leipziger Berichte, Math.-phys. Kl. 68 (1916), S. 50.
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bedeutet. Die Charakteristiken der Mongeschen und zugleich die der
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (20) sind die geodatischen
Nullinien. Die simtlichen von einem bestimmten Weltpunkta, (s=1,2,3,4)
ausgehenden geodatischen Nullinien erzeugen eine dreidimensionale Punkt-
mannigfaltigkeit, die die zum Weltpunkt a, gehdrige Zeitscherde heiflen
mége. Die Zeitscheide besitzt in a, einen Knotenpunkt, dessen Tangential-
kegel gerade der zu a, gehorige Nullkegel ist. Bringen wir die Gleichung
der Zeitscheide auf die Gestalt

z, = @ (%, %> z3),
so ist
f=z,— (P(xu Las xs)

ein Integral der Hamiltonschen Differentialgleichung (20). Die samtlichen
vom Punkte @, ausgehenden Zeitlinien verlaufen ginzlich innerhalb des-
jenigen vierdimensionalen Weltteiles, der die zu o, gehorige Zeitscheide als
Begrenzung hat.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Problem der Kau-
salitit in der neuen Physik zu.

Bisher haben wir alle Koordinatensysteme z,, die aus irgendeinem
durch eine willkiirliche Transformation hervorgehen, als gleichberechtigt
angesehen. Diese Willkiir muf eingeschrinkt werden, sobald wir die Auf-
fassung zur Geltung bringen wollen, da8 zwei auf der nimlichen Zeitlinie
gelegene Weltpunkte im Verhdltnis von Ursache und Wirkung zueinander
stehen konnen und daB es daher nicht méglich sein soll, solche Weltpunkte
auf gleichzeitig zu transformieren. Indem wir z, als die eigentliche Zeit-
koordinate auszeichnen, stellen wir folgende Definitionen auf:

Ein eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem ist ein solches, fiir welches
auBer g < 0 stets noch die folgenden vier Ungleichungen

)

) j Gis Gaa t911 G12 Gs ,‘

(21) 9.0, ' dus G 1 >0, | Goz Gon Gas | >0, 9:4<0
mo § 931 J32 Fss i

erfiillt sind. Bine Transformation, die ein solches Raum-Zeit-Koordinaten-
system in ein anderes eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem iiberfiihrt,
heiBle eine eigentliche Raum-Zeit-Koordinatentransformation.

Die vier Ungleichungen driicken aus, daB in irgendeinem Weltpunkte a,
der zugehorige Nullkegel den linearen Raum

Ty=a,
ganz auflerhalb 1iBt. die Gerade

Zy == 0y, Ty =y, Ty == 0y
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dagegen im Inneren enthilt; die letztere Gerade ist daher stets eine

Zeitlinie.
Es sei nunmehr irgendeine Zeitlinie z = z(p) gegeben; wegen
dz
& () <0
folgt dann, daB in einem eigentlichen Raum-Zeit-Koordinatensystem stets
dz
T+

sein und folglich lings einer Zeitlinie die eigentliche Zeitkoordinate z,
stets wachsen bzw. abnehmen muB. Da eine Zeitlinie bei jeder Koordi-
natentransformation Zeitlinie bleibt, so konnen zwei Weltpunkte einer
Zeitlinie durch eine eigentliche Raum-Zeit-Koordinatentransformation niemals
den gleichen Wert der Zeitkoordinate z, erhalten d. h. unmoglich aunf
gleichzeitig transformiert werden.

Andererseits wenn die Punkte einer Kurve eigentlich auf gleichzeitig
transformiert werden konnen, so gilt nach der Transformation fiir diese

Kurve
dz,

9:4 == konst'., d. h. @ = U,
mithin
dz dzﬂ dx,
= = — == 2
¢ (%) Z,” uray ap (#,7=1,2,3),

und hier ist wegen der ersten drei unserer Ungleichungen (21) die rechte
Seite positiv; die Kurve charakterisiert sich demnach als eine Strecke.

So sehen wir, daB die dem Kausalititsprinzip zugrunde liegenden
Begriffe von Ursache und Wirkung auch in der neuen Physik zu keinerlei
inneren Widerspriichen fithren, sobald wir nur stets die Ungleichungen (21)
zu unseren Grundgleichungen hinzunehmen, d. h. uns auf den Gebrauch
eigentlicher Raum-Zeit-Koordinaten beschrinken.

An dieser Stelle sei auf ein spéterhin niitzliches besonderes Raum-
Zeit-K oordinatensystem hingewiesen, welches ich das Gaufische Koordinaten-
system mnennen mdochte, weil es die Verallgemeinerung desjenigen geo-
diitischen Polarkoordinatensystems ist, das GauB in die Flichentheorie
eingefiihrt hat. Es sei in unserer vierdimensionalen Welt irgendein drei-
dimensionaler Raum gegeben von der Art, daB jede in diesem Raum ver-
laufende Kurve eine Strecke ist: esn Streckenraum, wie ich einen solchen
nennen mochte; x,,,,x, seien irgendwelche Punktkoordinaten dieses
Raumes. Wir konstruieren nun in einem jeden Punkte z,, ,, x, desselben
die zu ihm orthogonale geoditische Linie, die eine Zeitlinie sein wird, und
tragen auf derselben z, als Eigenzeit auf; dem so erhaltenen Punkte der
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vierdimensionalen Welt weisen wir die Koordinatenwerte z,z,z,z, zu.
Fiir diese Koordinaten wird, wie leicht zu sehen ist,

. 12,3
(22) G(X,)= 2 g Xu X, — X},

uv
d. h. das GauBische Koordinatensystem ist analytisch durch die Gleichungen

(23) 94=0, 95,=0, ¢3,=0, g,=—1
charakterisiert. Wegen der vorausgesetzten Beschaffenheit des dreidimen-
sionalen Raumes x, = 0 fillt die rechter Hand in (22) stehende quadrati-
sche Form der Variablen X, X,, X, notwendig positiv definit aus, d. h.
die drei ersten der Ungleichungen (21) sind erfiillt, und da dies auch fiir
die vierte gilt, so erweist sich das Gaufische Koordinatensystem stets als
ein eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem.

Wir kehren nun zur Erforschung des Kausalitdtsprinzips in der Physik
zuriick. Als den hauptsichlichen Inhalt desselben sehen wir die Tatsache
an, die bisher in jeder physikalischen Theorie galt, daf aus der Kenntnis
der physikalischen Grofen und ihrer zeitlichen Ableitungen in der Gegen-
wart allemal die Werte dieser Gréfen fiir die Zukunft eindeutig bestimmt
. werden konnen: die Gesetze der bisherigen Physik fanden n#@mlich aus-
nahmslos ihren Ausdruck in einem System von Differentialgleichungen
solcher Art, da8 die Anzahl der darin auftretenden Funktionen wesentlich
mit der Anzahl der unabhingigen Differentialgleichungen iibereinstimmte,
und somit bot dann der bekannte Cauchysche Satz iiber die Existenz von
Integralen von Differentialgleichungen unmittelbar den Beweisgrund fiir
jene Tatsache.

Unsere Grundgleichungen (4) und (5) der Physik sind nun keineswegs
von der oben charakterisierten Art; vielmehr sind, wie ich gezeigt habe, vier
von ihnen eine Folge der iibrigen: wir konnen die elektrodynamischen
Gleichungen (5) als Folge der zehn Gravitationsgleichungen (4) ansehen
und haben somit fiir die 14 Potentiale g,,, g, nur die zehn voneinander
wesentlich unabhéngigen Gleichungen (4).

Sobald wir an der Forderung der allgemeinen Invarianz fiir die Grund-
gleichungen der Physik festhalten, ist der eben genannte Umstand auch
wesentlich und notwendig. Gédbe es nimlich fiir die 14 Potentiale noch
weitere von (4) unabhingige invariante Gleichungen, so wiirde die Ein-
fithrung eines GauBischen Koordinatensystems vermdoge (23) fiir die zehn phy-
sikalischen GroSen

guv (w,7=1,2,8), ¢, (s=1,2,8,4)
ein System von Gleichungen liefern, die wiederum voneinander unabhéngig
wiren und, da sie mehr als zehn sind, ein iiberbestimmtes System bilden
wiirden.
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Unter solchen Umstinden also, wie sie in der neuen Physik der all-
gemeinen Relativitit zutreflen, ist es keineswegs mehr mdoglich, aus der
Kenntnis der physikalischen GroBen in Gegenwart und Vergangenheit ein-
deutig ihre Werte in der Zukunft zu folgern. Um dies anschaulich an
einem Beispiel zu zeigen, seien unsere Grundgleichungen (4) und (5) in
dem besonderen Falle integriert, der dem Vorhandensein eines einzigen
dauernd rubenden Elektrons entspricht, so daff sich die 14 Potentiale

Jur = gw(xv Ta» xs)

9, =g, (2, Ty, )
als bestimmte Funktionen von z,, 2,, 2, ergeben, die von der Zeit x,
simtlich unabhingig sind, und iiberdies so, daB noch die drei ersten Kom-
ponenten 7%, r%,r® der Viererdichte verschwinden mdgen. Wir wenden
sodann auf die Potentiale die folgende Koordinatentransformation an:

lele' fiir 2, <0
L

lxl_—:x;—i—e % fiir ] >0

z, =1,

Ty = 73

z, =2x,;

die transformierten Potentiale g/,, ¢; sind fiir ] < 0 die gleichen Funk-
tionen von zj, x,,x, wie die g,,,q, in den urspriinglichen Variablen
Z,, &,, ¥;, wahrend die g,,, g/ fir z; > 0 wesentlich auch von der Zeit-
koordinate x,; abhingen, d.h. die Potentiale g,,, g; stellen ein Elektron
dar, das bis zur Zeit ;= 0 ruht, dann aber sich in seinen Teilen in Be-
wegung setzt.

Dennoch glaube ich, daf es nur einer schirferen Erfassung der dem
Prinzip der allgemeinen Relativitit®) zugrunde liegenden Idee bedarf, um
das Kausalititsprinzip auch in der neuen Physik aufrechtzuhalten. Dem
Wesen des neuen Relativitétsprinzipes entsprechend miissen wir ndmlich
die Invarianz nicht nur fiir die allgemeinen Gesetze der Physik verlangen,
sondern auch jeder Einzelaussage in der Physik den invarianten Charakter
zusprechen, falls sie einen physikalischen Sinn haben soll — im Ein-
klang damit, daB jede physikalische Tatsache letzten Endes durch
Lichtuhren, d.h. durch Instrumente von invariantem Charakter fest-

®) In seiner urspriinglichen, nunmehr verlassenen Theorie hatte A. Einstein
(Sitzungsberichte der Akad. zu Berlin 1914, S. 1067) in der Tat, um das Kausalitdts-
prinzip in der alten Fassung zu retten, gewisse 4 nicht invariante Gleichungen fiir
die g, besonders postuliert.
Mathematische Annalen. 92, 2
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stellbar sein muB. Gerade so wie in der Kurven- und Flichentheorie eine
Aussage, fiir die die Parameterdarstellung der Kurve oder Fliche ge-
wahlt ist, fiir die Kurve oder Flache selbst keinen geometrischen Sinn
hat, wenn nicht die Aussage gegeniiber einer beliebigen Transformation
der Parameter invariant bleibt oder sich in eine invariante Form bringen
1486, so miissen wir auch in der Physik eine Aussage, die nicht gegen-
iiber jeder beliebigen Transformation des Koordinatensystems invariant
bleibt, als physikalisch sinnlos bezeichnen. Beispielsweise hat im oben
betrachteten Falle des ruhenden Elektrons die Aussage, daB dasselbe etwa
zur Zeit z, = 1 rube, physikalisch keinen Sinn, weil diese Aussage nicht
invariant ist.

Was nun das Kausalitdtsprinzip betrifft, so mogen fiir die Gegenwart
in irgendeinem gegebenen Koordinatensystem die physikalischen GroSen
und ihre zeitlichen Ableitungen bekannt sein: dann wird eine Aussage nur
physikalischen Sinn haben, wenn sie gegeniiber allen denjenigen Trans-
formationen invariant ist, bei denen jene als bekannt vorausgesetzten Werte
fiir die Gegenwart unverdndert bleiben; ich behaupte, dal die Aussagen
dieser Art fiir die Zukunft simtlich eindeutig bestimmt sind, d. h. das
Kausalitdtsprinzip gilt in dieser Fassung:

Aus der Kenntnis der 14 physikelischen Potentiale g,.., g, in der
Gegenwart folgen alle Aussagen iber dieselben fiir die Zukunft notwendig
und eindeutig, sofern sie physikalischen Sinn haben.

Um diese Behauptung zu beweisen, benutzen wir das GauBische Raum-
Zeit-Koordinatensystem. Die Einfithrung von(23)in die Grundgleichungen (4)
liefert uns fiir die 10 Potentiale
(24) Juv (/"”’:“_1:293): 9 (s=1,2,38,4)
ein System von ebenso vielen partiellen Differentialgleichungen; wenn wir
diese auf Grund der gegebenen Anfangswerte fiir z, = 0 integrieren, so
finden wir auf eindeutige Weise die Werte von (24) fiir 2, > 0. Da das
GauBische Koordinatensystem selbst eindeutig festgelegt ist, so sind auch
alle auf dieses Koordinatensystem bezogenen Aussagen iiber jene Poten-
tiale (24) von invariantem Charakter.

Die Formen, in denen physikalisch sinnvolle, d. h. invariante Aus-
sagen mathematisch zum Ausdruck gebracht werden konnen, sind sehr
mannigfaltig.

Erstens. Dies kann mittels eines invarianten Koordinatensystems
geschehen. Ebenso wie das vorhin benutzte GauBische ist zu solchem
Zwecke auch das bekannte Riemannsche und desgleichen dasjenige Raum-
Zeit-K oordinatensystem verwendbar, in welchem die Elektrizitit auf Ruhe
und Einheitsdichte transformiert erscheint. Bezeichnet f(¢), wie am Schlul
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von Teil I die im Hamiltonschen Prinzip auftretende Funktion der

Invariante
g= k); 2.9, 9%,

so ist , ’
re=21"(q)-q*=2f (Q)Zl’g"q,

die Viererdichte der Elektrizitit; sie stellt einen kontravarianten Vektor
dar und ist daher fiir ein Weltgebiet, in dem f'(¢)==0 ist und das
Viererpotential nirgends verschwindet, auf (0, 0,0,1) transformierbar.
Nach dieser Transformation sind aus den vier Gleichungen

1
9”9 =O> <8= 1, 2a 3); g4lq = SFTAN

die vier Komponenten des Viererpotentials g, durch die g,, ausdriickbar
und jede Beziehung zwischen den g,, in diesem Koordinatensysteme ist
sodann eine invariante Aussage.

Fiir Partikularlosungen der Grundgleichungen kann es besondere
invariante Koordinatensysteme geben; so bilden z. B. im unten behandelten
Falle des zentrisch-symmetrischen Gravitationsfeldes r, ¥, ¢, ¢ ein bis auf
Drehungen invariantes Koordinatensystem.

Zweitens. Die Aussage, wonach sich ein Koordinatensystem
finden 148¢, in welchem die 14 Potentiale g,.,, g, fiir die Zukunft gewisse
bestimmte Werte haben oder gewisse bestimmte Beziehungen erfiillen, ist
stets eine invariante und daher physikalisch sinnvoll. Der mathematische
invariante Ausdruck fiir eine solche Aussage wird durch Elimination der
Koordinaten aus jenen Beziehungen erhalten. Ein Beispiel bietet der oben
betrachtete Fall des ruhenden Elektrons: der wesentliche und physikalisch
sinnvolle Inhalt des Kausalititsprinzips driickt sich hier in der Aussage
aus, daB das fiir die Zeit z, < O ruhende Elektron bei geeigneter Wahl
des Raum-Zeit-Koordinatensystems auch fiir die Zukunft 2, > 0 be-
stindig in allen seinen Teilen ruht.

Drittens. Auch ist eine Aussage invariant und hat daher stets
physikalischen Sinn, wenn sie fiir jedes beliebige Koordinatensystem giiltig
ist, ohne daB dabei die auftretenden Ausdriicke formal invarianten Charakter
zu besitzen brauchen.

Nach meinen Ausfilhrungen ist die Physik eine vierdimensionale
Pseudogeometrie, deren MaBbestimmung g,, durch die Grundgleichungen
(4) und (5) an die elektromagnetischen GroSen, d.h. an die Materie ge-
bunden ist. Mit dieser Erkenntnis wird nun eine alte geometrische Frage
zur Losung reif, die Frage nimlich, ob und in welchem Sinne die Eukli-
dische Geometrie — von der wir aus der Mathematik nur wissen, da sie

2*



20 D. Hilbert.

ein logisch widerspruchsfreier Bau ist — auch in der Wirklichkeit Giiltig-
keit besitzt.

Die alte Physik mit dem absoluten Zeitbegriff iibernahm die Sitze
der Euklidischen Geometrie und legte sie vorweg einer jeden speziellen
physikalischen Theorie zugrunde. Auch GauB verfuhr nur wenig anders:
er konstruierte hypothetisch eine nicht-Euklidische Physik, indem er unter
Beibehaltung der absoluten Zeit von den Sitzen der Euklidischen Geo-
metrie nur das Parallelenaxiom fallen lieB; die Messung der Winkel eines
Dreieckes mit groBen Dimensionen zeigte ihm dann die Ungiiltigkeit dieser
nicht-Euklidischen Physik.

Die neue Physik des Einsteinschen allgemeinen Relativitétsprinzips
nimmt gegeniiber der Geometrie eine vollig andere Stellung ein. Sie legt
weder die Euklidische noch irgendeine andere bestimmte Geometrie vorweg
zugrunde, um daraus die eigentlichen physikalischen Gesetze zu deduzieren,
sondern die neue Theorie der Physik liefert mit einem Schlage durch ein
und dasselbe Hamiltonsche Prinzip die geometrischen und die physikali-
schen Gesetze, namlich die Grundgleichungen (4) und (5), welche lehren,
wie die MaBbestimmung g,, — zugleich der mathematische Ausdruck der
physkalischen Erscheinung der Gravitation — mit den Werten ¢, der
elektrodynamischen Potentiale verkettet ist.

Die Euklidische Geometrie ist ein der modernen Physik fremd-
artiges Ferngesetz: indem die Relativititstheorie die Euklidische Geo-
metrie als allgemeine Voraussetzung fiir die Physik ablehnt, lehrt sie
vielmehr, daB Geometrie und Physik gleichartigen Charakters sind und als
eine Wissenschaft auf gemeinsamer Grundlage ruhen.

Die oben genannte geometrische Frage lauft darauf hinaus, zu unter-
suchen, ob und unter welchen Voraussetzungen die vierdimensionale Euklidi-
sche Pseudogeometrie

91 =1, gn=1, gup=1, g,=—1

Gur=10 (4 +7)

eine Losung der Gravitationsgleichungen bzw. die einzige regulire Losung
derselben ist.

Die Gravitationsgleichungen (8) lauten:

(25)

[Vg K}y + D2 o,

agh”
wo

- -1

(17 Ko = Vg (Kor — 5 Kg,»)
ist. Bei der Einsetzung der Werte (25) wird
(26) [7’§K]ﬂy =0
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und fiir
Q3=0 (8=1,2,3,4)
wird ~
NGL_ .
aght”

d. h. wenn alle Elektrizitdt entfernt wird, so ist die pseudo-Euklidische
Geometrie moglich. Die Frage, ob sie in diesem Falle auch notwendig
ist, d. h. ob — bzw. unter gewissen Zusatzbedingungen — die Werte (25)
und die durch Transformation der Koordinaten daraus hervorgehenden
Werte der g,, die einzigen Teguliren Losungen der Gleichungen (26) sind,
ist eine mathematische, hier nicht allgemein zu erdrternde Aufgabe. Ich
beschriinke mich vielmehr darauf, einige besondere diese Aufgabe betreffende
Uberlegungen anzustellen.

Im Falle der pseudo-Euklidischen Geometrie haben wir

Juv = Yuv>
worin
ra=1, =1, yup=1, y,=-—1,

7.uv:0 (/“"4:")

bedeutet. Fiir jede dieser pseudo-Euklidischen Geometrie benachbarte
MaBbestimmung gilt der Ansatz

(27) gﬂv=7,uv+£h,uv+---:

wo & eine gegen Null konvergierende Grofe und h,, Funktionen der z,
sind. Uber die MaBbestimmung (27) mache ich die folgenden zwei An-
nahmen:

I. Die A,, mogen von der Variabeln 2, unabhingig sein.

II. Die k,, mogen im Unendlichen ein gewisses regulires Verhalten
zeigen.

Soll nun die MaBbestimmung (27) fiir alle ¢ die Differential-
gleichungen (26) erfiillen, so folgt, da8 die k., notwendig gewisse lineare
homogene partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung erfiillen miissen.
Diese Differentialgleichungen lauten, wenn man nach Einstein®)

1
(28) bur = kuy — 5 8uv D by (Bur = ko)
s
Our =10 (u=7),
8, =1

°) Naherungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravitation. Berichte d.
Akad. zu Berlin (1916), S. 688.
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setzt und zwischen den zehn Funktionen k,, die vier Relationen

(29) Okus _, (n=1,2,8,4)

s 0 s

annimmt, wie folgt:
(30) Okur =0,

wo zur Abkiirzung

P T
D=5 T omt T et ~ 52t
gesetzt ist.

Die Relationen (29) sind wegen des Ansatzes (28) einschrinkende
Voraussetzungen fiir die Funktionen hy,; ich will jedoch zeigen, wie
es durch eine geeignete infinitesimale Transformation der Variablen
x,, X,, %, ¥, stets erreicht werden kann, daB fiir die entsprechenden
Funktionen h;w nach der Transformation jene einschrankenden Voraus-
setzungen erfiillt sind.

Zu dem Zwecke bestimme man vier Funktionen ¢, ¢y, ¢35, @4 der
Variablen, die bzw. den Differentialgleichungen

1 9 ohy,

geniigen. Vermdge der infinitesimalen Transformation

T, = i + £@s
geht g,, iber in

o 0@,

g,’w=gw—{—82 gaVTé+€Zgay Ga, T

oder wegen (27) in
! ’
Guv = 7;¢v+£h,ur+"';
WO
14 alpv atpa
by = bys + _ﬁ; Tz,

gesetzt ist. Wihlen wir nun
1 ’
k‘u'r = h::v - ’2’5u72 h88>
8

<o erfiillen diese Funktionen wegen (31) die Einsteinschen Bedingungen (29)
und es wird

’ 1
hﬂ"zkﬂ"_?aﬂ"z kss (k‘uv:kvy)‘
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Die Differentialgleichungen (30), die nach den obigen Ausfiihrungen fiir
die gefundenen k., gelten miissen, gehen wegen der Annahme I in

~2 2 2
Okw' 6kﬂy+6kﬂy:0
dxl PP dxf
iiber und, da die Annahme II — demgemiB verstanden — zu schlieBen

gestattet, daB die &, im Unendlichen sich Konstanten nihern, so folgt,
daB dieselben iiberhaupt Konstante sein miissen, d. h.: Durch Variation
der MaBbestimmung der pseudo-Euklidischen Geometrie unter
den Annahmen I und II ist es nicht méglich, eine regulire MaB-
bestimmung zu erlangen, die nicht ebenfalls pseudo-Euklidisch
ist und die doch zugleich einer elektrizititsfreien Welt ent-
sprieht.

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen (26) gelingt
noch in einem andern Falle, der von Einstein®®) und Schwarzschild??)
zuerst behandelt worden ist. Ich gebe im folgenden fiir diesen Fall einen
Weg an, der iiber die Gravitationspotentiale g,, im Unendlichen keinerlei
Voraussetzungen macht und auBerdem auch fiir meine spiteren Unter-
suchungen Vorteile bietet. Die Annahmen iber die g,, sind folgende:

1. Die MaBbestimmung ist auf ein GauBisches Koordinatensystem
bezogen — nur daB g,, noch willkiirlich gelassen wird; d. h. es ist

=0, 4,=0, g,=0.

2. Die g,., sind von der Zeitkoordinate z, unabhingig.

3. Die Gravitation g,, ist zentrisch symmetrisch in bezug auf den
Koordinatenanfangspunkt.

Nach Schwarzschild ist die aligemeinste diesen Annahmen entsprechende
MaBbestimmung in rdumlichen Polarkoordinaten, wenn

x, =rcos?d
x, = rsind cos @
x, = rsin ¥ sin ¢
z, =1
gesetzt wird, durch den Ausdruck
(82) F(r)dr? 4 G(r)(dd? +sin*dde?®) — H(r)dt*
10) Perihelbewegung des Merkur, Sitzungsber. d. Akad. zu Berlin (1815), 8. 831.

%y Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes. Sitzungsber. d. Akad. zu
Berlin (1916), S. 189.
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dargestellt, wo F(r), G(r), H(r) noch willkiirliche Funktionen von r

sind. Setzen wir
r*=¥a(r),

so sind wir in gleicher Weise berechtigt 7*, ¢, ¢ als rdumliche Polar-
koordinaten zu deuten. Fithren wir in (32) r* anstatt r ein und lassen
dann wieder das Zeichen * weg, so entsteht der Ausdruck

(33) M(r)dr®+r?d9® +r2sin? dde?® — W(r)di?,

wo M(r), W(r) die zwei wesentlichen willkiirlichen Funktionen von r
bedeuten. Die Frage ist, ob und wie diese auf die allgemeinste Weise zu
bestimmen sind, damit den Differentialgleichungen (26) Geniige geschieht.

Zu dem Zwecke miissen die bekannten in Teil I angegebenen Aus-
driicke K,,, K berechnet werden. Der erste Schritt hierzu ist die Auf-
stellung der Differentialgleichungen der geoditischen Linien durch Variation
des Integrals

f <M(%)2+r'~’ (%)Z r?sin? & (%)2— W(%Y) dp.

Wir erhalten als Lagrangesche Gleichungen diese:

L A () - 5 ()~ gemee G0+ 3 S () =0
&0, 2 ardo
dp? ' r dp dp

2 dr dq:

dt+W dfdt )
dp: VW dp dp  °

hier und in der folgenden Rechnung bedeutet das Zeichen ’ die Ableitung
nach 7. Durch Vergleich mit den allgemeinen Differentialgleichungen der

geodétischen Linien:
d xs uv\ day Ay
+Z { } dp dp

entnehmen wir fiir die Klammersymbole {’; v} die folgenden Werte — wo-

— sin ¢ cos 9 <—%>2= 0,

ddqz

p dp =0,

bei die verschwindenden nicht angegeben sind:

(-3 (-og (g
{}zé%’_, {122}=%, {?}:-—smﬁcosﬁ
A
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Hiermit bilden wir:
B8]+ {3+ () 2(1)
4

ot )
W+ E T

1w 1w oM 1 Mw

o= {35 3]
T }+{212}{122}+ a3
G HE D
=—1-3 M{‘FM‘F; LWW

Ko 2 133} {38}
33 ar | 1 29\ 2
T TR
;331 ]11} {121 113}+{14)\\ ;33}{231

BREUANS! 4f) T2
=sm279< 1"%‘ r$+M+;;lng)
== (00)
-{f }<{‘1‘} {51+ {50

1 Mw 1 W w

2 2 w’
—m a2 rMwW
Wegen
Vo= VMWrgsinﬂ
wird

KVg= {(;;{Wv;)’—— 2 MLVW 2YMW + QI/M}smﬁ‘
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und, wenn wir

r r—m
M=—"") W=uw?
r—m r

setzen, wo nunmehr m und w die unbekannten Funktionen von  werden,
so erhalten wir schlieBlich

KVg= {(TW ) — 2wm’\sinz9,

MW, J

so daB die Variation des vierfachen Integrals

[[[[KVgardddodt

mit der Variation des einfachen Integrals
[wm! dr

dquivalent ist und zu den Lagrangeschen Gleichungen
m' =0

(34) w' =0

filhrt. Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Gleichungen in der Tat das
Verschwinden sdmtlicher K, bedingen; sie stellen demnach wesentlich
die allgemeinste Losung der Gleichungen (26) unter den gemachten An-
nahmen 1., 2., 3., dar. Nehmen wir als Integrale von (34) m =«, wo
« eine Konstante ist und w =1, was offenbar keine wesentliche Ein-
schrinkung bedeutet, so ergibt sich aus (33) die gesuchte MaBSbestimmung
in der von Schwarzschild zuerst gefundenen Gestalt

(85) G(dr,dd,de,dt)="—dr*+r2d9*+risin®9de® — = di*.

Die Singularitdt dieser MaBbestimmmung bei r =0 fillt nur dann fort,
wenn « = 0 genommen wird, d. h. die MaBbestimmung der pseudo-
Euklidischen Geometrie ist bei den Annahmen 1., 2., 3. die
einzige regulire MaBbestimmung, die einer elektrizitdtsfreien
Welt entspricht.

Fir ¢ 4 0 erweisen sich =0 und bei positivem ¢ auch r =« als
solche Stellen, an denen die MaBbestimmung nicht reguldr ist. Dabei
nenne ich eine MaBbestimmung oder ein Gravitationsfeld g,, an einer
Stelle reguldr, wenn es moglich ist, durch umkehrbar eindeutige Trans-
formation ein solches Koordinatensystem einzufiihren, daf fiir dieses die
entsprechenden Funktionen g, an jener Stelle regular d.h. in ihr und in
ihrer Umgebung stetig und beliebig oft differenzierbar sind und eine von
Null verschiedene Determinante g’ haben.

Obwohl nach meiner Auffassung nur regulire Losungen der physi-
kalischen Grundgleichungen die Wirklichkeit unmittelbar darstellen, so
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sind doch gerade die Losungen mit nicht reguldren Stellen ein wichtiges
mathematisches Mittel zur Annéherung an charakteristische reguldre Lo-
sungen — und in diesem Sinne ist nach dem Vorgange von Einstein und
Schwarzschild die fiir # = 0 und 7 = & nicht regulire MaBbestimmung (35)
als Ausdruck der Gravitation einer in der Umgebung des Nullpunktes
zentrisch-symmetrisch verteilten Masse anzusehen?). Im gleichen Sinne ist
auch der Massenpunkt als der Grenzfall einer gewissen Verteilung der
Elektrizitit um einen Punkt herum aufzufassen, doch sehe ich an dieser
Stelle davon ab, die Bewegungsgleichungen desselben aus meinen physi-
kalischen Grundgleichungen abzuleiten. Ahnlich verhdlt es sich mit der
Frage nach den Differentialgleichungen fiir die Lichtbewegung.

Als Ersatz fiir die Ableitung aus den Grundgleichungen mégen nach
Einstein die folgenden zwei Axiome dienen:

Die Bewegung eines Massenpunktes im Gravitationsfeld wird durch
eine geoditische Linie dargestellt, welche Zeitlinie ist.

Die Lichtbewegung im Gravitationsfeld wird durch eine geoditische
Nullinie dargestellt*®).

Da die Weltlinie, die die Bewegung des Massenpunktes darstellt, eine
Zeitlinie sein soll, so ist es, wie wir leicht einsehen konnen, stets mog-
lich, den Massenpunkt durch eigentliche Raum-Zeit-Transformationen auf
Ruhe zu bringen, d. h. es gibt eigentliche Raum-Zeit-Koordinatensysteme,
in bezug auf die der Massenpunkt bestdndig ruht.

Die Differentialgleichungen der geodatischen Linien fiir das zentrische
Gravitationsfeld (35) entspringen aus dem Variationsproblem

(s () 4o (G0 e (32 -2 (4] am o
sie lauten nach bekanntem Verfahren:

36) (U () frrsinn e (32) T (I 4,

r—a\dp dp dp r \dp
(87) ;1; (r2 g%/ —r? sinﬁcosﬁ(j—zY: 0,
2ain2 9P
(38) 72 sin ﬁdp—-B,
r—edt
(39) . @zo,

wo A, B, C Integrationskonstante bedeuten.

*%) Die Stellen r = « nach dem Nullpunkt zu transformieren, wie es Schwarzschild
tut, ist meiner Meinung nach nicht zu empfehlen; die Schwarzschildsche Transformation
ist iiberdies nicht die einfachste, die diesen Zweck erreicht.

*) Laue hat fiir den Spezialfall L = « Q gezeigt, wie man diesen Satz aus den
elektrodynamischen Gleichungen durch Grenziibergang zur Wellenlinge Null ableiten
kann; Phys. Zeitschrift 21 (1920).
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Ich beweise zundchst, daB die Bahnkurven des rd¢@-Raumes
stets in Ebenen liegen, die durch das Gravitationszentrum
gehen.

Zu dem Zwecke eliminieren wir den Parameter p aus den Differential-
gleichungen (87) und (38), um so eine Differentialgleichung fiir & als
Funktion von ¢ zu erhalten. Es ist identisch

d [ ,d9 249 do drdd | "8\ (dp\? ds d’y
(40) E(’gdp) dp( dg dp> ( Tdody T dp2 ><EE) 1 dpE
Andererseits liefert (38) durch Differentation nach p:

dr . o P A9\ (do\? | o 2 od’e
(29'@3111 & - 27 smﬁcosﬁd;) (Efp) -+ r%sin 1921?—0
2

. . a
und wenn wir hieraus den Wert von d—p%) entnehmen und rechter Hand

von (40) eintragen, so wird
d [ ,dd d*s do\*
aﬂ“dp) < —20tg 9 (5 ))72<?i§> :
Die Gleichung (37) nimmt damit die Gestalt an:
d 19 — 2 tgﬁ( ) = sin & cos &,

eine Ditferentialglemhung, deren allgemeines Integral
sin# cos (¢ +a) + bcos$ = 0
lautet, wo a, b Integrationskonstante bedeuten.
Hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt und es geniigt daher
zur weiteren Diskussion der geoditischen Linien, allein den Wert & =;—z
in Betracht zu ziehen. Alsdann vereinfacht sich das Variationsproblem

wie folgt J
r [dr\2 5 (Ao r—a (AN
6f{r-¢x (Z‘p> +¢z(¢71;) r (dp) fd
und die drei aus demselben entspringenden Differentialgleichungen erster
Ordnung lauten

(41) ) () -G =4
(42) . re =B
(43) T =

Die Lagrangesche Differentialgleichung fiir r

w A e ) () o



Grundlagen der Physik. 29

ist notwendig mit den vorigen Gleichungen verkettet und zwar haben
wir, wenn die linken Seiten von (41), (42), (43), (44) bzw. mit [1],
(2], [3], [4] bezeichnet werden, identisch

afi] do 4[2]

dt d[3] _dr
(45) ap " Capap Carap

Ty dp —ap i)

Indem wir ¢ =1 nehmen, was auf eine Multiplikation des Para-
meters p mit einer Konstanten hinauslduft, und dann aus (41), (42),
(43) p und ¢ eliminieren, gelangen wir zu derjenigen Differentialgleichung

fiir o =}; als Funktion von ¢, welche Einstein und Schwarzschild ge-
funden haben, namlich:

fdo\2 1+ 4 A
(46) \ﬁ) =7 — s — o' +eg

Diese Gleichung stellt die Bahnkurve des Massenpunktes in Polarkoor-
dinaten dar; aus ihr folgt in erster Anniherung fiir « =0 bei B = Vb,

= —1 -+ aa die Keplersche Bewegung und die zweite Anndherung fiihrt
sodann zu einer der glinzendsten Entdeckungen der Gegenwart: der Be-
rechnung des Vorriickens des Merkurperihels.

Nach dem obigen Axiom soll die Weltlinie fiir die Bewegung eines
Massenpunktes Zeitlinie sein; aus der Definition der Zeitlinie folgt mithin
stets A < 0.

Wir fragen nun insbesondere, ob der Kreis d. h. r = konst. die Bahn-
kurve einer Bewegung sein kann. Die Identitdt (45) zeigt, dal in diesem

Falle — wegen %= 0 — die Gleichung (44) keineswegs eine Folge von

(41), (42), (43) ist; letztere drei Gleichungen sind daher zur Bestimmung
der Bewegung nicht ausreichend; vielmehr sind (42), (43), (44) die not-
wendig zu erfiillenden Gleichungen. Aus (44) folgt

do\? A
oder fiir die Geschwindigkeit » in der Kreisbahn
2
(48) v? = (r%?) = -2“7
Andererseits ergibt (41) wegen 4 < 0 die Ungleichung
ofAdp\? r—eafdi)\?
w0 (de) - r=(8) <o

oder mit Benutzung von (47)

3
(50) r>7f.
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Wegen (48) folgt hieraus fiir die Geschwindigkeit des im Kreise sich be-
wegenden Massenpunktes die Ungleichung 14)
1
51 —=.
(51) v < 15
Die Ungleichung (50) gestattet folgende Deutung. Nach (48) ist die
Winkelgeschwindigkeit des kreisenden Massenpunktes fiir r =7,

dp _ 1/«
at g

Wollen wir also statt r, ¢ die Polarkoordinaten eines um den Nullpunkt
mitrotierenden Koordinatensystems einfithren, so haben wir nur nétig,

@ durch ¢ - V2—O;§t
zu ersetzen. Die MaBbestimmung

T _dritorrde®—"—dt’

r—o 7

geht durch die betreffende Raum-Zeit-Transformation iiber in

Fiir r = 7, erhilt man hieraus

Yo qrt 4 r2de? + V2ar,dedt + (g-j-‘; —1)ar’

ro—0

und da hier, wegen 7, 3‘7“, die Ungleichungen (21) erfiillt sind, so ist

fiir die Umgebung der Bahn des kreisenden Massenpunktes die betrach-
tote Transformation des Massenpunktes auf Ruhe eine eigent-
liche Raum-Zeit-Transformation.

Andererseits hat auch die in (51) gefundene obere Grenze —lg— tiir die

Geschwindigkeit eines kreisenden Massenpunktes eine einfache Bedeutung.
Nach dem Axiom fiir die Lichtbewegung wird nimlich diese durch eine
geoditische Nullinie dargestellt. Setzen wir demnach in (41) 4 =0, so
ergibt sich fiir die kreisende Lichtbewegung anstatt der Ungleichung (49)

die Gleichung
2 dqo>2 r—a(dt)2_ .
r (dp T T \dpd 03
1) Die Angabe von Schwarzschild 1. ¢., wonach sich die Geschwindigkeit des

. 1
Massenpunktes auf der Kreisbahn bei Verkleinerung des Bahnradius der Grenze 5

nihert, entspricht der Ungleichung r = « und diirfte nach obigem nicht zutreffend sein,
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zusammen mit (47) folgt hieraus fiir den Radius der Lichtbahn:

_ 3e
-2
und fiir die Geschwindigkeit des kreisenden Lichtes der als obere Grenze

in (51) auftretende Wert: 1

v=—_.
13
Allgemein erhalten wir fiir die Lichtbahn aus (46) wegen A =0 die
Differentialgleichung -

do\? 1
(52) (3%) =?—92+“93;
. o e 3}3 . S . ,
dieselbe besitzt fiir B = gl den Kreis r = 5~ als Poincaréschen ,, Zykel

— entsprechend dem Umstande, dafl alsdann o — 3% rechts als Doppel-

faktor auftritt. In der Tat besitzt in diesem Falle die Differentialglei-
chung (52) — fiir die allgemeinere Gleichung (46) gilt Entsprechendes —
unendlich viele Integralkurven, die jenem Kreise in Spiralen sich unbe-
grenzt nihern, wie es die allgemeine Zykeltheorie von Poincaré verlangt.

Betrachten wir einen vom Unendlichen herkommenden Lichtstrahl
und nehmen « klein gegeniiber seiner kiirzesten Entfernung vom Gravi-
tationszentrum, so hat der Lichtstrahl angenshert die Gestalt einer
Hyperbel mit Brennpunkt im Zentrum. Daraus ergibt sich auch die Ab-
lenkung, die ein Lichtstrahl durch ein Gravitationszentrum erfihrt; die-

selbe wird ndmlich gleich %‘f

Ein Gegenstiick zu der Bewegung im Kreise ist die Bewegung in
einer Geraden, die durch das Gravitationszentrum geht. Wir erhalten die
Differentialgleichung fiir diese Bewegung, wenn wir in (44) ¢ = 0 setzen
und dann aus (43) und (44) p eliminieren; die so entstehende Differential-
gleichung fiir r als Funktion von ¢ lautet:

x a’r 3« dr\? | «(r—e)
2 —_
(53) e 2r(r—a) (E.t_) + 298 =0

mit dem aus (41) folgenden Integral
dr\2_ [r—ea\? | r—ea\d
o0 (= (5 a5

r r
Nach (53) fillt die Beschleunigung negativ oder positiv aus, d. h. die
Gravitation wirkt anziehend oder abstoBSend, je nachdem der Absolutwert
der Geschwindigkeit
r
t

r—aoa
r

& &

P
% |

.5:11 L
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oder
1 r—«
> 7—37 -
ausfallt.
Fiir das Licht ist wegen (54)
ldr| _r—e,
|~ r

das geradlinig zum Zentrum gerichtete Licht wird in Ubereinstimmung
mit der letzten Ungleichung stets abgestoBen; seine Geschwindigkeit
wichst von O bei 7 =« bis 1 bei r=ooc.

Wenn sowohl o« wie % klein sind, geht (53) angendihert in die
Newtonsche Gleichung

2

=
<

|

1
2

S
- 2

2

=9

4
iber.

(Eingegangen am 29. 12. 1923.)



Uber nichtholonome Systeme.
Von

Georg Hamel in Berlin.

Den Ansto8 zu dieser Arbeit gaben zwei Noten des Herrn Ivan Tzénofi:
_Sur les équations du mouvement des systémes matériels non holonomes®,
die 1920 in Liouvilles Journal?) und soeben 1924 in diesen Annalen?
erschienen sind. Herr Tzénoff leitet Bewegungsgleichungen ab, die einen
Mischtyp aus Lagrange und Appell darstellen; die Rechnung kann erheb-
lich vereinfacht werden, so daB man das Resultat sofort einsieht: das soll
in § 1 geschehen,

Weiter vergleicht Herr Tzénoff seine Gleichungen mit denen, die Herr
Woronetz in seiner Arbeit®): ,,Uber die Bewegung eines starren Korpers,
der ohne Gleitung auf einer beliebigen Fliche rollt* 1911 in § 5 abgeleitet
hat und die inhaltlich mit den von mir in meiner Habilitationsschrift 1903
(auch in der Zeitschrift fiir Math. und Physik*) 1904): ,,Die Lagrange-
Eulerschen Gleichungen der Mechanik* sowie in der Annalenarbeit?) ,,Uber
die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik® gegebenen Bewegungs-
gleichungen iibereinstimmen, nur daB meine Gleichungen erheblich weiter-
reichen, indem sie die Verwendung beliebiger nichtholonomer Geschwindigkeits-
parameter gestatten. In der Form aber sind meine Gleichungen so iiber-
sichtlich wie die Lagrangeschen, was man von denen des Herrn Woronetz
nicht behaupten kann. Da meine Arbeiten offenbar wenig bekannt sind
— Herr Tzénoft nennt sie nicht —, mochte ich in § 2 kurz zeigen, wie

die Gleichungen des Herrn Woronetz als Spezialfall in meinen ent-
halten sind.

1) Journal de Math. pures et appliquées (8) 3.
?) Math. Annalen 91.
%) Math. Annalen 70.
%) Zeitschr. f. Math. u. Physik 50.
%) Math. Annalen 59.
Mathematische Annalen. 92 3
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Drittens erwahnt Herr Tzénoffi am Schlusse seiner Arbeit einen
bemerkenswerten Satz des Herrn Woronetz iiber das Hamiltonsche Prinzip
(§ 7 der genannten Arbeit): aber sowohl Herr Woronetz wie auch Herr
Tzénoff beweisen die Richtigkeit nur so, daB sie die Ubereinstimmung
mit ihren Bewegungsgleichungen dartun, wihrend man den Satz auch
sofort, fast ohne Rechnung aus dem richtig verstandenen Hamiltonschen
Prinzip einsehen kann, wenn man sich der Uberlegungen meiner Arbeiten
bedient. Das soll in § 3 dieser Note ausgefiihrt werden. Ich bediene mich
der Bezeichnungen meines Lehrbuches iiber ,,Elementare Mechanik* (Teubner,
Leipzig 1912, 2. Aufl. 1922.)

§1.
Die Gleichungen des Herrn Tzénofl.

Es liege ein rheonomes System von einer endlichen Anzahl von
Freiheitsgraden vor, d.h. es lasse sich der Ortsvektor nach irgendeinem
Punkte des Systems durch

(1) 47:7(%: Qos v oo G Tnvrs » o5 Tntnd t)

darstellen, so daB die kinetische Energie B eine quadratische Funktion
der ¢ wird, mit Koeffizienten, die noch von den ¢ und von der Zeit ¢
abhiingen konnen.

Ferner mogen noch die folgenden, im allgemeinen nichtholonomen
Bedingungen gegeben sein:

n

(2) Gutm™= 2 Oy o s (m=1,2,...,k),
§=1
denen die Bedingungen fiir die virtuellen Verschiebungen
(2’) 6Qn+m= Zam,saq
entsprechen. Nach (2) gilt
(3) én-&-m:Zam sqs+
8
und daher
Olnem _
(4) an am,s’

Aus (1) folgt in bekannter Weise fiir die Geschwindigkeit eines System-
punktes
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und fiir die Beschleunigung
_ dF . a7 - - a7
w:WMZBQ, qi +2’ aq“+‘ qnfs
und daher
o _ or .
(5) % o (=1,2,..,n+k)

Weiter folgt aus (1) fiir die virtuellen Verriickungen

i]
i t\ﬂ .

q’a +2 Uq Qn+s

§=1

(6)

und daher aus dem Lagrangeschen Prinzip (Vereinigung des Prinzips der
virtuellen Arbeiten mit dem von d’Alembert),
Sdmw-67 = 8 dk-oF,
durch Einsetzen von (6)
(7) ZQ 5q‘; ! 2Qn+saqn+s'—'2K6q1_L S‘ n+séqn+s’
=1

wo die @ die Lagrangeschen Beschleunigungskomponenten Sdmﬁi—g—;: und

die K die Kraftkomponenten Sd@g-:— sind. (S bedeutet die Summation
iiber das System.)

Setzt man nun (2') in (7) ein und beachtet, daB die dg; nun ganz
willkiirlich sind, so bekommt man die Bewegungsgleichungen in der
Rohform

x %
(8) Qi+2am,iQn+m:Ki+2am 1Kn-rm:K
m=1 m=1
Nun ist bekanntlich
d E

(9) =3 (52) 50>
aber nach (5) auch gleich
(10) Samw L = Sdmw 22 _ 27,

g 59; aqi

wo W die bekannte Appellsche Beschleunigungsfunktion } Sdm w? ist.

Nehmen wir in (8) fir @, den Ausdruck (9), fiir @

o+ den Aus-
druck (10), so bekommen wir

jt (ag,) Bq +§ m, i = Ki,

6q n+m
3%
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oder wegen (4)
d (36E\ _E | oW

@ i o)~ %t %
wo der Strich an W’ andeuten soll, daB die Differentiation nach den ¢, nur
insofern vorgenommen werden soll, als sie in den g,,, enhalten sind
(nach (3)).

Dies sind die Gleichungen des Herrn Tzénoff in der zweiten Form.

Seine erste Form li8t sich aber auch sofort gewinnen:

=K (1=1,2,...,n),

Bezeichnet man das E, in das man die ¢, ,, nach (2) eingesetzt
hat, mit E”, so ist

(11) oE" bE Z 0ntm __ oE N oK

aQG = 0 aQn-}—m agz an ' aQJ‘ )

wenn auch hier der Strich an £’ #hnlich wie oben bei W' andeuten soll,
daB nur nach den Variablen differenziert werden soll, die in den g, _,,
vorkommen (nach (2)).

Ebenso ist

II

—_ __}_ aQn1—m 6E B aE’
(12) aqz B aq %Y agu-rm 04; aql aq' )

Lést man (11) und (12) nach %];i bzw. nach % auf und setzt in (I)
i i

ein, so erhdlt man die ersie Form des Herrn Tzénoff:

\ L
1

6g:  At\ 0% ) g,

d 3E” oE" 3E’ d /0E\ oW’ ’
&oos N L — K
(II) dt ( 6&,) aq, ! v

§2
Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen.

In meinen zu Anfang zitierten Arbeiten habe ich folgendes bewiesen
(man vergleiche auch die Darstellung in Heuns Lehrbuch der Mechanik 1,
Kinematik, Goschen 1906):

Es sei 7 eine bloBe Funktion von ¢, ¢,,...,¢,, also E eine bloBe
Funktion der ¢ und der ¢. Man fiihre neue GeschwindigkeitsgréBen als
unabhéngige lineare Funktionen der ¢ ein,

(18) w, = 2”’ b, ,q, oder aufgeldst ¢,= Zn’ ¢, , 0
i=1

Entsprechend virtuelle Verschiebungen,

(14) 89, = 3b, g, oder aufgelist dg,— S, 59,
=1 X
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Aus diesen beiden Definitionen folgen unter der zuldssigen, aber nicht
gerade notwendigen Annahme

(15) odg; = ddg;,
welche mit
dd¥V = d o7
gleichwertig ist, die Ubergangsgleichungen ,
(16) déd, — 6dﬁm=i§;’ﬁi’s’m6ﬁidﬁs,
wo d9 = wdt und -
(17) ﬁt,s,m:,z—,(%%:l—égg:_h)cl,zch,s

ol
gesetzt ist.
Niitzlich, "aber nicht notwendig ist es, die 49, als Konstante auf-

sufassen und die zweiten Gleichungen (14) als infinitesimale Punkttrans-

formationen, dann geben die zweiten Gleichungen (13) zusammen mit den

Ubergangsgleichungen (16) die erweiterten Punkttransformationen ddg,.
Aus dem Lagrangeschen Prinzip wird dann

(18) 2 Q;89,= Y K; 69,

wo die rechte Seite die vi;'tuelle Arbt:it der eingeprigten Krifte Sdko7F
ist, wihrend

(19) Q.=% _xE

ist. Dabei bedeutet die ImpulsgroBe J; die Ableitung von K nach w,,

wihrend X; E die zu 89, gehorende erweiterte Punkttransformation von E
ist. Ausfiihrlich geschrieben ist

, _d [9E 0B (4E
(19 ) Qi‘?ﬁ(m)”{—%vﬂz,s,mws awm—\aﬁ‘)‘
Hier ist <2—f‘> eine Abkiirzung fﬁrZ Zf ¢, ;- Sind die §; als wirkliche
2 " s 77

Koordinaten vorhanden, so ist dieser Ausdruck die Ableitung von E
nach 9,, die # sind null und wir haben in (19°) den bekannten
Lagrangeschen Ausdruck (9) fiir die @,.

Wenn nun die ¢; alle unabhingig sind und daher die 64 alle will-
kiirlich, wenn wir also ein holonomes, skleronomes System haben, es aber
fiir gut finden, die nichtholonomen Geschwindigkestsgrofen « einzufihren,
so lauten die Bewegungsgleichungen nach (18)

(III) *) : Q =K, (1=1,2,...,0),

%) Die Gleichungen (III) mit (19') schon 1898 bei Volterra: ,Sopra una classe
d1 equazioni dinamiche“. Atti di Torino 33. Ferner bei Woronetz, 1 c. Gl (25) § 8.
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wo die @, nach (19) bzw. (19") zu bestimmen sind und die
- oF = (o7
Ki—;g’c,,isak—@=3dk(m).

Wenn aber das System nichtholonom und rheonom ist, so konnen
wir es so einrichten, daf

(20) ¢,=9,=1 und also §,=w,=1 Iist,

und entsprechend

(20") ég,=069,=0,

daB ferner die nichtholonomen Bedingungsgleichungen die Form annehmen:
(21) Wy, =0 (h=1,2,....,n —k—1)
und entsprechend die virtuellen Verschiebungen verschwinden:

(21") 09,1, =0 (h=1,2,...,n—k—1),

wihrend die k ersten ¢ frei bleiben.

Infolgedessen bestehen bei den nichtholonomen Bedingungen (21) nur
die % ersten der Bewegungsgleichungen (III) und in diesen hat man dann
noch (20) und (21) einzusetzen, so daB der Summationsbuchstabe s in (19")
nur die Werte 1 bis % und » annimmt. Ferner sieht man: wenn ein 9,
eine wirkliche Koordinate ist, sind nach (16) die § mit dem letzten In-
dex ¢ Null und die entsprechenden Glieder kénnen in (19") fortgelassen
werden.

Das sind die von mir gegebenen und als Lagrange-Eulersche bezeich-
neten Gleschungen fiir nichtholonome Systeme.

Um die Gleichungen des Herrn Woronetz zu bekommen, brauchen
wir das Ergebnis nur fiir den in § 1 geschilderten Fall hinzuschreiben.

Wir setzen

(22) w;=¢, und 0% =dq, fir t=1,2,...,n,

so daB die f mit einem SchluBindex kleiner oder gleich n nuil sind.
Weiter setzen wir

k
(23) wn-\-m:q.n-rm'— Za’m,sqs _'amén-rkﬁﬂ:O fir m=1, trte k
1

und entsprechend

o

(23’) 6ﬁn+m=6q'n+m_ am,36QS_am6Qn+k-r1=0 fiir m=13""k'

s

&=

Endlich setzen wir

(24) i1 = Gnizer =1
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und

(24') ) 03 141 =0 i 141 =10,

so daB auch die B mit dem letzten Index n 4 k£ + 1 null sind.
Folglich lauten die Bewegungsgleichungen

(V) dJi_}" 2 lgzsn—f-m s n+m+ 2 /3, nt+krl, n+mJn+m

m=1,2,...,

_(%)zﬂg (i=1,2,...,n).

II n

m

Dabei ist J; fiir £ =1, ..., n gleich -ﬁ-f:

Weil aber in allen Fillen nach der Differentiation, hier aber auch
schon wor der Differentiation die Gleichungen (22), (23) und (24) benutzt
werden diirfen, ist auch fir 7 =1,...,n

__9E”
i aéi .

Dagegen ist
oo oE oE

J ==

nTm

COnim  Ouim’
und hier darf man erst nach der Differentiation von den Bedingungs-
gleichungen (23) und (24) Gebrauch machen.
Rechnet man noch die § nach (23)und (23) aus, so hat man in (V)
genau die Qleschungen des Herrn Woronetz.
Vergleicht man die verschiedenen Formen von Bewegungsgleichungen
miteinander, so ist sicher die Form (19)
Y _XE=K
neben der Appellschen
oW

T K
die iibersichtlichste. Bei welcher die Ausrechnung am einfachsten ist, das
wird sehr von den besonderen Umstinden abhingen. Oft wird die Roh-
form (8) unter Benutzung von (9) das einfachste sein. In jedem Falle
aber sind die Formen der Herren Appell und Tzénoff deshalb zu beanstan-
den, weil sie die Funktion W brauchen, wahrend man mit £ und den Be-

dingungsgleichungen auskommt.
§ 3.
Der Satz des Herrn Woronetz.
Aus der Lagrangeschen Zentralgleichung

Sdmz?z-ér_E;Sdmv OF—O0E=04
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ergibt sich sofort durch Integration
iy
Squ—)-aﬂjj—_—.tf(aEJraA)dt,

und wenn man an den Enden des Zeitintervalls nicht verschiebt, das
Hamiltonsche Prinzip:

(25) J(BE+064)dt=0.

Da die Giiltigkeit der Lagrangeschen Zentralgleichung durchaus an die
Annahme

doF —0d7r=0
gekniipft ist (siehe dariiber meine zweite Arbeit), so hat man auch
(26) ddqg=14ddyq

fiir alle ¢ ohne Ausnahme anzunehmen und hat deshalb, wenn
w; =0

eine nichtholonome Bedingung ist, wohl
89, =0

zu nehmen, aber nichi
dow; =0,

da sonst nach den Ubergangsgleichungen die vorstehenden Bedingungen
im allgemeinen nicht zu erfiilllen wiren. Infolgedessen darf man auch
in dem Hamiltonschen Prinzip nicht vor Ausfiihrung der Variation von den
nichtholonomen Bedingungen Gebrauch machen, sondern erst hinterher.

Nun ist aber, wenn wir wieder von den Annahmen des § 2, insbeson-
dere den Gleichungen (20) bis (21") Gebrauch machen,

x
i E oE
3E) e, 01 =2 (7e) S, (-) dw,
( )wl.—rh—(),wn—-l TE (5% o2 =0, wu=1 Qz+ g{ 00 a4 y=0, w0y =1 ;

oE

L= daw,, .
Oy = <5wn

n

n
=1
n—k—1 oE
—7%7 <5mk+l

b )(pk_‘_h:o,w,‘:l

>“)k+h=0' w,=1

In den beiden ersten Gliedern darf man auch vor Ausfithrung der Diffe-
rentiation w,,, =0 und w, =1 setzen, so daf die beiden ersten Glieder
zusammen OE  ergeben, d.h. die Variation von E unter Beriicksichtigung
der nichtholonomen Bedingungsgleichungen; das letzte Glied fillt fort, da

SE=08E" + DI L
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und das Hamiltonsche Prinzip (25) nimmt die Form an
(VI) f((SE”—f—l 2 ;’k+lawk+l+6A)dt=O)

=1,2,...,n—k—

wobei (26) fiir alle g zu beachten ist.

Das ist der Satz des Herrn Woronetz:

oMan darf im Hamiltonschen Prinzip in der kinetischen Energie
vor Ausfihrung der Variation von den michtholonomen Bedingungen Ge-
brauch machen, wenn man zur Korrektur dieses Fehlers die Variation der
linken Sesten der nichtholonomen Bedingungsgleichungen o, ,=0, jede
met dem zugehorenden Impuls multipliziert, unter dem Integral hinzufiigi.“

Berlin, den 3. Mirz 1924.

(Eingegangen am 4. 3. 1924.)



Sur les percussions appliquées aux systémes matériels.
Von

Ivan Tzénoff in Sofia (Bulgarien).

1. Niven a montré (Messenger of Mathematics 4 (1867)) comment on
peut appliquer les équations de Lagrange & l’étude des percussions appli-
quées aux systémes matériels holonomes. Le méme sujet a été traité par
Routh (Rigid Dynamics I.). La méthode suivie par ces auteurs n’est
pas parfaite, car les équations qu’ils obtiennent contiennent encore les
percussions de liaison provenant des liaisons nouvelles introduites au moment
de la percussion. Ces équations ne satisfont donc au but poursuivi par Lagrange,
qui consiste & obtenir des équations ne contenant aucune force de liaison.
M. Appell (Journal de Mathématiques 1896) y arrive, en effectuant un certain
changement de paramétres qui servent & déterminer la position du sys-
téme holonome, au moyen duquel certains nouveaux paramétres (dont le
nombre est précisément égal au nombre des liaisons finies qu'on impose
subitement au systéme) deviennent nuls. Aprés ce changement de para-
métres, M. Appell parvient & des formules qui expriment la propriété sui-
vante: Les dérivées partielles de I’énergie cinétique par rapport aux dérivées
des paramétres qui ne s’annulent pas au moment du choc, gardent les
mémes valeurs avant et aprés le choc.

M. M. Beghin et Rousseau (Journal de Mathématiques 1903 ) en effec-
tuant un changement de paramétres analogue & celui de M. Appell ont
montré que la propriété ci-dessus est encore valable pour les systémes
non holonomes. Dans le méme journal, M. Appell obtient d’une autre fagon
les résultats de Beghin et Rousseau.

Nous nous proposons de montrer, comment on peut se servir des
équations du mouvement des systémes établis par nous antérieurement?),
pour étudier les percussions, appliquées & n’importe quel systéme. holonome

1) Voir: 1. Annuaire de I’Université de Sofia 1919; 2. Journal de Math. pures
et appliquée# 1920; 3. Math. Annalen 91 (1924).
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ou non holonome, sans faire aucun changement de paramétres. Nous con-
sidérerons premiérement le cas d’une percussion donnée; ensuite le cas ou
on w’a plus de percussion donnée, mais qu'on impose au systéme tout
d’un coup des liaisons nouvelles, exprimées par des équations finies ou des
équations différentielles. Enfin nous déduirons le théoréme bien connu de
Carnot des équations générales que nous obtiendrons. La méthode que
nous donnons est plus simple et plus pratique que celle de M. Appell.
2. Cas d’une percussion donnée. Supposons que la position du systéme

non holonome dépende de % -+ p parametres q,, ¢o, ..oy Gy« - o5 Q5 Libs
par les p relations différentielles

k
(1) qllt+i=§aiaq;+ai (2.21, 2:"" p)

4 laide desquelles les quantités ¢; ., q; ..---> ¢ ,p Sont exprimées en
fonction des paramétres et des quantités ¢, q;, ..., ¢}.

Supposons qu’a partir du moment #, une force de percussion donnée
commence & agir et dure pendant P'intervalle de temps infiniment court
t, —t,- Alors le mouvement du systéme sera troublé et les vitesses de
ses différents points éprouveront, pendant le temps #, — 7,, des variations

finies sans que la position du systéme change sensiblement. Les quantités
M IR Y M

qui définissent les vitesses, passent dans D’intervalle de temps trés court
t, —t, des valeurs

(87095 (8095 -+ (82)gs - > (841 p)0
aux valeurs
(ql)l’ (q (Qk *o (q]:_rp)l >

tandis que les quantités

Qs Gas-oon Qs oo Qe
qui définissent la position du systéme, ne changent pas sensiblement de
valeur. Nous ne considérerons que la premiére approximation qui con-
siste a négliger Iintervalle #, — #,, et supposer que les ¢’ changent brus-
quement de valeur, tandis que les ¢ ne changent pas.

Désignons par T, et S, la demi-force vive et la demi-énergie d’accé-
lération du systéme en ne tenant compte que des liaisons finies imposées
au systéme. D’autre part, désignons par 7' une quantité analogue & T,
mais obtenue en tenant compte aussi des relations différentielles (1).
Enfin, désignons par T, la fonction T',, considérée comme fonction des
quantités qk $q? s qk +p seulement et pat 8, la fonction 8, considérée
comme fonetion des quantltes Ui By seulement én n’oubliant pas
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que gp (s> Gyip O Qg oo s 4y, sont déterminées par les équations (1).
Alors DPéquation générale de la dynamique, sous la forme que nous lui
avons donnée?), est

k ¥4
d oT oT |, oT, __‘_d_aTl , 08, o S‘V
Z(d—taq;_aqa_t_aqa dta‘q'é"t—aq:{)’sqa—‘anaqaa

a=1

ou bien
oT oT
(2) Zd(m)aqa—zaqaaqadz

%
, o T, d T, 28,
TZ(@;@*&;@—F@) 6qadt=ZQa6qadt'

a=1

On peut appliquer cette équation pour un moment quelconque ¢ de
Pintervalle (f,,?,), pourvu que tous les dg, soient arbitraires et indépen-
dants, ce qui signifie, que les déplacements virtuels (dz, 0y, dz) des points
du systéme sont compatibles avec toutes les laisons, finies et différen-
tielles, qui existent & linstant z. Mais étant donnée la petitesse de I'in-
tervalle t, —1,, on peut considérer les liaisons existant au moment %,
comme invariables pendant Dintervalle ¢, — ,, de fagon que les déplace-
ments virtuels qui sont compatibles avec les liaisons & Iinstant 7,, le
seront encore 3 linstant ¢ et inversement. Nous pouvons donc, aprés
avoir choisi pour les dg, un ensemble de valeurs admissibles au moment #,,
conserver les mémes valeurs pour toutes les valeurs de i entre 7, et ?,.

Intégrons maintenant ’équation (2) entre %, et #,, en supposant &, — %,
infiniment petit, et que les liaisons, de méme que les dq , sont invariables
pendant cet intervalle de temps; nous obtiendrons

1 1

12 2
; oT _ [aT oT, _ 4T, 08
(3) Zaq“["?@ 'tfaqadt+£[.<5_q;—ﬁﬁq;+8q’
0 0

)dz] — Naq, ft lQadt,

4
@
0T +, . .. . oT
AW désignant la variation brusque subie par o0
a a

La quantité ‘%, étant fonction des paramétres g, et des quantités g,

reste finie; par conséquent I’integrale
23
oT
——dt
[
123
tend vers zéro avec f, —t,. C’est pourquoi nous négligerons ce terme.
L’expression
oT, d 0T,

88,
Gq. ~diag, "ol
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est aussi une fonction des g, et des g/, mais ne dépend pas des q”. En
effet, en nous appuyant sur la relation connue entre les fonctions 7', et. S,

8S, daT, T,

bqF  dtagq] T b, (s=1,2,..,k,....k+p),

et sur les relations (1), nous aurons

. ? -
0T, d T, B oT, aqlc-&—z 12 0Ty 04f.; _aso 098 ¢
o, b0l =TT - AL T A = A

o7, (39;2+i _ a aqlfeﬂ') _ 9T, 3q}2+¢} .
gt ‘_aq;ﬁi aq, dt aq} 6qk+i aql

d’ott Pon voit que la quantité en question ne dépend pas des g; par
conséquent elle reste finie et Pintégrale

z
(L, _ 4ot | 88\ g,
og, dtog, aqy
to

tendra vers zéro avec t, — f, et pourra étre négligée.
Si nous posons

21
andt:Pa,
to

I’équation (3) prendra la forme

(4) 264 (P~ 457)="0.

Et comme tous les 5qa sont sndépendants, nous obtenons le systéme
de %k équations

(5) 4L _p, (€=1,2,.... k).

aq,,

Les premiers membres sont des fonctions linéaires et homogénes des
k différences

(), — (€))g> (20),— (@) -+-»> (22),— (@2)s-

, Comme les (g;);s (95)y> - --» (1), sont connues, on en déduit les
(g7), '(q;)l, .-+>(g;),- Enfin des relations (1), on tire les (g;_.),-.., (924p)1
ce qui achéve la détermination des quantités ¢, P (N A » apreés
la percussion, et par conséquent la détermination des vitesses aprés le choc.

Remarques: 1) Pendant le temps ¢, — #, infiniment court que dure
la percussion, prennent naissance des percussions de liaison, dues aux
lLiaisons existant pendant la durée de la percussion. Mais ces percussions
n’interviennent pas dans Iéquation générale de la dynamique, car, les
déplacements virtuels du systéme étant compatibles avec les liaisons
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existant pendant le temps ¢, —¢,, la somme des travaux des percussions
de liaison est nulle, en supposant bien entendu que les Haisons sont réalisées
sans frottement. On vérifie cette propriété de la méme maniére que
dans le cas de forces de liaison ordinaires. Cela tient au fait que les
percussions de liaison sont dues aux forces de liaison, agissant pendant la
durée t, —t,, et que les corps du systéme ne se sont pas sensiblement
déplacés pendant la durée de la percussion. Par exemple, si nous avons
deux corps S et 8’ en contact sans frottement, les forces de liaison sont
normales au plan tangent commun et sont égales et directement opposées.
D’ott il s’ensuit que les percussions résultant de cette liaison sont aussi
normales au plan tangent commun et sont égales et directement opposées.
En effet, en désignant par «, f, y les cosinus-directeurs de la normale
commune, et par N la réaction de 8’ sur S, les projections de N seront
Ne, N8, Ny. Pendant le temps #, — ¢, N devient trés grand et donne
naissance & une percussion de liaison, qui a pour projections

123 2% 121
[ Nedt, [Npdt, [Nyd:.
i to to

Mais comme le corps ne se déplace presque pas pendant la durée ¢, —¢,,
nous pouvons considérer «, §, y comme indépendants de ¢ et écrire ces
projections de la sorte

1 t t
«[Ndt, p[Ndt, y[Nds.
i to to
La percussion de liaison de S’ sur S est le vecteur

21
P= [ Ndt,
to

normal au plan tangent commun. De méme, la percussion de liaison de
S sur S’ est un vecteur P’, égal et directement opposé & P, car ses pro-
jections se déduisent des précédentes en changeant les signes. Alors,
pour un déplacement compatible avec la liaison, la somme des travaux
des percussions P et P’ est mulle.

2) Les raisonnements précédents restent encore valables pour le cas
particulier, ou le systéme donné est holonome, car il est évident que
Péquation (4) est la méme, que le systéme soit holonome ou non. Dans
ce cas, les équations (5) suffisent pour déterminer I’état des vitesses apreés
la percussion, parce que dans ce cas le nombre de ces équations est exacte-
ment égal au nombre des paramétres ¢ du systéme holonome,

3. Cas ou il nexiste pas de percussion donnée, mais qu'on tniro-
duit subitement de nouwvelles liaisons persistanies. Si on introduit dans
le systéme, pendant la durée trés courte que dure la percussion, de
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nouvelles liaisons persistantes, alors pour en tenir compte, il ne faudra
considérer, parmi les déplacements compatibles avec les liaisons existant
antérieurement que ceux qui le sont aussi avec les liaisons nouvelles.
Par conséquent, les nouvelles liaisons n’ont pour effet que de restreindre
le champ des déplacements virtuels. Il est rare que lintroduction des
nouvelles liaisons coincide avec le moment ol agit la percussion donnée.

Mais ce qui arrive souvent c’est que, sans avoir fait agir sur le systéme
une percussion donnée, on introduit subitement & Tinstant #, de nouvelles
liaisons persistantes; alors pendant lintervalle de temps trés court 7, — ¢,
les vitesses des differents points du systéme éprouvent ‘des variations finjes
sans que le systéme change de position. Alors dans le systéme prennent
naissance des percussions dues aux nouvelles forces de liaison, c. & d. des
percussions de liaison, quon doit laisser de c6té, comme nous Pavons
expliqué plus haut.

Voyons maintenant quelles sont les équations qui déterminent les
variations des vitesses.

Supposons maintenant que les nouvelles liaisons sont au nombre de
7 (r<%k). Elles peuvent étre finies ou différentielles et représentent cer-
taines relations qui existent entre les paramétres g et leurs dérivées
g, (¢=1,2,..., k). Supposons que les nouvelles liaisons soient données
par les équations

n
(6) 91:+j=f§1bjf9f’+bj (j=1,2,...,r), (n=k—1r)
d’ou Von tire

n
(7) 6qﬂ+).=f_=_,51bjf6gf j=1,2,...,7).

Comme il n’y a pas de percussions données P, =0 et I’équation (4)
prend la forme

7 7

6T aT
M6g. 45—, 8q,. A7 =0,
= o aqf+j==21’ Wi gl

ou, en tenant compte des équations (7), et que d’aprés (6)

9544 -
‘a—qf,‘=bjf (9=1,2,...,T),

nous obtenons

n r
5T oT gl ;
4=+ D4 . ",f) 6g.=0.
f:Z:( o9 é’ 605; oaf )%
La quantité T (Dénergie cinétique du systéme) est une fonction des

coordonnées ¢,, gy, - -, Gy» - - -5 Qi+, QU systéme et des quantités

s ro7 ’
91599004 9, 9,.+1a ey Q,H,,:,,,
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les ¢’

’ 2 1] L 2 . .
s eys -0 4r ., étant déterminées par les équations (6). Alors, si nous

désignons par 7 la fonction 7, considérée comme une fonction des quan-
tités ci-dessus, mais en tenant compte des relations (6}, la derniére
équation obtenue prend la forme

Z’A dqf—-—O
=1

Comme les dgq, (f=1,2,...,n) sont arbitraires, cette équation nous
donne les » équations

(8) 457=0 (f=1,2,...,n),
ou bien

4 oT\ _ [oT B '
®) (aq;l*(aq;)o (f=1,2,...,n);

ces équations sont linéaires et homogénes par rapport aux k différences
(8): — (8 )or =5 (@) = (%, )o> «- -5 (%) —(3)s.
A Tinstant #,, ou la percussion commence, les quantités
(@7)0s - (00> -+ (25D

sont indépendantes et ont des valeurs données; & Vinstant ¢,, ou la per-
cussion finit, les quantités
(Q1)19 (q2 12t (q )1
sont indépendantes et leurs valeurs sont déterminées par des équations (8);
tandis que les autres quantités
(qf:+1>17 (97:4-2)1’ ree2 (9}:)1

sont déterminées par les relations différentielles (6), prises a linstant ¢,
¢. a. d. par les équations

n
(9) (Q,«:_rj)1='f§bjf(qj:>l (7=19 2,...,7)
Done, les équations (8) et (9) au nombre de n - r =k déterminent

complétement les
(¢)0 (8)s -+ (g0

et par conséquent les équations (1), (8).et (9) déterminent I'état des
vitesses aprés les percussions.

Les équations (8) expriment la propriété suivante:

Les dérivées partielles de la jonction T, énergie cinétique du systéme,

ou les quantités g/, q,, ..., q, sont indépendantes et les q;  , 4, o5---5 4,
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sont déterminées par les liatsons subitement introdustes, par rapport aux
variables indépendantes, ont les mémes valeurs avani et aprés le choc.

Remarques. 1) Les raisonnements précedents restent en vigueur
aussi pour un systéme holonome, dans lequel on introduit brusquement
de nouvelles liaisons, exprimées par des liaisons finies ou différentielles,
puisque nous avons vu que Déquation (4), dont nous avons tiré notre
théoréme, est la méme pour les systémes holonomes et non holonomes.

2) Il faut remarquer quil y a une différence entre les liaisons ex-
primées par P’équation (1), et celles exprimées par les équations (6). Les
deux sortes de liaisons sont persistantes, c. a. d. elles existent aussi aprés
le choc, comme pendant le choc, mais les liaisons (1) existent avant le
choc, tandis que les liaisons (6) n’existaient pas avant le choc. Par con-
séquent, nous n’avons pas le droit de substituer dés le début dans 7 &
Q) 1> Dppss o> 9py, leurs valeurs tirées de (6) et calculer alors les dé-
rivées partielles par rapport & ¢/, ¢,, ..., ¢q,, les seules quantités dont
elle dépend; pour faire ce caleul il fant faire comme nous P’avons expliqué
plus haut, c. 4. d. d’aprés la régle de dérivation des fonctions composées.

3) Si les nouvelles liaisons subitement introduites, exprimées par les
équations (6), existent seulement pendant le choc, mais non pas aprés,
c. a. d. si les nouvelles liaisons ne sont pas persistantes, les équations (8)
au nombre de n, servent & déterminer les n - » =k inconnues

(915 (@) -+ ()5 -5 (80

les équations (9) dans ce cas n’existent pas. Pour pouvoir déterminer
toutes les inconnues, il nous faudra encore r autres équations. Pour les
obtenir, il faut faire des hypothéses particuliéres sur les phénoménes qui
se déroulent aprés le choc subi par le systéme. Considérons par exemple
le choc direct de deux sphéres, ayant des rayons R, et R,, des masses
m, et m,, dont les centres se déplacent sur un axe fixe ox. Supposons
que les deux sphéres effectuent des mouvements de translation. Désignons
par z, et x, les abscisses des centres des deux sphéres; la position du
systéme dépend des deux paramétres xz, et z,. Au moment du choc une
nouvelle liaison s’introduit: elle s’exprime par 1’équation finie

2g—x, — R, — R,=0,

qui exprime que la distance des centres est égale & la somme des rayons.
La fonction 7 sera

T= %(mlx{‘-’—l—m.}x‘,"‘),
et Péquation (6) sera
(10) ) =g/ .

Mathematische Annalen. 92. 4
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Alors d’aprés I’équation (8) nous aurons
0T oT
(Fh= (&),
c a. d.

(11) my (), + my (25)y = my (2])o + my (7)o 5
cette équation exprime que la somme des projections sur I'axe oz des
quantités de mouvement ne change pas.

Si la liaison (10) est persistante, c.a.d. si les sphéres sont par-
faitement molles, I'équation (10) subsistera aprés le choc et nous donnera

(12) (@)= ()

équation qui remplace les équations (9). Alors les équations (11) et (12)
suffisent pour déterminer les inconnues (x;), et (), .

Si la liaison subitement introduite (10) ne persiste pas aprés le choc,
¢.4.d. n’est pas persistante, alors I'équation (12) n’existe pas et I'équation (11)
ne suffit pas pour la détermination des inconnues. Ce cas se présente quand
les sphéres sont parfaitement élastiques, c. . d. quand il n’y a aucune
perte de force vive. Dans ce cas nous aurons
(13) m () + my (23); = my () = ma (21)g -

Des équations (11) et (13) nous pouvons déterminer (z;), et (%), -

Nous allons maintenant traiter quelques problémes, ot les liaisons
introduites sont persistantes.

4. Exemples. 1) Pendule balistique. Supposons que le projectile se
déplace dans un plan vertical d’un mouvement de translation; prenons
pour origine des coordonnées la trace de I’axe de suspension sur ce plan.
Désignons par r et « les coordonnées polaires du projectile, par 6, 'angle
de déviation du pendule de la verticale. La position du systéme dépend
de trois paramétres r, « et 6. Aprés le choc, le pendule composé formé
par le projectile et le pendule balistique tourne autour de I'axe de sus-
pension. Par conséquent, r reste constant (=a), « devient égal & 6.
Les liaisons introduites sont:

(14) r=a, a==0
ou bien
(14" r=0, «'=0.

L’énergie cinétique du systeme est

P— 11107 +m(r+r2e)].
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I désignant le moment d’inertie du pendule par rapport & Paxe de
suspension. Mais comme on a introduit subitement deux liaisons nouvelles,
nous n’aurons & écrire qu’une seule équation, notamment celle qui se

rapporte & 6
(8T\ __ (0T
\57;7)1* (57)0’
I(e’>1 +mr? (“')1 = 1(9,>o + mr“(a')o >

mais d’aprés (14”) et (14) nous avons (e’), = (0"), r =a. Done

(I+ma?)(0), =ma*(a’),,

ou

(6"), étant nul puisque le pendule part du repos. L’équation obtenue nous
donnera la vitesse angulaire finale (6’), du pendule, puisque a(a’), est
connu; ceci représente en effet la projection de la vitesse du projectile m
sur la perpendiculaire au rayon om au moment du choc.

2) Un disque circulaire homogéne de masse M et de rayon R se
déplace dans un plan vertical zoy; & Pinstant 7, il heurte un axe fixe o2
et depuis lors ne peut que rouler sur cet axe. Déterminons la vitesse
aprés le choe.

La position du systéme avant le choc dépend de trois paramétres:
les coordonnées & et 5 du centre du disque et P’angle 6, dont il a tourné
dans le sens négatif de oy vers oz. Au moment du choc, deux nou-
velles liaisons s’introduisent:

1) le disque touche ’axe oz, donc

n=R;
2) il roule sur I'axe oz, donc
S:Roa

en choisissant convenablement la position initiale. Nous aurons
’ ’
7’=0, & =R0O.
L’énergie cinétique sera
M
2

(B°0° =& 9™,

ME® désignant le moment d’inertie du disque par rapport a son centre,

<—) < 00 )
06 1 0 0

k'}(e'h +R (5’)1 = kg(e’)o + R<5,)0 »

ou



59 Ivan Tzénoff.

mais (&'), = R(0"),; alors
"B+ B(ED,
(0), =Rt
ou
K (6N, +BEN,

(E)l——R QJ_R'Z

Cette formule donne la vitesse finale du centre dans le mouvement de
roulement.

3) Une sphére homogéne de rayon a se meut dans lespace;
4 Dinstant #, elle heurte un plan horizontal, aprés quoi elle ‘ne
peut que rouler sans glisser sur celui-ci. Déterminer sa vitesse apreés
le choe.

Choisissons dans le plan deux axes fixes 0&, o et un troisiéme axe of
perpendiculaire au plan. Soient £,7,{ les coordonnées du centre de gra-
vité G de la sphére. Menons par G trois axes G, ¥,z , paralléles aux
axes ofn{ et désignons par p,,gq,,r, les projections de la rotation
instantanée de la sphére sur ces axes. En prenant la masse de la sphére
égale & un, soit 4= Mk®=k" son moment d’inertie par rapport & un
quelconque de ses diamétres.

L’énergie cinétique de la sphére est

T2 3 mot = S [ 4yt 02 k2 (pE g2 +12)].

En désignant par 6, ¢, y les angles d’Euler avec les axes
Gz, y, 2, dun systéme d’axes G xyz liés a la sphére nous avons les
formules:

p, =0 cosy -+ ¢’ sinOsin v,
(15) g, =0 siny — ¢"sinfeosy,
r, =y + ¢ cosl
et la fonction 7' devient
(16) 2T =&" 4 4"° L7 B (07 L 9" — p"* L 24" ¢’ cos ).

Au moment, ou le choc avec le plan horizontal se produit, il s’in-
troduit subitement une nouvelle liaison — la sphére roule sans glisser
sur le plan. On exprimera cette condition en écrivant que le point de
contact de la sphére avec le plan a une vitesse nulle. Comme ce point
a pour coordonnées 0,0, —a par rapport aux axes Gz, z,, nous
aurons évidemment

E,—a41=0’ 77""“?’1:0: Z;’-*~0.
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ou bien d’aprés les équations (15)
I 2’ =a (0 siny — @'sinfcosy),

(17) lﬂ'—':—a(ﬂ'cosw—}-(p'sinﬂsiny;),
¢'=0;

équations qui remplacent les équations (6).
Les équations (8) dans ce cas sont les suivantes:

aT a7

(@T*>1 - <8 0')0 =90,
aT 8T

(5:;) - (a“y?> 0,

oT o7
(@‘) = (@’) =0.

L’équation pour 6 est

I

2 : ’ 2 \ .
E°0, + & asiny — g, acosy = k"0, + £ asiny — 5, acos y;
mals comme
& = a(f, siny — @, sinBcosy),

(18) ' n1 = — a (0 cosy + @, sinfsin),
lc;=o,
on a
/__k"’e(,'-%&(;asinap—ngacmi
(19) R

L’équation pour y’ donne
(20) Yy + @5 €088 = w{ + g, cos B,

ce qui montre que la projection de la rotation instantanée de la sphére sur
Paxe Gz, ne change pas avant et aprés le choe.

Enfin I’équation pour ¢’ sera
E* (@, + y, cos0) — & asinfcosy — 5’ asinfsin y
= &* (@g + g c080) — & asinBcosy — 7, asinBsinyp,
ou bien d’aprés (18)
(21) k* (pq + v, cos0) + @, a” sin” B
=k (pg + yq c0s0)— £, asinf cosy — 7, asinfsiny.
Les équations (20) et (21) résolues par rapport & ¢, et y/, donnent

2 . ’ ’ , .
(22) ,p':k 8in 6 @, — &, @ cos p — 77, asiny
1 3, 2 .
(k" +a")sin 6

>
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Bk §in 6+ gy — &, @ cos 1y — qoasmw

23 '=wy!+ @ cosh — cos
( ) 1= %o T o (k —~a)sme

En tenant compte des equatlons (19) et (20), nous tirons des équations
(15) et (18) les valeurs pour &, et 7, :

5’ . K’ a(%)o”'fo’ a
=R T e T

k2+a2
(24) = = aln i’
1 k2+a.’.
= 0.

Les équations (24), (19), (22), (23) déterminent la vitesse de la
sphére aprés le choc.

Les projections de la rotation instantanée de la sphére sur les axes
G, y, 2, aprés le choc seront

&21)0 + ’7(: a

(pl)l = k2+a2
(25) _ (g t&a
l () = T ria
(7‘1)1 = (7'1)0 .

5. Théoréme de Carnot. L’énoncé de ce théoréme bien connu est le
suivant: 8¢ dans un systéme soumss a des liaisons sans frotiement, onm
introduit de nouvelles Liaisons persistantes, la force vive perdue est égale
a la force vive due aux vitesses perdues.

Nous allons le déduire des équations générales (8').

Supposons toujours que la position du systéme dépende de &+ p
parametres: gy, @as -y s -5 G -« -5 Gipo €DtrE lesquels il existe p re-
lations différentielles, ne contenant pas le temps ¢, de la forme

(26) Qv = Zawq«z (Z: 1,2,...,p).

Supposons qu’a Vinstant ¢, on introduise # nouvelles liaisons persistantes
de la forme

”n
(27) q;v-ri=f_2:bzfq~;> <7:17 2:'-~: 7)-
r étant <k et k —r=mn.
Les équations (8’) sont

T aT)
- — (=} =90 =1,2,...,n).
(agf'>1 (aq; o (f )
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Les coordonnées d’un point quelconque du systéme sont:

Xy = Qs Qas oo Qs v o5 Qs o o qk-rp)’
Yo = 1/’(%9 os v oos Qs o5 Q> o+ o 97.-+p)’
2o = ®(us Gas -+ > Qus -+ Qo> > Gyvp)-

Les projections de sa vitesse x5, ¥, 2 seront:
2

aac Sv 02
’ 0 0 ! —
Ty — aqk 9k+z’ Yo = -+ > 2peens

a=1
ou bien d’aprés les équations (26), les projections z’, y’, 2’ de cette vi-
tesse seront:

axo axo ’ ’ ’

=1
D’olt l'on voit que la force vive 27 du systéme
2T=Sm(z" +y"” + 2’%),
est une fonction quadratique des g1, ¢3, ..., g%
2T = o (ql, ¢ - ., q)-

Les projections (z’)y, (¥')y, (2")y de la vitesse (v), avant le choc
s'obtiennent en donnant aux g, les valeurs (g),; tandis que les projections
(2"),,(y");, (2"), de la vitesse (v), aprés le choc s’obtiennent en donnant
aux g; les valeurs (g.),; alors les projections de la vitesse perdue sont:

(@) — (&)= S’(B”" Za aw) P>

a=1

(?/’)0 —(?/'>1=" ) (z,)o_(z )1 =

en écrivant

(28) Pa=(ga)o — (gah (6=1,2,.., k)

Par conséquent la force vive due aux vitesses perdues

27" = Im{{(¢")o — (@17 + (") — (1] + [ — (2,17}
se déduit de Pexpression générale 27" pour la force vive en y remplacant

’ ’ ’
Q1> Gas-+-» QL PAT Dy, Py, ooy Dy
Calculons maintenant la force vive perdue. D’aprés le théoréme pour
les fonctions homogeénes, nous aurons

(2T) — (27), = g’:(q;x, (52), — é;(qgl (7).
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: o . o [T
ce qui peut s’écrire en ajoutant et retranchant la quantite Z, (g)\3g7) >
/0

(2T)—(27T), = Z’[(qa)o (g.),] ( ) +Z< ')IK ) “<53311),}

En tenant compte de la relation 28) et que

Zp( 7, Z( Do g

a=1
d’aprés une propriété connue des formes quadratiques; remarquant enfin

que g-g— est une fonction linéaire et homogéne en p, et que par conséquent

a
2z _(Z) - (Z)
2p, \%4.)y \%%),’

nous obtenons pour la force vive perdue;
(29) (2T~ (27), qu o+ (57). — (7az),
—2[ @+ | ().~ (52).]
IO (ORI G- -l

Mais d’aprés les équations (8) nous avons

7 n
2£+5‘(@T>b=(_f’£). <6T>b, 1w
(aq;>0 ‘ j=1 95y o 39; 1T9‘—§’ 09p47)y ir (f > &y )

d’ot Pon tire

o0 () Sn -G e

D’autre part les équations (27) nous donnent

n
(31) (q.:,,+j)1 =f£ bgf(‘]; )1 (1=12,..., r).
Alors la formule (29), en tenant compte des formules (30) et (31),

devient
e e[ (a),~

f=1 qﬂ‘*’?. qn+7

[
oT oT \
+2(q7li+§)0{_<al )"’( 7 )i-
» =1 w qﬂ+7‘o

O9n+35/1.

(82) (2T)—(2T),
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Caleulons maintenant la force vive due aux vitesses perdues. Nous aurons

o= 082 = St 03 () - (2)]

a=1

= 2 [(g/)o— (g7 )] Kaqf> ("qf):!
TX’ n—Ly)o q"ﬂ)l [( ) ("%ﬂ)

ou bien, en tenant compte des équations (30) et (31),

(33) 2T Z(qf 2 [ Ge).~ e,
+ 2 (@herdo | (sq7-).~ (g ), |

14

En comparant (32) et {33) nous obtenons
(2T),— (2T),=2T".

Ce qui est Pexpression du théoréme de Carnot.

1er décembre 1923.

(Eingegangen am 10. 12. 1923.)



Reduzible Kurven vom Maximalindex.

Von

Hans Mohrmann in Basel.

In seiner jiingsten Annalen-Arbeit?) hat Herr Nagy wohl zum ersten
Male auch reduzible ebene Kurven vom Maximalindex in den Bereich der
Betrachtung gezogen, d. h. Kurven, die mit keiner Geraden der projektiven
Ebene mehr als # und weniger als n — 2 reelle Punkte gemein haben.
Das einfachste Beispiel einer derartigen Kurve bildet eine Hyperbel mit
einer Ellipse, die beide Aste der Hyperbel in reellen Punkten schneidet?).
Herr Nagy hat sechs Sitze (Nr. XLIV bis XLIX) iiber diese Kurven for-
muliert. Die beiden ersten ergeben sich unmittelbar auf Grund der Be-
grifie der Reduzibilitit und Irreduzibilitdt nicht-algebraischer Kurven und
meines Satzes, nach dem eine irreduzible Kurve vom Maximalindex hchstens
ein Oval (Kurvenzug 2. Ordnung vom Index 0) besitzen kann. Die beiden
folgenden Sitze (XLVI und LXVII) und damit auch die ihnen dualistisch
entsprechenden Sitze XI und XIII, aus denen sie gewonnen sind, sind
unrichtig®). Die beiden letzten Sitze endlich, die sich leicht und in an-
schaulicher Weise auch direkt beweisen lassen, und zwar mit ausschlieB-
licher Benutzung von Kreisen und den trisymmetrischen Kurven 3. Ordnung
mit den Gleichungen in Polarkoordinaten 7, ¢ (vgl. Fig. 1)

a
(1) r= m B

handeln von Kurven mit der Maximalzahl im Endlichen liegender Ovale.

1) Math. Annalen 89, S.32f.
%) Vgl. Math. Annalen 74, S 319.

_ % [Anmerkung vom 10. April 1924.] Sie sind inzwischen von Herrn Nagy (diese
Annalen 90, 8. 150—151) berichtigt worden und zwar auf Grund von Mitteilungen,
die ihm die Annalen-Redaktion nach Empfang einer kurzen aufklirenden, aber nicht
aufgenommenen Bemerkung von mir gemacht hat. Auch das Manuskript der vor-
liegenden Arbeit hat sich erstmals Anfang Juni 1923 in den Hiénden der Annalen-
Redaktion befunden.
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Die Typen solcher Kurven, die Herr Nagy auf Grund des von ihm
eingeschlagenen, in den elementarsten Fillen bestechenden dualistischen
Verfahrens erhalten hat, erschépfen nur fiir die Kurven (3% — 1)-ter Ord-

nung (k=1,2,3,...) die mog- \
lichen Arten. Beim Aufbau der
Kurven 3k-terund (3%--1)-ter
Ordnung lassen sich auch irre-

duzible Kurven 4. und 5. Ord-
nung verwenden, wodurch die
Mannigfaltigkeit ganz auBer-
ordentlich wichst. So gibt es
z. B. neun wesentlich unterschie-
dene Arten (reduzibler) Kurven

7. Ordnung (vom Maximalindex)
mit zwei im Endlichen liegenden /\
Ovalen. Nur eine von diesen

Fig. 1.

enthilt kern von Doppelpunkten
freies Oval, und diese ist die efnzige, die Herr Nagy mittels des fiir seine
Existenzbeweise benutzten Verfahrens gewonnen hat.

Es sei mir daher gestattet, auf die reduziblen Kurven vom Maximal-
index, deren simtliche paaren Ziige bis auf einen Zug 3. Ordnung Ovale
sind, sowie diejenigen mit der Maximalzahl im Endlichen liegender Ovale
bei vorgegebener Ordnung kurz erneut einzugehen.

L

Kurven 2Z%-ter und (2% - 1)-ter Ordnung vom Maximalindex
mit &~ Ovalen. Der Hyperbelproze8.

Zunichst wollen wir die Kurven vom Maximalindex behandeln, deren
samtliche Ziige, bis auf einen (bei Kurven ungerader Ordnung notwendigen)
Zug 3. Ordnung Ovale sind. Eines von diesen diirfen wir, vom projektiven
Standpunkt aus, immer als im Endlichen liegend voraussetzen. Wir wihlen
das Oval, von dem wir beim Aufbau der Kurven gerader Ordnung ausgehen,
oder das Oval der Ausgangskurve 3. Ordnung bei den Kurven ungerader
Ordnung. Das Verfahren, das wir beim Aufbau verwenden, bezeichnen wir
als Hyperbelprozef,. Es besteht in folgendem:

Ist /Z—A: ein ganz im Endlichen liegender, iiberall konvexer Kurven-
bogen, dessen Anfangs- und Endtangente einen Winkel von nicht mehr
als 180° bilden, und H eine algebraische oder nicht-algebraische Hyperbel
(Kurvenzug 2. Ordnung vom Index 0 mit zwei getrennten unendlich fernen
Punkten), deren einer Ast durch die Punkte 4, und A, hindurchgeht,
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wihrend der andere ebenfalls mit dem Bogen A, 4, zwei (getrennte) reelle
Punkte gemein hat, so bildet die Hyperbel mit dem gegebenen Bogen A, 4,
TN

nach Fortlassung des ganz im Endlichen liegenden Hyperbelbogens 21—22
eine Kurve, die (auf zwei Weisen) in zwei
unpaare Ziige mit je zwel Ecken zerlegt
werden kann. Ist der Kurvenbogen aus
einem geschlossenen Kurvenzuge heraus-
geschnitten, so schlieBt der Hyperbelbogen

—

TN . .

A, A, diesen Zng wieder. Gehort der
TN .

Kurvenbogen 4,4, einer Kurve vom

Maximalindex an und ersetzt der Hyperbel-
—_~

bogen .//11—23 den ausscheidenden Kurven-
bogen ﬁg auch kinsichtlich der Maximal-
; indexeigenschaft der ibrigblesbenden Kurve,
Fig. 2. Fig. 3. so entsteht durch den Hyperbelproze
wieder eine Kurve vom Maximalindex.

Hieraus folgt unmittelbar, daB awus jeder Kurve n-ter Ordnung vom
Mazximalindex mit k Ovalen eine (reduzible) Kurve (n - 2)-ter Ordnung
mit k -+~ 1 Ovalen gewonnen werden kann, die wieder vom Maximalindex ist.
Geht man von einem Oval oder von einer Kurve 3. Ordnung mit
Oval aus, so erhdlt man somit durch (% — 1)-malige passende Anwendung
des Hyperbelprozesses Kurven 2k-ter bzw. (2k -+ 1)-ter Ordnung vom
Maximalindex, deren simtliche paaren Ziige Ovale sind. Beachtet man

noch, daB jede Tangente der Hyperbel den Bogen @ in zwei reellen
Punkten schneidet, so sieht man, daB die Anzahl der Doppelpunkte der
entstehenden Kurve 2k-ter bzw. (2k -+ 1)-ter Ordnung (wofern keine
mehrfachen Punkte auftreten) die algebraisch mogliche Maximalzahl erreicht
und nicht tberschreitet. Sie betrigt demmach?):

£(5) w4 (P ) 6k —1) =203 ~1).

Man kann den HyperbelprozeB, ausgehend von einem Oval oder dem
Oval einer Kurve 3. Ordnung, immer wieder auf ein Oval, insbesondere
dasselbe Oval anwenden. In diesem Falle kann nur ein Oval der Kurve
ganz im Endlichen liegen, da einander schneidende Ovale einer Kurve
vom Maximalindex niemals beide ins Endliche gebracht werden konnen,
Bei den Kurven (2k -1)-ter Ordnung mit £ Ovalen kann man aber

%) Nagy, a.a. 0., S. 74.
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auch von dem unpaaren Zug der Ausgangskurve 3. Ordnung ausgehen und
beim Aufbau ausschlieflich diesen verwenden., Alsdann entstehen Kurven
vom Maximalindex, deren k& — 1 neue Ovale simtlich das alte gebundene
(von Doppelpunkten freie) Oval umschlieBen. Bei den Kurven wungerader
Ordnung, deren samtliche Ziige bis auf einen Zug 3. Ordnung Ovale sind,
kénnen demnach auch zwei und nur zwei Ovale ganz im Endlichen liegen.
So gibt es z B. zwei verschiedene Typen reduzibler Kurven 5. Ordnung
nit zwei Ovalen.

Indessen brauchen keineswegs alle paaren Ziige einer Kurve 2k-ter
oder 2% -+ 1-ter Ordnung mit k paaren Ziigen Ovale zu sein. Ein ein-
faches ,,Gegenbeispiel liefert die Kurve 6. Ordnung, die aus dem reellen
Zuge der unicursalen Kurve 4. Ordnung mit der Gleichung in Polarkoordi-
naten r, ¢ (vgl. Fig. 4)

2) r=rse
sin 2¢ °’

dem Kreise mit dem Mittelpunkte jener Kurve (2) als Mittelpunkt und
dem Radius r, (0 <r,<<1) sowie dem konzentrischen Kreise mit dem
Radius 7, > 2 besteht ?). Die Kurve (2) hat in rechtwinkligen kartesischen
Koordinaten o = rcos und y =rsing die Gleichung

* 1 1
(27) o e 1
und ist unter dem Namen ,,Kreuzkurve‘ wohlbekannt. Sie hat vier Sym-
metrieachsen, die sich in einem Punkte, dem Koordinatenanfang, schneiden
der fiir die Kurve isolierter Doppelpunkt (und Mittelpunkt) ist. Der
reelle Zug der Kurve ist 4. Ordnung und vom Index 2. Er hat zwei
Doppelpunkte, die im Unendlichen liegen und doppelte Wendepunkte fiir
die Kurve sind. Die vier Wendeasymptoten bilden ein Quadrat mit der
Seitenlinge 2. FErsetzt man den isolierten Doppelpunkt M der Kurve
durch ein Oval, speziell einen Kreis k, vom Radius r, (0 <7, < 1), mit
M als Mittelpunkt, so erhdlt man eine srreduzible (nicht-algebraische)
Kurve 4. Ordnung vom Maximalindex mit Oval, die wir weiterhin als C,
bezeichnen wollen. Fiigt man der O, noch den Kreis k, mit M als
Mittelpunkt und 7, > 2 als Radius hinzu, so entsteht eine reduzible Kurve
6. Ordnung O, vom Maximalindex. Denn da der Kreis k, den paaren Zug
4. Ordnung der C, in acht (reellen) Punkten schneidet, so kann man diesen
Zug zusammen mit k, so zerschneiden, daB vier wnpaare Zige (mit je
zwel Ecken) entstehen (vgl. Fig. 5). Die C, besitzt drei paare Ziige, von

®) Beliebig viele weitere Beispiele ergeben sich aus den Prozessen des (nichsten)
II. Abschnitts. — Alle Figuren in dieser Arbeit sind schematisch!
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denen nur zwei Ovale sind. Wir vermerken noch, dafl auch die Zahl der
Doppelpunkte der Kurven 2k- ter oder 2% - 1-ter Ordnung mit % paaren

O

Fig. 4. Fig. 5.

Ziigen eine Modifikation erleidet, wenn nicht alle paaren Ziige Ovale sind
Die soeben erzeugte C, z. B. hat nur zehn Doppelpunkte gegeniiber zwdlf
der aus drei Ovalen bestehenden C, vom Maximalindex.

1I.

Die Kurven gegebener Ordnung vom Maximalindex mit der Maximalzahl
im Endlichen liegender Ovale.

Da eine irreduzible Kurve vom Maximalindex nur ein Oval besitzen
kann und andrerseits der Hyperbelproze8 nur Kurven vom Maximalindex
mit hochstens zwei im Endlichen liegenden Ovalen erzeugt, so konnen am
Aufbau reduzibler Kurven wmit £ im Endlichen liegenden Ovalen hochstens
zwei ,,Kegelschnitte“ beteiligt sein, wenn k& den groBtmoglichen Wert bei
vorgegebener Ordnung annehmen soll. Ist dies der Fall, so ist die Ord-
nung notwendig (mindestens) 3% + 1. Ist nur ein irreduzibler Bestandteil
der Kurve mit % im Endlichen liegenden Ovalen ein Kegelschnitt, so kann
die Ordnung auch 3% und 3% — 1 betragen. In letzterem Falle ist not-
wendig ein irreduzibler Bestandteil ein Kegelschnitt.

Daf} wirklich Kurven vom Maximalindex der Ordnungen 3k 3¢ (¢=0, 1)
mit % im Endlichen liegenden Ovalen existieren, hat Herr Nagy, von den
Kurven vom Maximalklassenindex ausgehend, erwiesen. Ich fiihre hier den
Beweis direkt und gebe zugleich eine erschopfende Klassifikatron der mog-
lichen Fille.

Die Gleichung in Polarkoordinaten r, ¢

* 3
(17) "= nsy
stellt eine Kurve 8. Ordnung mit drei Symmetrieachsen dar, die sich im
Nullpunkt schneiden, der fiir die Kurve isolierter Doppelpunkt und Mittel-



Reduzible Kurven vom Maximalindex. 63

punkt ist. Die drei (reellen) Wendepunkte der Kurve liegen im Unend-
lichen, und die drei Wendeasymptoten bilden ein regulires Dreieck von
der Hohe 3, dessen Schwerpunkt im Mittelpunkt M der Kurve liegt.
Ersetzt man den isolierten Doppelpunkt M durch einen Kreis k,
mit M als Mittelpunkt und 7, (0 <7, <1) als Radius, so entsteht
eine srreduzible (nicht-algebraische) Kurve 3. Ordnung mit Oval. Wir
nennen sie C, (vgl. Fig. 6).

Fiigt man der C; einen Kreis k, mit M als Mittelpunkt und r; >3
als Radius hinzu, so erhilt man eine reduzible Kurve 5. Ordnung C; vom
Maximalindex (mit zwei im Endlichen liegenden Ovalen). Denn man kann
den unpaaren Zug der C; zusammen mit k; (auf verschiedene Weisen) so
zerschneiden, daB drei unpaare Ziige mit je zwei Ecken entstehen, wodurch
der Maximalindex verbiirgt ist.

Fiigt man der (, eine zu ihr &hnliche ¢} hinzu, fir die der Kreis &,
mit dem soeben genannten Kreise k, identisch ist, so erhdlt man eine
reduzible Kurve 6. Ord-
nung vom Maximalindex
mit zwei im Endlichen
liegenden Ovalen: Fig. 6.

Figt man der C;
eine der beschriebenen
0, #hnliche €, hinzu,
fiir die der Kreis k; mit
dem genannten Kreise
k, identisch ist, so er- O
hilt man eine redu-
zible(nicht-algebraische)

/

Kurve 7. Ordnung vom / \\
Maximalindex mit zwei

im Endlichen liegenden Fig. 6.
Ovalen.

Entsprechendes gilt fiir die analoge Kombination einer C; mit einer Cj.
Wihrend aber bei der ersten Kurve 7. Ordnung auf dem einen Oval der
Kurve sechs Doppelpunkte liegen, enthilt das eine Oval der zweiten Kurve
7. Ordnung acht Doppelpunkte. Man gewinnt so zwei topologisch unter-
schiedene Typen von Kurven 7. Ordnung, vom Maximalindex mit zwei im
Endlichen liegenden Ovalen, denen man iibrigens eine Reihe weiterer hinzu-
gesellen kann (siehe III. Abschnitt).

Durch analoge Kombination einer (, mit einer C; entsteht eine
reduzible Kurve 8. Ordnung vom Maximalindex, die vier paare Ziige auf-
weist, von denen jedoch nur zwei Owale sind usw.
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Beliebige Kombinationen der genannten Prozesse ergeben immer Kurven
vom Maximalindex mit lauter im Endlichen gelegenen Ovalen, die hier
samtlich konzentrische Kreise sind. An diesen Prozessen konnen beliebig
viele C; und C,, aber jeweils nur hochstens ein k;, d. h. ein nicht ge-

bundenes Oval C, beteiligt sein. In jedem Falle erhdlt man Kurven mit

r-+1
2

im Endlichen gelegene Ovale sind. Und es ist auf Grund des iiber den

HyperbelprozeB Gesagten klar, daB auch nicht mehr Ovale einer r-ziigigen
Kurve vom Maximalindex im Endlichen liegen kénnené).

Eine derartige Kurve, an deren Bildung «C, (¢=0,1), 8C;, yC,
(B,7=1,2,38,...)der beschriebenen Art beteiligt sind, ist von der Ordnung

2e+3p+ 4y
und enthilt « - f -+ y im Endlichen liegende Ovale.

Hieraus folgen die Sitze: Die niedrigste Ordnung einer (reduziblen)
Kurve vom Maximalindex mit k im Endlichen liegenden Owvalen betrdgt
3k — 1. Eine Kurve (3k =+ ¢)-ter Ordnung (¢ =0, 1) kann hochstens k
im Endlichen liegende Ovale haben.

Die Maximalzah! der im Endlichen liegenden Ovale kann bei einer
Kurve (3% — 1)-ter Ordnung im wesentlichen nur auf eine Weise erreicht
werden, niamlich dadurch, da % —1 Kurven 3. Ordnung C; und ein freies
Oval k;, benutzt wird. Letzteres umschlieBt notwendig simtliche k& —1
gebundenen Ovale, deren innerstes frei von Doppelpunkten ist. Es trigt
6 (k — 1) Doppelpunkte.

Bei den Kurven 3k-ter Ordnung konnen lauter C, oder auch eine C,
und dann notwendig auch eine C, der beschriebenen Art oder auch eine
C; mit zwei unpaaren Zigen (und einem Oval) benutzt werden. Das
gibt 1+ 2(k—1)=2k — 1 hensichtlich den Kurvenziigen oder den auf
den Owalen liegenden Doppelpunkien verschiedene Typen. Es gibt also
z. B. dres wesentlich uniterschiedene Kurven 6. Ordnung vom Maximalindex
mit zwer wm Endlichen liegenden Ovalen.

An der Bildung der Kurven (3% - 1)-ter Ordnung endlich kdnnen
auer C, eine oder zwei O, bzw. C,* beteiligt sein. In den Fillen, in
denen zwei Kurven 4. Ordnung irreduzible Bestandteile sind, ist notwendig
auch eine irreduzible Kurve 2. Ordnung vorhanden. Man gewinnt auf
diese Weise ‘

r Ziigen, von denen, je nachdem 7 gerade oder ungerade ist, % oder

2k-+2

(k—1)t | (k=117 o, , (k=1
Srh—ay T rosy — 2k T4 )

wesentlich unterschiedene Arten.

%) Nagy, a. a. O. Satz XLIX.
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Man kann aber zur Erzeugung von Kurven (3% -}-1)-ter Ordnung
auch irreduzible Kurven 5. Ordnung verwenden, die vom Maximalindex
sind und ein Oval besitzen. Solcher Kurven gibt es drei verschiedene
Arten: Kurven mit drei unpaaren Ziigen und einem Oval; Kurven mit
einem unpaaien Zug, einem paaren Zug 4. Ordnung und einem Oval; und
endlich Kurven mit einem unpaaren Zug 5. Ordnung und einem Oval. Die
ersten beiden Arten irreduzibler Kurven 5. Ordnung vom Maximalindex
gewinnt man leicht aus einer C, oder einer C,, indem man ihr zwei oder
einen passend gewihlten Kurvenzug 3. Ordnung zusetzt, z. B. unter Be-
nutzung des reellen Zuges der Kurve 3. Ordnung

¢
(3) y=1+x2’

der mit hinreichend kleinem ¢ einer Geraden sehr nahe kommt. Beispiels-
weise erhilt man aus der frither beschriebenen O, eine C, mit zwei un-
paaren Ziigen und einem Oval, wenn man der C; mit dem reellen Zuge

der Kurve

3
den reellen Zug der Kurve
—1
8" ytl=q1ry

zufiigt (Fig. 7). Setzt man noch
den Kurvenzug dritter Ordnung
hinzu, der aus (3*) durch Spie-
gelung an der Geraden

y=513z

hervorgeht, so gewinnt man eine
irreduzible Kurve 5. Ordnung
vom Maximalindex mit drei un-
paaren Ziigen und einem Oval,
die sich ebenfalls unserem Aufbauproze der Kurven mit lauter im End-
lichen liegenden Ovalen anschaulich eingliedert.

Ganz analog gewinnt man aus den beschriebenen ¢, mit einem paaren
Zuge 4. Ordnung durch Zusatz eines unpaaren Zuges 3. Ordnung in pas-
sender Lage eine irreduzible Kurve 5.Ordnung vom Maximalindex mit
einem unpaaren Zuge 3., einem paaren Zuge 4. Ordnung und einem Oval,
die sich ebenfalls unserem Erzeugungsprozef ohne weiteres eingliedert.

Das gleiche gilt von der irreduziblen Kurve 5. Ordnung mit einem

unpaaren Zuge 5. Ordnung vom Maximalindex und einem Oval, wie man
Mathematische Annalen. 92. 5

Fig. 7.
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sie genau wie frilher unter Verwendung des reellen Zuges der unikursalen
Kurve 5. Ordnung mit der Gleichung in Polarkoordinaten 7, ¢

(4) r=

= —%
Sll’lg(p

wlot

erhilt, wenn man diesem
einen Kreis %, mit r, als
Radius (0 <7, < 1)und dem
isolierten Doppelpunkt der
Kurve (4) als Mittelpunkt
hinzufiigt (Fig. 8). Durch
Hinzunahme eines zweiten,
konzentrischen Kreises %,
mit dem Radiusr, > 32, der
also die fiinf Selbstdurch-
setzungspunkte der Kurve
5. Ordnung einschlieBt, ge-
winnt man eine reduzible
Kurve 7. Ordnung, die wie-
derum vom Maximalindex ist, da man den Zug 5. Ordnung zusammen mit &,
leicht (auf verschiedene Weisen) in fiinf unpaare Ziige mit Ecken zerschneiden
kann. Man braucht dabei nur zu beachten, daB sich der Zug 5. Ordnung
in drei unpaare Ziige zerlegen 1a8t (vgl. Fig. 8), von denen zwei Je eine
Ecke und je einen unendlich fernen Punkt besitzen, wihrend der dritte
zwei Ecken aufweist und vom Typus des reellen Zuges der Kurve

(1) r z

T sin3g

ist. Auch diese irreduzible Kurve 5. Ordnung vom Maximalindex mit einem
Zuge 5. Ordnung und einem Oval gliedert sich also unserem KErzeugungs-
prozeB vollig ein, so daB zu den schon angegebenen Arten, da jeweils nur
eine der drei Typen irreduzibler C; beteiligt sein kann, noch

3(k—1)
hinzutreten.

Allen diesen 2%° — k- 1 Arten von reduziblen Kurven (8 k4 1)-ter
Ordnung (vom Maximalindex mit % im Endlichen liegenden Ovalen) ge-
meinsam ist, daB sie kein weiteres Oval besitzen, und daB bei jeder ein
Oval frei von Doppelpunkten ist. Die moglichen Arten sind damit indes
noch immer nicht erschopft. Denn man gewinnt natiirlich auch durch
einmalige passende Anwendung des Hyperbelprozesses aus den Kurven
(8% — 1)-ter Ordnung vom Maximalindex unseren friiheren Ausfithrungen
zufolge Kurven (3% --1)-ter Ordnung vom Maximalindex mit & im End-
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lichen liegenden Ovalen. Diese Kurven besitzen noch ein (k- 1)-tes Oval,
das indessen nicht auch noch ins Endliche gebracht werden kann. Man
erkennt leicht, daB es k hinsichtlich den auf den £ Ovalen liegenden
Doppelpunkten verschiedene Arten dieser Kurven gibt, die man aus den
Kurven (3% — 1)-ter Ordnung dadurch erhédlt, da man den Hyperbel-
prozeB passend”) auf eines der k Ovale anwendet. Nur wenn man den
Hyperbelprozey auf das innerste Oval anwendet, erhdlt man eine Kurve,
die kein von Doppelpunkten freies Oval besitzt. Diese Art ust die einzige
der 2k° -+ 1 hinsichtlich den Ziigen und den auf den Ovalen gelegenen
Doppelpunkten verschiedenen Arten von Kurven (3k+ 1)-ter Ordnung
vom Maximalindex mit k im Endlichen liegenden Ovalen, die in den
Existenzbeweisen von Herrn Nagy auftritt.

Irreduzible Kurven 6. oder hoherer Ordnung kénnen nichi Bestand-
teile einer Kurve vom Maximalindex gegebener Ordnung mit der Maximal-
zahl im Endlichen liegender Ovale sein. Die vorstehende Klassifikation
ist somit erschopfend.

I1I1.

Die reduziblen Kurven 7. Ordnung vom Maximalindex mit (der
Maximalzahl) zwei im Endlichen liegenden Ovalen.

Um einen guten Einblick in die Mannigfaltigkeit der Arten von Kurven
(8% -+ 1)-ter Ordnung vom Maximalindex mit der Maximalzahl % im End-
lichen liegender Ovale zu gewinnen, wihlen wir die Kurven 7. Ordnung,
bei denen nur die Kombinationen mit zwe: irreduziblen Kurven 4. Ord-
nung noch nicht méglich sind, die aber alles iibrige Wesentliche schon
gut erkennen lassen.

Es gibt hier

(2 + 1], =9

verschiedene Typen, iiber die die folgende Tabelle die beste Ubersicht
gibt. In dieser bedeuten:

n; die Ordnung der irreduziblen Kurve, an die das ¢nnere Oval ge-
bunden ist,

n, diejenige der Kurve des duferen Ovals;

g die Anzahl der paaren,

u diejenige der unpaaren Ziige der Kurve;

%) S. Abschnitt I dieser Note. — Numeriert man die Ovale und entsprechend
die Kurven 3. Ordnung, an die sie gebunden sind, indem man das m Ovale um-
schlieBende Oval als (m -+ 1)-tes bezeichnet, so kann man sagen, da es auf dasselbe
hinaus kommt, ob man den HyperbelprozeB passend auf das (m-+1)-te Oval oder
den unpaaren Zug der m-ten Kurve 3. Ordnung anwendet.

5*
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¢ die Anzahl der Doppelpunkte auf dem sinneren Owal,

a diejenige der Doppelpunkte auf dem dupferen Oval,

d die Gesamtzahl der Doppelpunkte (wenn keine mehrfachen Punkte
auftreten), und

w die Anzahl der Wendepunkte der Kurve:

;|

Nr. n | % a g l % d w
1 4 3 0 8 3 | 1 14 7
2 3 4 0 6 3 } 1 14 7
3 | 4 3 0 81 2 | 8 | 1319
4 3 4 0 6 2 ‘ 3 18 | 9
5 5 2 0 10 2 3 13, 9
6 5 2 0 10 3 | 1 4 7
7 5 2 0 10 2 1 15 5
8 3 2 0 10 3 1 16 3
9 3 2 4 10 3 1 16 ‘ 3

Nur die beiden letzten Arten sind doppelt reduzibel; sie zerfallen in
je drei irreduzible Kurven, eine (, mit Oval und zwei Kegelschnitte,
von denen nur der eine mit dem Oval gleichzeitig im Endlichen liegen
kann. Im Falle 8 sind die beiden Kegelschnitte in keiner Weise vor einander
ausgezeichnet. Im Falle 9 hingegen schneidet der eine Kegelschnitt das
(an die Kurve 3.Ordnung) gebundene Oval. Dieser Kegelschnitt kann
weder mit dem Oval noch mit dem anderen Kegelschnitt gleichzeitig ins
Endliche gebracht werden. Die Anzahl der Doppelpunkte der Gesamtkurve,
die auf dem Kegelschnitt liegen, ist, wie bei der andern, 10; doch ge-
horen hier nur zwei dieser Doppelpunkte dem unpaaren Zuge der Kurve
3. Ordnung an, wihrend der andere ihn in sechs Punkten schneidet.

* Art 9 ist die einzige Kurve, die kein von Doppelpunkten freies Oval
besitzt.

Basel, den 2. Juni 1923.

(Eingegangen am 1. 10. 1923.)



Uber die Abbildung der projektiven Ebene auf eine
geschlossene singularititenfreie Fliche im
erreichbaren Gebiet des Raumes.

Von
Friedrich Schilling in Danzig-Langfuhr.

Auf Anregung von Herrn D. Hilbert hat W. Boy zum ersten Male
die interessante Aufgabe gelost, die projektive Ebene punktweise ein-
eindeutig abzubilden auf eine geschlossene, singularititenfreie Fliche, die
in einem erreichbaren Gebiet des Raumes gelegen ist (z. B. innerhalb
einer Kugel mit gegebenem Radius um einen uns vor Augen liegenden
Punkt des Raumes)?). Herr Boy hat zur Losung der Aufgabe sehr viel
weiter reichende Untersuchungen der Analysis situs benutzt; auch laft
seine Methode es vermissen, da die Abbildung der projektiven Ebene
selbst auf die Fliche hinsichtlich der Zuordnung der einzelnen Punkte
erfafit wird. .

Wir wollen daher im folgenden diese Abbildung nach einer neuen,
iiberraschend einfachen Methode durchfiihren, die so elementar und an-

) Werner Boy, Uber die Curvatura integra wnd die Topologie geschlossener Fla-
chen, Dissertation, Gottingen 1901, abgedruckt in den Math. Annalen 57, 8. 151 ff.
Im Auszug gibt das Resultat seiner Untersuchungen die Arbeit: Uber die Abbildung
der projektiven Ebene auf eine im Endlichen geschlossene, singularitatenfreie Fliche,
Gottinger Nachrichten 1901, S. 1—-14. Die von Boy konstruierten zugehdrigen beiden
Modelle sind gleichzeitig im Verlage von Martin Schilling in Leipzig als Serie XXX
Nr. 1 und 2 erschienen.

Im Gegensatz zu Boy habe ich im Text statt ,im Endlichen“ geschlossene
Fliche ausdriicklich ,Fliche in einem erreichbaren Gebiet des Raumes” gesagt, um
damit sogleich anzudeuten, daB nicht nur fiir Euklidische, sondern auch fiir ellipti-
sche und hyperbolische Geometrie unsere Aufgabe formuliert sein soll. In der ellipti-
schen Geometrie wiirde ja die projektive Ebene selbst schon die Forderung erfiillen,
eine im Endlichen geschlossene, singularititenfreie Fliche zu sein.

Wegen der weiteren Literatur sei auf die Arbeit von Boy verwiesen. Die von

uns konstruierte Fliche wird man leicht mit der ersten Fliche von Boy vergleichen
konnen.
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schaulich ist, daB sie ohne weiteres in jedem Lehrbuch der projektiven
Geometrie Aufnahme finden kann. Unsere Methode benutzt die einfache
Regel: Divide et impera, d. h. wir zerschneiden die projektive Ebene €
in einzelne Teile, verbiegen und verzerren diese in geeigneter Weise und
setzen dann diese Teile wieder zu einer geschlossenen Fliche § zusammen.
Wir wollen unserer Betrachtung wegen der Einfachheit der Darstellung
die Verhiltnisse der Euklidischen Geometrie zugrunde legen, so daB wir
als ,,uneigentliche Punkte nur die Punkte der unendlich fernen Geraden
zu den eigentlichen Punkten zu adjungieren haben. Doch wird jeder, der
mit der modernen nicht-Euklidischen Geometrie vertraut ist, leicht er-
kennen, daf unsere Ausfithrungen, sinngemifl iibertragen, ebenso fiir die
elliptische wie die hyperbolische Geometrie gelten oder auch fir die rein
projektive Geometrie, deren Aufbau iiberhaupt noch kein Parallelenaxiom
zugrunde liegt.

Wir projizieren zunichst” die horizontal gedachte projektive Ebene E
auf die von dem horizontalen groBten Kreise begrenzte untere Halfte
einer die Ebene beriihrenden Kugel von deren Mittelpunkt M aus (Fig. 1).
Jeder im Endlichen gelegene Punkt P, der Ebene findet dann sein Ab-
bild in esnem bestimmten Punkt P, der Halbkugel. Nur jeder unendlich

y
Fig. 2.

ferne Punkt ¢, der Ebene € hat als Abbild zwei diametrale Punkte @, @,
auf dem Rande der Halbkugel. Diese Halbkugel sei dann weiter auf die
von ihrem Rande begrenzte Kreisfliche orthogonal projiziert. Diese Kreis-
fliche stellt dann in analoger Weise wie die Halbkugel die Abbildung der
ganzen Ebene € vor (Fig. 2). Denken wir noch den Rand der Kreisfliche
sich selbst der Art zugeordnet, dal je zwei diametrale Punkte einander
entsprechen, so ist die Kreisfliche dadurch (analog wie bei den Funda-
mentalbereichen der automorphen Funktionen) zu einer geschlossenen
Fliche geworden.
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Es stellt also eime solche Kreisfliche mit der Zuordnung des Randes
gewsp das einfachste erreichbare, singularititenfreie Abbild der projektiven
Ebene dar. Dieses Abbild ist auch stets ebenso zu verwenden, wie die
spater von uns konstruierte geschlossene Fliche & °).

Folgende kleine etwas abschweifende Bemerkung sei noch einzufiigen
gestattet: Wir denken diese Kreisfliche so auf die Ebene € gelegt, dafl
ihr Mittelpunkt 3 mit dem Beriihrungspunkt 3/, der Ebene € und der
Kugel zusammenfllt und die Durchmesser der Kreisfliche mit den ent-
sprechenden Strahlen durch M,. Wird dann diese so entstandene Figur
in der Ebene € um irgendeinen Strahl dieser Ebene durch den Punkt M,
gedreht, so erhalten wir aus der Kreisfliche eine Kugel, deren diametrale
Punkte einander zugeordnet sind, und der von dieser Kugel eingeschlossene
Raum ist das Abbild des ganzen durch die Drehung aus der Ebene &
entstandenen projektiven Raumes. Somit kann man also die Euklidische,
elliptische und hyperbolische Geometrie des Raumes mit allen eigentlichen
und uneigentlichen Punkten, Geraden und Ebenen, mit der absoluten
Fliche 2. Grades und dem zugehdrigen absoluten Polarsystem in diesem
durch die Zuordnung der Begrenzung geschlossenen Kugelraum deuten,
insbesondere hinsichtlich eines anschaulichen axiomatischen Aufbaus dieser
Geometrien, worauf wir jedoch hier nicht naher eingehen konnen.

Jetzt soll nun aber aus der Kreisfliche der Fig. 2 eine neue Fliche §,
natiirlich unter Verzerrungen, zusammengebogen werden, indem man den
Rand der Zuordnung entsprechend mit sich selbst ver-
einigt. Wihrend wir also bisher projektiv verfahren sind,
kommen nun die Anschauungen der Analysis situs zu_
ihrem Recht, in der wir uns Kurven und Flichen gleich- ¥
sam aus beliebig zusammen- oder ausziehbarem Gummi Fig. 3.
zu denken haben. Die Verhiltnisse sind vergleichsweise
denen ganz analog, die beim Zusammenbiegen der Fliche eines Recht-
ecks mit zugeordneten Réndern gemiB der Fig. 3 zu einer Kreisringfliche
vorliegen.

Zur Erreichung unseres Zieles zerlegen wir zuniichst die Kreisfliche
der Fig. 2 durch zwei vom Mittelpunkt M gleich weit abstehende Parallele,
deren Abstand wir spiiter noch festlegen werden, in drei Teile (Fig. 4).
Diesen beiden Parallelen entsprechen iibrigens in der Ebene & ersichtlich

’) Man kann natiirlich die untere Halbkugel auf die Ebene des begrenzenden
Kreises auch von dem hochsten Punkt der Kugel aus stereographisch projizieren.
Dann erhilt man als Abbild der projektiven Ebene wieder eine Kreisfliche mit dia-
metral zugeordnetem Rande. Die Geraden der projektiven Ebene sind dann durch

Kreisbogen abgebildet, welche die Begrenzung der Kreisfliche in diametralen Punk-
ten schneiden.
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die beiden Aste einer Hyperbel (vgl. Fig. 7 und Fig. 12). Der mittlere
schraffierte Teil I der Fig. 4 148t sich nun durch Vereinigen der Rand-
stiicke 4, C, und A4, C, in ein M&biussches Blatt, wie es durch die so-
gleich noch naher erliuterte Fig. 5 dargestellt sei, zusammenbiegen, das

ja eine ,einseitige* Fliche mit esner Randkurve ist®). Es ist hiermit zu-
gleich in einfachster Weise gezeigt:

Die projekitve Ebene stellt eine einsestige Fldche vor.

Die beiden anderen Teile IIa und IIb der Fig. 4 kénnen wir durch
Vereinigen der beiden begrenzenden Kreisbogen unter entsprechenden Ver-
zerrungen zu einem Vollkreis IT vereinigen (Fig. 6). Dies sei wie folgt
ausgefithrt: Wir denken uns die
entsprechenden Gebiete I1a und
TIb auf der Halbkugel (Fig. 7).
Dann kénnen wir ja das Ge-
biet IIb durch das diametrale
Gebiet II'b ersetzen, das mit
IIa zusammen einen Kugel-
abschnitt bildet. Dieser geht
dann durch orthogonale Pro-
jektion auf die Ebene seines

Fig. 7. .begrenzenden Kreises in einen
Vollkreis iiber.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diesen Vollkreis und das Mébius-
sche Blatt mit entsprechenden Randstiicken aneinander zu heften. Wir
denken zu dem Zweck das Mébiussche Blatt (Fig. 5) der besseren Uber-
sicht wegen fiir einen Augenblick noch in zwei Teile zerlegt, indem wir

3) Vgl. hinsichtlich der einseitigen Flichen z. B. Boy, Dissertation S. 34 ff. oder
Math. Annalen L. c. S. 167ff. oder M&bius, Gesammelte Werke II, Leipzig 1886, S. 434
und 8. 519,
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es von A iiber 7 nach C und von B iiber M nach D durch Linien zer-
schneiden, die den Rindern A4, ¢, und 4,0, bzw. der Strecke BD in
Fig. 4 entsprechen sollen (Fig. 8a, b). Und zwar moge man sich die
Entstehung der Teile dann folgendermafen
veranschaulichen: Man denke sich eine Ellipse
mit vertikaler groBer Achse MT. (Eine
Ellipse statt eines Kreises ist nur deswegen
gewihlt, damit die Figuren, insbesondere
Fig. 9, nicht unnétig groB werden.) Léngs
der einen durch die Punkte M, T begrenzten
Hilfte der Ellipse moge eine Strecke so
entlang gleiten, daB ihr Mittelpunkt auf
der Ellipse bleibt und die Strecke selbst
stets zur Ellipsenebene senkrecht steht. Die Fig. 8b. Fig. Sa.
Strecke beschreibt dann also ein Stiick eines
elliptischen Zylinderringes (Fig. 8a). Léngs der anderen Ellipsenhilfte
soll dagegen eine gleichgroBe Strecke, auch stets horizontal bleibend,
mit ihrem Mittelpunkt auf der Ellipse von derselben Anfangslage durch
den Punkt M aus entlang gleiten, doch jetzt so, daf die Strecke sich
proportional dem Hohersteigen dreht und zwar insgesamt um 180°
Dieser zweite Teil der Fliche ist also ein Stiick einer Art Schrauben-
fliche (Fig. 8b), deren Gleichung leicht aufzustellen ist. Sind nun diese
beiden Flidchenteile zusammengesetzt, so daf ihre Ellipsenhilften sich er-
ginzen, dann sollen noch je der obere und der untere Teil dieser Fliche so
durch Zusammendriicken verbogen werden, daB der hochste und der tiefste
Punkt elliptische Flichenkriimmung bekommen und auch die beiden Teile
ohne Knick sich aneinandersetzen (Fig.5). Es sei gleich hier noch be-
merkt: Den Teil der Fig. 8b kann man als Stiick von einer rechts oder
links gewundenen ,Schraubenfliche annehmen. Demgem&l erhdlt man
zwei verschiedene Mobiussche Blitter und daraus auch zwei verschiedene
geschlossene Flichen § und ¢’ fiir die projektive Ebene €. Diese ver-
schiedenen Flichen sind jedoch als spiegelbildlich zueinander anzusehen,
wie ein Paar Handschuhe, und es kann das eine Gebilde durch Um-
krempelung in das andere iibergefithrt werden, indem man zunéchst ein
kleines Loch in die eine Fliche ¥ eingeschnitten denkt und diese Fliche
durch das Loch hindurchstiilpt und dann das Loch wieder richtig schlieBt.
Wir bevorzugen im folgenden eine rechisgewundene Fliche, wie sie auch
die Fig. 8b darstellt. ’

Um nun die Verhiltnisse bei der immerhin komplizierten Fliche %
leicht anschaulich uns vorstellen zu kénnen, wollen wir weiterhin die
»Kotierte Projektion der Fliche* benutzen. Wie ein Gelinde durch seine
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Hohenschnitte (Isohypsen) in einer Karte dargestellt ist, so wollen wir
auch hier das Mobiussche Blatt und die sich daraus ergebende Fliche &
durch in gleichem Abstande aufeinander folgende Horizontalschnitte dar-
gestellt denken. Wir kénnen etwa annehmen, daBl diese Schnitte im Ab-

3 7
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o CD 25 o
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@ I o o
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Fig. 9.

stande von 2,5 mm auf-
einander folgen. Dann
wiirdenals,,Koten*“oder
Hohenziffern » zu den
gewahlten 17 Schnitten
hinzuzuschreiben sein:
0;2,5; 5,0;...; 40 mm,
wobel wir die Hohe %
der ganzen Fliche eben
zu 40 mm angenommen
haben (Fig. 9, entspre-
chend den verkleinert
wiedergegebenen Fig. 5
und 8a, b).

Der besseren Uber-
sicht wegen sind die
einzelnen  Horizontal-
schnitte  iibereinander
gezeichnet; doch sind
jedesmal an beiden Sei-
ten durch kleine Kreise
zwei Punkte angegeben,
die beim richtigen Uber-
einanderlegen der Fi-
guren im Raume in zwei
senkrechten Geraden zu
liegen kommen. In die-
sen Figuren geben die
stark ausgezogenen Bo-
gen oder Strecken 1—2
und 3—4 fiir sich die
Héhenlinien fiir die bei-

den Teile der Fig. 5 von dem Mobiusschen Blatt wieder und die schwach
ausgezogenen Bogen die Hohenlinien fiir dle verzerrte Kreisfliche der Fig. 6.
Diese letzteren Hohenlinien sollen nun den in Fig. 6 eingezeichneten
Kurven entsprechen, die wir speziell als Hyperbeldste wihlen, worauf wir

sogleich zuriickkommen.
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Beim Ubergang von dem Schnitt 12,5 mm zu dem Schnitt 15 mm
sind zwei Doppelkurven der Fliche % entstanden, was keine Singularitit
bedingt. Analoges gilt beim Ubergang vom Schnitt 22,5 mm zum Schnitt
95 mm. Die vier Schnittpunkte mit den Doppelkurven verschwinden
dann wieder beim Ubergang vom Schnitt 25 mm zum Schnitt 27,5 mm
und von diesem zum Schnitt 30 mm. Besonders zu beachten ist jedoch
der Ubergang vom Schnitt 17,5 mm iiber den Schnitt 20 mm zum Schnitt
22,5 mm. Beim Schnitt 20 mm ist der
Doppelpunkt S zu erkennen, der in ver-
schiedener Weise vorher und nachher auf-

geldst ist. Die Verhdltnisse sind hier /\
ganz analog, als wenn wir die kotierte )
Projektion bei einem hyperbolischen Para-

boloid mit horizontal gelegener Tan-

gentialebene im Scheitelpunkte S be-

trachten, wo die Umgebung des Scheitel-

punktes § vor und nach dem Horizontal- Fig. 10a.

schnitt in den beiden Erzeugenden des

Scheitelpunktes Hyperbéldste in dem einen oder anderen Paar Winkelrjumen
liefert (Fig. 10a,b). Ja, man kann, wenn man will, die Umgebung des
Punktes S unserer Fliche ¥ geradezu als solchen Teil eines
hyperbolischen Paraboloids ausgebildet denken. \/

Wenn man nun auch unsere so gewonnene Fliche sich
in ihrer Gesamtheit vielleicht schwer vorzustellen vermag,
so ist doch leicht ein anschauliches Bild von ihren einzelnen /\
Teilen zu gewinnen, in die man sie sich zerlegt denken Fig. 10b.
kann. Und zwar moge man sich auBer dem Méobiusschen
Blatt an der Hand der Fig. 9 jeden der vier Teile der Fliche { vor-
stellen, die durch Verbiegen und Verzerren aus denjenigen vier Qua-
dranten der Kreisfliche der Fig. 6 entstehen, wie sie durch die Durch-
messer G und KH geliefert werden. Den zugehorigen Halbmessern
dieser Quadranten entsprechen ja die vier feingezeichneten Linien, die
vom Punkte § des Schnittes 20 mm der Fig. 9 auslaufen. Man iiberzeugt
sich dann vollends auch leicht, daB diese vier Teile der Fliche in der
Tat zusammen der schlichten Kreisfliche der Fig. 6 entsprechen.

Um nun auch bequem die punktweise eineindeutige Abbildung der
projektiven Ebene & auf unsere Fliche § der Fig. 9 iiberblicken zu
konnen, wollen wir auf der Ebene § in einfacher Weise ein Kurvennetz
einzeichnen und dieses iiber die Halbkugel (Fig. 1 oder 7) und die Kreis-
flache (Fig. 2) auf die Fliche { iibertragen. Zu dem Zweck fithren
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt M
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und vertikaler z-Achse ein (Fig. 1). Die Gleichung der gegebenen
Kugel sei:

(1) -y 2t =

Die Hyperbeln der Fig. 6 und die zu ihnen deswegen noch hinzuzuden-
kenden Hyperbeln derselben Ebene, weil ja die Begrenzung der Fig. 6
kein gréfter Kugelkreis ist, liegen ferner auf den hyperbolischen Zylindern:

(2) ¥ —2*=c (—r* o<+,

entsprechen also den durch die beiden Gleichungen (1) und (2) gegebenen
Kurven auf der Kugel. Die orthogonalen Projektionen dieser Kurven
auf die horizontale Kreisfliche der Fig. 4 sind gegeben durch die Glei-
chungen:

(3) x4 2y*=rid-c,

sind also Ellipsenbogen (Fig. 11). Fiir ¢=10
erhilt man eine Ellipse mit den Scheitelpunk-
ten 8., 8,, und zwar entspricht diese Ellipse
den Durchmessern G und HK der Fig. 6.
Fir ¢ = — r? ergibt sich der Punkt M und
fiir ¢= - r? ergeben sich die Schnittpunkte
T,, T, der y-Achse mit dem begrenzenden
Kreise der Fig. 11.

Vom Mittelpunkte M der Kugel aus werden
die Kurven auf der Halbkugel durch die Kegel

(4) e+ (e — 1)y F(c+r) =0

projiziert. Die Kurven der Halbkugel entsprechen also in der Ebene &,
in die wir die vom Beriihrungspunkte 3/, ausgehenden &, 7-Achsen parallel
zu den z, y-Achsen einfithren, den Kurven:

(3) -8+ (c— 1)+ (c-Fr?)r?*=0 (Fig. 12).

Fiir ¢ =0 ergeben sich also die Parallelgeraden 5= 4 » und fiir
—r? L ¢ < 0 Ellipsen, fir 0 < ¢ < r* Hyperbeln, die sich fiir lim¢ =1r?
auf den unendlich fernen Punkt 7 der 5-Achse zusammenziehen. In
der Pig. 12 ist auBer diesen Kurven auch die den Parallelgeraden der
Fig. 4 entsprechende Hyperbel eingezeichnet.

Bs ist nun leicht zu iibersehen, daB wir diese Kurvenschar in der
Ebene € unmittelbar den Hohenkurven unserer Fliche §§ in der Fig. 9
zugeordnet annehmen kdonnen, so dal wir auch die zugehdrigen Koten »
der Fig. 9 auf die Kurvenschar der Ebene € iibertragen konnen (vgl.
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Fig. 12). Wir wollen einfach folgende Beziehung zwischen den Parametern
¢ und » festsetzen:

(6) % =€—2%:-‘3~h oder ° (6a) cxﬂ(%:i—— ),

wo % wieder die gesamte Hohe der Fliche, bei unserer Annahme also
k= 40 mm, ist.

Sollen die Punkte B, D der Fig. 11 auf der Ellipse fiir » = 2,5 mm
oder ¢ = — 7r? gelegen sein und analog die Punkte 4,, C,, 4,, ¢, auf
der Ellipse fiir » = 37,5 mm oder ¢ = -+ 7% so muB ersichtlich der Ab-
stand MB = MD == 27% gewihlt sein, wie es in den Figuren auch der

Fall ist, fiir die noch r = 14 mm gewahlt ist. In den Fig. 6, 11 und 12
ist dann den einzelnen Kurven noch die Kote » der ihnen entsprechenden
Hohenkurven der Fig. 9 hinzugefiigt.

Wir wollen weiter in der Ebene & noch eine zweite Kurvenschar
hinzunehmen, nimlich z, B. die konzentrischen Kreise mit dem Mittel-
punkte 3,. Es ist einfach, diese Kreise auf die Halbkugel der Fig. 1,
auf die Kreisfliche der Fig. 2 und auf die Kreisfliiche der Fig. 6 zu iiber-
tragen. In der Fig. 2 ergeben sich dann die Kreise um M und in der
Fig. 6 parallele Sehnen zum Durchmesser 4,0,. Auch diese Kurven
wollen 'wir je mit einer Indexziffer versehen denken, und zwar kénnen
wir als solche Indexziffer 1 etwa den Radius der konzentrischen Kreise
in der Fig. 2 oder 11 wahlen, so daf die Indexziffer 1 von 0 bis » va-
rijert. Die Schnittpunkte dieser Kreise in der Fig. 11 mit der anderen
Kurvenschar wollen wir auch auf die Kurven der Fig. 9 iibertragen denken,
so daB jede von diesen dann auch eine Skala trigt, der Indexziffer 2 der
Schnittpunkte entsprechend. Es hat keinen Zweck, dies, etwa auch durch
Vervollstindigung der Figuren, im einzelnen noch auszufiihren, was ja gar
keine Schwierigkeit bieten wiirde. Jedenfalls erkennt man:

Auf solche Weise lift sich die punktweise eineindeutige Zuordnung
der projektiven Ebene & und unserer konstruierten Fliche § wvollsidndig
Gibersehen.

Man kann dann auch jede Figur der projektiven Ebene € auf die
Flache & iibertragen, insbesondere ein rechtwinkliges Koordinatensystem
oder ein projektives Dreieckskoordinatensystem. Im Falle der Euklidi-
schen Geometrie entspricht insbesondere der unendlichfernen Geraden von €,
d. h. dem begrenzenden Kreise der Fig. 11, eine bestimmt angebbare
Kurve der Fliche §, die auch durch die Punkte S, A, C und 7 der Héhen-
kurven 20, 37,5 und 40 mm der Fig, 9 hindurchgeht. Im TFalle der
hyperbolischen Mafbestimmung koénnen wir etwa den begrenzenden Kreis
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der Fig. 6 als Abbild des reellen absoluten Kegelschnittes ansehen und
werden dann besser als die abzubildende projektive Ebene die Tangential-
ebene im Punkte S, der Fig. 7 (an Stelle der fritheren Ebene §) wihlen.
Dann umfat der von den diinnen Linien der Fig. 9 gebildete Flichenteil,
die Verbiegung der Kreisfliche der Fig. 6, noch abgesehen von der Be-
grenzung, die Gesamtheit der esgentlichen Punkte der hyperbolischen Ebene,
wihrend das Mobiussche Blatt einschlieBlich der Begrenzung die Gesamt-
heit aller wneigentlichen Punkte darstellt, Man kann also die MaB-
bestimmung in allen drei Arten der Geometrien unmittelbar auf unsere
Flache & iibertragen denken.

(Eingegangen am 8. 3. 1924.)



Bemerkungen iiber zentrische Kollineation®).
Von
Georg HeuBel in GieSen.

Die folgenden Betrachtungen stehen im Zusammenhang mit dem Aufsatz
des Herrn Pasch ,,Uber zentrische Kollineation® in Bd. 90 der Annalen?).
Zu dem dort behandelten ebenen Problem und zu &hnlichen fiihrt ein
Konigsweg iiber die dritte Dimension. In Nr. 9 S. 106 jenes Aufsatzes
wird auf einen Sonderfall folgender Aufgabe hingewiesen:

Von zwei Kegelschnitten ¢, und ¢, derselben Ebene II ist eine ge-
meinsame Sehne s bekannt, es ist ein Schnittpunkt 7' gemeinsamer Tangenten
zu suchen, so daB ¢, und ¢, zentrisch kollinear mit 7' als Zentrum und
s als Achse sind. Ich behandle zunichst die umgekehrte Aufgabe und
suche zu 7T die Gerade s. Vorausgesetzt sei, daB jede Gerade durch 7'
sowohl mit ¢, als auch mit ¢, entweder zwei (reelle) oder gar keinen
Punkt gemeinsam hat. Auf einer Geraden g, die mit I7 nur 7' gemeinsam
hat, nehmen wir zwei Punkte S und O an. § sei Spitze eines Kegels K
mit der Leitlinie ¢,. p,(p,) sei die Polare von T' in bezug auf ¢, (¢,).
Die Ebene durch p, und S schneide die Ebene durch p, und O in der
Geraden p. A, sei ein Punkt auf ¢,, 4,0 schneide Ky in 4; und 4,.
Die Ebene E, (E,) durch A, (4,) und p schneide Kg in dem Kegelschnitt
¢; (¢,) und IT in der Geraden s; (s,). Dann sind ¢, und ¢; (¢,) zentrisch
kollinear mit § als Zentrum und s, (s,) als Achse. Diese raumliche Kol-
lineation zwischen ¢, und ¢, (¢,) geht durch Projektion aus O auf II iiber

) Anm. d. Red.: Die Note von Pasch, Uber zentrische Kollineation, Math.
Ann. 90, hat zwei Arbeiten hervorgerufen, die kurz nacheinander eingelaufen sind.
Da sie, abgesehen von dem Ausgangspunkt, wenig Beriihrung miteinander haben,
drucken wir sie im Einverstindnis mit Herrn Pasch beide ab.

%) Da dort irrtiimlich die Meinung geduBert ist, daB bei zentrischer Kollineation
Zentrum und Achse auseinander liegen miissen, so hat Herr Pasch mich ermichtigt,
diesen Irrtum, der einige Unrichtigkeiten im Verlauf der Betrachtungen zur Folge
gehabt hat, hier zu berichtigen. (8. 107, Z. 3 von unten lies Pyrkosch.)
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in eine ebene zentrische Kollineation zwischen ¢, und ¢, mit 7 als Zentrum
und s (s,) als Achse.

Wir fassen zusammen: Sind ¢, und ¢, Kegelschnitte derselben Ebene
IT und ist 7' ein Punks, in dem die Involution konjugierter Strahlen in bezug
auf ¢, und ¢, dieselbe ist, schneidet aullerdem jede Gerade durch 7' ent-
weder beide Kegelschnitte oder gar keinen, so gibt es auf jedem Kegel Ky
mit der Leitlinie ¢, und der Spitze S zwei ebene Schnitte ¢; und ¢,, die
durch Projektion aus demselben Punkt O auf T'S in ¢, iibergehen; ihre
Ebenen schneiden [T in s, und s,, zwei gemeinsamen Sehnen von ¢, und
¢,. Die Schnittpunkte von ¢; und ¢, mit IT liegen zugleich auf ¢, und ¢,.

Um nun alle Fille der gegenseitigen Lage von ¢, und ¢, zu er-
schopfen, gehen wir von der riumlichen Kollineation zwischen ¢, und ¢,
auf Kg aus und lassen ¢, entstehen, indem wir ¢, von O aus auf II, die
Ebene von ¢,, projizieren. (Dabei fallt 7' jedesmal auf s,, wenn O in
der durch s, und S bestimmten Ebene liegt.)

I ¢, und ¢; schneiden sich in zwei Punkten U und V.

1. O beliebig: ¢, und ¢, schneiden sich in U und ¥V und im all-
gemeinen noch einmal in X und Y, den Schnittpunkten von ¢, mit II.
UV und XY sind Kollineationsachsen.

2. O auf Kg: ¢, und ¢, schneiden sich in U und V, ¢, wird (doppelt
zu zéhlende) Mantellinie, X, ¥, 7 fallen zusammen, ¢, und ¢, berithren
sich zweipunktig, Zentrum ist der Berithrungspunkt, Achse ist UV oder
die Tangente des Beriihrungspunktes, in diesem Fall ist die Kollineation
singulér.

3. O liege auf der Tangentialebene, die in U an Ky gelegt ist: ¢,
und ¢, berithren sich in U und schneiden sich in ¥V, die Tangentialebene
beriihrt auch ¢,, und der eine Schnittpunkt von ¢, mit I7, etwa X, fillt
mit U zusammen. ¢, und ¢, berithren sich zweipunktig, ¢, und ¢, schneiden
sich auBerdem in ¥V und Y. UV und UY sind Achsen.

4. O auf US. U, X, Y, T fallen zusammen, ¢, und ¢, berithren
sich dreipunktig in U, schneiden sich in V, sind regulir kollinear in bezug
auf UV und singuldr kollinear in bezug auf die Tangente in U.

5. O liege auf der Schnittgeraden der beiden Ebenen, die Kg in U und
V beriihren, d. h. auf der Geraden, die zu UV in bezug auf Kg polar ist:
X riickt mit U, V mit ¥ zusammen, ¢, und ¢, beriihren sich doppelt,
T liegt auf beiden Tangenten, die beiden Achsen fallen zusammen.

. ¢, und ¢, beriihren sich in U.

1. O beliebig: ¢, und ¢, berithren sich in U, schneiden sich in X

und Y, die gemeinsame Tangente in U oder X Y sind Achsen.
Mathematische Annalen. 92. 6
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2. O auf Kg: ¢, und ¢, berithren sich doppelt, da X und Y zusammen-
fallen. 7T fallt auf X, die Kollineation ist regulir oder singuléir, je nachdem
die Tangente in U oder in X Achse ist.

3. O auf der Tangentialebene in U an Ks: ¢, und ¢, beriihren sich
dreipunktig in U und schneiden sich in Y. T liegt auf der Tangente
durch U, entweder diese oder UY ist Achse.

4. O auf US: U, X,Y und T fallen zusammen, die Beriihrung wird
vierpunktig, der Berithrungspunkt Zentrum, die Tangente Achse einer
reguliren und einer singuliren Kollineation.

Von den mannigfachen Zusammenhingen und Folgerungen, die sich aus
diesen riumlichen Betrachtungen ergeben, greife ich nur eine ganz elementare
heraus: Gesucht seien die gemeinsamen Sehnen zweier Kreise ¢, und ¢,.
Wir bestimmen einen Ahnlichkeitspunkt 7' im Endlichen und verfahren wie
oben. O liege im Unendlichen, O T sei senkrecht I7; dann ist ¢; ein
Kegelschnitt, dessen Ebene IT in der Potenzlinie s; von ¢, und ¢, schneidet,
¢, ein Kreis, dessen Ebene I7 in der unendlich fernen Geraden s, schneidet.
Sind die Kreise konzentrisch, so fallen s, und s, zusammen, es ist dann
Fall 15 verwirklicht.

(Eingegangen am 12. 11. 1923.)



Uber zentrische Kollineation von Kegelschnitten.

Von

M. Frank in Simferopol (Krim RuBland).

In der Arbeit von M. Pasch: ,Uber zentrische Kollineation (Math.
Annalen 90, 1/2, 8. 103) steht: ,,Berithren die Kegelschnitte einander drei-
punktig, so ist die Tangente des Beriihrungspunktes die eine jener beiden
Schnittsehnen. Dies ist der einzige Fall, wo der Schnittpunkt gemeinsamer
Tangenten auf einer zugeordneten Schnittsehne liegt* und weiter (S. 104)
,JDa Zentrum und Achse auseinanderliegen miissen, so kann ein Punkt
mit Berithrung hoherer Ordnung zwischen K und K’ nicht Zentrum, seine
Tangente nicht Achse sein.

Beide Behauptungen, sowie alle Folgerungen aus ihnen sind irrtiimlich.
In der Tat, durch drei Paar zugeordnete Punkte 4, B,C und 4, B, C
ist eine zentrische Kollineation vollstindig bestimmt, wobei finf von
ihnen willkiirlich angenommen sein konnen, der sechste aber z. B. '
auf dem Strahle liegen muS, der durch das Kollineationszentrum P, das
durch die Strahlen 44’ und BB’ bestimmt ist, und den Punkt C geht.
Die Kollineationsachse wird aber nur durch die Lage des Punktes ¢’
bestimmt. Nehmen wir also fiinf willkiirliche Punkte 4, B, C, 4', B an,
bestimmen das Kollineationszentrum P und einen Punkt G auf der
Kollineationsachse, als Schnitt von AB und A'B’, so kénnen wir
immer die Gerade GP als Kollineationsachse annehmen, wobei der
Punkt O’ sich dann als Schnitt des Strahles PC mit der Geraden,
die den Punkt ¥, Schnitt von GP mit AC (oder BC), it 4’ (bzw. B
verbindet., Die Kollineation kann auch anders bestimmt werden, namlich
durch willkiirliche Annshme von Zentrum und Achse, einem Paar zu-
geordneter Punkte A, A’ auf einem Strahle, und einem Punkte B auf
einem anderen. Daraus folgt, daB zu jedem Kegelschnitte K unendlich
viele zentrisch kollineare Kegelschnitte K’ konstruiert werden kénnen und
dabei so, daf die Kollineationsachse durch das Kollineationszentrum geht,

wobei K und K’ sich nicht notwendig beriibren miissen. -
% 6*
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Gerade diese Fille zentrischer Kollineation, die M. Pasch fiir un-
méglich hilt, wollen wir etwas ausfiihrlicher behandeln.

Nehmen wir bei gegebenem K das Kollineationszentrum P und die
Kollineationsachse ! ganz willkiirlich an, nur so, daB P auf ! liegt, ziehen
durch P einen beliebigen Strahl, der K in A schneidet, und nehmen auf
ihm den Punkt 4’ von K’ an, so konnen alle anderen Punkte von K’
konstruiert werden. Dabei wollen wir einstweilen P auBerhalb von K an-
nehmen. Man wird dann drei Fille unterscheiden kénnen.

1. Die Achse I geht durch P im Innern des Winkels der von den
beiden Tangenten ¢z und s aus P an K gebildet wird, dann schneidet /
den Kegelschnitt K in zwei reellen Punkten N und M, die auch Schnitt-
punkte von K und K’ sein miissen und durch die zwei Beriihrungspunkte
T und 8 getrennt werden. Es miissen also dann auBler N und M noch
zwei reelle Schnittpunkte N’ und M’ der Kegelschnitte X und X’ vor-
kommen, Die Kegelschnitte schneiden einander also in vier reellen Punkten.
Die zweite, zum Zentrum P zugeordnete Achse I’ ist M N’

Es ist bekannt (M. Pasch, L c. 8. 105), daf in diesem Falle im ganzen
zwGlf reelle verschiedene Kollineationen vorkommen. Sechs Schnitte von
gemeinsamen Tangenten ergeben sechs Kollineationszentren, sechs gemein-
same Sehnen sechs Kollineationsachsen. Zu'jedem von zwel Zentren, z. B,
P und P’ sind zwei Achsen 7 und I’ und zu jeder von diesen Achsen
dieselben zwei Zentren P und P’ zugeordnet.

Wir wollen jetzt den Satz beweisen, dap, falls eine Achse 1 durch
das zugeordnete Zentrum P geht, auch die zweite zu P zugeordnmete Achse I
durch das zweite, zu 1 zugeordnete Zentrum P’ geht. In der Tat, bilden
die vier Schnittpunkte MNM'N’ ein gemeinsames, in die Kegelschnitte K
und K’ eingeschriebenes vollstéindiges Viereck, so bestimmen die drei
Nebenpunkte des Vierecks X, F, G ein gemeinsames autopolares Dreieck
von K und K’. Liegt der Punkt E im Innern der Kegelschnitte, so
werden die anderen Punkte F und G auf der Geraden FG durch die
Schnittpunkte mit den Seiten M N und M’N’ harmonisch geteilt. Anderer-
seits bestimmen vier gemeinsame Tangenten s, ¢, s, ¢" ein Vierseit, dessen
Nebenseiten e, f, g dasselbe autopolare Dreieck E FG bestimmen miissen,
da zwei Kegelschnitte nur ein gemeinsames autopolares Dreieck haben
konnen. Daraus folgt, daB die Zentren P und P’ auf der Geraden FG
(die wir auch e nennen konnen) liegen mijissen. Die beiden anderen
Nebenseiten g und f fallen mit EF und EG zusammen. Die Punkte
P und P’ werden durch G und F harmonisch geteilt. Daraus folgt, da8,
falls eine von den Sehnen NJM, die als zu P zugehérige Kollineations-
achse angesehen werden kann, durch P geht, auch N'M durch P’ durch-
gehen muB.
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Eine Folgerung aus diesem Satz ist u. a., daB das Viereck SS'TT,
das durch vier Berithrungspunkte der gemeinsamen Tangenten aus P ge-
bildet wird, als Nebenecken die Zentren P, P’ und den Punkt E hat,
wobei die zugeordneten Achsen I und !’ mit den Seiten PE und P'E
zusammenfallen. Dasselbe gilt von dem Viereck der Beriihrungspunkte
gemeinsamer Tangenten aus P’.

2. Die Achse [ lduft aufBlerhalb des Winkels der beiden Tangenten,
der die Kegelschnitte enthdlt. Dann schneidet [ K nicht mehr. Dabei
kann es vorkommen, daf§

a) K und K’ zwei reelle Schnittpunkte haben, durch welche die zweite
zugeordnete Achse I’ hindurchgeht.

b) K und K’ sich beriihren, und

c) keine gemeinsamen Punkte haben, aber in den letzten zwei Fillen
mufl jedenfalls der eine Kegelschnitt auBerhalb des anderen liegen.

Der fiir den Fall 1 bewiesene Satz, dal auch die zweite zugeord-
nete Achse durch das zweite Zentrum geht, gilt auch hier, trotzdem
in diesem Falle kein reelles gemeinschaftliches autopolares Dreieck
existiert. Es ist aber auch hier’ der Pol Z und die gemeinsame Polare
PP’ vorhanden, und die als Folgerung zu dem Satze gegebene Konstruk-
tion mittels des Vierecks SS8'TT’ ergibt die Lage von P’ und E, also
auch von 1.

3. Fillt die Achse I mit einer der Tangenten von P an K zusammen,
so konnen wir diesen Fall als Grenzfall ansehen, wenn I, um den Punkt P
sich drehend, aus dem Inneren des Tangentenwinkels in den Nebenwinkel
iibergeht. Die Schnittpunkte M und N fallen beide mit dem Beriihrungs-
punkte 7' zusammen, aber noch ein dritter Schnittpunkt M’ oder N' muf
dann auch mit 7' zusammenfallen. Die Kegelschnitte K und K’ beriihren
sich dreipunktig. Die zweite zugeordnete Achse ist dann die Schnittsehne,
das zweite Zentrum P’ ist der Beriihrungspunkt 7' beider Kegelschnitte.
Zum Beriihrungspunkte 7' als Zentrum ist aber nur eine Achse — die
Schnittsehne — zugeordnet, weil jeder Strahl durch 7 jeden Kegelschnitt
nur noch in einem Punkte schneidet.

Es bleiben noch die Fille zn untersuchen, wo das Zentrum P im
Innern von K oder auf X liegt.

Diese Fille sind aber, einen ausgenommen, in den oben behandelten
enthalten, weil im Falle 2a das zweite Zentrum P’ im Innern von K
liegen muB, und im Falle 2b sowie 8 auf K selbst. Es ist nur noch
ein Fall iibrig, wenn P und P’ zusammenfallen, und das kommt vor, wenn
K und K’ sich vierpunktig beriihren. Die gemeinsame Tangente ist dann
die Kollineationsachse.
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Wir konnen somit auf Grund des Vorangehenden behaupten, daf die
Kollineationsachse durch das Zentrum hindurchgehen kann, bei verschiedenster
Lage der Kegelschnitte, nur den Fall ausgenommen, wo der eine Kegel-
schnitt vollstindig im Innern des anderen liegt und die Kegelschnitte
dabei keine Beriihrung hoherer Ordnung miteinander haben. Im Falle
doppelter Beriihrung beider Kegelschnitte erhalten wir zwar mittels zweier
Tangenten und einer Sehne drei Achsen und drei Zentren, die auf den
Achsen liegen und ein Dreieck bilden, aber jedem Zentrum ist die gegen-
tiberliegende Seite des Dreiecks als Achse zugeordnet'). Die behandelten
speziellen Fille zentrischer Kollineation fithren zur Losung vieler Aufgaben,
von denen wir nur auf folgende aufmerksam machen.

Aufgabe 1. Zu einem Kegelschnitte K in einem gegebenen Punkte P
den Krimmungskreis zu konstruieren.

Der Kriimmungskreis, der mit dem Kegelschnitte eine dreipunktige
Berithrung hat, steht mit ihm in zentrischer Kollineation, wobei als
Zentrum der Beriihrungspunkt P erscheint. Zeichnen wir einen beliebigen
Kreis K,, der im Punkte P den Kegelschnitt einfach beriihrt, und be-
stimmen die Kollineationsachse I, von X und K,, so ist leicht zu be-
weisen, daB fiir einen anderen Kreis K,, der ebenso den Kegelschnitt in P
berithrt, die zugehérige Kollineationsachse 7, zu I, parallel sein muB.
Nehmen wir also I’ parallel zu 7, durch den Punkt P, so ist das die
gesuchte Achse fiir den Kriimmungskreis und Kegelschnitt. Der Durch-
schnitt von ' und K gibt einen zweiten Punkt des Kreises und damit
ist die Aufgabe geldst.

Falls vom Kegelschnitt K nur fiinf Punkte gegeben sind, konstruieren
wir im Punkte P die Tangente und Normale, nehmen ebenso einen Kreis
durch P mit Zentrum auf der Normale, bestimmen mittels dreier anderer
Punkte von K die Achse I, und ziehen dann zu ihr die Parallele 4
durch P. Es bleibt dann noch ein weiterer Punkt des Kriimmungskreises K
zu bestimmen.

Aufgabe II. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, der zentrisch kolli-
near dem Krimmungskreise in seinem Schestel ist.

Ziehen wir die Tangente ! im Punkte P des Kriimmungskreises und
einen Durchmesser P4, der den Kreis im Punkte 4 zum zweiten Male
schneidet, und nehmen wir auf PA den zu A4 zugehdrigen Punkt A’
des gesuchten Kegelschnitts an, so bestimmen sich alle anderen Punkte
von K mittels einfacher Konstruktion: Schneidet ein beliebiger Strahl g

Y Bei M. Pasch (L c. S. 105) steht irrtiimlich, da8 in diesem Falle vier Kolli-
neationen vorkommen.
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durch P den Kreis in B und ziehen wir die Gerade AB bis zum
Schnitte ¢ mit der Tangente I, so erhalten wir den Punkt B’ als Schnitt
von CA’ und g. )

P4’ ist eine der Hauptachsen des Kegelschnittes. Liegt der Punkt 4’
mit dem Kreise K auf der gleichen Seite der Tangente I, so erhalten wir
eine Ellipse, wobei, falls A" innerhalb des Kreises liegt, PA’ die kleine
Achse ist, falls auBerhalb, die groBe. Liegen 4’ und K auf verschiedenen -
Seiten von I, so erhalten wir eine Hyperbel. Ist A" im Unendlichen, so
erhalten wir eine Parabel. '

(Eingegangen am 16. 12. 1924.)



Bemerkung iiber die ebenen Elementarkurven
3. Ordnung.

Von

Otto Haupt in Erlangen.

1. Einlestung. TUnter einer ,,vollig stetigen™ (ebenen) Kurve versteht
man nach Herrn Juel') eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, also
eine (im projektiven Sinne geschlossene) Kurve, fiir welche, mit Ausnahme
hochstens endlich vieler Stellen, an jeder Stelle genau eine vordere und
esme hintere Halbtangente existiert, die entgegengesetzt gerichtet sind und
sich stetig mit der Stelle indern®). Kurven, die sich aus einer endlichen
Anzahl von konvexen Bogen (,,Elementarbogen‘?®)) zusammensetzen, heiflen
.,Blementarkurven*).

Herr Juel hat nun den Satz bewiesen*): Die wvollig stetigen, ebenen
Kurven 8. Ordnung sind Elementarkurven.

Im nachstehenden soll gezeigt werden, daB die Voraussetzung der
volligen Stetigkeit entbehrt werden kann, daB also folgende Behauptung
richtig ist: Die ebenen Kurven 3. Ordnung sind Elementarkurven.

Nachdem man einmal wei, daB die Kurven 3. Ordnung stets Ele-

1) a) C. Juel, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4.
Ordnung (D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 7. R., Naturvidensk. og Mathem.
Afd., 11, 2, Kopenhagen 1914, S. 113 und 125);

b) vgl. auch C. Juel, Einige Sétze iber ein- und mehrteilige Elementarkurven
4, Ordnung (Math. Ann. 76 (1915), S. 343346, bes. § 2, S. 845).

?) Wegen der Begriffe: Kurve, stetig differenzierbare Kurve, Halbtangente usw.
sieche A. Rosenthal, Uber die Singularititen der reellen ebenen Kurven (Math. Ann.
73 (1913), S. 481 1).

3) Juel, L. c. 3), a) S. 116. Beuziiglich der Deﬁmtlon des konvexen Bogens vgl.
auch Nr. 3 der vorliegenden Arbeit. Die von uns beputzte Definition ist gleichbe-
deutend mit der von Herrn Juel zugrunde gelegten.

4 Juel, 1. ¢. 9, a) S. 136 f. Auch mehrteilige Kurven kénnen zugelassen wer-
den. Der Satz gilt, wie Herr Juel (L c., S. 114) hervorhebt, nicht mehr fiir Kurven

4. Ordnung.
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mentarkurven sind, iibertrigt sich die von Herrn Juel®) (fiir vollig stetige
Kurven) entwickelte Theorie im wesentlichen unveréndert auf die allge-
meinen Kurven 3. Ordnung.

2. Weil jeder Teilbogen eines konvexen Bogens wieder konvex ist,
folgt — etwa mit Hilfe des Heine-Borelschen Uberdeckungssatzes — zu-
nichst®): Damit die (ebene) Kurve € eine Elementarkurve sei, ist not-
wendig und hinreichend, daB zu jeder Stelle P von € eine Umgebung”)
auf © gehort, die in endlich viele Konvexbogen zerlegbar ist.

Zum Beweise unserer Behauptung geniigt es deshalb, Bogen 3. Ord-
nung zu betrachten.

Diese Bogen konnen wir iberdies als (beschrdnkte) Jordanbogen vor-
aussetzen. Bei der Bestimmung der ,,Ordnung® einer Kurve wird nim-
lich jeder mehrfache Punkt der Kurve mit seiner Vielfachheit in Anschlag
gebracht®); eine Kurve 3. Ordnung kann demgemiB héchstens einen mehr-
fachen Punkt vom Vielfachheitsgrad 2 besitzen, sie ist also in endlich
viele Bogen zerlegbar, von denen keiner einen mehrfachen Punkt besitzt.
Und wir haben nur beschrdnkte derartige Bogen in Betracht zu ziehen,
weil die Umgebung®) eines unendlich. fernen Punktes auf € (bzw. ein
konvexer Bogen, der einen unendlich fernen Punkt enthilt) definiert ist
als das projektive Bild eines beschrinkten (bzw. eines beschrinkten kon-
vexen) Bogens?®).

Wir kénnen uns sogar damit begniigen, die Umgebung eines End-
punkies®) P, von Jordanbogen 3. Ordnung zu betrachten. Denn die Um-
gebung U eines inneren®) Punktes P, auf emem Jordanhogen % ist die
Vereinigung der beiden einseitigen Umgebungen U" und 1~ von P, auf %
Also ist U in endlich viele Konvexbogen zerlegbar, wenn dies fur u’
wohl als auch fiir U~ zutrifit. Ohne Einschrinkung der Allgememhelt
diirfen wir schlieBlich voraussetzen, dafi der betrachiete Bogen keine den
Endpunkt P, enthaltende Strecke als Teilbogen aufweist; denn eine solche
Strecke wire bereits eine konvexe Umgebung von P, auf dem Bogen.

8) Juel, 1. ¢. ¥, a) 8. 1371

8) Juel, L ¢. 1), a) 8. 126.

) Wegen des hier und im folgenden verwendeten Begriffes: Umgebung eines
Punktes auf einer Kurve sei verwiesen auf die Arbeit ,Uber Kurven endlicher Ord-
nung® (Math, Zeitschr. 19 (1924), § 2, S. 288, Nr. 8). Im folgenden zitiert mit A.

8 Rosenthal, L. ¢. %), S. 487.

%) A., Nr. 9.
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3. Ehe wir zum Beweise des in Nr. 1 aufgestellten Satzes, in der
aus Nr. 2 sich ergebenden Fassung, iibergehen, sei an folgendes erinnert'¢):
Es bedeute 9B einen Jordanbogen mit den (voneinander verschiedenen)
Endpunkten P, und P,. Dabei kann 9B selbst eine Strecke sein oder B
kann Strecken als Teilbogen enthalten. Wir bezeichnen mit Ky die (ab-
geschlossene) konvexe Hiille von B, mit ® (Kg) die Begrenzung von Ksg.
Ist B Teilmenge von & (Ky) oder auch mit & (Kg) identisch, so heifit B
konvex. .

Im Falle B ein beliebiger (nicht notwendig konvexer) Jordanbogen
ist, besteht & (Kgp) aus Punkien der beiden folgenden Arten:

I. Der Punkt B (Punkt erster Art) von & (Ky) gehort zu %B. Falls
B keine Strecke ist, gibt es immer mindestens drei verschiedene derartige
Punkte, die nicht der gleichen Geraden angehdren.

II. Der Punkt I' (Punkt zweiter Art) von & (Ky) gehort nicht zu B,
sondern ist innerer Punkt der abgeschlossenen Verbindungsstrecke BB’
zweier Punkte B und B’ erster Art von & (Ky). Jeder Punkt im Innern
der Strecke BB’ ist ebenfalls ein Punkt [T zweiter Art. Die Gerade §,
welche B und B’ verbindet, ist Stiitzgerade an Ky lings der Strecke BB’
Durch I sind B und B’ eindeutig- bestimmt.

Es gilt der, fiir das Folgende niitzliche, Hilfssatz: Es sei ¥ nichi-
konvez, es bezeichne I einen Punkt zweiter Art auf @& (Ky), ferner B und B’
die beiden, durch I bestimmten, Punkte erster Art auf @ (Ky) und B ihre
Verbindungsgerade. Dann gibt es auf ®(Ky) immer Punkte I' der fol-
genden Beschaffenheit: Mindestens einer der Punkte B und B’ ist weder
ein Endpunkt von ¥ noch Endpunkt einer auf B liegenden, nur Punkte
von B enthaltenden, abgeschlossenen Strecke, deren zweiter Endpunkt mit
einem Endpunkt von B zusammenfillt.

Der Beweis des Hilfssatzes wird in Nr. 7 nachgetragen.

4. Wir wenden uns zum Beweise unserer Behauptung, daB eine hin-
reichend kleine Umgebung des Endpunktes eines Jordanbogens 3. Ord-
nung konvex ist. Dieser Beweis soll indirekt gefiihrt werden.

Der zu betrachtende Jordanbogen B von 3. Ordnung sei umkehrbar
eindeutiges und stetiges Abbild der Strecke 0 <#<1; dabei entspreche
P, dem Parameterwerte ¢, = 0, in Zeichen: P, {¢,}. Die zu untersuchende
Umgebung N (e) {t, <t <t +e=1,} von P, auf B mit dem zweiten

10) Siehe etwa: J. Hjelmslev, Contribution & la géométrie infinitésimale de la
courbe réelle (Oversigt over det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forh. 1911, Nr. 5, § 1,
8. 434—442).
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Endpunkte P, {t,} sei so gewdhit'*)," daB erstens U (e) von P, aus unter
esnem Winkel ¢ <% erschesnt und daB zweitens U (e) relativ einfach ist

beziiglich P,; letzteres soll besagen'?), daB 1 (e) mit jedem von P, aus-
gehenden Halbstrahle s hochstens einen, von P, verschiedenen gewdhn-
lichen Punkt oder eine, P, nicht enthaltende, Strecke (d. h. einen ,,von P,
verschiedenen, auf s verldngerten'®) Punkt von B) gemeinsam hat.

Diese Wahl von U (¢) ist moglich: Es gibt ein 2, > 0, so daf fir
0 < & <, alle 1 (¢) diese Eigenschaften besitzen. Denn erstens ist jeder
Bogen endlicher Ordnung fiiberall vorn und hinten differenzierbar?), so
daB eine geniigend kleine, einseitige Umgebung jedes Punktes von eben
diesem Punkte aus unter beliebig kleinem Winkel erscheint; zweitens ist
jeder Bogen 3. Ordnung in endlich viele, relativ einfache Bogen zerlegbar 14y,

Es sei von jetzt ab smmer 0 < ¢ < 1, vorausgesetzi. Jeder auf einem
Halbstrahl s durch P, gelegene innere (gewdhnliche oder auf s verlingerte)
Punkt P von U(¢) ist dann Schnstipunkt auf s *°).

Ist U (e) nicht konvex, so gibt es nach dem Hilfssatze der Nr.3
mindestens zwei voneinander verschiedene gewohnliche Punkte B {7(e)}
und B’{t'(¢)} von U(e), deren Verbindungsstrecke BB’ zwar zu & (Kue))
nicht aber zu U (e) gehort und wobei B und B’ nicht gleichzeitig mit den
beiden (gewdhnlichen oder auf der Verbindungsgeraden § von B und B’
verlingerten) Endpunkten von U(e) zusammenfallen'®). Dabei sei etwa
L<t(e) <t (6) <t =1, + e

Unter der westeren Annahme, daB 1 (e) von 3. Ordnung®?) sei, wer-
den wir jetzt (Nrt. 5) zeigen: Der eben genannte Punkt B’ muB fiir jedes ¢
(0 < & < 7,) zusammenfallen mit dem (von P, verschiedenen) Endpunkte
P, von U (e), der evtl. auf B verlingert ist; dabei ist, um es nochmals
hervorzuheben, U (¢) als nicht-konvex angenommen. Und von da aus
‘werden wir schlieBlich (Nr. 6) zu einem Widerspruch gelangen.

11) Dabei ist ¢ >0 eine reelle, beliebig klein gewdhlte Zahl. 1 (¢) ist nach den
in Nr. 2 gemachten Voraussetzungen keine Strecke.

) A, Nr. 6.

13) A, Nr. 21, FuBnote *').

4y A, Nr. 19.

%) A., Nr. 16. — Definition von ,Schnittpunkt* und , Stiitzpunkt* a.a. 0. (Nr. 12).

1%) Die Ausdrucksweise: ,,B (bzw. B/) fallt mit einem auf B verlingerten inneren
Punkte (bzw. Endpunkt) von 11(z) zusammen® soll besagen, daB z. B. B einer auf 8
liegenden abgeschlossenen, nur aus Punkten von 1 (¢) bestehenden Strecke angehort,
die nur innere Punkte (bzw. die einen Endpunkt) von U (2) enthilt.

%) Wir nehmen an, daf U(s) von 3. Ordnung sei, weil jeder Bogen von 2.
(bzw. 1.) Ordnung konvex ist.
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5. Zuniichst konnen die eben -(Nr. 4) erwihnten Punkte B und B’
nicht beide mit snneren (gewohnlichen oder auf § verlingerten) Punkten
von 11(e) zusammenfallen. Denn andernfalls ist § (die Verbindungsgerade
von B und B’) Stiitzgerade von U(e) mit den Stitzpunkten®®) B und B';
folglich®) hitte eine zu § hinreichend benachbarte Parallele mit W (e)
mindestens vier verschiedene (gewdhnliche oder verlingerte'?)) Punkte ge-
meinsam, wihrend doch 1 (&) von der Ordnung 3 sein soll.

Ferner kinnen die in Rede stehenden Punkte B und B’ auch nicht
mit P, zusammenfallen. Fiir B’ ist dies wegen der oben getrofienen Fest-
setzung £, < ¢ < t' < ¢, von selbst ausgeschlossen. Nimmt man aber an,
es falle B mit P, zusammen, so wiirde (vgl. Nr.4) der durch B mit-
bestimmte Punkt B’ mit einem ¢nneren (gewdhnlichen oder auf g ver-
lingerten) Punkt S von 11(e) zusammenfallen; einer der von P, ausgehen-
den, auf B liegenden, Halbstrahlen hitte also mit U(e) den Stitzpunkt S
gemeinsam, wilirend doch (gemdB Nr. 4) U(e) als relativ einfach beziig-
lich P, vorausgesetzt war. P, kann iibrigens nach den (in Nr. 2) ge-
machten Annahmen auf keiner Geraden verlingerter Endpunkt von 11(e) sein.

Falls U(e) nicht-konvex, ist es also, wie behauptet, immer moglich,
durch den Endpunkt P, von U(¢) eine Gerade § zu legen, welche 11(¢)
in einem, von P, verschiedenen, inneren Punkte B stiitzt. P, und B
konnen dabei auf 3 verlingerte Punkte von U (e) sein?). AuBer P, und
B hat § keine Punkte mit 11(¢) gemeinsam, weil 1(¢) von 3. Ordnung
sein soll und weil B Stiitzpunkt ist*®).

6. Es sei jetzt ¢ = ¢, fest gewihlt gemiB der Bedingung 0 < e, <,
und es werde wieder 11, = U (¢,) als nicht-konvex angenommen. Es be-
zeichne weiter §, die (zufolge Nr. 5 vorhandene) durch den Endpunkt P,
von U, laufende Gerade, weiche 1I, in dem von P, verschiedenen Inneren
Punkte B, von 1, stiitzt. SchlieSlich bedeute g diejenige der beiden,-
von B, gebildeten offenen Halbebenen, in der, weil 8, Stiitzgerade von Ku,
ist, P, und iiberhaupt alle Punkte von 1, liegen, mit Ausnahme der (evtl.
auf B, verlingerten) Punkte P, und B,.

Sei zundchst By {t(e,)} gewchnlicher Punkt von U, auf f,. Der von
B, ausgehende, in ©; verlaufende Halbstrahl s, durch P, zerlegt 9. in
zwei (offene) Winkelgebiete: <[P, B,P,] und < [P,B,R,]; dabei bedeutet

18 A, Nr. 12. Fillt B oder B’ mit einem auf B verlingerten Punkt von 11 (e)
zusammen, so ist unter dem ,Stiitzpunkt® eben dieser verlingerte Punkt zu ver-
stehen. — Die Bezeichnungen der Nr. 4 des Textes sind auch in gegenwirtiger Nr. 5
beibehalten.

19) Zwei verlingerte Punkte eines Bogens auf der gleichen Geraden heiflen ,ver-
schieden“, wenn die sie bildenden, abgeschlossenen Strecken punkifremd sind.
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R, einen von B, verschiedenen Punkt des auf B, liegenden, von B, aus-
gehenden, P, mcht enthaltenden Halbstrahles. Die den Intervallen

L <t <t(e,) bzw. t(g) <t <1, entsprechenden Teilbogen P B, bzw.

B P von 1, verlaufen, abgesehen von den Endpunkten P, und B, bzw. B,
und (dem evtl. anf B, verlingerten Endpunkte) P;, ganz in <):[P B RO]
bzw. in < [P,B,P,] ). Denn1l,ist (Nr. 4) relativ einfach beziiglich P,,
kann also mit dem von B, ausgehenden Halbstrahl s,, auBer Py und B,
hochstens einen weiteren Punkt gemeinsam haben, der iiberdies nich¢ auf
der Strecke B P, liegen darf. Dies ist-aber ausgeschlossen, weil 11, von

P, aus unter einem Winkel ¢ <—g~ erscheint (Nr. 4). B, ist iiberdies
Schnittpunkt von 1, auf s,.

Wire nun auch 1/3:)?0, d h U, =U(e){t, Lt Lt (eg) =1, + &}
(0 < & < &,), nicht konvex, so lieBe sich durch B, die Gerade f; legen,
welche U1, in dem inneren (evtl. auf f, verlingerten) Punkte B, stitzt.
B, ist verschieden von P, und von dem (evtl. auf §, verlingerten) End-
punkte von U,, mit welchem B, zusammenfillt. Folglich ist B, innerer
Punkt von < [P,B,R,] und P, ist daher (innerer) Punkt des Winkel-
gebietes < [P,B,B,]. Auf g, muB B, Schnittpunkt von U, sein oder mit
einem auf B, verlingerten derartigen Schnittpunkte zusammenfallen®?);
denn sonst wiirde B, mit einem Stiitzpunkte von U, auf §; zusammen-
fallen und dann hitte eine geeignet gewdhlte, zu f, benachbarte Gerade
mit 11, mindestens vier verschiedene Punkte gemeinsam — einerlei ob die
Umgebungen von B, und B, auf 11, beide in der gleichen, durch B, be-
stimmten Halbebene verlaufen oder in verschiedenen Halbebenen*?).

Es tritt also 1, im Punkte B, aus dem Gebiete << [P, B,B,] iiber
in das Gebiet <« [B,ByR,]. Da P, in <« [P,B,B,] liegt, so mull 1,
auBer B,, noch mindestens einen weiteren Schnitipunkt auf f, besitzen**).
Da andererseits §, mit U, auBer dem Schnittpunkt B, und dem Stiitz-
punkt B, weitere Punkte nicht gemeinsam haben kann (Nr. 5), sind wir
bei einem Widerspruche angelangt.

Die oben gemachte Einschrinkung, daB B, gewdhnlicher Punkt von
U, auf B, sei, sollte nur eine bequemere Formulierung unserer Uber-
legungen ermoglichen. Diese lassen sich unverdndert durchfithren auch
im Falle eines auf B, verlingerten Punktes B, von 1,.

20y B, kann nicht mit einem auf s, verldngerten Punkte von i, zusammenfallen.
Denn sonst wiirde B, anf §, (sieche im Text weiter unten) einen Stiitzpunkt von U,
liefern. Vgl. auch ).

21) Das wére nicht der Fall, wenn B, mit einem auf s, verlingerten Punkte
von I, zusammenfiele.

22) A., Nr. 13-
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7. Nachtrag zu Nr. 3. Der Beweis des Hilfssatzes der Nr. 3 148t sich
etwa so fiithren: Es gibt Punkte I zweiter Art auf & (Kg). Denn andern-
falls wiren alle Punkte der einfachen geschlossenen Jordankurve @& (Kgy)
Punkte B erster Art; diese geschlossene Kurve wire also Teilmenge des
Bogens ¥, was unmdglich ist.

Es seien P, und P, die Endpunkte von 8. Angenommen nun, der
Hilfssatz wire nicht, richtig, dann miiite die Gesamtheit der Punkte

von ® (Ks) das Innere einer einzigen Strecke PyP; bilden, welche Teil-
menge der Strecke P, P, oder (wean P, mit P, und P, mit P, zusammen-
fallt) mit ihr identisch ist; die abgeschlossenen Strecken P,P, und P, P,
gehoren zu ®(Ky).?®) Die nicht zum Tnnern von P; P, gehérigen Punkte
von & (Ky) wiren somit sdmitlich von erster Art und folglich der von
ihnen gebildete Jordanbogen 5™ mit den Endpunkten Py und P Teilmenge
von B. Da andererseits aber P, und P, innere oder Endpunkte von B*
sind, so muB B mit B* identisch sein; d.h. B ist konvex gegen die
Voraussetzung.

Erlangen, Math. Seminar d. Univ., 1. XII. 1923.

23) Dabei soll P} auf P, P, zwischen P, und P/ liegen.

(Eingegangen am 8, 12. 1923.)



Uber Greensche Randbedingungen.

Von
0. Haupt in Erlangen und E. Hilb in Wiirzburg.

§ 1.
Fragestellung.

1. Es bedeute & die Peripherie des Einheitskreises in der Ebene der
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten z, y. Die Bogenlinge auf & sei
mit s bezeichnet (0 < s < 2x), das Innere 2%+ y? <1 des Einheitskreises
mit §*.

Eine bekannte Randwertaufgabe besteht dann in der Bestimmung aller

2" u

Werte des Parameters 1, fiir welche die Differentialgleichung v —f—g—;

- du=0 eine in & + & stetig differenzierbare, eindeutige und auf §
verschwindende Losung w(z,y) besitzt. Wie man weil, gibt es abzihl-
bar unendlich viele, ausnahmslos reelle derartige Werte 4 und dement-
sprechend abzihlbar unendlich viele Lésungen w;(z, y), j=1,2,....

Es seien w,(z,y) und u,(z, y) irgend zwei derartige Losungen. Ihre
Werte auf & (ihre ,,Randwerte’) wollen wir kurz mit %,(s) und u,(s)
bezeichnen und die Werte der Normalableitung von %, bzw. u, beziiglich
£ mit vl(s)=%% bzw. v, (s =%q% (0<s<L2q). Wegen u(s)=0,

u,(8) =0 gilt dann die Relation

(@) Ten(s) 03(5) — (8 m,(5)] ds = 0.

Wir wollen dafiir sagen: ,,Die Randwerte (u,, v,) und (u,,v,) stehen in
G-Relation*.
Allgemein stehen irgend zwei lineare Aggregate von Randwerten:

O;_;w

=1

m m n n
(Zeuuu, 3cuv,) baw. (Y y,u,, 3 v,v,) mit konstanten Koeffizienten
=1 £2=1 y=1
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€« y» in G-Relation; dies driicken wir so aus: ,,Dre (u,v,), 1=1,2,...,
bilden ein G-System*. Die (u,, v,) nennen wir die ,,Elemente” des Systems.

Unabhingig von diesem Ausgangspunkt legen wir den Begriff eines
G -Systems fest wie folgt: Gegeben sei eine Menge von Funktionspaaren
(u(s), v(s)), wo u und v esndeutige, reellwertige endliche Funktionen der
reellen Verdinderlichen s (0 < s < 2n) bedeuten, die nebst ihrem Quadrate
im Lebesqueschen Sinne integrierbar (summierbar) sind; kurz gesagt:
« und v sollen ,,Funktionen der Klasse L« sein?). Die Menge liefert ein
G-System, wenn irgend zwei ibrer ,,Elemente* (w,, »,) und (u,,?,) in
G-Relation stehen, d. h. wenn

27

(@) 6“:”1(8) vy (8) — uy(s) v, ()] ds = 0.
Man beachte dabei, daB das Produkt v im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbar ist, wenn % und v zur Klasse L® gehoren.

Beispiel eines G-Systems ist die Menge der Elemente (u, v), wobei
u(s)=0 in 0<Ls<2n, wihrend v(s) eine beliebige Funktion der
Klasse L® ist. Dieses @-System Iy hat zudem die Eigenschaft, daB es
keiner Erweiterung mehr fihig ist im folgenden Sinne: Irgendein zur
Klasse L® gehoriges Element (u, v), welches zu allen Elementen von I,
in @- Relation steht, gehort selbst zu Iy, d. h. es ist u(s)=0, 0<s< 2x.
In der Tat: Ist u=f(s), v =g(s) gegeben und soll dieses Element mit
allen Elementen von I', in G-Relation stehen, so muf das insbesondere
fiir das Element u, = 0, v, = f(s) von I, gelten, also

2z

JTu(6) () = () o(s)] ds = 0 = f7(5)1"ds,

0

woraus f(s)=0 (bis auf eine Nullmenge)) in 0 <s < 2z sich ergibt.
Ein in diesem Sinne vollstindiges G-System, wie es I, ist, nennen

wir kurz ein , komplettes G-System“. Und die, eine ,willkiirliche* Funk-

tion ¢ (s), d. h. eine beliebige Funktion ¢ (s) der Klasse L*, enthaltende

Darstellung % (s) = 0, v(s)= ¢ (s) fiir die Elemente von I'; heifle die

»Parameterdarstellung von I'“.

) Wir betrachten also im folgenden nur endliche Funktionen. Dies ist keine
wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, da es zu jeder iiber 0 < s < 2 summier-
baren Funktion eine zu ihr dgquivalente, d.h. hochstens in den Punkten einer Null-
menge von der ersten verschiedene, endliche Funktion gibt. Vgl. etwa C. Carathéodory,
Vorlesungen iiber reelle Funktionen (Leipzig 1918, § 387 und 391). Im Interesse einer
kurzen Ausdrucksweise werden wir iibrigens im folgenden durchweg zwei (endliche)
Funktionen als nicht verschieden ansehen, wenn sie dquivalent sind.
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Jedes komplette G-System gibt AnlaB zu einer Greenschen Rand-
bedingung bzw. zu einer Greenschen Randwertaufgabe?).

2. AufBler I, sind noch andere Beispiele von kompletten G- Systemen
(bzw. Greenschen Randbedingungen) bekannt?), die wir kurz anfithren wollen:

a) Der Randwertaufgabe, bei welcher g% = 0 gefordert wird, entspricht
das komplette G'-System mit der Parameterdarstellung % =y (s), v =0,
unter y (s) wieder eine ,,willkiirliche* Funktion verstanden. (,,Zweite Rand-
wertaufgabe“.)

b) Ein komplettes G'-System bildet ferner die Gesamtheit aller (zur
Klasse L® gehérigen) Elemente (u, v), fir welche

f1(3> u(s)+ f:z(s) v(s)=0,
unter f,(s), f,(s) gegebene beschrinkte Funktionen der Klasse L° ver-
standen, fiir die etwa £, (s) > 1, (0 < s < 2x) bleibt. (,,Sturmsche Aufgabe®-.)

Eine Parameterdarstellung des Systems ist: u = ¢ (s), v = ——2 gzg p(s).%)

Man verifiziert wie oben, daB die so dargestellten Elemente tatsichlich ein
Jkomplettes G-System bilden.

¢) Die ,allgemeinste Sturmsche Aufgabe® wird bestimmt durch ein
komplettes @ -System mit der Parameterdarstellung

u(s) =g (s), v(s)xf(s)qo(s)+(fK(s,t)<p(t) dt.

Dabei ist f(s) eine gegebene beschrinkte Funktion der Klasse L*, so daB
auch f(s)-¢(s) zur Klasse L° gehort®); K (s, t) hingt von den beiden
reellen Variablen s und ¢ ab, ist symmetrisch in s und # und iiberdies so

27
beschaffen, daf fiir willkiirliches ¢ (s) der Klasse L® auch [ K (s,#) ¢(t) dt
0

zur Klasse L® gehort; dies ist gewiB der Fall, wenn JJIKk (s,2)1*ds dt
existiert.

d) Die ,,pseudoperiodische Randwertaufgabe* entspricht einem G-Sy-
stem, dessen simtliche Elemente (u, v) den Bedingungen geniigen

u(s+z)=wv(s) —{—fA(s,t) u(t)dt l

u(s)=wv(s-+ =)

%) Vgl. R. Bir, Uber Greensche Randwertaufgaben bei der Schwingungsgleichung
(Diss. Wiirzburg 1915, S. 18—25).

3) Da f 1 (8)
fa(s) R
liche, summierbare Funktion ist, so wird auch v(s) bzw. [v(s)]" summierbar. Vgl
Carathéodory, 1. c. 1), § 398.

Mathematische Annalen. 92 7

fir 0<s<a.

nach Voraussetzung eine beschrinkte, ¢ (s) bzw. [tp(s)]2 eine end-
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Die gegebene Funktion A (s, t) erfiillt die gleichen Bedingungen wie K (s, 1)
in ¢); speziell ist also A(s,?)== A(t, s). Als Parameterdarstellung fiir die
Elemente des Systems hat man

u(s) = g(s), 0<s<2x,
v(s8)=¢ s—}—n)—-—f/ist)tp(t) 0<s<m,
=@(s—a), a<s<2n.

Dabei ist wieder ¢(s) die ,willkiirliche Funktion. Das System erweist
sich ebenfalls als komplett.

e) SchlieBlich sind zu erwihnen die Aufgaben, bei denen lings der
Strecke 0 < s < 2x stilckweise verschiedene der eben aufgefiihrten Rand-
bedingungen vorgeschrieben sind.

3. Allen bisher betrachteten Beispielen ist gemeinsam, daf die be-
trefienden kompletten G-Systeme eine Parameterdarsiellung besitzen im
“folgenden Sinne: Es kann entweder u (s) oder v (s) oder, allgemein zu reden,
ein linearer Ausdruck e(s) u(s) -+ f(s) v(s) als willkiirliche Funktion von s
vorgeschrieben werden: @(s)= e(s) u(s) -+ p(s)»(s). *) Ferner war dann
u(s)=L,(p), v(s)=L,(¢), wobei L, und L, je eine passend gewihlte
Schar von Linearoperationen bedeuten. Durch die Parameterdarstellung
war das G-System jeweils vollkommen bestimmt.

Um alle diese Beispiele als spezielle Fille einer allgemeinen Klasse
von kompletien G-Systemen einzuordnen, haben wir daher folgende Aujf-
gabe zu stellen:

Gegeben seien die beiden beschrinkten Funktionen «(s)und (s) der
Klasse L®; iiberdies sei [a(s)]+-[B(s)]"=1, 0 <s < 2a.

Gesucht werden alle (kompletten®)) G-Systeme (bzw. ihre Parameter-
darstellungen), in welchen zu willkiirlich vorgegebenem, zur Klasse L® ge-
horigem ¢ (s) ein Element (u,v) existiert, so daf

«(s) u(s)+ B(s) v(s) =@ (s)s

wobei « und v ebenfalls der Klasse L® angehdren sollen®).

4) Die iiber «(s) und f(s) zu machenden Annahmen werden weiter unten an-
gegeben.

3) Es ergibt sich hinterher, daB das G--System ohne weiteres komplett ist, falls
es die iibrigen Bedingungen erfiillt (vgl. Nr. 7).

¢) Zufolge der iiber o(s) und f(s) gemachten Annahmen gehdrt ¢ (s) zur
Klasse L®, wenn letzteres fiir u (s) und » (s) zatrifit. Vgl. Carathéodory 1. c. ?).
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§2.
Losung.
4. Zur Losung der Aufgabe sei vorerst bemerkt: Zu «(s) und g(s)

kann man auf mannigfach verschiedene Arten zwei zur Klasse L® gehérige,
beschrinkte Funktionen y(s) und d(s) bestimmen, so daf

a(s)8(s) = (s) p(s) =1, 0 <5< 2a.7)
Setzt man
U(s) =a(s)u(s)+B(s)v(s),

(8) V(s)=7(s) u(s)+8(s) v(s),

so gilt der

0L s<2n7,

Satz. Einem kompletten G-System (u,v) entspricht vermoge (S)
wiederum ein komplettes G-System (U, V) und umgekehrt.

Zum Beweise mufl man vorab bemerken, dall zugleich mit u(s) und
v(s) auch U(s) und V(s) zur Klasse L* gehoren®).

Ist ferner U =au —}—ﬂv, ,-—yu —rdv 7=1,2, so gilt

27

2x
J[Ul V‘z — Uz V1] ds =.!(“6 — :37) (u1 Uy — u2'01)d8=.0f(u1 Vg — U, v1)d8'

Es stehen also (U,, V;) und (U,, V,) in G-Relation, wenn dies fiir (u,, v,)
und (u,, v,) zutrifft und umgekebrt.

SchlieBlich ist das G-System (U, V) dann und nur dann komplett
wenn das System der (u, ») komplett ist. Es sei ndmlich (U™, V* ) irgend-
ein zur Klasse L° gehoriges Funktlonenpaar welches mit allen Elementen
(U=au—+pv, V=yu-+3dv) in G-Relation steht, unter (u,») die Ele-
mente eines kompletten G-Systems verstanden. Aus

25

of[V*(wu—%ﬁv)—— U*(yu-+060)]ds =0

=f”[u(uV*—— yU*)— 0 (80U — V™) ds

folgt, daBl die (zur Klasse L® gehorigen) Funktionen & — 6 U* — BV und
T=aV*— yU" ebenfalls dem (kompletten) G-System der (u, v) ange-

7 Beispicl: y(s) =0, 6(s)=¢x}s)

1@ (8)|=1:Y2. p(s)=—1:8(s), 8(s)=0 fir alle s mit '«(s)]<1:}2. Es ist
somit 'y (s) und J(s) meBbar auf 0 <s<2ax. Uberdxes gilb: }6(s)|<¥2 und
{7(8)| S V2; letatere Ungleichung folgt aus | (s)I°=1—|a(s)’ *>1 fiir alle 5 mit
a(s)|<1:Y2.

fiir alle s ams 0= s<2= fiir welche

'7*
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horen; denn sie stehen mit allen (u,v) in G-Relation. Demnach gehiren
U'=at+ 85, V'=y@+ 6% zum G-System der (U, V); dieses ist mit-
hin komplett. Ebenso ergibt sich die Umkehrung.

5. Den in Nr. 4 gemachten Feststellungen zufolge haben wir zur
Lésung unserer Aufgabe, d. h. zur Bestimmung aller in Nr. 3 charakteri-
sierten, kompletten @-Systeme, lediglich diejenigen Systeme zu betrachten,
tiir welche «(s) =1, g(s)=0 ist. Denn das (vermége (8) transformierte)
System (U, V) ist so beschaffen, daB U(s) = a(s) u(s)+ B(s) v(s) =@ (s)
willkiirlich (aus der Klasse L2) gewdhlt werden kann, und wenn alle der-
artigen G -Systeme bekannt sind, erhélt man durch eine Transformation (S)
das allgemeine (-System von der in Nr. 3 festgelegten Art.

Zur Losung der gestellten Aufgabe miissen wir also lediglich fess-
stellen, auf welche Weise in einem kompletien®) G-Sysiem von Elementen
(U, V), in welchem U(s) willkiirlich (aus der Klasse L) vorgeschrieben
werden kann, die Funktion V(s) von U(s) abhdngt.

6. Es sei ein G-System (U, V) der eben erwahnten Beschaffenheit
gegeben. Wir wihlen fiir die willkiirliche Funktion U(s) der Rethe nach
die (sicher zur Klasse L’ gehorigen) Elemente f,(s), f,(s), -.. eines nor-
mierten, vollstindigen Orthogonalsystems von stetigen Funktionen in bezug
auf das Intervall 0 < s < 2x. Es seien bezeichnet: Eine, zu U(s) = f,(s)
im gegebenen G-System gehdrige, Funktion V(s) mit g,(s), ferner die
Fourierkoeffizienten von U(s) bzw. V(s) bzw. g,(s) beziiglich des Ortho-
gonalsystems der f,(s) mit U, bzw. V, baw. ¢,, (v,0=1,2,...).

Die G-Relation zwischen (f,(s), 9,(s)) und einem beliebigen anderen
Elemente (U(s), V(s)) des gegebenen G'-Systems liefert

2x

b” fo()V(s) —g,(s)U(s)] ds—ffg(s V(s)ds-fgo(s (s)ds.

Bedenkt man, daB das erste Integral rechter Hand V, ist, und wendet
auf das zweite Integral den Parsevalschen Satz an, so kommt:

l‘ﬁg

(67) Vo= 9,0, (6=1,2,...).

1

T

it

Da simtliche vorkommende Funktionen zur Klasse L® gehoren, kon-

vergieren S’U, s 2 95.; und daher konvergiert auch )9; go. U,. Umgekehrt
=1 =1 = L
gehort nach dem Riesz-Fischerschen Satze zu jeder Folge reeller Zahlen

ﬁl, U, ... mit konvergenter Quadratsumme eine Funktion f](s) der
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2z
Klasse L2, fir die [U(s)fo(s)ds = U,.%) Daraus folgt, daB die in (GF)
auftretenden Koefﬁ;ienten U, nur konvergente Quadratsumme zu besitzen
brauchen und im iibrigen beliebig sind, entsprechend der Willkiirlichkeit
von U(s). Weiter folgt, daB die zu jedem beliebigen derartigen System
von Zahlen U,, U,, ... aus (Gr: ) sich ergebenden Zahlen V,, als Fourier-
koeffizienten einer Funktion der Klasse L?, wiederum konvergente Quadrat-
summe besitzen miissen. Die Bilinearform, welche durch das System der
gve (¥,0=1,2,...) definfert wird, ist mithin beschrdnkt ®). Die eben
genannte Bilinearform 3 g,, %, y» muf iiberdies symmeirisch sein, d. h. es

muB g,, = gvo gelten (v,0=1,2,...), falls die Gleichungen (G;) zu
einem @-System gehdren sollen. Betrachtet man namlich zwei Elemente
(U(s), V(s)) und (U*(s), V*(s)) des vorgelegten (-Systems, so liefert
die G-Relation zwischen (U, V) und (U V)

2z

0= [(UV* —U*V)ds = 3(U VS =T, V).
o=1

S ¢

Setzt man fiir V, und ¥, ihre Werte aus (G;) ein, so ergibt sich:

90»U>)]

be

(6*) = 3029, UF) = U2

o=1 r=1

= ()-_-/S;Ue [;:Yl(gev - gr@) U"*]' 10)

Wihlt man jetzt speziell U(s) und U*(s) so, daB ihre Fourier-
koeffizienten mit Ausnahme je eines einzigen sdmtlich verschwinden, setzt
also etwa:

U,=0, o+ ki, UQ*=0, o= ks,
;—_1, Q:kl’ == 5 9::/52’

wo k, und k, voneinander verschiedene natiirliche Zahlen bedeuten, so
liefert die letzte Beziehung:

I, T, =0

Umgekehrt 148t ( G**) erkennen, daB die Gleichungen (GJF) immer
dann zu einem G-System AnlaB geben, falls die Bilinearform 3'g,,2, 9,
beschrinkt und symmetrisch ist. ve

8 [ (s) kann immer als endlich vorausgesetzt werden. Vgl. FuBlnote ).

%) E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen
Matrizen. Math. Ann. 69 (1910), § 10. Vgl. auch F. Riesz, Les systémes d’équations
linéaires 5 une infinité d’inconnues (Paris 1913, S.81).

10) Die Summationen nach v und ¢ sind miteinander vertauschbar, weil die
Bilinearform beschrinkt ist. Vgl. Hellinger-Toeplitz, L ¢c. %), § 2.
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Jedes durch Vermittelung einer derartigen Bilinearform definierte
G-System ist von selbst komplett. Sei namlich irgendein der Klasse L*
angehériges Element (U *(8), V*(s)) gegeben, welches zu allen Elementen
eines G'-Systems der eben erwihnten Art in G-Relation steht, so liefert
die @-Relation bei Benutzung der Beziehungen (G,’) wie oben:

0= S0V =~ VU = 2 (0.7 — U} (39,. U]

o=1
= S;Ue {Ve* - ‘fig@v U,*] .

Wahlt man wieder U(s) so, daBl etwa: U,=0, o+ k; U,=1,
so folgt

* & % \
V= 240.0, (k=1,2,...),

und (U *(8), V*(s)) ist demnach selbst ein Element unseres G-Systems,
w. z. b. w.

Zusammenfassend kénnen wir somit sagen: Ein System von Ele-
menten (U(s), V(s)), wo U(s) irgendeine willkiirliche Funktion (der
Klasse I7) sein kanmn, ist dann wund nur dann ein komplettes G-System,
wenn die Fourierkoeffizienten wvon V(s) durch lineare Transformation
aus den Fourierkoeffizienten von U(s) hervorgehen und wenn dabei die-
jenige Bilinearform (in wunendlich wvielen Variablen), welche mit den
Koeffizienten jemer Transformation gebildet wird, beschrinkt und sym-
metrisch ist.

7. Durch Riickgang zu den Punktionen') erhilt man jetzt die Para-
meterdarstellung fiir unsere kompletten G-Systeme.

Wir gehen aus von den Beziehungen

(G:) Vezégngv (9= ,2,...)
und bilden
(1) ZVl()= (300U l(s) = ST S gele(o)]:

o= =1 r= y== y=

dabei ist gesetzt
(1) l(s)=J f(0)do (6=1,2,...);

und wegen ' (1,(s))*< 1 konvergiertm 3 V,l,(s), wahrend die weiter vor-
=1 o=1

1) Nach Hellinger, Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von un-
endlich vielen Variablen. Diss, Gottingen 1907, Anhang (§ 12), S.83/84.
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genommene Vertauschung der Summationsfolgen wegen der Beschrinktheit
der Bilinearform 2 Gro %y Yo = B (2, y) zulissig lst 10),

Nun gibt es aber eine zur Klasse L* gehorige Funktion ®(s, t) von ¢,
welche auBerdem von s abhingt und die Eigenschaft hat, da'?)

(@) [2(6, 000 a1 = 5 [ 50.aL () 0.

»=1 Q—-
Bei diesem Schlusse ist ebenfalls die Beschrinktheit von B (2, y)
benutzt. Des ndheren ist (fast iiberall): **)

(II)  D(s, 1) = dt{K(s 1)], wobei K(s,1)=23 3 gob(s)l,(t).

= =1

—

[

Aus (1) und (2) folgt
27
(3) glvez@(s) ={q5(s, HU(1)dt.

Aus (3) ergibt sich schlieBlich®) (hochstens mit Ausnahme einer
Nullmenge ):

(i V(s =] qus Det)dl], Ul =pls) (0<s<2a).

Und dies ist die gewiinschte Parameterdarstellung.

Zusammenfassung. Jedes G-System der in Nr.5 fesigelegten Art
ist charakterisiert durch eine Funktion K (s,t) von der in Formel (II)
angegebenen Form, wobei die Konstanten g,, die Koeffizienten einer be-
schrankten symmetrischen Bilinearform darstellen und die Funktionen 1, (s)
durch (1) definiert sind. Vermittelst K(s,t) ergibt sich die Parameter-
darstellung des Systems in der durch (II) und (IIL) bezeichneten Weise.
Das G-System ist komplett.

12) Hahn, Uber die Integrale des Herrn Hellinger usw. Monatshefte f. Math. u.

Physik 23 (1912), S.184/185.
13) Hellinger, 1. c. %), S.81/82

(Eingegangen am 26. 11. 1923.)



Ein Satz iiber Dirichletsche Reihen.
Von

Werner Rogosinski in Kénigsberg i. Pr

¢

Im folgenden bezeichne die formal gebildete

) S, e
=0
mit
(2) I I A R P e T o

und komplexen Koeffizienten @, <+ 0 eine allgemeine Dirichletsche Reihe
der komplexen Variablen

(3) s=o0-1t.
Wenn fiir irgendein » > 0 und ein festds s der Grenzwert
. N A\~
4 im Ya,e (1 —2)=f(s
( ) z>x inSa ( III> f( )

existiert, so soll fiir dieses s die Reihe (1) nach Riesz') (4, x)-summierbar
zum Werte f(s) heien. (4, 0)-Summabilitit bedeutet also Konvergenz
von (1).

Herr Bohr?) hat 1913 den folgenden, bei den damaligen Kenntnissen
itber die Reihen (1) sehr merkwiirdigen Satz bewiesen:

Satz 1. Es ses (1) in esmer Hulbebene o> ¢ absolut konvergent.
Das durch (1) hier erkldrte Funkiionselement f(s) sei in der Viertelebene

(5) o>y, t>t

1) Vgl. etwa G. H. Hardy und M. Riesz, The General Theory of Dirichlet’s
Series, Cambridge Tracts 18 (1915), 8. 21 (hinfort ,H. B.* zitiert).

) H. Bohr, Ein Satz iiber Dirichletsche Reihen, Sitzungsberichte der Konigl.
Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mathem. physikalische Klasse (1913),
S. 557—562.
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reguldr, und daselbst fir een M >0
(6) MO

erfills.

Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o >y regulir, und
daselbst gilt (6).

Neuere Untersuchungen des Herrn Bohr?®) iiber die ,,Quasipersodizitii‘
der Reihen (1) machen die Aussage dieses Satzes im Rahmen der Theorie
viel einleuchtender und legen seine Verallgemeinerungsfahigkeit nahe. In
der Tat 148t er sich, und zwar in der Hauptsache unter Beibehaltung der
Bohrschen Beweismethode, die auf der Anwendung von diophaniischen
Approximationen beruht, sehr wesentlich erweitern. Insbesondere erweist
sich die Voraussetzung einer Halbebene absoluter Konvergenz als iiber-
fliissig. Ich behaupte nimlich den folgenden

Satz 2. Es sei (1) in einer Halbebene ¢ > « fir irgendein = >0
(4, %)-summserbar. Das durch (4) hier erklirte Funktionselement f (s) ses
in der Viertelebene (5) reguldr, und daselbst fiir zwei komplexe Werte a <= b

(7) f(s)+a und =+0.

Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o > y reguldr und
daselbst (7) erfillt.

Zunichst mochte ich an einige, im folgenden bendtigte, einfache
Haupttatsachen der durch (4) erklirten Summabilititsmethode erinnern.

1. Wenn (1) in einem Punkte s = s, = 6,4 ¢ ¢, fiirein x > 0 (4, x)-
summierbar ist, so auch in der ganzen Halbebene ¢ > o,, und zwar gleich-
miBig in jedem Winkelraum

{ampl.(s——so)i§0<%.

Das durch (4) in 6 > o, erklirte Funktionselement f(s) ist also daselbst
regular*).

2. Wenn (1) in s, (4, x)-summierbar ist zum Werte f(s,), so auch
(Z,%,) mit %, > » zum gleichen Werte?).

3. Wenn (1) in s, (4, #)-summierbar ist, so gilt fiir jedes feste ¢ > 0

(8) fls)=o(j2]"™™)
gleichmiBig in 6 > o, + ¢.%)

%) H. Bohr, Uber eine quasi-periodische Eigenschaft Dirichletscher Reihen ...,
Math. Annalen 85 (1922), S. 115—122.

#) H. R., Theorem 23, S. 39.

5) H. R., Theorem 16, S. 29.

% H. R., Theorem 38, S. 49.
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Nunmehr will ich zuerst zeigen, daf unsere Voraussetzung (7) nicht
wesentlich mehr als (6) besagt. Es gilt nidmlich in leichter Modifikation
eines Satzes von Herrn Wennberg?) der folgende

Hilfssatz. Es set 6 und ¢ > 0. Unter den Voraussetzungen von
Satz 2 gibt es esm M= M(d,¢) >0, so dafs in jeder Viertelebene

o>yt t=Tr+6
sogar (6) erfillt ist.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
(a). a=0 und b=1,
anderenfalls man f—g—s%:af statt f(s) betrachte.

Fir 6 >« ist

O fom et st 5 (A )

C B> S O
=age {1l —e~(hR)s.p(s)}.

Hierin ist, da f(s) nach Bemerkung 1 jedenfalls auf der Halbgeraden

{e) o2ue+1;, t=1+94
gleichmaBig (1, »)-summabel ist, daselbst fiir ein passendes K > 0
(d) i@ (s) < K.
Es bezeichne nunmehr

. . g:
(e) th(z)—"gé‘—ng’
mit

’ 1 ’ 1
f L=60 S 1 . o140 vl
() 92 2 it % %’ P ——
Iml+ini%0 m |+ |0

die ,,Modulfunktion®), welche die Halbebene §(z) > 0, wo sie regulir
ist, auf die bei { =10, 1, oo verzweigte, unendlichblittrige ,,Modulfliche*
der /-Ebene abbildet.

Die inverse Funktion z = w ({) ist umgekehrt fiir alle {40, 1, co
regulir, jedoch unendlich-vieldeutig. Stets ist aber §(w) > 0.

"} Sven Wennberg, Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Inauguraldissertation,
Uppsala (1920). Vgl. Satz VI auf S. 30, dessen Beweis hier, nur fiir unsere Zwecke
zurecht gemacht, wiedergegeben ist.

8) Vgl. etwa Hurwitz-Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische
Funktionen, Berlin bei Springer (1922), II. Abschn., 4. Kapitel, S. 206—216 und
III. Abschn., 4. Kapitel, § 9, S. 812-317.
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Nun kann man bekanntlich®) einen solchen ,,Zweig“ von w () heraus-
greifen, daB

PR v Lo F 0,1

(g) w(é‘) w(co) w“(c é‘0)5131(&‘ Co)fur C—'Zo{<Mln{ICm,IC0"1'\}’
(®) o)~ =B, fiir ¢ <15 £ 40,

(i) o(t)—i =V —1R, (-1 farit—1 <1; I+1

wird, wo ,, B,, P, gewisse Potenzreihen ihres Arguments symbolisieren.
Die Funktion

(i) g(s)=wo(f(s))

ist in der Viertelebene (5) unserer Voraussetzung nach regulir, aber

natiirlich unendlich vieldeutig. Ein willkiirlich herausgegriffener Zweig von

o fithrt aber zu einer in (5 ) eindeutigen reguliren Funktion. Stets ist in (5)

(k) Jg(s)>0.
I. 42,=0. Auf der Halbgeraden (c¢) ist nach (b) und (d)
D f(s) —ay| <|ay|-K-e~he.
Es gibt daher ein g, 2> « -+ 1, so daB insbesondere fiir 6 > 8,, t =746
1 e .
5 Min{{a,}, |a, — 11}, a+1,
{m) fls)—a, < . falls
5 Ay = 1.

Fir diese s ist dann nach (g), (i) und (1), nachdem der Zweig von
o fixiert ist, fiir ein gewisses K, >0

g(s)—o(ay) <eh K, ay+1,
(n) e -falls
lg(s)—17] <e K, ay=1.
IL. %, > 0. Jetat gilt auf (c)
(©) 17(5) < lap|-e=r {1 4 e=taion- K}
Fir 6 > 6,, t =1+ 6 wird daher
) () <3
und also nach (h) fiir den betrachteten Zweig von » und ein gewisses K, >0
(@) PIOEELLIIE &

i

Es bezeichne nunmehr, je nach dem vorliegenden Falle, % (s) die in
(n) bzw. (q) links auftretende Funktion, u > 0 den daselbst rechts auf-
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tretenden Faktor von — ¢ und K, die Konstante K, oder K,, so daB
also fiir alle 6 > f#,, ¢ =1+ 0 bei geniigend groBem B,

(r) h{s) < e 'K,
gilt.

Die Funktion
(s) F(s)= ews (e840 — 1)

ist in der Viertelebene (5) regulir, und daselbst gilt unter Beachtung von
(k) die Abschitzung
(t) F(s)=0{(e“").

Insbesondere ist also F(s) auf der vertikalen Halbgeraden o = g,,
t>17-+ 6 gleichméafBig beschrinkt. Dasselbe ist aber auch auf der hori-
zontalen Halbgeraden 6> 8,, ¢t =7 -+ 6 der Fall, wie aus (7) unmittelbar
folgt. Ein bekanntes Theorem von Lindelof-Phragmén®) lehrt jetzt
unter Beachtung von (#), daB F(s) sogar in der ganzen Viertelebene
62> p,, =71+ 6 gleichmaBig beschrinkt ist. Es gibt also ein X, > 0,
so daBl daselbst
(w o — 1] S K, om0
gilt. Da nun nach (r) auf ¢2>8,, t=7+0 mit wachsendem o
h(s)— 0 gilt, so folgt aus (u), daB A(s) sogar in unserer Viertel-
ebene mit wachsendem o gleichmiBig gegen 0 strebt. g(s) muf also da-
selbst, je nach dem vorliegenden Falle, gleichmaBig gegen w(a,), ¢ oder
:Hém”/% mit wachsendem ¢ streben. Daraus folgt nun aber weiter, daB

(v) f(s)=J(w(f(5)))=I(g(s))
gleichmaBig daselbst gegen @, strebt; jedenfalls gibt es also ein

M, = M,(6)>0, so daB bei geniigend groBem B, in der Viertelebene
o=p,t=Tt+6

(W) fl)l <M,
gils.

%) E. Lindeldf et E. Phragmén, Sur une extension d’un principe classique de
Vanalyse ..., Acta Math. 81 (1908); vgl. 8. 385—386. Wir konnen den Satz so for-
mulieren:

»Es sei F(s) im Innern und auf dem Rande eines Winkelraums der Offnung
v in der s-Ebene eindeutig regulir. Auf den Schenkeln gelte fiir ¢in K >0, daB

F(s)' = K ist, wihrend im Innern mit wachsendem r fiir jedes ¢ >0 eine gleich-

T

v
miBige Abschitzung F (s)=0<e” ) gilt, wo r den Abstand von s gegen denm
Scheitel bezeichnet. Dann ist sogar im ganzen Winkelraum | F(s) | < K richtig.“

In unserem Falle ist ¢ = g,, und die Abschitzung (t) kann fiir jedes ¢>>0 in

der Form F(s)=0(e°"") geschrieben werden.
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Wir diirfen uns weiterhin auf 8, >y + & beschranken. Dann ist
die Existenz eines M, — M, (e, 8) > 0 evident, so daf in dem Rechteck

yre<o<p, tHo<t<i+o+(B—r—3)
(x) [F(8)I < M,

richtig ist.
Jeder Punkt des restlichen Halbstreifens

(¥) yre<o<ps ot (Bi—r—g) St

liegt nun im Innern oder auf dem Rande eines Kreises & (), der um den
Punkt 8, +4¢ mit dem Radius g, — (y + &) geschlagen ist. In dem kon-

zentrischen groBeren Kreise mit dem Radius g, — (y -+ -;—) ist f(s) reguldr,
und daselbst ist f(s) 40 und <+ 1. Im iibrigen beachte man (w).
Aus einem Zusatz von Herrn Landau®) zu dem bekannten Schottkyschen

Satze ergibt sich nun unmittelbar die Existenz eines M, = M; (e, 6) >0,
so da in (y)

() F(s) <My

gilt.
Mit (w), (x) und (z) ist aber die Behauptung bewiesen.
Wir beginnen nunmehr mit dem

Beweis von Satz 2. Durch eine einfache Variablentransformation
kénnen wir offenbar die Normierung

(a) «=1=0

verwirklichen. Mit g = Max (0, y) ist dann (1) fir ¢ > und ein ge-
wisses » > 0 nach Voraussetzung (4, )-summierbar. Daher gilt gleich-
mibig in 6 > f -+ 1 nach (8) die Abschitzung

(b) f(s)=o([t["").
Ferner gibt es nach unserem Hilfssatze ein M(&) > 0, so dall in der
Viertelebene 6 >y -e, t>1, wo 0<e<} sel

(c) ifs)h =M
gilt.

10) C. Carathéodory und E. Landau, Beitrige zur Konvergenz von Funktionen-
folgen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie (1911), Satz V auf S. 596. Wir wollen
ihn so formulieren:

#Bs sei fir | 2| < 1 die Funktion f (2) eindeutig requlir, =0 und = 1, f(0), £C.
Dann gibt es em nicht von f(z) abhingendes M= M (8, C)>0, so dab fir 2z, =%
mit 09 < 1 die Beschrinkung |f(z)! < M gilf.«
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Nun kénnen wir fiir 6 > 8+ %, alle reellen z und ganzes m > » - 2
die Identitat'?)

s (1 staes s f(t+s)
(d) l’%'“e (1 —et=n)" = 2m c<:+1)(:+2) A+ m)dc

ansetzen, in der das Integral rechts, uber d1e Gerade () =1 erstreckt,
wegen (b) gewil sogar absolut konvergiert.

Nach Cauchy kénnen wir hierin wegen (b) das Integral unter Beachtung
des Residuums des Integranden fiir { =0 auf die Gerade R({)= —1
iibertragen, und erhalten

e oym_ e f(L+
(e) Za et (1—ehne)" = f(s) + 5 fmm e e

Es ist aber wegen (b) gleichmiBig fiir alle 6 >+ 1 und alle = bei
festem m

“f(C+s) '
() fc(:-l)(u—z) T %
—0 e“é jzot dr
_l_‘_it i_l.z'; }-7—4—’1:‘[ 4m——.1+21‘l
— \ ‘ 4" g7t i

und in der Viertelebene ¢ > 43, t > 1 sogar gleichmafiiz wegen (c)

e*> f(E+5) ¢
(8) | SEFDE+2). Erm %
—t
=O(e_z{f i dr
4m—1 |
o — it —+ir! 2 +’”;

1) H. R., Theorem 40 auf 8. 51. Wir arbeiten hier also mit Rieszschen (I, m)-
Mitteln, was wegen Theorem 30 auf S. 45 natiirlich gestattet ist. Die Identitit (d)
gilt sogar fiilr m == ». Beachte auch unsere Bemerkung 2.

%) Dies ist die entscheidende Stelle des Beweises von der an der Bohrsche
Beweisgang kaum veriindert einsetzt.
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Es sei nunmehr s, = g, + 41, ein beliebiger Punkt mit o, > y. Unser
Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daB f(s) in 8, regulir und
daselbst == a und = b ist.

Es bezeichne of — Max (o,, 8 +1), 8] =0, +¢4,, ® den Kreis um
s; mit dem Radius ¢ = 6] — y — &, wo das bei (c) auftretende ¢ noch iiber-
dies < o, —y gewihlt werde, & den konzentrischen kleineren Kreis mit
dem Radius }. s, liegt jedenfalls im Innern von §.

Ferner sei mit
(h) Nys Ngs v nvs gy voo —>0

eine positive Nullfolge vorgelegt.

Fir zwei Punkte s =o6--4¢ und s'= 06 --4¢ mit 6>0;—1 gils
nach (e)

(i) 2 @, €7 e (67 it — g=iait') (1 — ghu—z)™
e e [ E e~
~f(8)-f(8)+§n7( A T+~ ... Ccxm %

L

Ist hierin s” auf den Kreis ® und s auf £ > 1 beschrinkt, so folgt
aus (f) und (g), da ja bei festem s, die || beschrinkt sind, gleichmiBig
in diesen s und s’ fiir ein geeignetes © = z, — z(7;,) bei festem m

- 'm! Czk:{f(c-}-s)“f(é-'}‘s,)} \ nk

@ i ) T m % =3
Ferner kann sodann, wegen

(k) 3 @, e~ in0 (= init — g=init') (] _ gin2x )

inS ap

é 2 an e”iﬂ(ﬂT%)(e“zni(tLi')_ 1 s
—_;vnéxk

nach einem klassischen Dirichlet- Kroneckerschen Satze 1%) tiber diophantische
Approximationen die Differenz d =3¢ — ¢’ als ein d,=d(7,), und zwar

13) Siehe etwa die einfache Darstellung bei F. Lettenmeyer, Neuer Beweis des
allgemeinen Kroneckerschen Approximationssatzes, Proc. of the London Math. Soc.
21 (1922), S. 306—314.

Die hier allein bendtigte Formulierung lautet: »Es seien y,,y,, ..., Yy, belichige
reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem D und Jedem ¢ >0 ein d=d(s)> D. so daB
fir i=1,2,...,r zugleich dy, —[dy;} <& oder [dy:]+1—dy < & wird.«

- In unserem Falle ist y, =§L;—z zu setzen.
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belzebig grof, so gewahlt werden, daB die rechts in (k) auftretenden

e~ *tt=t) — 1 simtlich geniigend klein werden, um auch

(1 . D), om0 (e it h) _ g=hnit) (1 — gra=a)™ < zz’i
inSay

zu machen, und zwar gleichmiBig fiir alle unsere s’ aus §’.

Aus (i), (j) und (1) folgt jetzt fiir alle s" aus &’

(m) !f(s’_}":dk)“f(s,)]g’?m
wenn noch ¢’ -+d, > 1 wird, was durch die erfiillbare Auswahl
(n) dy=o0—1t+1

reichlich geschieht.
Setzen wir nun
(o) fi(s)=1(s +1dy),
so wird nach (¢) und (n) fiir alle k=1, 2,3, ... £, (s) in & regulir sein
und daselbst

(p) (=M

gelten, wihrend nach (m) gleichmaBig im konzentrischen &
(a) fu(s) — £ (s)

ist.

Nach einem bekannten Lemma von Stieltjes'*) folgt nun aus (p) und (q)
die Regularitat von f(s) im Innern von § und also insbesondere im Punkte s, .

f(s) ist also in der ganzen Halbebene o > y regulir. Wir haben noch
zu zeigen, daB f(s,)=a und = b wird®s).

Es bezeichne &, einen zu & konzentrischen kleineren Kreis, der aber
auch noch s, in seinem Innern enthalte. Nach dem Lemma von Stieltjes
bleibt dann (q) auch in &, gleichmaBig richtig.

Da f(s) in s, reguldr ist, kann man offenbar einen gewissen Kreis ¢
um s,, der iiberdies ganz in &, liegt, angeben, so daB fiir ein geeignetes
6 > 0 auf der Peripherie von €

(r) [f(s) —1(s1)| > 20,

14) Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Paris 1905, II, S. 369—370.

Das Lemma lautet: ,Es seien fiir alle k=1,-2,8, ... die Funktionen f;,(2) in
2| <1 regulir und daselbst |f,(z) < M, wihrend in |z <o mit 0 <o <1 gleich-
mabBig f,(2)—~>f(z) gill. Dann gilt dies letztere sogar gleichmdbig in z| < mit
irgendeinem 0 < 9 < 1, und insbesondere ist also f(z) in |z | <1 regulir.®

Uber die weitgehenden Verallgemeinerungen dieses Satzes, die wir hier aber nicht
benétigen, vgl. die Abhandlg. unter 9).

13) Vgl. die Wennbergsche Dissertation unter 7), S. 23.
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wird. Ebenda wird aber nach (q) fiir ein geniigend grofles k =k(d)
(s) o (s)—F(s)] < 8, *
woraus, immer auf der Peripherie von €,
(6)  fuls)—F(s)] = 1 1(s)—F(s)| = [fi(s)—f(8)[ >8> fi(s) —F(s)

folgt.

Wire nun etwa f(s,)=a, also f,(s)—f(s;)=f(s+7id,)—a
wegen (7) 4+ 0 im Innern und auf dem Rande von €, so folgte ebenda
iiberall aus (t)

fu(s)—F(s)
) IAOETS ‘< L.
Die in € giiltige Identitat :
. oy —e= (i~ 1 =B

filhrte nun mit s = s, zum Widerspruch.
Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
Als interessante Folgerung aus Satz 2 wollen wir noch formulieren

Satz 8. Es sei (1) in einer Halbebene o >« fir irgendein » = 0
(1, »)-summierbar. Das hier erklirte f(s) ses fiir 6 =y, 1 =7 regquldr,
und es gelte daselbst fiir ein gewisses k gleichmdfig mit wachsendem 1

(9) f(s)=0(t").

Ferner sei auf dem Halbstrahle o =1y, t >t etwa die ,einsetige”
Beschrinkung
(10) R(f(s)=u(s)=0

erfills.
Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o >y requlir und
daselbst (10) erfills.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei v=10. Ferner
setzen wir zum Beweise in (1) 4,=0 voraus und lassen dafiir eventuell

g, =0 zu.
Wegen
(a) lim f(o) = q,
g—>»®
(nach Bemerk. 1) existiert
(b) m = Minu (o). %)
6Zy

16) Min soll hier als ,untere Grenze“ verstanden sein.
Mathematische Annalen. 92 8
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Aus (10), (b) und (9) folgt nun leicht'”) durch Betrachtung von
F(s)=e~7® nach Lindelof--Phragmén®), daB in der Viertelebene o > y,
t=>0

(¢) u(s)=Min{m, 0} =m,

ist.

Satz 2 lehrt also die Regularitét von f(s) in o > y und die Giiltigkeit
von (c) daselbst. Wenn nun m, = m ist, so folgt, da doch % (s)in keinem
Punkte s =06 mit ¢ >y ein Minimum haben kann (auBler wenn f(s)=gq,
ist) in jedem Falle
(d) m=wu(y) oder =xR(q,).

Im ersteren Falle mufl dann wegen %(y)=>0, m =0 also m, =0 sein.
Aber auch im zweiten Falle folgt, wie ich a.a. 0.2%) gezeigt habe, zu-
nichst, daB f(s)=q, ist, und also wegen (10), daB m = 0 ist.

(c) ist also mit
(e) u(s)20
gleichbedeutend, wie behauptet.

Koénigsberg i. Pr., den 1. Januar 1924.

1) Vgl. des Verfassers Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Mathem. Zeit-
schrift 20 (1924), S. 280—320, Beweis von Satz III.
1%) Siehe unter %), S. 307.

(Eingegangen am 20. 2. 1924.)



Einige Sitze iiber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf
die Theorie der Diophantischen Approximationen.

Von
A. Khintchine in Moskau.

In der vorliegenden Arbeit behandle ich einige Gesetze iiber die
Approximation irrationaler Zahlen mittels rationaler Briiche. Diese Gesetze
gelten fast diberall, d.h. fiir alle Irrationalzahlen mit Ausnahme einer
Menge vom Lebesgueschen Mafe Null. Sie gehdren also, wenn ich mich
so ausdriicken darf, zur metrischen Theorie der Diophantischen Approxi-
mationen. Als Stiitze gebrauche ich hierbei einige Sitze iiber Kettenbriiche,
welche vielleicht auch ein selbstindiges Interesse bieten.

§ 1.
Das geometrische Mittel der Kettenbruchnenner.
- Hilissatz 1. Es ¢st

5 .
a1a2wangg(alaz..,a,,) g

dabei ist g > 1, n ganz positiv, und die Summation erstreckt sich diber
alle ganzen positiven Wertkombinationen der a,, a, ..., a,, deren Pro-
dukt = g ist.

Beweis. Fiir ein beliebiges Glied der linksstehenden Summe findet
man die Abschitzung

n n

1 / 1\ 1 n 1

14+~ Lo [ 2

;IZ- a; ig\ ‘ a) a’;(aiTl)— gai(aivl)
a,t1 a1 +1 ax+1 ap+1

(lx dx, dx dx
c [ ] T e
]] =y

8*
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Folglich ist
dz,dz, .
Z( <"”ff fx‘z s~»~2 J.(9),
Hayzg i=1 a'z.
wo das n-fache Integral iiber den durch
Xy Xy X, 2g, x>1 (r=1,2,...,2)

bestimmten Bereich zu erstrecken ist. Mittels einer einfachen Substitution
findet man leicht

(lg g)’
§ 3

womit Hilfssatz I bewiesen ist.

Im folgenden sollen a,, a,, ..., a,, ... die Kettenbruchnenner der
regelméfigen Kettenbruchentwicklung einer Irrationalzahl bedeuten.

Satz 1. Es st fast diberall

. e V2ige
limsup Va, a,... a, < e .
n->x

Beweis. Bekanntlich?) bilden die Zahlen, deren n erste Kettenbruch-
nenner a,, a,, ..., a, sind, ein Intervall, dessen Lange

8 < ——
qa

ist, wo ¢ den Nenner des endlichen Kettenbruchs

= [ala A2y 0nny Oy

bedeutet. Wegen
qga;ag,..a,,..l

n
1
6<]]_’2'
i=1 %

Folglich ist das MaB der Menge der Zahlen, welche der Bedingung

18t also

a,a,...aq,=>9g

geniigen, nach Hilfssatz I kleiner als

gn, 1 2 <1g9~>‘

1,—..:0

) Biehe z. B. F, Bernstein, Math. Ann, 71 (1912), S.417.
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Ich bezeichne diese Menge mit E,(g) und setze jetzt g —edn, wo
A > ¢V2182 konstant und sonst beheblg sein soll. Ich erhalte somit?)

ME,(g) < 2" e Anz(“‘”’”.

Nun ist, wie leicht einzusehen, jedes Glied der Summe rechts kleiner als
(4n)*
, also
n!
n
< 2%e~4n.q. (0, - “in ——
n"e ) 2an

B,(g) < 2"e~4n.n 40"

— — D -1
<O’2\/ne nld—-1g2—-igd 1,

wo O, und C, absolute Konstanten bedeuten,
Nun ist
A-—~1~—lgA> 1974 > 1g2,
also
e=A—1g2—-lgd—1>0,
und folglich ist
ME,(9) < CyVne=»

in bezug auf n das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe,

In bekannter Weise folgert man daraus, daB jede Zahl mit eventueller
Ausnahme einer Menge vom MaBe Null hochstens einer endlichen Anzahl
der Mengen E, angehdren kann und folglich fiir geniigend groBes n der
Bedingung

7
]Z’a, < e4n

Geniige leisten muB. Damit ist aber Satz I bewiesen, denn A darf beliebig
nahe an eV?2 genommen werden.

Folgerung. Ich bezeichne mit 22 0 " den n-ten Niherungsbruch einer

irrationalen Zahl. Dann ist ¢, =a,, und fir = >1

qn < qﬂ_l(a"+ 1) é 2aﬂqn—1>
also

n
n
Qn<2 :qair
=

also, wegen Satz I, fast iiberall fiir geniigend groBes » und B > eV?e2 — 1g2
qn < eBn

%) ME bedeutet das MaB der Menge E (im Lebesguesehe;n Sinne).
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§2.
Ordonung der Anniherung.

Wenn 2z eine beliebige Irrationalzahl bedeutet, kann man bekanntlich
unendlich viele irreduzible Briiche —g— finden von der Beschaffenheit, daB

o2 ]
| 4. 1547
gilt. GroBer als V5 kann der konstante Faktor im Nenner rechts bekannt-
lich im allgemeinen nicht gemacht werden®). A fortiori kann also auch
die Ordnung (in bezug auf ¢) der Anndherung im allgemeinen nicht ver-
groBert werden. Nun fragt es sich aber, wie die Sache steht, wenn man
auf eine Menge vom Mafie Null von Irrationalzahlen verzichten will. Wie
weit kann unter dieser Bedingung die Annidherung gefordert werden?
Vollstdndige Auskunft dariiber gibt der folgende
Satz II. Es ser f(x) eine positive stetige Funktion des positiven
Argumentes x, und zf(z) nehme bestindig ab. Die Ungleichung
g2 1)
! q. q
hat fast iberall (in bezug auf «) eine unendliche Anzahl von Loésungen
in ganzen P, q, wenn f f(z)dx divergiert, und hat fast iiberall hochstens

eine endliche Zahl von Lésungen, wenn [ f(x)dx konpergiert.

Beweis. 1. Das Integral [ f(z)dz, also auch die Reihe j’f(n},

n=1
sei konvergent. Ich bezeichne mit 3, die Menge der Zahlen « des
Intervalls (0, 1), welche bei geeignet gewahltem ganzen % der Ungleichung

geniigen. Offenbar ist

MM, <2f(n),
also das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe. Bekanntlich gehért
daher jede Zahl « der Strecke (0, 1) mit Ausnahme einer Menge vom
MaBe Null hochstens einer endlichen Anzahl der Mengen M, an. Damit
ist aber die zweite Halfte von Satz II bewiesen, denn die Beschrinkung
auf das Intervall (0, 1) ist natiirlich unwesentlich.

2. Das Integral f f(z)dz, also auch die Reihe f’ f(n) sei divergent.
Man setze ‘ n=t
p(x)=eB2f(eB®), B> evV?ie2 L 1g 2 konst.

%) Vgl. z. B. Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), S.279-284.
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Die Funktion ¢ (z) ist stetig, positiv und abnehmend, und wir erhalten

A eB4

lim | ¢(z)dz =lim ff(u)du= + 0.
A>x
eBa

A>wo
a

Daher folgt nach einem Satze von Herrn F. Bernstein?), daBl fast iiberall
fir unendlich viele 7

1
Qiy >W”‘)
ist; daraus folgt aber
;a ?, 1 - 1 @ (1)
UG Tqe e, al

Nun ist aber nach Satz I fiir geniigend grofie 7 fast iiberall

lgg,
B Ed

g, <eB?, also >
und folglich

womit auch die-erste Hafte von Satz II bewiesen ist.

§ 3.
Das arithmetische Mittel der Kettenbruchnenner.

Hilfssatz IL. Es selen o, <1, < ... <t, ganze positive Zahlen
und g > 0. E_(g) ses die Menge der Zahlen®), welche den Bedingungen
a;, >g (k=1,2,...,r) geniigen. Dann ust

2 r
ME,(5) < (5 -

Beweis. 1. r=1. Die Zahlen, fiir welche ay, @, ..., @;,—1 be-
stimmte Werte haben, bilden ein Intervall, dessen Léinge ich mit
a;,ay.....a, -1 bezeichne. Die Punkte dieses Intervalls, welche der Bedingung
a;, > g geniigen, bilden ein Intervall, dessen Linge nach Herrn F. Bernsteins
zitierten Resultaten kleiner als

2
[g]+1 "1 G2 eer 05—y < % 6“1: Ba» oo By 1"

Folglich ist
ME, (9) <%25=§ .

HLe?).
5) Wir beschrinken uns hier und im folgenden auf das Intervall (0, 1).
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2. r sei >1, und fiir r —1 der Satz wahr. Alles bleibt wie fiir
den Fall r=1; nur betrachten wir jetzt natiirlich ausschlieBlich solche
04y, 04, .., o 1> fiir welche a;, >g fir k=1,2,...,r—1 ist. Wir er-

halten
ME,(g) <2 o< 2 (2] ),

w.z. b. w.

Hilfssatz III. 4, <4, <... <1, seien ganz posztw 9>0, E, (9)
set die Menge der Zahlen, fur welche mehr als r®) von den Zahlen
@iy, Wiy, « .., @i, grofer als g ausfallen. Dann ist (C absolut konstant)

WE, ,(9) < C(22) .

Beweis. G sei eine bestimmte Kombination von [#] 41 aus den
n Indizes ¢,,%,, ..., 4, und Eg bedeute die Menge der Zahlen, fiir welche
alle @, mit den zur gewihlten Kombination gehérigen Indizes groBer als
g sind. Offenbar gehort jeder Punkt der Menge E, .(g) wenigstens einer
der Mengen Eg; nach Hilfssatz IT ist aber

[r]+1
ME< ().
Folglich erhalten wir

2>[T]+1

%Enr(g)<29‘nEG< ( 'ryi}-1> <:‘;

2en \MH1 s /2em\ L
<CGomrn) <005
also auch

MNE,,(g)< 022

(denn im Falle 2en > rg kénnen wir ja immer durch €' > 1 die Be-
hauptung trivial machen), w. z. b w.
Hilfssatz IV. y(n) ses eine positive zunehmende Funkiion; dabes

®x

sei y(n)<n? fir n>1 und die Rehe 2 konvergent. Ferner

v(n)

seten m und i, <7, < ... <i,. ganze posztwe Zahlen. Endlich se B,
die Menge der Zahlen, welche folgender Bedingung geniigen: Fiir wenigstens
ein ganzes k, 0 <k < m, sind mehr als

2¢2.2%
v (k)

Hosr<nm.
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unter den Zahlen Qi @i, s oo By, grofer als

27 %y (m).

Dann zst, wenn C, eine absolute Konstante bedeutet,
EYJEE <G
w (m)’
Beweis. Ich bezeichne mit E, . die Menge der Zahlen, fiir welche
die Bedingung des Satzes fiir ein bestlmmtes k erfiillt ist. Dann folgt aus
Hilfssatz 111, daB

24°.2% 2¢72%

2e2™ y (k) wiE (k) \vE
W E, k<0<9822k-2m”ky)(m)> _O(W(m))

ist. Andererseits gehort jeder Punkt der Menge Z, wenigstens einer der
Mengen £, , (O <k <m)} an. Folglich ist

2¢°2%

ME,, <CZ(1”U‘) )W

ey (m)

Die Glieder der rechtsstehenden Summe teilen wir nun in zwei Gruppen,

2, und 2. Dabei nehmen wir in 3, solche Glieder auf, fiir welche

Vky (k)< Vy(m) ist. Die Anzahl solcher Glieder sei
K—1 (k=1,2,...,K—1).
Es ist leicht einzusehen, daf unter den iiber w(n) gemachten Voraus-

setzungen immer
2¢% 2%

Yk 72
ist. Folglich ist jedes Glied von 3, kleiner als
<w<K—1>>“’< ym) 1
vim) ) = (H=Dly(m)" (E=Dym)
also
. K-1 1 1
\1) S S ST T

(K wichst ersichtlich mit m ins Unendliche). Andererseits istin 3, jedes
Glied offenbar nicht groBer als

207 2% 2¢%.0%

e vE o K
Nun ist

und folglich
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ferner ist, wie aus den Voraussetzungen iiber y (n) folgt, fiir grole m - Werte

y (m) > m,
also
K>ms;
endlich ist die Anzahl der Glieder von Y, nicht gréBer als m.
Folglich ist fiir groBe m- Werte .

1
° .0
2e°2™

- ?
(2) S<me & <me ™ <l 1

222K

Aus (1) und (2) folgt, daB fiir grofe m
ME, <C(2+ %)<

ist, womit Hilfssatz IV bewiesen ist.

y (m)

Hilfssatz V. Unter denselben Voraussetzungen sei F, die Menge
der Zahlen, fir welche wenigstens eine der Zahlen @i, Qi -5 iy, grofer
als 2™y (m) ist. Dann ist )

MF, <w<m

Beweis. Folgt sofort aus Hilfssatz II, r — 1.
Hilfssatz VI. Unter denselben Vorausseizungen ist fir jeden Punkt,
welcher weder der Menge E,, noch der Menge F, angehort,
s=a; +a, ... +a, < 02"y (m),
wo C, von m unabhingig ist.

Beweis. Ich bezeichne mit n, die Anzahl derjenigen unter den
Zahlen a;, a; , . . ., 4;,,, welche zwischen 2™ %4 (m) exkl. und 2™ ¥y (m)
inkl. (k=1,2,..., m) enthalten sind. Ferner soll N die Anzahl derer
unter diesen Zahlen bezeichnen, welche y (m) nicht iibersteigen. Da der
gewihlte Punkt F, nicht angehort, ist

s <Ny (m) 4y, 29 (m) + npey 2% (m) —
+ny-2" p(m) + 0y 2™ (m)

=y (m){N+ 227@9"‘ “}.

Nun ist, da der gewihlte Punkt nicht der Menge £, angehort, jedes

22 k
n, < oK

also

s<w(m)IN—¥—4e 9’"’2%]‘:)}
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gesetzt wird,

m _ v 1
oder, da N < 2™ ist, wenn noch D _k%: e

s<2™p(m)[1+4e°D],
womit Hilfssatz VI bewiesen ist.

Satz III. Unter denselben Voraussetzungen iiber die Funktion v (n)
28t fast iberall

n
- Sll
Beweis. Ich setze s, = __§7a,, also o, ==

Aus den Hilfssitzen IV und V entnimmt man in bekannter Weise
folgendes.
E,, sei die Menge K, unter der Voraussetzung i, ==k, und E,, die
dhnliche Menge unter der Voraussetzung ¢, ™+ k. Die Mengen F, des
Hilfssatzes V seien fiir diese beiden Voraussetzungen resp. Fi, und P
genannt. Dann ist jeder Punkt, mit Ausnahme einer Menge vom MaBe
Null, héchstens fiir eine endliche Anzahl von m-Werten in einer der Mengen
E,, Fy, E,, F,, enthalten.
Nun ist wegen Hilfssatz VI fiir einen solchen Punkt, wenn L eine
nar von der Natur der Funktion v (n) abhingende Konstante bedeutet,
fiir groBe m-Werte erstens

Sgm < L2™y(m)
und zweltens
Sgmt1 — Sy < L 2™y (m),
also, wenn
2" Ln< 2™
ist, B
8, < Syutr = Sym - (Symar — Sm) < 2L 2"y (m) L 2Lny(lgn),

womit Satz III bewiesen ist.

Korollar. Es sei q)(n) eine positive Funktion, so daf3 ‘p—%” be-

standig zunimmt und z konvergiert. Dann ist fast iberall

@ (n)
s, = O (¢ (n)).

) Der Bequemlichkeit halber nehme ich die Logarithmen zur Basis 2.
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Beweis. Ich setze y (n)= 2—1”— @ (2"). Dann ist y (n) eine zunehmende

positive Funktion, und bekanntlich ist

_2¢(2n

konvergent. Die Annahme wy(n) < n?, die wir in Hilfssatz IV gemacht
haben, kann natiirlich bei Satz III ohne weiteres weggelassen werden.
Wir kénnen somit Satz III anwenden, und erhalten fast iiberall

y(n)

s, = Sa,=0(ny (Ign) = 0(p(n),

w. z. b. w.

Das bewiesene Korollar ist eine wesentliche Verschirfung des Haupt-
satzes der zitierten Betrachtungen Herrn F. Bernsteins. Dieser Hauptsatz
behauptet niamlich, daB unter der Voraussetzung der Konvergenz von

5’ ) fast iiberall

a, = 0(g(n)
ist. Unser Korollar zeigt, daB auch
5,=0(p(n)

fast iiberall erfiillt ist; und zwar braucht dazu ¢ (n) nicht schneller zu
wachsen, als es der Bernsteinsche Satz verlangt. Nur ist die Forderung

g (n)

an die Regelmifigkeit des Wachstums hier eine grofere, denn muf

immer zunehmen.

§ 4.
Die Hardy-Littlewoodschen Summen.,

Die grundlegenden Arbeiten der Herren Hardy und Littlewood iber
die Summen der Gestalt

e 1
8,(2) =2 (ke — [ke] - 3),
k=1
die mit dem Problem der Anzahl der Gitterpunkte in Polygonen eng
zusammenhingen, sind mir leider nicht zugiinglich geworden. Einiges habe
ich dariiber veriffentlicht®). Dank einer liebenswiirdigen Sendung von

¢) Bulletin de V'Institut Polytechnique & Jvanowo-Wosniessensk Nr. 5, Janvier
1922, p. 27—41. Vgl auch meine wahrend des Druckes erschienene Abhandlung ,Ein
Satz iiber Kettenbriiche usw.%, Mathematische Zeitschrift 18 (1928), 8. 289—306.
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Herrn Ostrowski habe ich erfahren, da ihm einige von meinen Resultaten
schon 1921 bekannt und von ihm publiziert waren®).

Insbesondere reichen die Formeln der Seite 80 der zitierten Arbeit
von Herrn Ostrowski (sowie auch die Formeln der Seiten 33—34 meiner
Abhandlung) vollstindig aus, um folgenden Satz sehr leicht zu beweisen:

Satz IV. Es ses @(n) eine positive Funktion und ?%) bestandig
zunehmend. Die Abschdtzung

8, (z)=0(¢(ign))

38t fast diberall richtrg oder fast iberall falsch, je nachdem die Reihe
2 %n) konvergent oder divergent ist.

Die Stiitze beim Beweise bilden Satz I und Satz III mit ihren
Folgerungen.

Endlich sei noch bemerkt, daB mit der von Herrn Ostrowski und
mir entwickelten Methode die bewiesenen kettenbruchtheoretischen Ab-
schitzungen noch auf viele andere metrischen Probleme der Theorie der
Diophantischen Approximationen Anwendung finden kénnen. So erhilt man
zum Beispiel ein Analogon zu Satz IV iiber die Hiufigkeit der Zahlen

kx — [kx] in bestimmten Intervallen u. dgl. m.
Moskau, den 7. IX. 1923.

9) Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni-
versitit 1 (1921), Heft 1, S. 77—98.

(Eingegangen am 15. 9. 1923.)



Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis
von Primzahlgrad.

Von
S. Breuer in Karlsruhe i. B.

Die vorliegende Arbeit bietet einen Beitrag zur Bestimmung einer
Minimalbasis fiir den Invariantenkorper der metazyklischen Permutations-
gruppen von Primzahlgrad p, d.h. einer aus p algebraisch uunabhingigen
Funktionen bestehenden Basis, durch die alle Funktionen des Kérpers sich
rational darstellen lassen®). Eine solche Basis wurde dem Verfasser fiir
die Grade p =5 und p = 7 von Friulein Noether mitgeteilt; die Noether-
schen Formeln werden im § 2 in sachgemiBer Bezeichnung wiedergegeben,
mit unwesentlichen Anderungen, die den allmahlichen Auistieg vom meta-
zyklischen Invariantenkérper zu den dariiber liegenden deutlicher hervor-
treten lassen sollen. Zur Basisbestimmung wird namlich die Tatsache
benutzt, daB der Korper aller rationalen Funktionen der Unbestimmten
ein Galoisscher Korper iiber dem Invariantenkdrper der metazyklischen
Gruppe ist, und daB diese letatere seine Galoissche Gruppe wird. Das
Verfahren zerfillt nun in zwei Schritte: Zuerst werden, in den genannten
speziellen Fillen, drei bzw. vier Basisfunktionen angegeben — von denen
iibrigens jeweils die ersten beiden schon linger bekannt sind —, welche
der Minimalbasis des Korpers aller rationalen Funktionen der Unbestimmten
ebenso angehbren konnen wie der gesuchten Minimalbasis des vollmeta-
zyklischen Kérpers, wie auch der jedes Galoisschen Zwischenkérpers. Durch
ihre Binfihrung wird die Aufgabe darauf reduziert, die Minimalbasis fiir
den zyklischen Korper von nur zwei bzw. drei Unbestimmten zu finden.
Dieser erste Schritt wird im folgenden fiir den Primzahlgrad p allgemein

durchgefiihrt: Im § 1 werden ndmlich Bi);l solche Basisfunktionen an-

1) Vgl. E. Noether, Gleichungen mit vorgeschricbener Grappe, Math. Annalen 78.
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gegeben, welche ebenfalls allen in Betracht kommenden Minimalbasen an-
gehoren konnen und die Aufgabe der Aufstellung der vollmetazyklischen
Basis auf das freilich noch ungeldste Problem zuriickfithren, die Minimal-
p—1
2
handelt es sich dabei um eine zyklische Gruppe von Cremona-Trans-

formationen — birationalen Transformationen unabhingiger Variablen —,
die nicht notwendig linear zu sein brauchen. Im speziellen Falle p =5
und p =7 handelt es sich jedoch um die zyklische Permutationsgruppe

von 1—0;211-, d. h. zwei bzw. drei Unbestimmten selbst. Bs kann daher in

diesen beiden Fallen, die weiterhin (§ 2) ausschlieBlich behandelt werden,
die Aufgabe restlos gelost werden. Es werden nimlich, ausgehend von
dem Korper der Unbestimmten selbst — der also wie alle jetzt noch zu
behandelnden Kérper nur noch zwei bzw. drei Unbestimmte enthdlt —
nacheinander fiir alle Galoisschen Zwischenkorper Minimalbasen eingefiihrt,
deren Elemente dann unter der metazyklischen Gruppe Substitutionen einer
Gruppe erfahren, die der entsprechenden Faktorgruppe isomorph ist. Es
brauchen also nur noch fiir die zu den betreffenden zyklischen Gruppen
gehérigen Invariantenkorper die Minimalbasen gebildet zu werden, was
leicht auszufiihren ist. Diese Minimalbasen nun hatten in der urspriing-
lichen, eingangs erwihnten Mitteilung von Friulein Noether — mit Aus-
nahme der vollmetazyklischen Basen selbst — noch Koeffizienten aus dem
Kérper der fiinften bzw. siebenten Einheitswurzel. Der Verfasser konnte
durch ,,Adjunktion natiirlicher den Zwischenkorpern entnommener Funk-
tionen* zu den vollmetazyklischen Basen, und anschliefende Rechnung
auch zu jedem dieser Zwischenkérper eine Minimalbasis mit ratzonalen
Koeffizienten bestimmen. Auf Grund seiner Mitteilung bemerkte Friulein
Noether, daB ihre urspriingliche Darstellung sich so umgestalten 1a8t, dal
die erwihnte Rechnung iiberfliissig wird und unmittelbar fiir alle Zwischen-
korper rationale Minimalbasen gewonnen werden (vgl. auch Fufinote 11).
Die Kenntnis rationaler Minimalbasen auch fiir die Zwischenkérper er-
moglicht es, iiber beliebigem (endlichen) algebraischen Zahlkdrper als
Grundkorper alle Galoisschen Korper der entsprechenden Gruppe direkt zu
bilden und ist auch deshalb von Bedeutung, weil mit ihr zugleich die
Méglichkeit erwiesen ist, die simtlichen auflosbaren Gleichungen 5. und
7. Grades, nach thren Galoisschen Gruppen gefrennt, durch unabhingige
Parameter darzustellen. Es ergibt sich eine sehr einfache , Wurzel-
darstellung” fiir die gewahlte, von z,, 2, ..., 2, bzw. x5, 2, ..., %,
freilich verschiedene, Basis des Korpers aller rationalen Funktionen der
Unbestimmten #,, woraus unmittelbar die oben erwihnte Bildung der
Galoisschen Korper folgt. Dagegen spielen die symmetrischen Funktionen

basis fiir einen zyklischen Korper -ten Grades zu finden; und zwar
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der x, gar keine ausgezeichnete Rolle unter den metazyklischen Funktionen
iiberhaupt; ihre Darstellung durch die Funktionen der Minimalbasis, die zu
der vorher erwihnten Parameterdarstellung der metazyklischen Gleichungen
filhrtY), wird wenig iibersichtlich, es ist daher von dieser abgesehen worden.
Es werden jedoch im § 3 die notwendigsten Erginzungsformeln zu der
Noetherschen Minimalbasis fiir p = 5 gegeben, die zur Parameterdarstellung
gewisser spezieller Gleichungen dieses Grades moch erforderlich sind. Die
Darstellung der Gleichungskoeffizienten seibst konnte um so eher unterlassen
werden, als Herr Wiisili?) fiir die metazyklischen Gleichungen 5. Grades
eine solche Parameterdarstellung bereits gegeben hat. Die dort auftretenden
Parameter werden ebenfalls als Funktionen einer Minimalbasis erkannt. Sie
sind speziell dem Qleichungs-Problem angepaBt und gestatten daher eine
sehr einfache Darstellung der symmetrischen Funktionen und damit der
Gleichungskoeffizienten. An sie ankniipfend werden fiir die {iber dem meta-
zyklischen Korper liegenden Korper ebenfalls Minimalbasen bestimmt und
damit auch fiir diese Darstellung der Einblick in die Struktur des Kérpers
erdfinet. Die Minimalbasen fiir den halbmetazyklischen und den zyklischen
Kérper sind, ebenso wie die urspriinglichen entsprechenden Noetherschen
Basen, nicht frei von fiinften Einheitswurzeln. Wahrend man jedoch dort,
wie erwiihnt, infolge des gruppentheoretischen Standpunktes unmittelbar
auch zu Minimalbasen mit ratsonalen Koeffizienten gelangen konnte, ist
dies hier nicht der Fall und man miite sich der vorerwihnten Rechnung
des Verfassers bedienen, um von der vollmetazyklischen Basis des Herrn
Wiisals ausgehend auch fiir die Oberkérper Minimalbasen mit rationalen
Koeffizienten zu finden. Wihrend wir ferner im §1 einen wesentlichen
Teil des Noetherschen Verfahrens fiir allgemeinen Primzahlgrad durchfiihren
konnten, zeigt es sich, daB die Anwendung des Verfahrens des Herrn Wiisild
auch nur auf Gleichungen 7. Grades schon rein rechnerisch auf fast uniiber-
windliche Schwierigkeiten sto8t.

§ L
Im folgenden bezeichne p =271 eine Primzahl, & eine beliebig,
aber fest gewihlte primitive p-te Einheitswurzel, g eine feste primitive
Kongruenzwurzel von p. Die auftretenden Indizes sollen folgende Werte
durchlaufen: j=0,1,...,2—1; t=1,2,...,n—1; u=0,1,...,p—2;

y=0,1,...,p—1. Mit z, bezeichnen wir p Unbestimmte, und es
bedeute :
(1) (e, ) =2y + €@, + 22y + ... T 7722, .

2) Uber die algebraisch aunflosbaren Gleichungen 5. Grades. Diss. Helsingfors 1916.
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Ist weiter®)

(2) %(1,3:):%2%-———%(96) und %(eyu’x):k&w

so wird

(3) @y=—e"hot+e 9"kt e Pk . F eIy, Loy (7).

Es sei ferner

kn+]___ ]‘:'7__ . ___1 4 ___kn-r]____
(4) =G i =T entsprechend qnﬂ—-q;,) Tats = g = 475

Dabei ist also ry=r,,=1, r,=g,, und nur die r, sind von den g, ver-
schiedene Unbestimmte, d. h. algebraisch unabhingige Funktionen; es ist,

. Tady . . . .
wegen 7y, =1,= "/, auch 7,,. =¢,.;74; was wir fiir spiteren

Gebrauch anmerken. Wir bezeichnen ferner die erzeugenden Elemente der
vollen linearen Permutationsgruppe der z, mit

(5) S=<w_:’_1>=(x0,x1,...,xp_1), T=<g:>=(xl,x x, z

s LyrseensTyyos)-
Unter ,,zyklischen oder metazyklischen Funktionen der Gréfen k,, q;, 7,

sind im folgenden stets Ausdriicke verstanden, welche die Vertauschungen

8 bzw. 8 und T (5) dulden. Die ,einférmige“ ganze rationale Funktion
der %,

(6) . vy = kioki ... ;;’;Tf
ist dann und nur dann zyklisch, wenn
(7) do+ g 2+ 9%+ ...+ g7 %2, = 0 (modp).

da k, (2) bei Anwendung von § (5) mit ¢~¢“ multipliziert wird. Bei
Anwendung von 7 (5) geht dagegen k, in k,_, iiber, d. h. die &, werden
in der Reihenfolge (k, ,,k, 5, ..., ks, k,, k) vertauscht. Ersetzt man
andererseits die Einheitswurzel ¢ durch &¢ — es handelt sich nicht um
ein gegensestiges Vertauschen dieser beiden GroBen —, so werden die k.,
ersichtlich in der umgekehrten Reihenfolge vertauscht wie vorher durch 7'
Die Summe — ebenso natiirlich jede zyklische Funktion — der aus v,(6)
durch zyklische Verschiebung der k, oder der 1, hervorgehenden Glieder v,

(8) Sve=[v] = [k"k" ... kp?3"]

%) Vgl. Wiisild a.a.O. sowie Breuer, Das Abelsche Gleichungsproblem bei Euler,
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1922, S.165f.

4) Zunschst ist g, ,-——I;:"“; die Indizes von k, ¢, sind aber iiberall auf den
n )

kleinsten positiven Rest (mod 2n) zu reduzieren.
Mathematische Annalen. 92. 9
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ist daher eine vollmetazyklische Funktion der k, bzw. z,, sie ist iiberdies,
im Gegensatz zu v, selbst, auch als Funktion der z, rational, d.h. frei
von &. Denn da sie sich nicht dndert, wenn ¢ durch &9 ersetzt wird, ge-

statten ihre Koeffizienten die Gruppe der Kreisteilungsgleichung %p—_:ll =0,

sind also rational. Endlich kann jede rationale metazyklische Funktion
der z, aus ¢, (2) und Ausdriicken [v,] (8) zusammengesetzt werden?®).
Unter den v, kann als ,Leitglied* v, irgendein beliebiges herausgegriffen
werden. Zwei Leitglieder v,, v, bezeichnen wir als unabhingig, wenn sie
nicht durch zyklische Verschiebung der %, oder der i, auseinander hervor-
gehen, d. h. wenn [v,] = [v,].

Nun seien unter £, ([9,]), 9,.([?,]) ganze rationale, aus einem oder
mehreren Ausdriicken (8) zusammengesetzte, homogene Funktionen m-ten
Grades der &, und damit der 2, verstanden, wobei also 4,2, ... +4,_,=m.

Dann 1st )
fm1+1 ([vOJ)

(9) nl@) = ()

eine rationale metazyklische homogene Funktion 1. Grades der xz,, und
Iy, ([200)

(10) 902+1<x)“gmt+1(.r%])

sind ebensolche Funktionen O-ten Grades, die auch als Funktionen der
GroBen g; und 7, (4) statt der k, geschrieben werden konnen. Da also
jede rationale metazyklische Funktion der z, mit Hilfe von (3) durch
@o(2) (2), die beliebig zu wahlende Funktion ¢, (z) (9) und metazyklische
Funktionen der GréBen (4) ausgedriickt werden kann, so kann eine meta-
zyklische Minimalbasis der z, aus ¢, ¢, und einer nur noch p — 2 Funk-
tionen enthaltenden Basis der metazyklischen Funktionen der g, 7, (4)
zusammengesetzt werden. Diese Reduktion ist schon lange bekannt).
Wiederholt sei bemerkt, daB dabei e nicht als dem zugrunde gelegten
Rationalititsbereich adjungiert gedacht ist und auch nur scheinbar in die
Darstellung eingeht.

Eine wesentliche Reduktion erfihrt das Basisproblem nun durch den
folgenden Umstand:

Es ist stets moglich, n — 1 metazyklische Funktionen (10) anzﬁgeben,
mit deren Hilfe die r, rational durch die q, ausgedriickt werden konnen.

Dazu geniigt es, » —1 Funktionen (10) anzugeben, die gebrochene
lineare Funktionen mit nichtverschwindender Determinante der ,,Unbe-

5) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I, §§ 191, 192.
%) Vgl. E. Noether a. a. 0. S. 227 sowie Breuer, Uber die irreduktiblen aufldsbaren
trinomischen Gleichungen 5. Grades, Diss. Frankfurt 1918, S, 17f.
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kannten* y, sind, da diese alsdann aus dem ,lmearen Gleichungssystem®
(10) berechnet werden konnen. [Die ,,Unbestimmten” z, sollen nur so
spezialisiert werden, daf die Determinante dieses Systems und alle Nenner
e, ([%5]) von Null verschieden bleiben.] Im speziellen Fall wird man
die ¢,,,(«) durch Tabulierung der iiberhaupt méglichen Funktionen [v,]
niederer Grade je nach dem beabsichtigten Zweck moglichst einfach bilden.
Zum allgemeinen Beweis unserer Behauptung geniigt die Angabe irgend-
eines Systems (10) (von dem die im § 2 anzugebenden Systeme dann
freilich wesentlich unterschieden sind). Sei eine Funktion (10) etwa

[k:;'“k;" k"-p*z

(kg by k},{ 2l

®s ()=

wo X1, = 31,=m,, so wird bei Kiirzung durch %" nach (4)

o (2) = [ririe. .. f/‘_l‘qo"(qlr)"”'W% )
2 - l

[T T 2 . ,riﬂ 11 qo (ql l)ln*l (q‘) )ln*z (Qn—-l n—l)lzn ‘}

[q q/n+1q/~n42 q7v2n 1 r/1+ln+1/y-é2+/n+z . ,,-%z;x""-an-l]

Vian-1
Ipn—1"n-1/ ]

In 1 In~ l. L+, la+1 l +1 °
[q021q1n+1q2n 2”'qn2:¢11,,,-11 N+1 4 22 n+2 nn ]1 20— 11

Die eckigen Klammern in Zahler und Nenner bedeuten die Summation
iiber alle Glieder, die aus dem ,Leitglied* durch zyklische Vertauschung
der 1, bzw. I, entstehen. Es ist also ¢, (x) lnear in simtlichen r,, wenn
die Zahlen: 2,4+ 4,, 4,+4,.,, §,+1,, I,+ 1,., nicht sémilick einander
gleich sind, und nur die beiden Werte 2u oder 2u 1, letzteren nur einmal,
bzw. 2%, 24 — 1, fiir irgendein % > 0 annehmen, da man alsdann durch
(1,75 ...7,_,)"" kilrzen kann. Das gleiche gilt fiir alle ¢,,,(x). Ein
einfaches System (10) gewinnen wir folgendermaBen. Das Leitglied

(11) Vo0 = (koley ... kn_1)"ky, wo p:+n(l—g)=a

gesetzt ist?), geniigt sowohl der Bedingung (7) wie der soeben fiir die 1,
aufgestellten Bedingung. Denn

a(g®+ g +...F g )+ 9°=n (l—g) T1:2n+1 = 0 (mod p),

da g"= — 1 (mod p); ferner ist 4, + Ay = 7, 4,4 1,= = +1. Die beiden
erwahnten Bedingungen werden nun auch von den Leitgliedern

4
(12) vo.01= (i by - Hus) ey (12) 7

%) Ebenso konnte man auch = = fp-+n(1—g) setzen, wo f eine beliebige ganze
Zahl ist, wenn nur & +12=(n—1)p ist, damit die Grdfen v,, ; (12) ganze Funk-
tionen bleiben.
9*
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-

die ganze Funktionen auch von %, sind, erfiillt. Denn der Faktor (l]%)w
geniigh der Bedingung (7) und Gndert nicht die Zahlen Z+ Any;. Die
Leitglieder (11) und (12) sind ferner ,,unabhingig® in dem oben de-
finierten Sinne, wie eine einfache Betrachtung lehrt. Daher bilden die
Funktionen

(18) Pra1 (@) =

[v9,6+1]
l”o,1j
ein System der verlangten Art (10), sobald das Nichtverschwinden der
Determinante gezeigt ist. Fithrt man in der ausfiihrlich geschriebenen
Formel (13) mit Kiirzung durch &g 71 die GroBen (4) ein und kiirazt
erneut durch (r,7,...7,-1)", S0 erhilt man
Z

t+1

(14) Pre1 (@)= 5>

wobel

(14a) N=ry+ o 71+ (9091)”7'2 o9 ga-1)7T,

+ (4,95 - Gn1) Tnp1+ (295 - - - Q1) Tagat .-

~ (Gp2Gn-1)" T2n-2 + Qu-1T2n-1
und wobei Z,; aus N entsteht, indem der Koeffizient von r, mit qff’
multipliziert wird. Da nun nach (4) 7,j=¢;7;, ro=1, 80 wird

(14b) N=[1+¢0(201-- - @u-1)" 1+ [0+ 0 (022 -2u-1)" ]
+[(900)" + ¢ (9% -+ Gu—s)" 172+ -
+ [(%%" 'g;—1)n+ q)(q] //ESERE qﬂ-1)n]7; +...
(G- Tus)” T In—2(Gn2 Tus) 17
NN O TR R A S MEPRY M | P

und Z,,, entsteht aus N, indem in der j-ten eckigen Klammer das erste
Glied mit ¢'?, das zweite mit gi%;, d. h. mit g; "’ multipliziert wird.
Bezeichnen wir nun die Koeffizienten der 7; im Polynom N mit a,;, In
den Polynomen Z,,, mit a,;, so konnen wir allgemein schreiben

=~k

(15) a;= (@ots - 8y1)" G+ 4{€, Gar - Onr)" G .
(h,j=0,1,..., n—1).

Zum Beweise unserer Behauptung, daB die r, mit Hilfe der m —1
metazyklischen Funktionen @, (13) rational durch die q, ausgedrickt
werden konnen, haben wir nunmehr noch zu zeigen, da die Determinante D
des Gleichungssystems (14), d.h. die Determinante {a, ;} nicht identisch
verschwindet, da die speziellen Werte (der w,), fiir die sie verschwindet,
schon frither ausgeschlossen worden sind. Hierzu geniigt es, da die g;
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algebraisch unabhingige Funktionen, also Unbestimmte sind, esn Werte-
system der g; anzugeben, fiir welches D ={a, ;} = 0 ist. Wir wihlen fiir
die g; nun n verschiedene, paarweise zueinander reziproke Zahlen — es
sei stets g,,¢y,;+,=1 —,die sonst nur der Bedingung unterliegen, daf
g7 =1 sei; nur wenn n ungerade ist, sei g, _,=1 gesetzt. Dann wird
in leichtverstandlicher Bezeichnung

— b 1—-hp-. — gt—hp —z—1+hp
(15a) ah,zi_quf'qn ; Uy osin = G5 "+ 055 .

Fiir ungerades n wird weiter @ 51— 2. Zieht man nun das ¢,;*"*-
fache der 2¢-ten Spalte von der 274 1-ten ab, so wird

By 9ii1= 95" (65— a7)+ 0

__:—;i_‘li—?t -fache
. 925~ 924

der so transformierten 27 4 1-ten Spalte von der 27-ten ab, so wird

@, 5= q27. Dividiert man also D durch die simtlichen Faktoren ¢, — ¢,."
und allenfalls, fiir ungerades n, noch durch 2, so erhilt man die be-
kannte Darstellung des Differenzenproduktes der ¢;, das nach unserer
Wahl der ¢, von Null verschieden ist. Fir diese g, ist daher D <=0,
w. z. b. w.

Die gesuchte Minimalbasis kann also jetzt zusammengesetzt werden
aus den 7 +1 Funktionen ¢, (2), ¢, (9), @,,, (13) — die rationale
Funktionen der z, sind mit Koeffizienten aus dem absoluten Rationalitits-
bereich — und einer aus nur noch n Funktionen bestehenden Basis der
metazyklischen Funktionen der ¢,. Denn aus ¢, ¢, ¢, ;, ¢; geht der-
selbe Korper hervor wie aus ¢, ¢;, 4,, 7y, 7, ., €T ist vom Grade p (p — 1)
iiber der gesuchten Minimalbasis.

Fir die zyklischen Funktionen der g, bilden nun die Groflen

(16) 9,97

eine freilich von & nicht freie Basis, denn nach Adjunktion der einen
p-ten Wurzel ¢, sind alle g, bekannt. Durch T (5) gehen sie in ihre
reziproken Werte iiber. Die mit ihnen birational .zusammenhingenden
und also ebenfalls eine zyklische Basis bildenden Grofien

nach der Voraussetzung, dafl g7~ 1. Zieht man weiter das

t
9y —1 9,957 —1
(163-) 0 140 -

? ? —gt
qO -1 Qt QO ¢ -1
andern also bei 7™ nur ihr Vorzeichen. Daher bilden die n GréBen

g9y —1\?
w PR e
1 T 47 q9,0 1



134 S. Breuer.

eine Basis der die Vertauschungen § und 7' duldenden Funktionen®)
der g;, bzw. zusammen mit den @,, ¢;, ¢, eine solche in bezug auf die
x, selbst In gewissen Fillen wird es moglich sein, die » Grofen (17)
durch solche zu ersetzen, die durch 7 in einfacherer Weise geindert, mog-
licherweise nur zyklisch vertauscht werden. Zur Vervollstindigung der
gesuchten Minimalbesis bedarf man alsdann nur noch einer solchen fiir
den Kéorper der zyklischen Funktionen dieser » Unbekannten. Im allge-
mesnen Fall, der hier nicht weiter behandelt werden soll, erfahren die
GréBen (17) durch 7' eine Gruppe von Cremona-Transformationen, die der
im speziellen Fall auftretenden zyklischen Permutationsgruppe von 7 Un-
bestimmten isomorph ist?). Diese selbst ist wieder nichts anderes als
die letzte Faktorgruppe in unserer Kompositionsreihe der vollmetazyklischen
Gruppe.

§ 2.

Im Falle p =5 wihlen wir g = 2. Nach Tabulierung der die Be-
dingung (7) erfiillenden Funktionen v, (6) der ersten Grade) findet man
als einfachste Ausdriicke:

(9a) @, = ko ks — by by ki by — R Ky =k, 41"’1‘“"1 g0 "1 Qi Ti
1

o by — Ky K - i ’
(133) kokkk(k.,kwklkwk ke —k; L)_q ~ o+ rga)n
R R kR LR 0 11¢qoql~(9w91)n

woraus sich k, und 7, als rationale Funktionen der g, ¢, 7,, ¢, bzw. der

o> 4., Po berechnen lassen. Fiir die zyklischen Funktionen der g, ¢,
bilden

s 1l Y=
(18) wy=qo93> ¥, =a:,9;> oder %3__‘#2'“1’ Z4“1Pi""

eine Basis, da mit ihnen auch z. B. g) — w, v, ° bekannt ist. Da T unter
ihnen die Substitution (y,, x5, — #» — %) bervorruft, so bilden weiter
die Funktionen

24

(19) 13 T

%) Fiir n =2 sind dies die halbmetazyklischen Funktionen.

9) Vgl. E. Fischer, Zur Theorie der endlichen Abelschen Gruppen, Mathematische
Annalen 77. Daselbst werden jedoch nur solche Gruppen von Cremona-Trans-
formationen behandelt, die — was hier nicht notwendig der Fall ist — durch Ein-
filhrung einer geeigneten Basis in eine Gruppe linearer Transformationen verwandelt
werden koénnen.

1) Der Anfang einer solchen Tabelle findet sich bei Wiisild a. a. O. 8. 31.
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eine Basis fiir die halbmeta.zyklischen Funktionen und ebenso die GréBen

_ 1 _ xitad
(20) Ps= 2[1 24 %

eine Basis fiir die vollmetazyklischen Funktionen der g¢,, ¢,. Genau so
wie wir hier den Korper der rationalen Funktionen der Groflen g, g,
allméhlich zu dem aus (20) hervorgehenden eingeschrinkt haben, verlauft
umgekehrt, ganz entsprechend der Zerlegung der linearen Gruppe in ihre
Faktorgruppen, der Aufstieg von dem letztgenannten Korper zu dem
ersten durch Adjunktion zweier Quadratwurzeln und einer fiinften Wurzel:

(21) sy = —= —~a /i=¢ +‘77 X3 Xas /3‘—‘/13’ Qo= VQ/}.;"/Q
\/ Xi

Von den Basen {18), (19), (20) besitzt jedoch nur die letzte (20)
Koeffizienten aus dem absoluten Rationalititsbereich, wihrend die GréBen
(18), (19) sich noch éndern, wenn man & durch &9 ersetzt: es geht 7, in z,,
%, In — y, iiber. (Vgl. das nach Formel (7), (8) Bemerkte.)!') Setzen
wir aber

a9 -2

No=ée—e~ !, m=e—e

1) Die Formeln (9a), (13a), (18), (19), (20) geben, von der Bezeichnung abgesehen,
die urspiinglichen Noetherschen Formeln fiir p =25 wieder, ebenso weiter unten die
Formeln (91b), (10b) und (25b) in FuBnote 13 die fiir den Fall p =7. Der Verfasser
erhielt nun, indem er der Basis (20) die rationale halbmetazyklische Funktion
(e+e*—e?—¢%) g3 1, hinzufiigte, eine halbmetazyklische Rationalbasis, und ebenso
durch Adjunktion von «; (18a) eine zyklische Rationalbasis mit zunichst je sechs
Basisfunktionen, die aber sodann mit Hilfe der zwischen ihnen bestehenden Gleichung
leicht auf finf reduziert werden konnten, womit fiir beide Zwischenkérper rationale
Minimalbasen gewonnen waren. Friulein Noether bemerkte sodann, daB diese Rech-
nung zu ersparen ist, indem man neben «, gleichzeitig die durch die Substitution
(¢, ¢?) in den 7 aus ibr hervorgehende Funktion «, einfiihrt. In gleicher Weise
hatte der Verfasser weiter unten im Falle p=7 immer nur eine, zu dem be-
treffenden Zwischenkorper gehorige Funktion eingefiihrt und sodann durch Rech-
nung die siamtlichen rationalen Minimalbasen bestimmt, wihrend Friaulein Noether
sodann bemerkte, daf man nur die drei Funktionen (23a) gleichzeitig einzufiithren
braucht, um ohne Rechnung zum gleichen Ziele zu gelangen. Die von ¢ freie Basis Q;, @,
des Kérpers der Unbestimmten selbst und die fiir die halbmetazyklischen Funktionen
waren dann leicht auf dem gleichen Wege zu bestimmen. DaB die hier benutzten
Funktionen, z. B. ¢; (18a), von & frei sind, rithrt davon her, daB die GréBen 7,, 7,
unter (¢, ¢2) die gleiche Substitution erfahren wie g, z,. Eine lineare Kombination
beider bleibt daher ungeindert. Im wesentlichen das gleiche Prinzip, nur noch auf
p—

2
in der die z, aus den Lagrangeschen Resolventen %, und den Grifien £—¢"7 linear
zusammengesetzt wurden, welche unter (s, ¢9) die gleiche zyklische Vertauschung
erleiden.

die Anzahl p statt hier auf ! angewendet, liegt schon der Formel (3) zugrunde,
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wobel unter ¢ die (zu Beginn des § 1) fest gewihlte 5-te Einheitswurzel
verstanden ist, so leisten die Funktionen

(18a) Oy =Xz T Nades %=y % — Nols
(19a) of, e e,

_ ef—«f _eited
(202') QDS—— 20‘3‘3‘4 3 4 2

offenbar den gleichen Dienst wie die Funktionen (18), (19), (20), sind aber
im Gegensatz zu diesen samilich frei von &, da sich bereits ¢, und o,
nicht dndern, wenn man & durch ¢? ersetzt. Die Funktionen (20a) unter-
scheiden sich iibrigens nur unwesentlich von denen (20). Bezeichnen
wir weiter

g1 Q1—‘1, .
Qo;“q%fp Ql:qT—!—-—l’ Qs =1Q0+ 1:Q1; Q=100 %

so bilden @,, @, eine Basis fiir diejenigen rationalen Funktionen der ¢, g,
die als Funktionen der z, Koeffizienten aus dem absoluten Rationalitits-
bereich haben, da einerseits auch g¢,, ¢, mit Hilfe von ¢ rational durch
Q,, @, ausdriickbar sind, letztere aber sich nicht #ndern, wenn man &
durch ¢2 ersetzt. Mithin bilden schlieBlich

(22,1) Po> Prs Pav @gs Q,
(22, 2) Po> P1> Pa> %35 &4
(22, 3) Pos Prs Pas O, Gytly
(22, 4) Pos T1s P> P> Ps

je eine Minimalbasis fiir die rationalen Funktionen der z, iiberhaupt, bzw.
fiir die zyklischen, halbmetazyklischen und vollmetazyklischen Funktionen
der z,, und sie besitzen simtlich Koeffizienten aus dem absoluten
Rationalititsbereich. Der Aufstieg vom Korper (22, 4) zu (22, 1) erfolgt
jeweils durch Anderung nur der beiden letzten Basisfunktionen, er ent-
spricht genau dem durch die Gleichungen (21) dargestellten und ist aus
diesen fast unmittelbar abzulesen bzw. zu tbertragen.

Im Falle p = 7 wihlen wir g =3 und finden, gleichfalls durch Ta-
bulierung,

kil ki 2 (hykodey Ky Ky K .
(9%) = Bl e (e PRBB) (vl § 3, Fubnote 15),
(IOb) Py == kgklk;k4+"'+k:k°kfk3 — kl)zklzkzl’sks*‘---’i’k:kozklkgk‘

BRIk . kR T hek kit etk ok kg

Aus (10b) erhalten wir bei Kiirzung durch kg zwei lineare Gleichungen
fiir r,, r,, aus denen letatere ,,berechnet* werden konnen.
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Fiir die zyklischen Funktionen der ¢,, ¢,, g, bilden

e""l .
(28) "&’“%Qu Yy = 7.9 "z"’e“%% oder Zezw‘_ﬁ,l"'(e=4,5>6)’

(vgl. (16), (163)) eine Basis. Die z, werden durch T in der Reihenfolge
(%> Zss Xu» — s> — Xs» — %4) vertauscht, geniigen also elner rationalen
zyklischen Gleichung 6. Grades, in der nur die quadratischen Glieder auf-
treten. Daher'?) dulden

(24) Cy = X5 Xs> {s = — s Xu> L= Y45 (Vg]. 17)

die Vertauschung 7° und bilden eine Basis der gegeniiber S und T in-
varianten Funktionen der g, g,,q,. Sie werden durch 7' nur zyklisch
vertauscht und somit bilden
7 _ Gatlstle 3 &bl
4 3 ? 2 E4C5+‘£526'T Csza,

— 14':5 84-6
SR (N Cl SICEIA)

5
(25)
\[ 5450* C{,Ca‘l‘ 56C4

wobei {, — @, = =, gesetzt ist, eine Basis fiir die metazyklischen Funk-
tionen der ¢, q,, ¢, **). Den Formeln (21) entsprechen, wie unten noch
naher ausgefithrt wird, hier die folgenden, in denen ¢, nur zur Verein-
fachung der Schreibweise herausgegriffen ist, ohne jedoch eine bevorzugte
Rolle zu spielen:

F ¢i+3y . e mma e L 1 ay
E = A+ DIEP  wobel A= (95 +358) (%1 %1 —3),

v

: 1; oo 73— 30 _—
2 JUPEINE Y P £ k.12 M - :
( 6) 53,6 2§4+ (p6C4“<‘Pa”‘3‘P ) Ce (P4+§e
g = '_% _V
%4 AT

DaB hier in der GroBe A die V— 3 auftritt, darf nicht verwundern.
Die ., Entfernung des Faktors 3¢ aus der linearen Gruppe erfolgt rein
durch Adjunktion einer Wurzel der Abelschen Gleichung dritten Grades,
der die [, geniigen. Bei der Darstellung dieser Wurzel durch Radikale

A
12) Zu den hier folgenden Formeln, die von den Noetherschen etwas abweichen
(siehe Einleitung) vgl. Breuer, Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis,
Math. Annalen 86, S. 1081
1) In den Noetherschen Formeln traten an Stelle von (25) die folgenden Funk-
tionen auf:

(25D) Pi=

EE—6& e — o &,
545556 ?

pl=E—E+&3, ¢é=§§
453

(™

>

@
!
ah’

wobei I 0 I
@ =1Xs— XsT Zo> 54':14—‘3‘: 55:Z5+§> Sa=16— g-
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tritt aber die V— 3 als akzessorische Irrationalitit auf. Die zyklische
Gleichung - fiir {, die zu den Formeln (26) fiihrt, hat die Form:

(27) 5 —3(324 892 — 25, (97 +395)=107").
Nun gilt fiir jede kubische Gleichung f(y) = y*+ @,y + @,y +a; =0,
daB y, ;= — %(al + vy, * ?(4_)>’ wobei unter 4 das Differenzenprodukt
’ %

(v, — Ys) (Yo — ¥s)(ys — y,) verstanden ist und das obere Vorzeichen
sich auf y, bezieht. Durch Anwendung auf die Gleichung (27), fiir welche das
Differenzenprodukt 4 = (54 - 55)(25 - fs)(fs - 54) = + 189, (@g‘l" 39;)
ist, wie sich aus der Bedeutung von §, in (25) ergibt, wird die mittlere
Formel (26) erhalten, in der sich also das obere Vorzeichen auf g, De-
zieht. Bezeichnen wir mit G,,, Gy, Gy, G, die durch 8 und T', baw.
S und T°, bzw. S und 7'°, bzw. S erzeugte Permutationsgruppe, so ge-
héren also die GréBen @, (25) und ¢, (25b) zu G,,, die Gréfen £, g,
(24), (25) 20 G,,, 0 (25Db) zu G,,, endlich die GrdBen y, (23)und £, (25Db)
m G,. Zwei Kompositionsreihen von @, werden durch G,,, Gy, G;, B
und @,,, G,,, G., E dargestellt. Die zugehdrigen Faktorgruppen sind
isomorph zu zyklischen Permutationsgruppen 2., 3., 7., bzw. 3., 2., 7. Ord-
nung. Die zweite Kompositionsreihe liegt offenbar wunserer Aufl6sung
zugrunde, die Gleichungen, aus denen in (26) die Grofen g, und y, ge-
wonnen werden, besitzen zyklische Gruppen vom 3. bzw. 2. Grade. In
den nicht ganz so durchsichtigen Noetherschen Formeln (25b) wird die
erste Kompositionsreihe benutzt, die unschwer aufzustellenden Gleichungen,
denen o bzw. nach dessen Adjunktion die Gréfen £, geniigen, besitzen
zyklische Gruppen vom 2. bzw. 8. Grade. Die Gruppen der einzufiihrenden
Hilfsgleichungen sind also isomorph zu den Faktorgruppen der jeweils
benutzten Kompositionsreihe, wie dies nicht anders zu erwarten war.

In den Formeln (25b, FuBnote 13) tritt fir die aus S und T?
erzengte halbmetazyklische Zwischengruppe eine Basis nicht explizit auf.
Der Vollsténdigkeit halber und mit Riicksicht auf das Folgende bemerken
wir, daB sie sich in einfachster Weise bilden laBt als Minimalbasis der
die Vertauschung (7,, — %5, %) duldenden Funktionen dieser GréBen, d. h.
analog zu Formel (25) etwa in der Form

1 Js — 1T Xs ) 3 £48, 5
W, =5 0= - , W= — 5 5 i FF
3 3 5 2 B G+ &b
(28) I o &+ 58—
1 L (za—25) (25t 26) (Xs— 24)

wG: ——64 54554-_5556_6654

Genau wie vorhin im Falle p = 5, so besitzt auch hier diese Basis (28)
so wenig wie die Basen (23), (24) Koeffizienten aus dem absoluten Ra-
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tionalititsbereich, und nur die vollmetazyklische Basis (25) selbst — ebenso
natiirlich die in FuBnote 13 auftretende vollmetazyklische Basis (25b) —
hat rationale Koeffizienten. Setzen wir aber wieder

2 ~2

Np=¢—e&t, Pp=ei—ed, py=et—e,

so leisten die Funktionen

(23a) { G =TT T ds T Mslss % =Thl —1«: T2 ts = NoZs>
=%y — Noks — M1l )
(24a) Bo=uwu,, pi=—uae,, Pp=au
offenbar denselben Dienst wie die Funktionen (23), (24), sind aber im
Gegensatz zu jenen frei von ¢. Die Funktionen
(25a) Pis Ps> Po>
die sich aus den f, ebenso zusammensetzen wie die GroBen (25) aus
den ,, konnen an deren Stelle treten, unterscheiden sich iibrigens nur
unwesentlich von ihnen. Bilden wir ferner GroBen
(28a) Ves Vs Voo
die sich aus den &, (23a) ebenso zusammensetzen wie die o, (28) aus
den y, (23) [wobei zu beachten ist, da nach Fufinote 13 &, = y, — % usw.] ,
so erhdlt man eine gleichfalls von ¢ freie halbmetazyklische Basis.
Bezeichnen wir nun noch, wie vorher im Falle p =35,
Qo:gﬁ'g‘l’ QISQI-_l Q3=22:1>
Q=@+ Q@+ 1C,: €H=nC+n720 —10¢.,
Q(, = Qo"’ 770Q1 “"71Q-3’
so bilden wiederum @,, @, @, eine Basis fiir diejenigen rationalen Funk-

tionen der g¢,, ¢,, 9,, die als Funktionen der a, Koeffizienten aus dem
absoluten Rationalitatsbereich besitzen. Mithin bilden

(29a 1) Pos Py Pas> @35 Q4: Qs, Q(,Z
(29, 2) Po> P1s» Pas Pyr by, g, G
(29,3) @os P> Pa» Pas Pus Bss Bas (29, 4) Pas P> Pas Pas Va5 V5o Ve
(29,5) Pos P1> Pas Pa> Py> P55 Pe

Je eine Minimalbasis fiir die rationalen Funktionen der z, iiberhaupt bzw.
fiir die Tnvarianten gegeniiber 8, § und 7°, § und 7°, § und 7. Der

1) Die Determinante dieser drei Gleichungen ist, ebenso wie oben die der Glei-
chungen (18a), von Null verschieden.
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Aufstieg von den letzteren, nidmlich dem vollmetazyklischen Kérper (29, 5)
iiber den halbmetazyklischen (29, 4) oder den gegeniiber S und T? in-
varianten Korper (29, 8) zum zyklischen (29, 2) und weiter zum ,,ratio-
nalen* Korper (29, 1), vollzieht sich durch Adjunktionen, d. h. durch Auf-
16sung von Hilfsgleichungen, die nach dem frither Gesagten leicht aufgestellt
und daher hier iibergangen werden kdnnen.

§ 3.

Das im vorstehenden behandelte Problem war, wie nochmals hervor-
gehoben sei, ein solches der Korper gewisser Funktionen von p Un-
bestimmten. Wir konnten die Gewinnung einer Basis fiir die verschiedenen bei
einer und derselben Anzahl p der Unbestimmten zu untersuchenden Kérper
vereinfachen, indem wir zeigten, dafl die n + 1 ersten Basisfunktionen fir
alle zu untersuchenden Kérper — namlich die der rationalen und der
metazyklischen Funktionen und alle Zwischenkdrper — gemeinsam auf-
treten, so daB nar die restlichen n Basisfunktionen mit der Natur des
Korpers sich #nderten und diese bestimmten. Ein ganz anderes Problem
— fiir dessen Loésung freilich die Existenz der Basis eine hinreichende
Voraussetzung bildet?) — liegt aber vor, wenn die Koeffizienten und
Wurzeln der in irgendeinem Bereich metazyklischen Gleichungen durch
p Parameter dargestellt werden sollen. Denn dann sucht man nicht eine
Basis fiir den Koérper der metazyklischen Funktionen iiberhaupt nebst
dem méglichst bequemen Aufstieg zum Korper der Unbestimmten selbst,
sondern man sucht fiir alle speziellen GroBen z,, deren metazyklische
Funktionen dem gegebenen Rationalititsbereich angehéren, eine Darstellung
spezieller metazyklischer — nimlich der symmetrischen — Funktionen
durch geeignete Basisfunktionen, und sucht weiter den Aufstieg von letzteren
zu den GroBen x, selbst, nicht nur zu deren Kérper. Hierzu ist der von
Herrn Wiisili ?) eingeschlagene Weg der geeignetere. Herr Wiisild driickt
zundchst nach dem Vorgang von Euler die Koeffizienten (ebenso auch die
Wurzeln) auflésbarer Gleichungen 5. Grades durch die k, aus und fihrt
bei ersteren fiir gewisse zyklische Verbindungen der k., die also Wurzeln
rationaler zyklischer biquadratischer Gleichungen sein miissen, die Weber-
sche bzw. Abelsche Parameterdarstellung solcher Wurzeln ein. Dadurch
ergibt sich auf verhiltnismiBig einfachem Wege eine Parameterdarstellung
fiir die Koeffizienten der Gleichung 5. Grades, zu der freilich auch mehrere,
von Herrn W. gleichfalls ausgefithrte Ergénzungsdarstellungen erforderlich
werden. Nach dem Vorstehenden kann es nicht iiberraschen — wenngleich
Herr W. diese Tatsache nicht erwihnt hat —, daf auch die bei Herrn
W. zuletzt auftretenden Parameter, obwohl auf ganz anderem Wege ge-
wonnen, selbst wieder metazyklische Funktionen der Wurzeln sind und
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somit eine Minimalbasis bilden (s.u.). Umgekehrt kann man nicht er-
warten, daB unsere in § 2 gewonnenen Basisfunktionen zur Koeffizienten-
darstellung besonders geeignet seien. Betrachtet man, was ohne wesent-
liche Einschrinkung der Allgemeinheit mdglich ist, nur Gleichungen der

Form
a:?~4,—a._,z1"‘-’—{—a3x1’“3+...—5—ap_1x+ap=——0,

so stehen freilich die Funktionen ¢, (2) und @, (9a), (9b) in einfacher

Beziehung zu den Koeffizienten, da ¢, =0, ¢,= %3 15) Aber schon die

Berechnung des Koeffizienten a@, fiir p =5 wird vollkommen uniiber-
sichtlich. Um aber auch nur zu der Basis (22,4) alle fiir spezelle
Werte w, erforderlichen Erginzungsdarstellungen anzugeben, miiite man
vorerst die Koeffizienten durch die Basis (22, 4) ausdriicken. Denn letztere
wird nicht nur fiir solche Werte unbrauchbar, in denen etwa einzelne
Basisfunktionen verschwinden oder unendlich werden — z. B. also fiir
a,=0 wegen ¢, — 0o, desgleichen fiir @, =0 wegen k,=oco —, sondern
auch fiir solche Werte z,, die etwaige in den Ausdriicken der Koeffizienten
auftretende Nenner zum Verschwinden bringen. Wir verzichten daher,
namentlich auch im Hinblick auf die vorliegende Wiisildsche Darstellung,
auf Durchfiihrung der Diskussion unserer Basis (22, 4) und wollen nur
beispielsweise die Erginzungsdarstellungen angeben, die fiir den Parameter
1. Grades g, nétig werden, wobei wir der Einfachheit halber alle £, als von 0
verschieden voraussetzen. Um hier nur eine einzige Ausnahme betrachten

. . . aj
zu miissen, wihlen wir @ = -2 | statt — %) brauchen — da uns nur
2 ¢1 a- 1 a b
] 2

irreduzible Gleichungen interessieren — nur

1. a;=0

in Betracht zu ziehen und setzen in diesem Falle ¢ :% Alsdann

brauchen wir keine Basisfunktion ¢, einzufilhren, da die Bedingung
a,=0, d. h. ko ky ...+ k; k,= 0, allein hinreicht, um r, durch g, g,
%+
149091
Falle ¢,, ¢, ®;, ¢, die Minimalbasis. Ist aber

auszudriicken in der Form r, = — Es bilden also in diesem

2. a,=a,=0,

15) Zu (9a) vgl. Wiisild a. a. O. 8.82 oder Breuer a.a. 0. Fubnote 3, S. 167.

Fiir (9b) ergibt eine einfache Rechnung die Richtigkeit unserer Behauptung. Wir

hitben natiirlich in (9a), (9b) unmittelbar Lpl:Z—"— oder gleich sonst irgendeiner
2

symmetrischen Funktion 1. Grades der z, setzen kénnen, ohne diese erst durch die

k. auszudriicken.
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. a. - .
s0 setzen wir ¢ = &3, wonach wiederum die &, durch ¢y”, ¢,, ¢,, r aus-
4

gedriickt werden konnen. Aus @,=0, d. h. kyk, + %k, k; =0 folgt
9o+ ¢,7 = 0. Ersetzt man hierin », durch den soeben gewonnenen Aus-
druck, so erhdlt man aus (18) leicht die Beziehung

(30) wi(1+ )" oy (1+9,)" =0,

die gestattet, an Stelle von ,, y, einen einzigen Parameter

yy -1

Yo = w1

zu setzen; denn fiihrt man diesen in (30) ein, so wird erhalten

_22—1 1,02—1 —*l
ws.—"l’z’i'lw?’ Y= "/’z"‘} v

Setzt man noch

1 1
Zoy=y,— -, 2@y =oy—

so erkennt man leicht, dafl die Funktionen

" "

(p()a ¢1 > 1/"0: ‘Po: (p;{”a 602; (p(n (;01 2 ‘P’

o

die entsprechenden fritheren ersetzen, ebenso die Gleichungen
W, = @y VI 1,  y, = w,—vol+

2*1
‘ N Iy
die Gleichung (21).

8. Der Fall a,=a, =a, =0 fiilhrt auf die binomischen Gleichungen
und bedarf keiner besonderen Behandlung.

w‘

Wir merken hier noch die Bedeutung der Basisfunktionen einer der bei
Herrn Wiisild implizite auftretenden Minimalbasen an. In dem ersten
Hauptfail (a.a.O. S. 34, Formel (79)) sind dies neben unserem ¢, (2),
das dort gleich Null angenommen ist, die Parameter p, ¢, s, £, deren
Bedeutung sich durch eine einfache Rechnung wie folgt ergibt, wenn wir
hier mit Herrn Wiisild speziell v, = kg k.45 setzen:

p= (¥ +22) — (v + 03) . (”o_’vz)z'*‘("71“”3)2
koky — ki ks 4wy — ) (v — ;)

R 2 B
4 (vo— )"+ (¥ — ¥)
20 (koho—lyky) (vo—v2) (v, — ;) °

(31,4) 0 2
q=(”0+"’.’)—(’71+7@ 82(‘”0“”2) — (v — )
2(koky—kiky) 2(v—v) (v, —w) °

— (”o“%)e’*‘(”x"”s)g .
2 (ko by — Ty By )*

t
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Die Formeln (31, 4) kénnen also an Stelle von (22, 4) treten, wobei
in ersteren ¢, hinzuzufiigen ist. Der Aufstieg zum Korper der halb-
metazyklischen Funktionen erfolgt durch Adjunktion der Quadratwurzel
_ 2 e
Vo= V1 Lot = 0% =% 0 (91)) 55 daB zuniichst die GroBen

2 (vo—p) (v —v5)

Qs P> ¢, 8, ¢, } 1487

eine halbmetazyklische Basis bilden, die aber noch sechs Basisfunktionen
enthdlt, Setzt man aber zur Abkiirzung
(82) u=sLt 1l Fs2=2""%

v, —
so wird 211+32=u+% R Zs:u—%, d. h. die Groflen s und
¥1 -+ s? sind beide durch u allein rational darstellbar, und die Groflen

(31, 3) @oo P> @5 s U

bilden eine halbmetazyklische Minsmalbasis, deren Koeffizienten aber, ganz
wie dies fiir (19) galt, im Gegensatz zu denen von (31, 4) nicht mehr
von ¢ frei sind, wie sich leicht ergibt. Der Aufstieg zum Korper der
zyklischen Funktionen wird dann weiter durch Ausziehen z. B. der Quadrat-
wurzel

i =\ . ("’0—1’2)2_("’1_” )2
(33) w=Vt(““87“)“2@1—%)&0@—1::1:3)

vollzogen, so daf

(31, 2) P> P> §> U, W

eine zyklische Minimalbasis bilden. Denn da mit u (32) auch s und }«
bekannt sind, ist mit w, w auch ¢ bekannt nach (33)!%). Durch Ad-
junktion einer fiinften Wurzel, deren Radikand sich rational aus den
GroBen (81, 2) zusammensetzt (vgl. a. a. O. bei Herrn Wiisila, Formel (81)),
wird sodann z. B. k, selbst bekannt und damit einerseits der Aufstieg
zum Korper der z, vollzogen, andererseits eine sehr einfache Darstellung
der GroBen x, selbst gewonnen,

Nach dem (zu Eingang dieses Paragraphen kurz beschriebenen) Ver-
fahren des Herrn Wiisila konnte man nun theoretisch auch die Gleichung
7. Grades behandeln — die Berechnung der Koeffizienten aus wunseren
Basisfunktionen ¢, ist natiirlich so wenig ratsam wie bei der Gleichung
5. Grades —, da die Wurzeln zyklischer Gleichungen 6. Grades als Funk-

16) Die vorstehenden Angaben wurden mit Riicksicht darauf so ausfiihrlich ge-
halten, da Herr Wiisils, entsprechend seiner Problemstellung, die hier behandelten
Fragen der Invariantenkdrper und deren Minimalbasen tiberhaupt nicht beriibrt.
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tionen von sechs Parametern bekannt sind*?) und es auch keine Schwierig-
keiten bereitet, die Koeffizienten der metazyklischen Gleichungen 7. Grades
durch die %, auszudriicken. Wihrend jedoch die Ausdriicke der Potenz-
summen durch die k, — aus denen man zweckmiBig die der Koeffizienten
selbst erst berechnet — bei der Gleichung 5. Grades nur aus einem
bzw. drei ,,Leitgliedern® v, (6) bestehen, setzen sich die Potenzsummen
845 8g» <+ 8; fir die Gleichung 7. Grades, wie eine Aufstellung der For-
meln ergibt, aus bzw. 1, 2, 4, 6, 9, 18 Leitgliedern zusammen. Es
wiirden daher schon die rein rechnerischen Schwierigkeiten die vollsténdige
Durchfiihrung duflerst miithsam gestalten.

(Eingegangen am 1. 2. 1924.)



Uber eine Klasse meromorpher Funktionen.

Von
Rolf Nevanlinna in Helsingfors.

Auf den folgenden Seiten wird ein Kriterium dafiir gegeben, daf
eine analytische Funktion, die innerhalb eines zusammenhingenden Ge-
bietes G eindeutig und meromorph ist, sich als Quotient von zwei be-
schrinkten Funktionen darstellen 148t. In dem besonderen Fall, wo @

ein Kreis ist, konnen unsere Ergebnisse in folgendem Satze zusammen-
gefallt werden:

Sei f(x) eine analytische Funktion der komplexen Variablen x = ret?,
die fiir jx < R eindeutig und meromorph ist und fir x =0 einen
endlichen Wert annimmt. Es bezeichne ferner n(t) die Anzahl der Pole

von f(x) fur 'x' <t, und Io+g f, die Zahl log f oder Null, je nachdem
if, =1 oder fl<1.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Summe

T(r)= %flggjf(rew):dqn ~+ fﬁ%—)dt
0 0

eine wachsende, konvexe Funkiion wvon logr.

Notwendig und hinreichend, damit die Funkton f(x) als Quotient
von zwer innerhald des Kreises x, << R beschrinkten Funktionen dar-
gestellt werden kann, ist, daf3 T(r) fiir r << B beschrinkt ist.

Wenn f(z) insbesondere fiir | x| < R reguldr ist, so verschwindet n (#)
identisch, und es wird also

2x
T(r)= é};j‘lggv(’rew) de.
0

Mathematische Annalen. 92. 10
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In diesem speziellen Fall wurde der obige Satz frither in einer Arbeit
von F. Nevanlinna und dem Verfasser bewiesen?)2).

Unter Anwendung eines bekannten Fatouschen Satzes itber die Existenz
von Randwerten beschrinkter Funktionen folgt aus unserem Satze u. a.,
daB eine fiir |2 | < R meromorphe Funktion, fiir welche der Ausdruck 7'(r)
fiir r < R beschrinkt ist, bei radialer Anndherung an die Punkte |z|= R
fast iiberall wohlbestimmte Randwerte besitzt. Im Falle einer fir |x| < R
reguliren Funktion wurde dieser Satz zuerst in der in der FuBnote )
zitierten Arbeit bewiesen; unabhingig hiervon hat ihn auch Ostrowski?)
gefunden.

1. Es sei f(x) eine analytische Funktion der komplexen Variablen
@ =reiv, die innerhalb eines zusammenhingenden Gebietes G~ eindeutig
und meromorph ist. Sei ferner G ein von einer endlichen Anzahl analy-
tischer Kurvenstiicke I" begrenztes, zusammenhingendes Gebiet, dessen
Rand vollstéindig innerhalb G* verlauft; ein solches Gebiet werden wir
kurz ein inneres Gebiet von G* nennen. Wenn z ein innerer Punkt von @
ist, so 148t sich log|f(x)| durch die Formel

(1) log| (@) = o [ log. ()| 22D a5 — g(a,a,)+ g (e, b)
r G @

berechnen, wo g(z, z) die Greensche Funktion des Gebietes @ mit ihrem
Pol in dem Punkt z = 2z bezeichnet, und die Summen rechts iiber simt-
liche innerhalb G gelegenen Nullstellen @, und Pole b, der Funktion f(z)
zu erstrecken sind*). Um diese Formel auf eine fiir die folgende Unter-

1) F. und R. Nevanlinna, Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen in
der Umgebung einer singuldren Stelle oder Linie, Acta Soc. Sc. Fennicae, 50
(1922), N. 5.

2) In einer neuerdings erschienenen Arbeit (Uber die Randwerte einer analytischen
Funktion, Math. Zeitschrift, 18, Heft 1/2, (1923), S. 87—95) hat F. Riesz folgenden
Zerlegungssatz bewiesen: Wenn f(z) eine innerhalb des Einheitskreises regulire,
analytische Funktion ist, wofiir das Integral 7' () fiir r — 1 beschrinkt ist, so kann
sie in der Form f(2) = g (z) h (x) geschrieben werden, wo % () fiir |2 | < 1 beschrinkt,
und ¢ (z) eine im Embheitskreise nirgends verschwindende, regulire Funktion ist, fiir
welche der Mittelwert T'(r) ebenfalls beschrinkt ist. Dieses Ergebnis ist offenbar in
unserem oben angegebenen Satze (in der spezielleren Fassung, in welcher er schon in
der in der FuBinote 1) zitierten Arbeit bewiesen wurde) enthalten; nach diesem Satze

ist namlich f= 1%, wo ¢ und vy im FEinheitskreise beschrinkt sind, und v =+ 0 ist.
%) A, Ostrowski, Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel fiir einige
Fragen der komplexen Funktionentheorie, Acta litt. ac scient. regiae univ. hung.

Francisco-Josephinae 1 (1923), £. 2, 8. 1-8.
4 Vgl. die in der FuBincte !) zitierte Arbeit von F. und R. Nevanlinna, ins-

besondere S. 7.
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suchung zweckmiBige Form zu bringen, filhren wir folgende Bezeich-
nungen ein:

(2) Vsl f)= s [ el /(0| 224, Vo(z, 1) =2 g(a, ).
r q

Setzt man noch

(3) TG(xa f)ng(x, f)+VG(xrf)>
so 158t sich die Formel (1) in der einfachen Form
(1) log | f(2) | = Ta(2, ) — To (2, =)

schreiben. Man bemerke, daB der Ausdruck 7% (z, f) nach seiner Definition
eine innerhalb @ nichinegative, harmonische Funktion ist, die auf I" die

Randwerte lgg |f(%)| annimmt und in den innerhalb G gelegenen Polen
der Funktion f(x) positive, logarithmische Stellen besitzt.
2. Der Ausdruck Tg(z, f) besitzt folgende fundamentale Eigenschaft:
Satz I. Wenn G, und G, innere Gebiete von Q" sind, und G, als
Teilgebiet in G, enthalten ist, so gilt fiir jedes x innerhalb G,
Te,(2, f) £ Te, (@, 1)

Zum Beweise nehmen wir einen beliebigen Punkt a, innerhalb G,.
Nach (1) ist in jedem Punkt z innerhalb G,

logf(z) = Te, (2, ) — T, 2, +) < Tay (=, 1),
f

und, da die rechte Seite nichinegaisv ist, auch

+
log|/(z)| < Ta, (2, f)-
Diese Ungleichung besteht insbesondere in jedem Randpunkt von G,.

09, (=,

Multipliziert man beide Seiten mit "), wo g, (%, x,) die Greensche
on

. Funktion von @, ist, so folgt durch Integration lings der Randkurve I';
von G, dal

@ a0 1) < g | Tos (2, ) S50,
Iy

Zur Berechnung des letszten Integrals bemerke man, daB die Funktion
T, (2, f) — Ve, (2, f) innerhalb @, harmonisch und reguldr ist und auf
der Randkurve I, die Randwerte T, (2, f) annimmt. Daher wird:

5 f T, (. 1) 22 a5 = L | (T4, (2, 1) — Vo (2, 1) Lo ds
I

= TG; (xo: f) - VG:(xO’ f)'
10%
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Nach (4) ist somit
Ug, (29, ) £ Ta, (5, f) — Ve, (2, 1),
oder also, gemiB der Definition (3) des Ausdrucks T,
Te, (%4, ) £ To,(y, f), W.z b.w.

3. Es sei G ein inneres Gebiet von G*, und «, ein innerer Punkt
von G; die Greensche Funktion des Gebietes G mit ihrem Pol in z =z,
wird wie vorher mit g(z, x,) bezeichnet. Wir betrachten das von der
Niveaulinie

9(2, ) =12 (4=0)
begrenzte Gebiet G;, das fiir 1= 0 in G iibergeht, und fiir 4— oo sich
zu dem Punkt 2z, zusammenzieht. Nach dem Satz I ist der Ausdruck
Te,(z,, f) eine niemals zunehmende Funktion von A, Wir werden jetzt
folgenden Zusatz beweisen, von dem wir zwar in der Folge keinen Gebrauch
machen werden, der aber an sich nicht ohne Interesse sein diirfte:

Satz II. Der Ausdruck Tg,(z,, f) ist eine konvexe Funktion von 1.

Beweis. Wir wahlen zwei beliebige positive Zahlen 4, und 2, (1, > 1,);
das von den Niveaulinien g =1, und g =1, begrenzte Gebiet bezeichnen
wir mit H. Nach der Grundformel (1)’ ist dann in jedem Punkt z dieses
Gebietes

log| £(x)| = Ta (e, 1) — Ta (@, ) < Tu(=, 1),

und also auch, da 7'z (2, f) nichtnegativ ist,

log |f' < Tu(z, f).
Diese Ungleichung besteht demnach insbesondere auf der Niveaulinie g = 1,

falls 14, > 22> 1,. Durch Multiplikation mit ﬁ“%}l und Integration
lings der genannten Niveaulinie folgt also, daBl

g_.

Andererseits ergibt sich, da die Funktion Ve, (%, f) — Vg, () inner-
halb @, harmonisch und regulir ist und auf der Kurve g =4 die Werte
Ve, (z, f) annimmt, daB

él;fVG)2<x: f)?i(—a?;;-%‘)d*S‘:Z_l;f (VG;&(QU f)“' VG’;_(x: f))g—ids

g=i g=2

= VGlz(xw f) - VGZ (xo: f):
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woraus fiir Vg, (x,, f) der Wert

Ve, (02 1) = Ve, (00 ) = 5 | Ves, (2 )22 ds

y:l
1 0
o | Ve, @00 1) — Ve, (2 10) s
=7
folgt. ?
Wird diese Gleichung zu der Ungleichung (5) addiert, so ergibt sich
(6) Te, (200 )< g | W(2) 28500
g:l

wo

W(z)="Ta(x,f)— VGz,z(x’ )+ VG‘).Z(ZO’ f)-
Die Funktion W(z) ist innerhalb H harmonisch und regulir; mittels der
Greenschen Formel folgt hieraus leicht, daB der Ausdruck rechts in (6)

eine lineare Funktion von 1 ist®). Fir A=21, und 4 =1, kann sein Wert
leicht ermittelt werden. Auf der Kurve g = 1, ist namlich

Ta(z, f) =1og|f| = Te, (=, ),
und daher

;———ﬂf W(x)%%ds = ‘Q%f (TGll(x’ f) ha VG;.z(x, f) + VG;q(xo, f)) ag ds

=7, 9=

= TG;,I(%: f)'
Fiir g =1, ist wieder Ty (z, f)=10g|f|, Ve, (,f)=0, und also

1 0
o | W) L s = Uy (w0 1) 4 Ve (200 1) = Ty (200 1)
9=l
Die Ungleichung (6), wo die rechte Seite im Intervall 1, <1<, eine
lineare Funktion von 1 ist, geht also fiir i=4, und A=14, in eine
Gleichhest iiber. Hieraus folgt die Behauptung unmittelbar.

5) Wird namlich die Formel J. ( ZZ— g::) ds=0 in dem von den Niveau-

linien g =14, und g=4% begrenzten Gebiete mit w =W und v=g— 1 angewandt, so
folgt unmittelbar, dafl

?
J.W-a—%ds:ql—i—cg,

wo ¢, und ¢, die von 1 unabhéngigen GroBen

6= f?ﬂds b= fw%azsqlz1

. 9=, 9=
bezeichnen.
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4. Wir betrachten jetzt eine unendliche Folge von Gebieten
G,,G,y,..., 04

die simtlich innere Gebiete von G* sind, und von denen @, fiir jedes n
als Teilgebiet in @, , enthalten ist, Fiir » — co néhere sich die Rand-
kurve I, von G, dem Rande I'* von @* derart, daB jedes vorgegebene

innere Gebiet von @* schlieBlich innerhalb @G, liegt. Nach dem Satz I
ist dann

(7) Te (2, f) < To, (2, ) L. . L T (2, ) - v

Wir wollen jetzt annehmen, es existiere innerhalb G* ein Punkt z,,
in welchem die Folge Tg, (2, f) beschrankt ist. Dann existiert der end-
liche Grenzwert

PEIRRRE)

lini TG,. (xo: f):

woraus durch eine wohlbekannte SchluBweise folgt, daB die Folge (7) in
jedem Punkt z innerhalb @* konvergiert und zwar gleichmiBig in jedem
inneren Gebiet von G*. Der Grenzwert

lim Tg, (z, f) = T(x, f)
ist eine innerhalb G* nichtnegative, endliche, harmonische Funktion, mit
Ausnahme der Pole von f(z), wo T'(x, f) positive, logarithmische Pole
besitzt.

Wir wenden dann unseren Satz I auf die Funktion —;; an und finden so:
1 1 1
(8) Tal(x,7)gT(;z(x,?)g...g_'j'@,,(x,?)g....

Man nehme zuniichst an, daf die betrachtete Funktion f(2) nicht
identisch verschwindet; sei dann z, ein Punkt, wo f(z)==0 und endlich
ist. Die Ausdriicke (7) sind fiir =2, nicht groBer als die endliche
Zahl T(z,, f); wendet man nun die Formel (1)’ fiir 2 =, an, so folgt
also, dafB )

1

Te, (2, 7) - log{?.(_;sH Te. (z,, f)z_{logfﬂ%—){ + T(z,, f).

Die Ausdriicke (8) sind somit fiir # =z, gleichmaBig beschrinkt, woraus
man schlieft, daB auch der Grenzwert

- 1 1

lim Ty, (=, 7) = 7{2, 7)
in jedem inneren Punkt von @* existiert. Die Grenzfunktion T(w, lf)

ist innerhalb G* nichtnegativ und harmonisch, auSer in den Polen von —}-

(Nullstellen von f), wo sie positive logarithmische Pole besitat.
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Mittels der Grundformel (1) ergibt sich nun, wenn man G, statt @
schreibt und » unbeschrinkt wachsen 1a8t, fiir log | f(x)| der Wert

(9) log | f(z)| = T(=, f)——T(x,—;:).

Es sei T(z, f) die bis auf eine reelle Konstante wohlbestimmte, zu T'(z, f)
konjugierte harmonische Funktion, und

(10) (2, f) = e~T@N=iT (@0,
Diese Funktion, die innerhalb G* regulir ist, geniigt der Be dingung
(2, 1) L1

und verschwindet in den Polen von f(x). Durch geeignete Wahl der in T
enthaltenen willkiirlichen Konstante findet man nach (9) fiir f(x) die inner-
halb G* giiltige Darstellung
1
(o}

Dieses Resultat haben wir unter der Annahme hergeleitet, daB f(z)
nicht identisch verschwindet. Ist nun f(z)= 0, so bleibt die Darstellung
(11) giiltig, falls man T(x, %) = 4 o0, und also ¢ (x, }1;) = 0 setzt. Zu-
sammenfassend haben wir somit folgendes Ergebnis:

Satz III. Es sei f(x) eine innerhalb eines zusammenhingenden
Gebietes G eindeutige meromorphe Funktion, und G,,G,,....4,, ...
eine Folge von inneren Gebieten, von denen G, fir jedes n als Teilgebiet
n G,., enthalten ist. Die Randkurve I', von G, ndihere sich mit
wachsendem n unbeschrinkt dem Rande von G, so daf schlieflich jedes
gegebene innere Gebiet von G wvollstindig innerhalb G, liegt.

Eaxistiert innerhalb G~ ein Punkt, wo der Ausdruck Te, (x, f) unter
etner festen, von n unabhdngigen, endlichen Schranke liegt, so konvergiert
er fiir n— oo in jedem inneren Punkt von G~ gegen eine harmonische
Funktion T(z,f). Die meromorphe Funktion f(z) lipt sich dann als
Quotient von zwei, durch die Formel (10) definierten, beschrinkten Funk-
tionen (p(x, %) und ¢ (x, f) darstellen, von denen wenigstens die letzi-
genannte nicht identisch verschwindet.

5. Es seien umgekehrt p, (z) und y, (z) zwei beliebige analytische
Funktionen, die innerhalb G* reguldr und beschrinkt sind:

(12) lm (@) <L w21
und von denen v, nicht identisch gleich Null ist. Wir werden zeigen,

daB die meromorphe Funktion

__ ()
&)= @
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zu der oben betrachteten Klasse gehort, d.h. daB die Folge Tg,(, f)
(n=1,2,...) in jedem von den Polen der Funktion f (%) verschiedenen
Punkt von G* beschrinkt ist.

Sei in der Tat x, ein Punkt, wo wy,(z)==0. Nach den Bedingungen

(12) ist {f}:i%%éii%, und also

_1
wy () |
Sobald die Kurve I', den Punkt z, umfafit, ist demnach
1
Ugn(x()’ f) g. UGn (""o’ %) *

Weil die Pole von f(xz) simtlich in den Nullstellen von y,(z) enthalten
sind, so wird auch

log| f(2) < log |

1
VG,‘<$0, f) é VGn (x()’ %) .
Durch Addition der letzten zwei Ungleichungen folgt nun, daB
1
(13) Tew (2, 1) < Ty (7o) ;p—)

Der Wert des letzten Ausdruckes kann leicht berechnet werden. Nach
den Ungleichungen (12) ist ndmlich Io+g |y, =0, und also Ug, (%,,v,) = 0;
weil y, () innerhalb G* reguldr ist, so verschwindet auch der Ausdruck
Ve, (%y, v,), und es ist also

Te, (%9, y5) = 0.

Mittels der Formel (1)’ ergibt sich nun fiir die rechte Seite von (13) der
endliche Wert

RN TON N
Tex (xo’ W2> log lx vy (%) [ )
Man sieht also, daB die Ungleichung

|1 |
(14) TGn(xO’ f)glog‘,% (25) |

fiir jedes n besteht, womit die Behauptung nachgewiesen ist. Wir haben
also den

Satz IV. Notwendig wund hinreichend, damit eine innerhald q*
meromorphe Funktion sich als Quotient von zwei beschrdnkten Funktionen
darstellen 1Gft, ist, daff ein innerer Punkt existierf, wo dve Folge
To (2, f) (n=1,2,...) gleschmdipig beschrankt ist.

6. Wenn eine meromorphe Funktion zu der oben betrachteten Klasse
gehort, so kann sie selbstverstindlich in unendlich vielen Weisen als
Quotient von zwei beschrinkten Funktionen dargestellt werden. Unter
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diesen Darstellungen zeichnet sich die in (11) gegebene, wo ¢ (z, f) durch
die Formel (10) definiert ist, durch folgende Eigenschaft aus:

Satz V. Es seten v, (2) und v, (z) zwei snnerhalb G* reguldre,
beschrinkie Funktionen (|p, | <1, |y, L1), und

Y1\Z) (z)
f( ) Ty, (z)

Dann g¢ilt in jedem inneren Punkt von G
oz NIZlw@)]  |o(@3)]| 2@l

Der Nachweis ergibt sich unmittelbar aus der oben bewiesenen Un-
gleichung (14), die fiir jeden inneren Punkt z, des Gebietes G besteht.
Weil nimlich lim 7, (2, f) = T(2, f), so ist demnach auch

n=w

T(z, f) <10gi (m)[

oder also, nach der Definition (10),
lo(z, )] = [wa(2)]-

Der die Funktion cp(x, %) betreﬂende Teil folgt, wenn man dieselbe

SchluBweise auf die Funktion —-— anwendet.

f()

Aus dem Satz V geht insbesondere hervor, daB die zu einer mero-
morphen Funktion gehdrigen beschrinkten Funktionen ¢ (z, f) und ¢ (x, %)

esndeutig bestimmt sind, d. h. daB sie von der besonderen Wahl der Ge-
bietfolge @, unabhiingig sind, wenn diese nur den im Satz IIT angegebenen
Bedingungen geniigt.

7. Um zu dem in der Einleitung angegebenen Satz zu gelangen,
wollen wir zum Schlufl die oben erzielten Ergebnisse auf den Fall an-
wenden, wo das Gebiet G@* ein Kreis |z| < R ist. Wahlen wir als Ge-
biet G, einen konzentrischen Kreis €, vom Radius ¢ (¢ < R), so wird
fir x =re®? (r <o)

<15) TC' (x’ f)'———'floglf(gezﬂ)l ot rie 39.;:03(19 ?) ad

o —b x
—{—!“2<’010g} e

wo b, die Pole von f(z) bezeichnen. Der in der Einleitung angegebene
Satz ergibt sich nun aus den oben bewiesenen Satzen I, IT, IIT und IV,
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wenn man in (15) insbesondere = 0 wiahlt und bemerkt, da dieser Aus-
druck durch eine leichte Umformung auf die Form

27 o
(16) o [ 16| rleeie) | an + [ 2 gy
0 0

gebracht werden kann, wobei n(r) die Anzahl der Pole von f(z) fiir
|z | < r bezeichnet,.
Man sieht leicht ein, daB das Integral

R
[0,
r
0

mit der Reihe
(17) 2/ (B—18,)
y=1

gleichzeitig konvergent oder divergent ist. Das genannte Integral ist
ndmlich in bezug auf Konvergenz und Divergenz mit dem Integral

fn(r)dr

gleichwertig; und aus der Identitdt

fuyar=faiae—m =~ (=)o) + SR~ 0.

ersiecht man unmittelbar, daB das linksstehende Integral mit der Reihe
(17) gleichzeitig konvergent oder divergent ist.

Das in der Einleitung angegebene Kriterium (Beschrinktheit des
Ausdruckes (16)) ist also damit gleichbedeutend, dafs das Integral

27
1 + R
g;floglf(fe“”)‘d¢
0
fiir r < R beschrankt und die Reihe (17) konvergent ist.

(Eingegangen am 3. 2. 1924.)



Uber indefinite biniire quadratische Minimalformen.

Von

Robert Remak in Berlin.

Einleitung.

Frobenius faBt in seiner Arbeit ,,Uber die Markoffschen Zahlen*?)
(zitiert F. M.) die Resultate der beiden Arbeiten des Herrn Markoff ,,Sur
les formes quadratiques binaires indéfinies®) folgendermafBen zusammen:

,In der indefiniten Form

w=/(a, b, ¢)=ax? -+ bxy + cy*®

seien die Koeffizienten a, b, ¢ beliebige reelle GréBen, die Variablen z, y
ganze Zahlen. Die Diskriminante von vy sei D =% — 4ac, die untere
Schranke aller Werte des absoluten Betrages |y | von y sei M (auBer fiir
=0, y=0). Fir die Formen kv haben diese Grofien die Werte k2D
und £M. Dann beweist Herr Markofi:

Fiir die Gesamtheit aller indefiniten Formen v ist
lim int 12 — .

Ist YD < 8M, so ist vw, mit einem passenden Fakior k multipliziert,
einer Form
(1) p=pa*+(3p —2¢)zy + (r — 39)y*

(esgentlich oder wneigentlich) dquivalent. Hier sind p, q,r positive ganze
Zahlen; p geniigt, zusammen mit zwes anderen Zahlen, p, und p,, der
unbestimmien Gleichung

(2) P?+pi 0 =3pP P>

1y Sitzungsber. d. Preul. Akad. d. Wissensch. (1913), S. 458—487.
?) Math. Annalen 15, S. 381—409 und 17, S. 379—399.
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+ ¢ ist der absolut kleinste Rest von % (mod p) und r ist durch die
2

Gleichung pr — ¢° =1 bestimmi. Fiir diese Form ¢ ist
—9p? — 1D _ V 4
D=9p*—4, M=p»p, —M———3 1—9—1.;5<3.

Die Form ¢ ist der Form — ¢ eigentlich dquivalent, und sogar jeder der
vier Formen + (pz®—2qzy-+ry®)+ 3y(px — qy). Sind die Verhdli-

. ., . . . 1
nisse der Koeffizienten von vy nicht rational, so ist stets M §§VD &

Wihrend Herr Markoff seine Beweise durch sehr miihsame Ketten-
bruchuntersuchungen fiihrt, leitet Frobenius obne Benutzung von Ketten-
briichen die angegebenen Eigenschaften der Form ¢ ab. Es gelingt ihm
aber nicht, ohne dies Hilfsmittel zu beweisen, daf die mit den ¢ &qui-
valenten Formen die einzigen sind, fiir die YD < 3M ist. Diese Liicke

will ich in dieser Arbeit ausfiillen. Von den Formeln, die Frobenius im
§ 2 seiner Arbeit (F. M.) aufstellt, werde ich ausgiebigen Gebrauch machen,

auch die in § 8 angegebene Zuordnung der Markoffschen Zahlen und
der rationalen Briiche benutzen, dagegen keinen Gebrauch machen von den
Kettenbruchentwicklungen fiir die Markoffschen Zahlen.

In Anlehnung an Herrn I. Schur®) will ich eine bindre quadratische
Form f(z,y)=axz®+ bzy + cy® dann eine (gewShnliche) Minimaliorm
nennen, wenn fiir alle ganzzahligen z, y auBer 0, 0

(3)(A4) |f(z, 9)l = ]al.

Es gibt also stets unendlich viele parallele Minimalformen. Ist die Form
indefinit, so gibt es unter diesen stets eine reduzierte Form; diese heifle
reduzierte Minimalform. Die Bedingung dafiir, daB eine indefinite Form
(a, b, ¢) reduziert sei, lantet*)

(4) b<1D, b>VD—2lal, b>1D—2]¢|.

Hierin bedeutet D = b2 — 4ac¢ die Diskriminante der Form @, b,¢. Da
man, ohne @ zu indern, durch eine Paralleltransformation b um beliebige

3 ,Zur Theorie der indefiniten biniren quadratischen Formen“. Sitzungsber.
d. PreuB. Akademie d. Wissensch. (1913), 8. 212—231. Herr Schur definiert als
Minimalform x=(a, b, —c), in der 0 <b< a< ¢, >0, und ¢ zugleich die kleinste
durch || darstellbare Zahl. Derartige Formen, die einen speziellen Fall der ge-
wohnlichen Minimalformen bilden, mdgen normale Minimalformen heifien. Fiir nega-
tive Diskriminanten stimmen die normalen Minimalformen mit den reduzierten For-
men iiberein. Jede definite quadratische Form erreicht ihre untere Grenze des abso-
luten Betrages, ist also einer Minimalform &dquivalent.

4 Siehe Frobenius, ,Uber die Reduktion der indefiniten biniren quadratischen
Formen“ (zitiert mit F. R.). Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wissensch. (1913), § 1,
8. 203 (5).
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ganzzahlige Vielfache von 2a verindern kann, so lassen sich die erste
und zweite Bedingung (4) durch ein bestimmtes b erfiillen, die dritte ist
dann von selbst erfiillt, weil nach (3)(A)

(8)(a) le]=lal.
Da nicht jede indefinite quadratische Form die untere Grenze ihres abso-
luten Betrages erreicht, so ist nicht jede indefinite quadratische Form
einer Minimalform &quivalent.

Von den drei Behauptungen:

I. Die Formen (1) sind Minimalformen.

II. Die Formen (1) und die ihnen proportionalen Formen sind die
einzigen Minimalformen, fir die

(6) =< 8.

II1. Eine Form, die keiner Form (1) oder einer proportionalen dqui-

valent ¢st, st dquivalent einer Form, fir die
D

( 7) '-I’%T > 3—e¢ )
wo & eine beliebig kleine positive vorgegebene Zahl,
hat Frobenius I. in einfacher Weise bewiesen (F. M. § 4, 8. 467), II. ist
ein spezieller Fall von III. Der Ubersichtlichkeit halber werde ich in § 1
dieser Arbeit vorweg II. beweisen, obwohl sich die Trennung auch ver-
meiden lieBe; dabei wird schon ein Teil der Beziehungen anfgestellt, die
zum Beweise von IIL. nétig sind; dieser wird in § 2 gegeben. § 3, der
sich nur auf § 1 stiitzt, wird endlich eine vollstindige Ubersicht iiber die
Minimalform enthalten, fiir die

{8)

Da es nur auf den Quotienten WT ankommt, so darf man jede Form
mit einer beliebigen reellen Zahl multipliziert denken. Insbesondere bleibt
bei Multiplikation mit — 1 die Diskriminante D ungeindert. Es werde
also im folgenden stets, wenn nicht das Gegenteil ausdriicklich bemerkt
ist, @ > 0 angenommen. Der Ubersichtlichkeit halber werde ich bei Un-
gleichheitsbeziehungen von der Form (8) der laufenden Nummer der Be-
ziehung ein (A) (absoluter Betrag) hinzufiigen.

(3)(4) (= y)[=a>0
zerfallt in die beiden Unterfille

(3)(P) f(z,9)=a
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und
(3)(N) f(z, )L —a

((P) positiv, (N) negativ). Wird anstatt f(x, y) explizit ax® 4 bzy 4 cy?
geschrieben, so treten an die Stelle der groBen Buchstaben die kleinen
Buchstaben (a), (p), (n).

§1.
Fiir eine reduzierte Minimalform
(9) f(z,y)=ax®+bxy+cy®=(a,bd,c)
sei ‘
(10) a>0,
dann ist nach F.R. § 1, S. 204 (13)
c<0
(11) b>latc|=lc|—a
mit Riicksicht auf (5)(a). Die Bedingung
(12) (4) f(1,1)[=a

zerfallt in die Unterfalle

(12) (p) at+btc=a oder (18) (p) b=>lel
und

(12)(n) a+bd+c<L—a oder (18)(n) &< |c|— 2a.

(13) (n) widerspricht (11); fiir reduzierte Minimalformen gilt also stets
die Bedingung (13) (p), die schérfer ist als (11). Fiir reduzierte Minimal-
formen gilt also die (13)(p) und (5)(a) zusammenfassende Bedingung

(14) b2|e|2a.
Die Bedingung

(15)(A) [f(=1,1),2a

liefert

(15) (n) a—b+c<L —a,

die durch (14) von selbst erfiillt ist. Nimmt man die Bedingung
(16) (A) [f(=21|za

hinzu, so kann
(16) (p) 4a—2b-+c=a



Quadratische Minimalformen. 159

sein oder in Verbindung mit (14)
(17)(p) 8a>2b+|e|=38lc!  folglich ax=c|,
also wegen (14) a=|c|.
Setzt man das in (17) (p) ein, so erhilt man ¢ > b und wegen (14)
a =b. Also handelt es sich um die spezielle Form
(18) ax®+azxy —ay?,
die wirklich eine Minimalform ist, weil sie nur ganzzahlige Vielfache von a

darzustellen vermag. TFiir alle von (18) verschiedenen reduzierten Mini-
malformen gilt also

(16) (n) 4da—2b+c<L —a.
Man nehme die beiden Bedingungen
(19)(4) 1. 2)[ =z a, (20) (4) [f(=52)[2a

hinzu. Wenn gleichzeitig
(19)(p) a—+2b+4c=a und (20)(p) 25a—10b+-4c>a,

so multipliziere man (19)(p) beiderseits mit 5, addiere dazu (20)(p)
und erhdlt @ > "¢ , also in Verbindung mit (14) a=|¢|. Das gibt,
in (19) (p) eingesetzt, b > 2a, in (20) (p) eingesetzt, 2a > b, also ist
b= 2a. Es liegt also die spezielle reduzierte Form

(21) azx®+2azy — ay?

vor, die wirklich eine Minimalform ist, weil sie nur ganzzahlige Vielfache
von @ darzustellen vermag. Fiir alle von (18) und (21) verschiedenen
reduzierten Formen ist also mindestens eine der beiden Bedingungen
(19)(N)  fL2)x—a @) f(=52)L—a
erfillt, Man stelle

19)(N) r,2)L—a und (16)(N) f(—2, 1)L —a
elnerseits,

GYN) O, N<L~a  wd  (20)(N) f(—52)<—a

andererseits zusammen. Jede von (18) und (21) verschiedene reduzierte
Minimalform geniigt dem einen oder dem anderen Bedingungspaare. Durch
die Substitution )
(22) { x——x—Zy,,

y= Yy,
die zu sich selbst reziprok ist, mit der Determinante —1 geht (19) (N)
in (20)(N) und (16) (N) in (5) (N), jede Minimalform wieder in eine
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uneigentlich #quivalente Minimalform iiber. Ich kann mich also im fol-
genden auf die Untersuchung der Minimalformen beschriinken, die (20) (N)
und (5) (N) geniigen.

Der Beweis wird von nun an durch Induktion gefiihrt. Es seien
P, P> P, drei konjugierte Markoffsche Zahlen, die (2) erfilllen. p sei
die groBte unter ihnen; g, g,, g, seien durch die Kongruenzen F. M., § 2,
S. 462, (2) definiert und es sei stdndig fir das folgende

(23) e=—1

gesetzt. Es moge eine Menge von Minimalformen den beiden Bedingungen
geniigen

(24) (N) (g, P) £ — @, (25) (N)  f(ga— 3Ps> py) < —a.
Multipliziert man (24) (N) mit der positiven Zahl p, (8p, — ¢,), (23) (N)
mit p, ¢,, addiert man die Ungleichheitsbeziehungen, so fillt b heraus,

und man erhilt unter Benutzung der Formeln F. M., § 2, (4), (5), (14)
(17) und (4)

(26) a(3g— 1)+ pe < 0.
Man nehme die beiden Bedingungen
@) e p)iza, (28)(A)  [f(g—3p.p)l2a

hinzu. Man betrachte zundchst den Fall, daB sowohl

(27) (P) flg;p)=a  als auch (28)(P) flg—3p,p)2a

besteht. Multipliziert man (27) (P) mit der positiven Zahl 3p —g,

(28) (P) mit ¢, addiert man die Ungleichheitsbeziehungen, so fallt b heraus

und man erhilt unter Benutzung von F. M., § 2, (3)
a(83¢g—r)+ep=0.

Hieraus folgt in Verbindung mit (26)

2 1
(29) c=a—

Setzt man diesen Wert in (24)(N) ein, so erhdlt man unter Benutzung
der Formeln F. M., § 2, (3), (14) und (4)

(30) a(2g —3p) +bp 0.

Setzt man ferner (29) in (25)(N) ein, so erhilt man unter Benutzung
derselben Formeln und unter Fortlassung des negativen Faktors g, — 3p,:
a(2¢ —3p)+bp = 0.

Hieraus folgt in Verbindung mit
(30) b= a?ip—”;—q.
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Also handelt es sich um die spezielle Form

B31)  L(pe*+(3p—20)z+(r—39)y") = Z9(=.9),

eine zu (1) proportionalé Form, die nach der von Frobenius bewiesenen
Behauptung I. eine Minimalform ist. Alle von (31) verschiedenen Mini-
malformen, die (24) (N) und (25) (N) geniigen, geniigen also mindestens
einer der beiden Bedingungen

e fle,p)s—a, (28)(N) f(¢g—3p,p)< —a.
Man stelle

eNM flg,p)<—a und  (25)(N) f(ga—3pssPs)S—a

einerseits,

(24’) (N) f(fh) p1) é —a und (28) (N) f(q~—3p, p)_—<.= —a

andererseits zusammen. Es ist somit bewiesen worden: Alle Minimal-
formen, die einem Paare von Bedingungen von der Form (24)(N),
(25) (N) geniigen, geniigen mit Ausnahme der einzigen Minimalform (31)
mindestens einem der beiden Bedingungspaare (27) (N), (25)(N) oder
(24) (N), (28) (N), die von derselben Form wie (24) (N), (25) (N) sind,
aber groBere Markoffsche Zahlen enthalten.

LBt man speziell in (24) (N), (25) (N) das Gleichheitszeichen gelten,
so ist dadurch die Form f bis auf einen Proportionalitatsfaktor vollstan-
dig bestimmt, und zwar gleich der Form (81). Es gelten die Identitéiten,
die sich auch leicht direkt verifizieren lassen:

(32> ‘p(%’ pl): — P (33) ‘p(Q-z—3p-zs pe)= — P>
(3¢) ¢(g,p)=02, (85) @(g—3p,p)=p.

Es soll nun die untere Grenze von aBz bestimmt werden fiir diejenigen

Formen, fiir die (24)(N) und (25) (N) gelten. Unter Benutzung von
F.M, §2 (3) lassen sich (24)(N) und (25)(N) in der Form schreiben

(36) (n) aZ+b240<0
7 9 q
(37) (n) a<g~6i—§—9)-}—b(;’2——3>+c=_<_0.
Da alle % echte Briiche sind, so ist
o1 3.8 g
V2 4 2 y2
Man kann also zwei positive Zahlen A, und 1, so bestimmen, daB
At A,=1,
Gy g (8 _g)_91_3
By TR, 3> 2 2

Mathematische Annalen. 92. 11
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Man multipliziere (36) (n) mit 4,, (87) (n) mit 1,, addiere die Ungleich-
heitsbeziehungen und bezeichne den Faktor von a vorldufig mit z

(38) ax—{—b(%—%)—l—cgo.

Fiir die spezielle Form ¢ gilt in (24)(N) und (25)(N) oder in (36) (n)
und (37) (n), also auch in (88) das Gleichheitszeichen. Also wird

px+(3p~29)(%—§)+(r—39)=0

oder
(39) 4p*wr=2(3p—2¢)"+12pg —4pr=(3p —2¢)°+9p* — 4.
Multipliziert man (38) mit 4ap® und setzt man (39) ein, so erhilt man

{a(3p—2q) —bp} +a®(9p®—4)— Dp* L0,

Doy 4
p

a‘.’._—_

also wird
(40)

Fiir die Form (31) gilt in (40) das Gleichheitszeichen. Fiir alle von (31)
verschiedenen Minimalformen, die (24) (N) und (25) (N) geniigen, treten,
wenn sie (27)(N) und (25) (N) geniigen, an die Stelle von p, p,, p, die
drei Markoffschen Zahlen p;, p, p, deren grofite p;. Fiir sie ist also

(41) Do 4.

Wenn aber (24) (N) und (28) (N) gelten, so treten an die Stelle von
P, Py, P, die drei Markoffschen Zahlen p;, p,, p, deren groBte p,. Fir
diese Formen wird also

D 4
(42) PE =9 — ik
Es ist aber

P =3pp,— P 22P, Pg=3pp;—Py=2P,
also folgt sowohl aus (41) wie aus (42)
Do * .
= (2p)
Durch wiederholte Anwendung dieser Schliisse ergibt sich, daB abgesehen
von endlich vielen Ausnahmen fiir alle Minimalformen, die (24)(N) und

(25) (N) geniigen,

D 4

=" ey
wo n eine beliebige positive ganze Zahl. Setzt man speziell
(43) =1, ¢=0, n=1,
(44) 7=2, ¢=1, n=1
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so ergibt sich aus den Formeln F. M., § 2, (4)
(45) p=5, ¢g=2, r=1,

und so geht (24) (N) in (5) (N), (25) (N) in (20) (N) iiber. Es geniigen
also alle Minimalformen mit endlich vielen Ausnahmen der Bedingung

D 4
#Z29 " Gy
oder der Bedingung
(46) Do—e

wo ¢ eine beliebig kleine positive Zahl. Damit ist gezeigt, daB die zu (1)
proportionalen Formen die einzigen Minimalformen sind, fiir die (6) erfiillt
ist, also Satz II bewiesen.

Frobenius zeigt (F. M., § 5, S. 468), daB in den Formeln F. M., § 2,
(4), wenn man ¢ festhdlt und z. B. p, und p, vertauscht, ¢ in p — g iiber-
geht. Derselbe Ubergang findet statt, wenn man z. B. ¢, p, p, festhilt
und p, durch p; ersetzt. Ersetzt man also wie oben unter Festhaltung
von (23) p, p,, p, durch p;, p, p, oder durch p;, p,, p, so bleibt ¢ un-
gedndert. Ferner zeigt Frobenius, daB die drei Briiche

4 & &
2’ P Py
entweder alle kleiner als £ oder grofer als f sind. Da sie fiir die speziellen

Werte (48), (44), (45) kleiner als  sind, so sind sie kleiner als } fiir
alle daraus abgeleiteten Formen (1), d. h. es ist

(47) 2g<p

fiir alle Minimalformen (1), die den Bedingungen (5)(N) und (20) (N)
geniigen.
Die Substitution (22) hat zur Folge

(48) a=a, b=4a—b, ¢=4a—2b-c.
Setzt man speziell

a =p, b =3p —2g¢, ¢ =r — 3¢,

a =7, b'=38p"'—2¢', ¢ =1 —38¢,
in (48) ein, so erhilt man

p'=p, ¢=p—q, r'=p—2q-+r.
Fiir die Minimalformen von der Form (1), die (19) (N) und (16) (N) ge-
niigen, ist also %> %

11*
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$ 2.

Es soll nunmehr die Behauptung IIT bewiesen werden. Gegeben sei
eine indefinite binire quadratische Form (9), die (10) geniige, fiir kein
von 0, 0 verschiedenes Paar ganzer Zahlen x, y verschwinde, und weder
einer Form (1) noch einer proportionalen Form &quivalent sei. Es soll
eine Substitution so angegeben werden, daf die transformierte Form der
Bedingung (7) oder der gleichbedeutenden Bedingung (46) geniigt. Diese
Substitution wird zusammengesetzt aus einer Reihe passend gewéhlter Sub-
stitutionen, deren Schema dem fortgesetzt in je zwei Unterfille gegabelten
der Markoffschen Minimalformen entspricht. Die ersten Schritte dieses
Verfahrens, bei denen Symmetrien benutzt werden, die spater fortfallen,
mogen zahlenmiBig durchgefithrt werden.

Sollte zunichst b” > D sein, also 4ac=5b>— D > 0, a und ¢ beide
positiv, so wende man die Substitution x = ka’ 4y, y= — 2’ mit der
Determinante 1 an, aus der

¢’ =a, '=2ka—b
folgt. Man bestimme % so, daB
(49) 10| < a.

Sollte 5'* > D sein, soist 0 <4a’a=0b"" —D <b"°<a’, also 0< 4a’'<a.
Wendet man dieses Verfahren wiederholt an, so wird

0<4%a® < 4™ 1g® V< 4d’ <a.

Also wird nach einer endlichen Anzahl von Schritten erreicht, dafl a®* < D,
also wegen (49)

2 2 £ 1)2
b(n+1) g a(n) gD, 4a(n+l)o(7l+1) — b(n'rl) . D gO,

mithin haben @¢®+9 und ¢®»+v entgegengesetztes Vorzeichen. Man schreibe
die transformierte Form wieder (a, b, ¢). Es ist also (nétigenfalls durch
Multiplikation mit — 1) erreicht, dafl

(50) a>0, ¢<0.

Sollte |¢| L a sein, so wende man die Substitution z=y', y=—2a’
an und erhilt ¢'=¢, b'=—b, ¢’=a, also- |¢’| >|a’|. Durch Mulipli-
kation mit — 1 erreicht man, daB (50) wieder erfiillt ist. Es ist also
stets erreichbar, daB (10) erfillt ist und

(51) le|=a oder c¢ZXL—a.

Sollte b << 0 sein, so wende man die Substitution z'=z, y'=—y
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mit der Determinante — 1 an, die b in — b iiberfithrt, Es ist also aufler
(10) und (51) noch erreichbar, da8
(52) b=>0.

Wenn aber (10), (51), (52) erfiillt sind, so ist

f(—1,1)=a—b+¢<0.
Sollte noch nicht

sein, d. h. sollte
(54) —a<f(—1,1)<0

sein, so wende man die Substitution
z=—2z" —2y’,
y= '+ ¢
mit der Determinante 1 an. Es wird nach (54)

(55) —a<f(—1,1)=a’<0.
Ferner wird f'(—1,1)=f(1,0)=a, also
=LYy
v —renn =T h

Es ist also o’ << 0; es soll gezeigt werden, daB ¢’>0 und da8
¢’>|a’|. Es geniigt also zu zeigen, daB
(56) ‘ ¢’ +a’ >0.

Nun ist aber nach (55) und (51)
¢'+a'=f(—2,1)+f(—1,1)=8(f(—1,1) +a)— (c+a) >0,
also ist auch (56) erfiillt. Es ist mithin (nach Multiplikation mit — 1)
stets erreichbar, daB (10), (53) und (51) gleichzeitig erfiillt sind. Sollte

(57) (L, 1) =f(—2,1)
nicht erfiillt sein, so wende man die Substitution

r=—2"—y,
{ y= Yy
mit der Determinante — 1 an, die zu sich selbst invers ist, dann wird

a’ =a, ¢ =f(—1,1), f'(—=1,1)=f(0,1)=c.

Also geht durch (58) jede der Beziehungen (51) und (53) in die ge-
strichene andere iiber. Ferner folgt aus (58)

f(1,1)=f(—2,1), f'(—2,1)=r(1,1);

(58)
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ist also (57) nicht erfilllt, so ist die gestrichene Beziehung (57) erfiillt.
Ich nehme also im folgenden an, es seien (10), (51), (53) und (57)
erfiillt.

Durch die Identitit

(59) 2f(1,1)+f(—2,1)—6a=3c¢
geht (51) iiber in

(60) 2£(1h 1) + f(— 2, 1) < 3a;

durch die Identitdt

(61) f(L,1)4+2f(—2,1)—6a=3f(—1,1)
geht (53) iiber in

(62) F(1,1)+2/(—2,1) < 3a.

Da aber (57) besteht, so ist (62) eine Folge von (60) oder (53) eine
Folge von (51). Ferner folgt aus (57) und (60)

also

(63) f(=21)<a.

Die Substitution
x= 2z’ —y,

64 ,

(84) { y=—z'+y

mit der Determinante 1 ergibt

(65) a'=f(2, —1)=f(—2,1), (66) ¢’ =f(—1,1)

67)  f(L1)=f(1,0)=a, (68) f'(—2,1)=f(—5,3).
Es gilt die Identitét
(69) f(—5,8)=8(f(—2,1) —a)+ (1, 1).

Ferner folgt aus (60) und (63)

(70) f(1,1)—a<L— S (f(—2, 1) —a)<—(f(—2,1)—a)

Es ist nach (68), (67), (69),(70), (63)
'(=2,1)—f (1L, 1)=f(-53)—a

es gilt also die gestrichene Beziehung (57). Es ist ferner nach (66), (53),
(63), (65)

d=f—1, 1)L —a<L—f(—2,1)=—a, -
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also gilt die gestrichene Beziehung (51). Aus dieser folgt aber in Ver-
bindung mit der gestrichenen Beziehung (57) das Bestehen der gestrichenen
Beziehung (53), wie mit Hilfe von (59) bis (62) gezeigt wurde. So-
lange nun

a’'=f(—2,1)>0,
folgt, da wegen (63)

o' <La,

aus (68),(69), (70), (65), (63)

ff=2, )—a" _f(=5,8)-f(=2,1)

a a
2{7f(—2,a1)—a+f(l,i)~a}%__<_-6f(—2,al)—a <0.
Wenn also nicht zufillig
(71) f(—2,1)=a,
so tritt an die Stelle des negativen Ausdrucks
f=2, 1)—a
a

durch die Substitution (64) ein negativer, absolut mindestens 6mal so
grofer Ausdruck, Durch wiederholte Anwendung von (64) laBt sich also
nach einer endlichen Anzahl von Schritten erreichen, dafl

f—(i)(—‘%)—’—“@g—l oder i(—-m—(%l—)go.
a a
Es ist also stets erreichbar, daf
Hep P <o
Sollte damit noch nicht erreicht sein, dafl
(72) f(=2,1)< —a,
wenn also die Bedingungen (10), (51) und
(73) —a<f(—2,1)<6

gelten, so wende man die Substitution

{ z=—22" — 5y,
y= ' +2y

‘mit der Determinante 1 an und erhilt nach (73)

20 feL0 e
o 21~ f=21)

(74)

1.
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Ferner folgt aus (74), (73),(63), (51)
fL:f(—S,?.)_S(f(——Z,l)—{-a)—c —c __a
FEFCED T fen D S FER D =7C2

Nach Multiplikation mit — 1 bestehen also die gestrichenen Beziehungen

(10), (72), (51).

Der Ausnahmefall (71) liefert in Verbindung mit (60) f(1,1)<a,
in Verbindung mit (57) 7(1,1)=a, also

(75) f(1,1)=a.

Aus (71) und (75) folgt aber, daB die Minimalform (18) vorliegt, was

nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Es mégen also die Beziehungen (10), (51), (72) gelten. Sollte

,1)<——1.

nicht erfiillt sein, so wende man die Substitution
—_— r___ 2 I’
(77) { e
y= )

mit der Determinante — 1, die zu sich selbst invers ist, an. Man erhilt
a'::ay 6’=f<—2> 1)7 f/(_2$1)=f(031):6'

Jede der Bezichungen (51) und (72) geht durch (77) in die gestrichene
andere iiber. Ferner folgt aus (77)

f(1,2)=1(—5,2), f(—5,2)=r7(1,2);

ist also (76) nicht erfiillt, so ist die gestrichene Beziehung (76) erfiillt.
Ich nehme also im folgenden an, es seien (10), (51), (72) und (76) erfiillt.

Durch die Identitit

(78) 5f(1,2)+f(—5,2)—30a=24¢
geht (51) iiber in

(79) 5f(1,2)+f(—5,2)<6a;

durch die Identitdt

(80) £(1,2)+5F(—5,2)—30a=241(—2,1)
geht (72) iiber in y

(81) £(1,2)+5f(—5,2) < 6a.

Da aber (76) besteht, so ist (81) eine Folge von (79) oder (72) eine
Folge von (51). Ferner folgt aus (76) und (79)

6f(—5,2)<5f(1,2)+f(—5,2)<6a,
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also
(82) f(—5,2) <a.
Die Substitution .
(83) { z = 5951——23/,,

y=—2r+4+ Yy
mit der Determinante 1 ergibt
(84) @'=f(5,—2)=F(—5,2), (85) o'=f(—2,1),

(86)  f'(1,2)=f(1,0)=a, (87) f'(—5,2)=r(—29,12).
Es gilt die Identitdt
(88) f(—29,12)=385(f(—5,2) —a)+ (1, 2).

Ferner folgt aus (79) und (82)
(89) f(1,2)—a<—5(f(=5,2)—a)< —(/(~5,2) —a)

Es ist nach (87), (86), (88), (89), (82)
f'(—5,2)—f(1,2)=F(—29,12) —a
—=35(f(—5,2)—a)+(f(1,2)—a) < 34(F(— 5,2) —a) 0.

Es gilt also die gestrichene Beziehung (76). Ferner ist nach (85), (72),
(82), (84)

=f(—2,1)L—aL—f(—5,2)=—ad,
also gilt die gestrichene Beziehung (51). Aus dieser folgt aber in Ver-

bindung mit der gestrichenen Beziehung (76) das Bestehen der gestrichenen
Beziehung (72), wie mit Hilfe von (78) bis (81) gezeigt wurde. Solange nun
a/’: f<_' 5, 2) > O:

folgt, da wegen (82)
o La,

aus (87), (88), (89), (84), (82)
r'(=5,2)—a’ _ f(=29,12)—f(=5,2)

a a

2{34 f(—5,2)—a+f(1,2)—-_q}_al_§33 f(—5,2)—~a§0'
a a a

a

Wenn also nicht zufdllig
(90) f(—5,2)=a,

so tritt an die Stelle des negativen Ausdrucks _f_(_*_5,a_2_);ﬁ durch die Sub-
stitution (83) ein negativer, absolut mindestens 33 mal so grofer Aus-
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druck. Durch wiederholte Anwendung von (83) 148t sich also nach einer
endlichen Anzahl von Schritten erreichen, daff

f®(=5,2)—a® < —1 oder f(=5,2) <o.

e = am

Es ist also stets erreichbar, daB
f(—5,2) <0
== <0.

Sollte damit noch nicht erreicht sein, daB
(91) f(—=5,2)<—a,
wenn also die Bedingunéén (10), (51) und
(92) —a<f(—5,2)<0

gelten, so wende man die Substitution

=—5z"— 18y,
(93) DS
y= 22+ 35y
mit der Determinante 1 an, und erhilt nach (92)
f[(=5,2) _f(=1,00 __ a _
A (E T A T R

Ferner folgt aus (93), (92), (82), (51)

13
_f(=18,5) _ g (F =5, 2+a)—c —e a .

<
TFERY T FEsn 5D =158
Nach Multiplikation mit —1 bestehen also die gestrichenen Beziehungen
(10), (91), (51).
Der Ausnahmefall (90) liefert in Verbindung mit (79) £(1,2)<La,
in Verbindung mit (76) f(1,2)=>a, also

(94) £(1,2)=a.
Aus (90) und (94) folgt aber, daB die Minimalform (21) vorliegt, was
nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Es mogen also die Beziehungen (10), (51) und (91) gelten. Es ist
aber die Beziehung (51) identisch mit (5) (N), (91) identisch mit (20) (N).
Es entstand aber (5)(N) aus (24)(N), (20) (N) aus (25) (N) durch Ein-
setzen der speziellen Werte (43), (44), (45).

Der Beweis wird von nun an durch Induktion gefiihrt. Es geniige
also f(z,y) bereits (10) und einem Paare von Bedingungen

(24) (N) (4 p) < —a, (25)(N) f(ga—38p,, 1) < —a.
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Nach Frobenius (F. M., § 8, 8. 465, (5)) fiihre ich die Substitution ein

Sk= (ql‘, B Tk):
Do —
wo der Index k gleich 1 oder 2 gesetzt oder fortgelassen werden kann;
ferner

worin also hier (23) gilt. Es bezeichne ag, den ersten Koeffizienten, der
durch 8, transformierten Form f(z,y). Es ist ag =a_s,.
Es ist ferner
—3p,, —9p,+6¢—
T 8T, — <92 P P, +6¢ 7'2),
P > 3Py — ¢

° 3q—
STls(q q r)’
P, 3p—4q

-1 g—3p, 3qg—7
~smyr = (1P P,
(ST1)2:<3pq:1, 8p£3q——r) )
Man erhilt 8p% » 9p7—8pe—i
(95) as, =1 (4 1)
(96) a-r_y s, = (2 — 3 D2> D2)>
(97) asr, =1(¢, P),

(98)  a_jgpy1= flg—3p, 1), Qgpye= f(8pg—1,3p3).

Durch Elimination von b und ¢ aus drei von diesen Gleichungen, unter
Benutzung der Formel

2 2
Ty, 3%, Y1

x5, %Ys, Ya

x5, %Yy, Y5
zur Ausrechnung der Determinanten dritten Grades, erhdlt man folgende
Identititen, die sich auch direkt verifizieren lassen:

(99) @y 0y (P2 + PP+ a_gpy-1 P20 — @ 3ppy (7 + 1)
—ag,-3p*p, =0,
(100) gy, PP+ a'_(sz-,)"l‘pe(pg'f" p3)—a-3pp, (P*+ p3)

3 —_—
- a—T_1szT1'3p pPy=0V,

Ty ye‘_ixv Y|

Zg, Y3 [Z2r Yal

ixl’ y1‘l .
[ %35 Y3,
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(101)  (a+as) (P*+22) ~ (@-1_,5m, + @5} P7 =0,
(102)  (@+a_p gp) (P24 0])— (a5 +0_gp)-)P5 =0,
(103)  (agy,—a)(9p*— D)4 a_gpy—1 — gpyz=0-
Wendet man (103) auf a@_, -1 an, so erhilt man

(104) (@_gpy—t — @) (9p*—1)+ag, —agp,~=0.

Die Bedingungen (24) (N) und (25) (N) nehmen nach (95) bzw. (96) die
Gestalt an

(105) as, X —a, (106) Gop_5,m S —@Q-
Durch die Identitdt (99) geht (105) iiber in
(107) agp (D*+ pI) +a_gpy-1Ps S a(p® + 21 +P]);
durch die Identitdt (100) geht (106) iiber in
(108) gy - DE+a_gpyt (07 +03) Sa(p® +pi +P5)-
Man unterscheide zwei Hauptfille, je nachdem, welche der beiden

Zahlen ag, und @_gp - die groBere ist. Den Fall der Gleichheit ordne
man nach Belieben einem der beiden Hauptfille unter.

Hauptfall A; Es sei
(109) a_gpyr = G,

dann ist (107) eine Folge von (108) oder (105) eine Folge von (106).
Ferner folgt aus (109) und (108)

a

agp (0*+ P} +P3) Sagy, DI+ a_ g1 (p*+p3) Sa(P® + PP +25)
oder

(110) gy, < -

Aus (108) und (110) folgt ferner

2
(111)  a_gpr—a< — }‘%—pgwsn —a) < — (a5, —a).

Man mache die Substitution S7,. Es soll gezeigt werden, da die Be-
ziehung (109) erhalten bleibt, dal also

(112) Ggry® — a<0.
Es ist nach (103), (111), (110)

Ggpy — 8= (Asp, —a)(9p*— 1)+ (G—sm)™ ~ a)
L(agy, —a)(9p*—2) <0,

also besteht (112) oder die transformierte Beziehung (109). Es soll
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ferner das Bestehen der transformierten Beziehung (106) nachgewiesen
werden, d. h. es soll gezeigt werden, dafl

(113) G-sryr_ 87 S — st
oder unter Benutzung von F. M., § 3, S. 465 (6), da
(114) as, __g —asmr,.

Es ist aber nach (105) und (110)

as, g _aé — asr,.
Also ist (114) oder (113), d. h. die transformierte Beziehung (106 ) erfiillt.
Aus dieser folgt aber in Verbindung mit der transformierten Beziehung (109)

das Bestehen der transformierten Beziehung (105), wie mit Hilfe von (107)
und (108) gezeigt wurde. Wenn nun

asr, > 0
sein sollte, so folgt aus (103), (111), (110)

Tgpy*—%mr, Ggp,— % “—(ST,)""“} a
agg, {(91)2 —2) e T a agp,
<(9p*—3) 50" <o.
Wenn also nicht zufillig
(115) asr, = a,

a —a . .
so tritt an die Stelle des negativen Ausdrucks —ﬂ;-— durch die Substi-

tution ST, ein negativer, absolut mindestens 9p? — 3-mal so grofer
Ausdruck. Durch wiederholte Anwendung von S7, 148t sich also nach
einer endlichen Anzahl von Schritten erreichen, daf

a n—Qa n—1 a, n
8Ty STy < 1 oder daB —5TY_ <L,

&g p,)*t asTyt T

a
Es ist also stets erreichbar, daf —Sf—*g 0. Sollte damit noch nicht er-

reicht sein, daf

(116) aSTlé —a,
wenn also die Bedingungen (10), (106) und
‘(117) —a<asr, =as <0

gelten, so wende man die Substitution 8 an und erhdlt nach (117)

as2 a

—— =< —1

ag ag
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Es ist ferner zu zeigen, daB durch die Substitution S die Beziehung (106)
erhalten bleibt, dal also

(118) S
Wie bereits auseinandergesetzt wurde, darf man in den Formeln
Ps Py o durch  pi, p, P,
ersetzen. Dabei gehen
8,8,,8, iberin 8i,8,8,,
die Formel F. M., §3, S. 465, (6.) geht iiber in
St =8T_,8,=8,T,8,
also geht (118) iiber in

Aot
(119) ﬁ;gig—1

und die Identitdt (101) geht iiber in
(a + as)(pl’g + p;) - (a—T——ls2Tl + aS{Tl) p2 =0.
Hieraus folgt aber in Verbindung mit (117), (106) und wieder (117)

S pii+pd > 0
asir, = (@ + as) T Qep i, > — Q-1 51, 20> —as >,

als ist (119) oder (118), d. h. die transformierte Beziehung (106) erfiillt. Es
1iBt sich also nach Multiplikation mit — 1 im Hauptfalle A. stets erreichen,
daB (10), (106) und (116) gelten. Das sind aber wegen (96) und (97)
die Beziehungen (27)(N) und (25)(N).

Der Ausnahmefalll (115) liefertin Verbindungmit (108) a_ gz -1 <@,
in Verbindung mit (109) a_ gz 1= a, also

(120) a_(sm_l =a.
Den Gleichungen (115) und (120) geniigt aber nur eine wohlbestimmte
Form, und zwar mit Riicksicht auf (34) und (85) die Form (1) oder eine

proportionale Form, die nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist.
Vollig analog verlauft

Hauptfall B: Es sei
(121) aSTl g a_(sfmlx.

Dann ist (108) eine Folge von (107) oder (106) eine Folge von (105).
Ferner folgt aus (121) und (107)

a~(sqv1)_1 (p2 + pf + p;) g asgpl (pe + plg) —7'_ a..(,sfqvl)—1 pg
<a(p®*+pi+93)
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oder

(122) a_ s
Aus (107) und (122) folgt ferner

1< q.

(123) ag, —e< — ﬁiﬁ (@_gpyr — @)L — (@_gpr — @)

Man mache die Substitution — (ST,)"". Es soll gezeigt werden, daf die
Bezichung (121) erhalten bleibt, da also

(124) Qgpy—2— @ = 0.

Es ist nach (104), (123), (122)

Usy=2 — &= (a_gp,— — @) (9p* — 1)+ (ag, —a)
é (a’._(sT,)“l - a)(g p2 — 2) g 0,
also besteht (124) oder die transformierte Beziehung (121). Es soll ferner

das Bestehen der transformierten Beziehung (105) nachgewiesen werden,
d. h. es soll gezeigt werden, daB

(125)
oder mit Benutzung von F. M., § 8, 8. 465 (6), da

(126) e p . s.my <- gyt

Es ist aber nach (106) und (122)

a_p s, <—aL— @_gry—t-

Also ist (126) und (125), d. h. die transformierte Beziehung (105) erfiillt.
Aus dieser folgt aber in Verbindung mit der transformierten Beziehung (121)
das Bestehen der transformierten Beziehung (106), wie mit Hilfe von (107)
und (108) gezeigt wurde. Wenn nun

g, < - _
A smyis = T gyt

@ (spy-t >0

sein sollte, so folgt aus (104), (123), (122)

UsTy? T (st { (9p%— 2) Syt 4 + s, - “} a
GosTy™ a e Go(sTy

2 Goisry —4
< (997 —8)" ST T8 <,
Wenn also nicht zufallig
(127) a_(STl)—1 =a,
so tritt an die Stelle des negativen Ausdrucks ?iﬁ)_:—a durch die Sub-

stitution — (S7},)”" ein negativer, absolut mindestens 9p* — 3-mal so
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groBer Ausdruck. Durch wiederholte Anwendung von — (87,)™" 1aBt sich
also nach einer endlichen Anzahl von Schritten erreichen, daf

a - —q, —(n—1) a —n
(S Ty) (S T,) (8T
: : < —1, oder daf ——2—<

Q5= =D gy~ D =
a —1 .
Es ist also stets erreichbar, da8 j%)—— < 0. Sollte damit noch nicht

erreicht sein, dal

(128) a_ gyt S —a,
wenn also die Bedingungen (10), (105) und
(129) —a<a_gp 1 =0_p sy, <0

gelten, so wende man die Substitution — T_, 87, an und erhdlt nach
(129)

Ar_,8T)® — a
a—T_lsT] a“"T_.lsTl =
Es ist ferner zu zeigen, daB durch die Substitution — 7_,87T, die Be-
ziehung (105) erhalten bleibt, daB also

A

—1.

(130) Crastis o g,

@_p_ 810

Ersetzt man in den Formeln

P, PPy durch  pi,py, P,
so gehen

8,8, 8, iberin 8;, 8,8,
die Formel F. M., § 8, S. 465 (6) geht iiber in
8i=8,T ,8=8T,8;
also geht (130) iiber in
(131) Cor,st _C-siTyT oy

I AL N
und die Identitit (102) geht iiber in
(a+a_p  50,)(P%+ PE) — (a5, + 0517, P* =0
Hieraus folgt aber in Verbindung mit (129), (105) und wieder (129)

= ( u )pgu‘ﬁ > >a>—a 0
O _(gipy =@ T g gp )" 57 TG 7 Tl = WINT R

also ist (131) oder (130), d. h. die transformierte Beziechung (105) erfiillt.
Es 3Bt sich also nach Multiplikation mit —1 im Hauptfalle B. stets
‘erreichen, daf (10), (105) und (128) gelten. Das sind aber wegen (95)
und (98) die Beziehungen (24)(N) und (28) (N).
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Der Ausnahmefall (127) liefert in Verbindung mit (107) asr,Loa,
in Verbindung mit (121) agr, = @, also

(132) agr, = Q.

Es stimmen aber (127) und (132) iberein mit (120) und (115), also
handelt es sich wieder um die Form (1) oder eine proportionale Form,
die nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Es 1aBt sich also eine Form, die (24)(N) und (25) (N) geniigt, im
Hauptfalle A. transformieren in eine Form, die (27)(N) und (25) (N)
geniigt, im Hauptfalle B. in eine Form, die (24)(N) und (28)(N)
geniigt. Daraus 148t sich aber, wie im Beweise der Behauptung IT, schlieBen,
daB durch geeignete Transformationen (46) erfiillbar ist. Damit ist die
Behauptung III bewiesen.

$ 3.

Es soll im Anschlul an § 1 eine Ubersicht iiber diejenigen Minimal-
formen gegeben werden, fiir die (8) erfiillt ist oder

(133) D=

Hilfssatz. Eine Hdufungsform von Minimalformen ist eine Mini-
malform.

Es seien (a,, b,, ¢,) Minimalformen.

hm (an’ b cn) = (a’ b: C)'

n—>»wx
Angenommen, es sei (@, b, ¢c) keine Minimalform, dann gibt es ein von
0, 0 verschiedenes Werbtepaar ganzer Zahlen z, y, fiir das

ax’+bry oy’ = a, <ia.

n?

Man bestimme N so groB, dal fir alle n > N

al—'a ; e _.la —ia,
a—a, < i @ —a, x<—4 N

(o

— a

vt
a —ia|
4 ? :

b—0b, vy < =, lyi< 7

Dann wird
@,z + b,xy + 6,y
L ax* +bay+ey® +la—a,|a+b—b,| Y|+ c—¢c,'y?
o ta|—lai a—|a!
<l|a|+8—F—=la,

\ :
<ie —la—a, < a,.

4

Das widerspricht aber der Voraussetzung, nach der (a,, d,,¢,) eine
Minimalform sein sollte. Es ist also (@, b, ¢) eine Minimalform.
Mathematische Annalen. 92, 12
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Unter der Voraussetzung

(134) D<o

nimmt (27) (n) die Gestalt an

(185) (2ag +bp)° < Dp*— 4a® < a?(9p2 — 4)
oder L

(136) b__<_a< 9-1—;—2%),

ebenso nimmt (28) (n) die Gestalt an
(137)  (2a(g—3p)+bp)*< Dp*— da* < a®(9p*— 4)
oder
_Vo_ % _1>
(138) bga( Jo ﬁ2+2(3 p) .

(136) und (138) kénnen nicht gleichzeitig erfiillt sein, also, so lange (134)
gilt, auch nicht (27) (N) und (28)(N). Unter den Minimalformen, die
(24) (N), (25) (N) und (134) geniigen, gibt es anBer (31) keine, fiir die

(189) ]/9—~—2 <2 Vg—_+2(3——)

An dieser Stelle will ich eine Bemerkung einschalten, von der ich
im folgenden keinen Gebrauch machen werde: Unter der Voraussetzung
(134) ist, wenn (27) (n) gilt, (28) (p) erfullt, wenn (28) (n) gilt, (27) (p)
erfills.
Es ist nach (27) (n) oder (136)
(2a(g —38p)+bp)*— Dp*>a*{(6p — 9p* — 4)"— 9%}
=a®(36p°— 4 —4V81p*— 36p°
(140) az( P P P*)
>a*(36p>— 4 — 4¥81p*— 36p*F 4)
{ —a?(36p%— 4 — 4(9p% — 2)) = 4a?,
also ist (28)(p) erfilllt. Es ist ferner nach (28)(n) oder (188) und
(140)
(2ag +bp)* — Dp2> a?{(6p —V9p® — 4)2—-— 9p?} > 4a?,
also ist (27) (p) erfiillt. ’
Fir die Formen, die (24) (N), (25)(N) und (184) geniigen, ist nach
(136) und (138)

)<Yo 2 _aa,

4
(141) - 9—E+2( S—2%

223
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Es ist aber nach F. M., § 2, S, 462 (4)
a={lfo—g—2t}-{-Vo—z+2(-2))

—Vo—gt+)o-5—2z

Bezeichnet man die gréBere der beiden Zahlen p, und p, mit p,, die
kleinere mit pg, berechnet man p als grofere Wurzel der quadratischen
Gleichung (2), so ergibt sich, da p,>2, ps=>1,

(142) A= V9~ +]/9—i2—3—]/9v—a_%
_ _ 1
{Vg—-+V9 % 3+ 9—%}

4 1 1
p’(ys»ﬂ _E)<6pu
P, wichst aber mit p iiber alle Grenzen. Hilt man a fest, so unter-
scheiden sich die Formen, die den Bedingungen (24) (N), (25)(N) und
(184) geniigen, mit Riicksicht auf (40) und (142) beliebig wenig von-

elnander.

Satz IV. Eine Form, die der Bedingung (133) gewiigt und deren b
tn keinem der unendlich vielen Intervalle (139) liegt, ist esne Minimalform.

Durch eine Substitution von der Form

lI/\

x"_"x,".;—ky': y=iy’3 ;
die zur Folge hat a’=a; b’ =2ka + b, 1aBt sich erreichen, daB

(143) 2<¥ <3.
a

Setzt man in (139) zuniichst die speziellen Werte (43), dann (44) ein,
so liefert das Nichterfiilltsein von (139) anstatt (143) die schirfere Be-
dingung .

(144) 5-18< 2 <V,

Das ist aber die Bedingung, die durch Einsetzen der speziellen Werte (43)
und (44) aus (141) entsteht. Da (139) nicht erfiillt ist, folgt aber aus
dem Bestehen von (141) das Bestehen der entsprechenden Bedingung, in
der entweder p, oder p, durch p ersetzt ist. Da man diesen SchluB
beliebig oft wiederholen kann, gibt es mit Riicksicht auf (40) und (142)
in beliebiger Nihe der gegebenen Form Minimalformen von der Form (31),

also ist die gegebene Form nach dem Hilfssatze eine Minimalform. Aus
12%
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demselben Grunde gibt es in beliebiger Niihe der gegebenen Form andere

Minimalformen, fiir die (133) erfilllt ist. Die Menge der Werte Z—, die
in Verbindung mit (133) Minimalformen liefern, ist also in sich dicht,
da jeder Wert Haufungswert ist; sie ist ferner abgeschlossen, da sie nach
dem Hilfssatze alle ihre Haufungswerte enthdlt. Die Menge ist also per-
fekt. Sie ist ferner nirgends dicht, da jedes Intervall Teilintervalle ent-
hilt, die von Werten der Menge frei sind.

Frobenius ordnet (F.M., §8, 8.473) jedem irreduziblen positiven

rationalen Bruche % eine Markofische Zahl durch Rekursion folgender-
mafen zu.

Es sei 8, 8’ die kleinste positive’ Losung der Gleichung

(145) ef — o’ =—1,
y,y’ die kleinste positive Losung der Gleichung
(146) ey —ya' =1,

so daB also e =f+y, ¢’ =p —+ . Damn ist p ., =3p,, D, — Pys>
worin 6='f—yi, 6 =|p —y'|, oder es ist, wie Frobenius (F. M,
§8, S.474) zeigt, p,, die groBere Wurzel der Gleichung

Z’fa, T pﬂ2ﬂ' + pfr’ = 3;0M, Pyg: p,,-

Py

aca

Satz V. Die arithmetische Ordnung der Zahlen
die der Zahlen —; .

ist dieselbe wie

(Die arithmetische Ordnung der Zahlen % in den Formen (31)

% =3 — 2&1 ist dieselbe wie die der Zahlen Law )
ca’ ae’

Man halte auch hier (23) fest, setze fiir p, p,, p, b2W. D, .5 Dgg D,
und erhilt aus F. M., § 2, S. 462 (4)

Popr _Pa Py Pai _Pry P00,
%p  Yaw  pp law Yo Gy Taw Gyy

also

Ferner folgt aus (145)

(147) S e >0



Quadratische Minimalformen. 181
und aus (146)

1
(148) o= w0
B« 7
also 1_37>?>7' .
Poa’

Die arithmetische Ordnung der und der % stimmt also zunichst

iiberein fiir konjugierte Markofische Zahlen. Da aber anfangend mit den

Briichen % und % durch Zwischenschalten der Mediante F’?{-—;’—, zwischen
die Briiche % und /—?, sukzessive alle positiven rationalen irreduziblen

Poo’

Briiche entstehen, so werden die entsprechenden in derselben Ordnung

zwischengeschaltet. Da die Gleichungen F. M., § 2, S. 462 (4) erfiills
sind fiir die speziellen Werte (43), (44), (45), die der Bedingung (47)
geniigen, so ist (47) allgemein erfiillt.

Gegeben sei eine positive irrationale Zahl 1. Beginnend mit den
Briichen % und % schlieBe man 1 zwischen zwei Briiche §> A> %

ein, ersetze dann den einen der beiden Briiche durch ihre Mediante, so
dafl 1 eingeschlossen bleibt, und denke sich das Verfahren unendlich off

wiederholt. Von einer bestimmten Stelle, [—A]-ltl > 1> [—fl "

die Nenner stindig ([4] bedeutet die groBte ganze Zahl unterhalb 1), die
Differenz zweier benachbarter Briiche wird also nach (147) und (148)
beliebig klein; man erhdlt mithin eine gegen 1 konvergierende Zahlen-
folge. Dieser entspricht eine Folge von Formen (31), die gegen eine
Form konvergieren, die der Bedingung (183) geniigt.

an wachsen

Benutzt man eine rationale Zahl g—, unendlich oft zur Medianten-
bildung, so ist
. Btma «
(149) D e =

(150) lim 2&F7

Rl=

Zu (149) gehort diejenige Form ¢_=(a_, b, ¢, ), die der Be-
dingung (138 ) und wegen (33) der Bedingung ¢_(g,, —39,,.,9,.)=—a,

geniigt. Ebenso gehort zu (150) diejenige Form ¢! = (a’, b., ¢.,), die der
Bedingung (133) und wegen (82) der Bedingung ¢’ (q,., p,.)=—al,
geniigt. LdBt man in (134) bis (138) das Gleichheitszeichen gelten, so

erhilt man
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bw 4 qaa’)
—— | — — —1— —
(151) 2 9— 23— 2],
b V qaa’
(152) = =2

Dadureh sind ¢_ und @, bis auf einen Faktor bestimmt.

Geniigt umgekehrt eine Minimalform den Bedingungen (133) und (144),
so geniigt sie Bedingungen (141) mit wachsenden Markofischen Zahlen.

Den 22 entsprechen Briiche &v,, die wieder eine konvergente Zahlenfolge
aa’

bilden und eine Zahl i definieren, die rational oder irrational sein kann.

Es entspricht also jeder irrationalen Zahl esne, jeder rationalen Zahl
zwer Minimalformen, die den Bedingungen (133) und (144) geniigen; den
Zahlen 0 und oo entspricht je eine Minimalform. Umgekehrt entspricht
jeder Minimalform, die (133) und (144) geniigt, esme rationale oder
irrationale Zahl. Auch fiir diese Zuordnung gilt Satz V.

(Eingegangen am 8. 8. 1923.)



Algebraische Theorie der zerlegbaren Ringe.
(Algebraische Theorie der Ringe. II1)

Von

Wolfgang Krull in Freiburg i. Br.

Die vorliegende Arbeit soll eine Fortfiihrung und Erginzung der Ab-
handlungen ,,Algebraische Theorie der Ringe I und I1*?) darstellen. Dort
wurde fiir eine gewisse Klasse von Ringen, die im wesentlichen endliche
oder unendliche Systeme hyperkomplexer Grofen mit kommutativer Multi-
plikation sind, der Begriff der algebraischen und transzendenten Erweite-
rung nach dem Vorbild der Kérpertheorie eingefithrt. Mit Hilfe der Uber-
tragung der korpertheoretischen Methoden gelangt man dann zu einer
Typisierung der betrachteten Ringe, wenigstens der vollkommenen, die
dadurch ausgezeichnet sind, daB ihnen ein vollkommener Korper zugeordnet
werden kann.

Im folgenden soll mun untersucht werden, wre dee Verhdélinisse, ins-
besondere” die Fragen der Typisierung, in einem gewissen ausgezeichneten
Falle, nimlich bei den sogenannten zerlegbaren Ringen, liegen. Der Be-
griff des zerlegbaren Ringes wurde von Herrn Fraenkel in seiner Disser-
tation?) axiomatisch festgelegt. Die zerlegbaren Ringe sind dadurch ge-
kennzeichnet, daB sich in ihnen die Null im wesentlichen eindeutig als
Produkt von Potenzen von ,,Primteilern® (der Null) darstellen 1a8t. Axio-
matisch kann man sie, wie in § 1 der vorliegenden Arbeit gezeigt wird,
auch charakterisieren als ,,Ringe, in denen es nur Nullteiler und Ein-
heiten gibt, wund in denen auferdem jedes Ideal ein Hauptideal ist, also
aus der Gesamiheit aller durch ein festes Element teilbaren Ringelemente

1) Math. Annalen 88, S.80—122, bzw. Math. Annalen 91, S. 1—46. Diese Ar-
beiten werden in Zukunft mit A. I und A. IT zitiert.

2) ,,Uber die Teiler der Null und Zerlegung von Ringen“. Journal f. Math. 145,
S.189—176. Diese Arbeit wird im folgenden mit ,F.“ zitiert. Ferner wollen wir
unver ,N.“ die Arbeit ,Idealtheorie in Ringbereichen“, Math. Annalen 83, 5. 24—67
von E. Noether verstehen.
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besteht“. Nach den allgemeinen Ergebnissen von A.II bzw. nach den
Resultaten der Fraenkelschen Dissertation 148t sich jeder zerlegbare Ring
als Summe von endlich vielen speziellen Ringen darstellen, wobei ein spe-
zieller Ring dadurch ausgezeichnet ist, daB in ihm sich jeder Nullteiler
als Produkt einer eindeutig bestimmten Potenz eines ein fiir allemal fest-
gelegten Primteilers mit einer Einheit darstellen 1aBt. Wir hatten bereits
in A.II mit einer ausgezeichneten Klasse von speziellen zerlegbaren
Ringen, nimlich mit den sogenannten ,Grundringen® zu tun. Im folgen-
den beschiftigen wir uns genau wie in den vorangehenden Arbeiten vor-
wiegend mit Ringen des speziellen Typs.

Zunichst werden die Vereinfachungen dargelegt, die sich hinsichtlich
der Theorie der algebraischen und transzendenten Erweiterungen bei den
zerlegbaren Ringen gegeniiber dem allgemeinen Fall ergeben. Die leicht
zugingliche Natur der zerlegbaren Ringe zeigt sich u. a. darin, daf wir
den Aufbau der Polynomideale einer Variablen besser iibersehen konnen
als im allgemeinen Fall, und daB sich insbesondere fiir jedes Polynom-
ideal eine Normalbasis einfacher Art aufstellen 14Bt. Des ferneren lassen
sich, wie in § 3 gezeigt wird, die reguliren Erweiterungen eingehender
charakterisieren als im allgemeinen Fall und zwar durch den wichtigen Satz:

Die reguldren Erweiterungen eines zerlegbaren speziellen Ringes sind
die einzigen Erweiterungen, die wieder zu einem speziellen zerlegbaren Ring
mst dem gleichen charakteristischen Exponenten fiihren.

Die Bedeutung dieses Theorems zeigt sich u. a. bei der Typisierung
der vollkommenen Ringe. Man kann z. B. mit Hilfe unseres Satzes un-
mittelbar einsehen, daB die vollkommenen Grundringe die einzigen voll-
kommenen speziellen zerlegbaren Ringe sind, die den gleichen charakteri-
stischen Exponenten wie ihr Primring besitzen.

Von besonderer Wichtigkeit ist bei der Typisierung noch eine wei-
tere Untersuchung, die nur bei zerlegbaren Ringen durchfiihrbar ist.
Im allgemeinen Fall muBten wir uns, um zu befriedigenden Ergeb-
nissen zu gelangen, auf ,regulire Erweiterungen beschrinken, durch
die dem gegebenen Ring nach einer in A. IT verwandten Ausdrucks-
weise gleichsam nur regulire Elemente zugefiigt werden. Bes zerlegbaren
Ringen beschiftigen wir uns auch mit allgemeinen algebraischen Erweite-
rungen, durch die neue Nullteiler eingefiihrt werden, und zwar met sol-
chen, die einen zerlegbaren Ring wieder tn einen zerlegbaren verwandeln.
Es gelingt, derartige Erweiterungen erschopfend zu charakterisieren, und
einen genauen Einblick in ihren Aufbau zu gewinnen.

Aus dem gewonnenen Resultat ergeben sich wichtige Folgerungen fiir
die Typisierung der zerlegbaren Ringe. Zunichst gewinnen wir mit Hilfe
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der allgemeinen algebraischen Erweiterungen einen befriedigenden Einblick
in die Natur der endlichen zerlegbaren Ringe, und zwar zeigt es sich, dafl
man fiir alle hier in Betracht kommenden Typen Beispiele gewinnen kann,
wenn man Restklassensysteme nach geeignet gewidhlten Idealen aus alge-
braischen Zahlkorpern betrachtet. Allerdings ist damit noch nicht bewie-
sen, daB jeder endliche zerlegbare Ring dem Restklassensystem eines alge-
braischen Ideales isomorph ist. Um diese Frage beantworten zu konnen,
miiBte man, wie im Texte dargelegt wird, jedenfalls erst iiber eine Reihe
von Existenzsitzen aus der algebraischen Zahlentheorie Bescheid wissen.

Ahnlich wie bei den endlichen liegen die Verhaltnisse bei beliebigen
vollkommenen zerlegbaren Ringen. Auch hier gelangen wir auf Grund der
Tatsache, daB jeder vollkommene zerlegbare Ring aus seimem Grundring
durch allgemeine algebraische Erweiterung entsteht, zu einer genauen Cha-
rakterisierung der untersuchten Bereiche. Besonders interessant sind die
Verhdlinisse bei den algebraisch abgeschlossenen zerlegbaren Ringen. Hier
gelingt es uns namlich, motwendige und hinreichende Kennzeichen dafiir
2u gewinnen, wann ein solcher Ring durch Grundring wnd charakieristi-
schen Bxponenien eindeutig bestimmt ist und wann nichi. Dabei zeigh
sich eine neue beachtenswerte Analogie mit der Korpertheorie: Der Unter-
schied zwischen den durch Grundring und charakteristischen Exponenten
eindeutig bestimmten Ringen und den andern ist ganz &hnlich dem Unter-
schied zwischen vollkommenen und unvollkommenen Kérpern (obwohl
alle hier in Betracht kommenden Ringe in unserer in A.Tund A.II ein-
gefiihrten Ausdrucksweise vollkommen sind) — die Primteiler der Null
spielen eine analoge Rolle wie die transzendenten Elemente in der Kor-
pertheorie.

AuBer diesen neuen Beziehungen zur Korpertheorie ergibt sich bei
den zuletzt besprochenen Untersuchungen noch eine Reihe merkwiirdiger
Fragen, so daB es scheint, als ob die hier entwickelte algebraische Be-
handlungsweise nicht nur hinsichtlich der Typisierung der zerlegbaren
Ringe zu einem gewissen AbschluB fiihrte, sondern auch den geeigneten
Ausgangspunkt zu einer weiteren Untersuchung dieser Bereiche bote.

§ 1.
Die allgemeinen zerlegbaren Ringe.

Ein allgemeiner zerlegbarer Ring ist ein -Ringbereich mit kommu-
tativer Multiplikation und universellem Einheitselement?) r., der folgenden
Axiomen geniigt:

3) Zu der Definition des allgemeinsten kommutativen Ringbereichs vgl. A.T § 1.
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I. Ein Element a aus R ist entweder Nullieiler oder Einhest, d. h.
es besteht stels entweder eine Gleichung a-G=0; @==0 oder eine Qlei-
chung a-a "t =r,.

II. Jedes Ideal aus R ist ein Hauptideal (a), besteht also aus der
Gesamtheit der durch ein festes Element a teilbaren Ringelemente.

Auf Grund dieser- beiden Axiome..beweisen wir zunichst folgen-
den Satz?): A h

Hilfssatz 1. Besitzt das Ideal a = (a) einen vom Einheitsideal o
verschiedenen echten Teiler b= (b), so lafit es sich auch als Produki
echter Teiler darstellen.

Da die Ideale a und b vom Einheitsideal verschieden sind, so miissen
infolge von Axiom I die Elemente a und b Nullteiler sein, und wegen
der Teilbarkeit von a durch b muB eine Gleichung @ = b-¢ bestehen, aus
der dann die Idealgleichung (@)= (b)-(c) folgt. Sollte nun (¢) ein echter
Teiler von a sein, so ist unsere Behauptung bewiesen, im andern Falle
muB jedenfalls eine Gleichung ¢ = d-a bestehen. Ist dann b = 0 ein nach
Vor. existierendes Element, das der Gleichung b-b = 0 geniigt, so kann b
und folglich auch & - d-a = b - ¢ nicht durch a teilbar sein, weil sonst
entgegen der Wahl von & die Gleichung b—=¢-a=e¢-b-c=e-a-b-d=b-b-d=0
besténde. Die Ideale (b + ¢) und a sind mithin verschieden, und aus der
Gleichung a = (b +¢)-(b) folgt die Behauptung des Hilissatzes.

Da ein Primideal seiner Definition gem#f nicht als das Produkt von
echten Teilern darstellbar ist, so folgt aus dem gewonnenen Ergebnis un-
mittelbar, daBl in R kein Primideal einen von o verschiedenen echten Teiler
besitzen kann. Daraus ergibt sich weiter, dall die zerlegbaren Ringe dem
allgemeinen in A 11 § 1 w. §2 charakierisierten Ringtypus angehoren, und
wir konnen aus A.II die folgenden Sitze iibernehmen, die sich fiir zerleg-
bare Ringe mit Benutzung von Hilfssatz 1 auch direkt beweisen lassen:

Jeder allgemeine zerlegbare Ring lifit sich als eindeutige Summe von
endlich wviel speziellen Ringen, in denen die Gesamtheit der Nullteiler
ein Primideal bildet, darstellen®).

Ist a ern beliebiges Ideal aus R, so ¢ilt eine eindeutige Produkt-
zerlegung a = q,-q,- ... -q,, wobel die g, gegenseitig teilerfremde Primdr-
ideale bedeuten®).

Zu jedem Ideal a gibt es esmen endlichen Expomenten o , so daf

+1 . . . ge . 7. .
a% = a% 7" wird, insbesondere existiert zu einem beliebigen speziellen zer-

4) Hilfssatz 1 ist im wesentlichen mit Satz 2, F. § 2 identisch.

% A.II §2, vgl. ferner die Entwicklungen bei F. §4, wo der Zerlegungssatz
obne idealtheoretische Hilfsmittel bewiesen ist.

%) A IL § 2.
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legbaren Ring eine natirlicke Zahl g, so daf fir a= 0 immer a®=(0)
ist, oder, was dasselbe bedeutet, ein Produkti wvon o Nullieilern stets ver-
schwindet?).

Aus der Tatsache, daB jedes Ideal aus R ein Hauptideal ist, ergibt
sich ferner die wichtige Folgerung: Es gibt in R keine ins Unendliche
laufende Kette von Idealen a,, Gy, ..., G;, .. ., bei der allgemein das Ideal a;
ein echter Teiler von a,_, ist®).

Denn der groBte gemeinschaftliche Teiler der Ideale a; ist selbst ein
Ideal = (d) und unter unsern Vor. muf das Element d fiir em end-
liches » im Ideale a, auftreten. Dann aber wird a, = (d), und die Kette
bricht mit a, ab.

Aus dem zuletzt gewonnenen Ergebms und gus Hilfssatz 1 folgt leicht:

Satz 1. Fir jedes Ideal a aus R gzlt eme Gleichung
fpfe L ple,

wobei die p,; teilerfremde Primideale bedeuten.

Da in einem zerlegbaren Ring zwei verschiedene Primideale stets
teilerfremd sind, so brauchen wir nur zu zeigen, daf sich jedes Ideal a
als Produkt von Primidealen darstellen 1a8t, dann ergibt sich durch Zu-
sammenfassung gleicher Faktoren die Behauptung.

Sollte nun a nicht als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar
sein, so miiBte nach Hilfssatz 1 sicher eine Gleichung a = a,-a, bestehen,
wobei a, und @, echte Teiler von a wiren (denn jedes Ideal ohne von o
verschiedenen echten Teiler ist ja evidenterweise selbst Primideal). a, unda,
konnen nun nicht beide als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar
sein, denn sonst gilte ja wegen a = a,-a, das gleiche von a. Istnuna,
nicht als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar, so haben wir eine
Gleichung a, = a,,-a,,, wobei, wie aus den vorhin bei a angewandten
Schliissen folgt, bei geeigneter Bezeichnung a,, einen nicht als Produkt
von endlich viel Primidealen darstellbaren echten Teiler von a, bedeutet.
Indem man jetzt auf a,, dieselbe SchluBweise anwendet, wie frither auf
a und a, usw., erkennt man, dal jedes Ideal a aus R als Produkt endlich
vieler Primideale darstellbar sein muB, weil es andernfalls in R eine ins
Unendliche laufende echte Teilerkette a, a,, a,,, ... gébe.

Da in einem zerlegbaren Ring nach den in A. Il gewonnenen allge-
meinen Resultaten®) ein Ideal q dann und nur dann Primérideal ist, wenn

7 ATL § 2.

8§ Vgl. N. §1 S.80, wo der entsprechende Satz unter der allgemeineren Vor.
bewiesen ist, da8 jedes Ideal aus R eine endliche Basis besitzt.

% Vgl. A. IL
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es durch ein einziges (von o verschiedenes) Primideal teilbar ist, so konnen
wir aus Satz 1 unmittelbar folgern:

Satz 2. Die Potenzen der Primideale, und nur diese, sind in R
Primdrideale™®).

Die Produktzerlegung a = p;*- ... -pj” ist also mit der Produkt-
zerlegung @ = G, -Gy~ - .. -q,, die wir oben auf Grund der allgemeinen Er-
gebnisse von A.1L eingefiihrt haben, identisch, d.h. es ist bet geeigneter
Numerierung pf"-——— q, (1=1,2,...,6). Dabes sind die Exponenten o,
esndeutig bestimmi, falls man sie stets so kletn wdhlt, daf pf"_1+ pf‘ wird.

Aus Satz 1 und 2 geht hervor, dafi die durch Axiom 1 wund II
charakterisierten zerlegbaren Ringe mit den von Herrn Fraenkel behandelien
,zerlegbaren Ringen mit endlich viel Svesentlich verschiedenen Nullteilern'
sdentisch sind.

Sind @, und a, zwei Basiselemente desselben Ideals — wir wollen a,
und @, in diesem Fall iquivalent nennen —, so unterscheiden sich a, und
a, nach den allgemeinen Ergebnissen von A.II bzw. F. nur um einen Ein-
heitsfaktor. Bezeichnen wir jedes Basiselement eines Primideals als ,,Prim-
teiler (der Null), so kénnen wir daher sagen: Die zerlegbaren Ringe sind
diejenigen Ringbereiche, in denen es mur Nulltesler und Einheiten g¢ibt,
und in denen sich jedes Hlement bis auf Binhestsfakioren eindeutig als
Produkt von Primieilern darstellen lift. Von dieser Definition der zer-
legbaren Ringe kann man ausgehen, falls man die Idealtheorie ver-
meiden will. .

Die speziellen Ringe, aunf die man einen allgemeinen zerlegbaren Ring
zuriickfiihren kann, sind, wie aus den Ergebnissen des zweiten Teils bzw.
der Fraenkelschen Arbeit folgt, und wie man iibrigens auch leicht mit
Hilfe der Sitze 1 und 2 zeigen kann, ebenfalls zerlegbar, und zwar be-
stehen die simtlichen vom Einheitsideal verschiedenen Ideale eines speziellen
zerlegbaren Rings aus dem Nullteslerprimideal p* = (p) und dessen Po-
tenzen p*° = (p2), ..., p* = (p°) = (0). 1) Es ist somit bei den speziellen
zerlegbaren Ringen eine noch viel weitergehende Analogie mit dem Rest-

_klassensystem nach einer Primzahlpotenz vorhanden, als wie wir sie bei
-'dem im ersten Teil behandelten umfassenderen Fall fanden.

10) Man beachte, daB gleichzeitiz mit p auch jede Potenz von p zu allen von p

verschiedenen Primidealen teilerfremd ist!

11y Vgl, den Hilfssatz von A.II § 2, sowie F. § 4 Satz 7. (Nach der bei F.
gegebenen Definition sind ja die bei F. als ,einfach®, hier als »Speziell* bezeichneten
zerleghbaren Ringe im wesentlichen durch die eben formulierte Eigenschaft der Ideale
charakterisiert.)
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Die wichtigsten Beispiele fiir zerleghare Ringe sind neben den Rest-
klassensystemen nach einer natiirlichen Zahl die Restklassensysteme nach
einem Ideal eines algebraischen Zahlkérpers. Wir werden auf das letztere
Beispiel in §4 bei Behandlung der endlichen zerlegbaren Ringe zuriick-
kommen.

§2.

Polynomideale in speziellen zerlegbaren Ringen.

Es sel B ein beliebiger spezieller zerlegbarer Ring. Mit p* bezeichnen
wir gemif der bereits in § 1 benutzten Terminologie sein Nullteilerprimideal,
unter p wollen wir stets einen Primteiler, also ein Basiselement von p*,
verstehen. Da nach eimer in § 1 gemachten Bemerkung die Ideale
0, p*, p*°, ..., p*e= (0) die einzigen in R wvorkommenden Ideale sind, so
lapt sich jedes Element aus R in der Form a = r-p° darstellen, wobei r
eine Hinheit bedeutet. Dabes ist der Exponent o fir a==0 eindeutig
bestimmi.

Die Theorie der algebraischen und transzendenten Erweiterungen eines
speziellen zerlegbaren Ringes 148t sich nun z. T. wesentlich einfacher ge-
stalten, z. T. betrichtlich weiter ausbauen, als es im allgemeinen méglich
gewesen war, und zwar ist einer der Griinde der, daB, wie in diesem
Paragraphen gezeigt werden soll, in unserm Sonderfall ein tieferer Einblick
in die Natur des zu R gehorigen Polynomrings R, moglich ist.

Es sollen zundchst die Ideale aus B, untersucht werden. Unter pF
wollen wir in iiblicher Weise das aus allen Nullteilern bestehende Prim-
ideal verstehen. Die Ideale pf*i (¢=1,2,...,0) sind dann (ebenso wie
die Ideale p** aus R) Hauptideale, denn es ist p;“’: (p*). Es sei jetat
a ein beliebiges regulires oder nicht regulires Ideal aus R;. Wir betrachten
die Reihe der Ideale a =a,=a:p*°; 0, =a:p*; 0, =a:p*” usw. Nach
der Definition des Idealquotienten??) ist a, der groBte gemeinschaftliche
Teiler aller derjenigen Ideale b, fiir die die Kongruenz b-p**=0(a) gilt,
und es stellt daher a;,, einen (echten oder unechten) Teiler von g, dar.
Wegen a:p*‘=a:(0)= (r.) kommt in der Reihe a,q,,..., a, sicher
ein reguldres Ideal vor.

Satz 8. Ist 1 die kleinste natiirliche Zahl, fir die a; reguldr ist,
so gilt die Qleschung a = a;-p**.

Es ist wegen q;-p*'= 0(a) nur nachzuweisen, daB auch umgekehrt
die Kongruenz a =0(a;-p**) gilt. Das ist aber unter unsern Voraus-
setzungen iiber 1 trivial, denn es muB jedes Element aus a die Gestalt

%) Vgl A.I§1.
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a(z) = p*-a’ (x) besitzen, wobei p? durch p** und a’(z) durch g teilbar
ist, Satz 3 zeigt, daB sich in R, die Theorie der nicht reguliren Ideale
auf die der reguliren zuriickfilhren liBt. Wir beschiiftigen uns daher in
Zukunft im wesentlichen mit den reguldren Idealen.

Satz 4. Jedes regulire'®) Ideal aus R, besitzt eine endliche Basis,
und zwar von hochstens o Elementen.

Bedeutet namlich f;(x) eine regulire Funktion niedrigsten Grades aus
q (6=0,1,...,0—1), so gilt die Gleichung

(fol@), P Fu(@)s evos DT ooy (2) = @
In der Tat, ist a(z) ein beliebiges Element aus a, so haben wir
a(z)="0by(z)fy(x)+p-a,(2); @a(z)=0(a),
also
a (@) =by(2)-fo(2) + p- by (2) £, (2) + P*-a, (2); ay(2) =0(az); -3
a (@) =by(2)fo () + oo + P b, 4 (2) fa (@) + 0-¢ (2)
S ORONS

Eine Basis der eben angegebenen Art, bei der das 74 1-te Glied das
Produkt von p¢ mit einer reguliren Funktion niedrigsten Grades aus a,
ist, soll als Normalbasis wom a bezeichnet werden. Besitzen nun die
Funktionen niedrigsten Grades aus a; und a,,, den gleichen Grad, so ist
jede Funktion niedrigsten Grades aus a; auch eine solche aus ;. ,, und daraus
folgt unmittelbar, dafi unter diesen Umstinden das ¢ -+ 2-te Glied in einer
Normalbasis von a einfach weggelassen werden kann. Auf Grund dieser
Tatsache konnen wir zu jedem Ideal a eine ,gekirzte Normalbasis“

@ = (£, (), p"1-1, (@), P20 £, (@), ..., P2 T0T T e f (2))

konstruieren, bei der f;(z) eine Funktion niedrigsten Grades aus @y 4u,+ ... +4,
bedeutet, und bei der insbesondere der Grad von f;(x) stets niedriger ist,
als der von f,_,(z) ({=1,2,...,0). Wir bemerken noch:

Ist g(x) Primfunktion, und ist a esn zum Primideal
p— (9= p}) = (g(2),p)

gehoriges Primdrideal, bedeutet ferner (fy(x), p-fi (), p*:fy(z),...) ene
Normalbasis von a, so sind die Funktionen f,(x) sémilich zup gehorige
Primdrfunkiionen oder Einheiten.

13y Also wegen Satz 3 und wegen der Gleichung p* L (p") auch jedes nichtregulare.
1) Vgl. A.1 § 6 Satz 11.
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In der Tat, zuniéichst ist nack A.I § 6 Satz 12 jedenfalls f, (z) eine
zu p gehorige Primarfunktion. Esseinun (fiir ¢ > 1) f;(z)=h;(z) b, (),
wobei () eine zu p gehorige Primérfunktion oder eine Einheit bedeutet,
wahrend %, (z) zu p teilerfremd ist. Dann ist neben p? -hy(z)-k;(z) auch
pi-f,(z) durch a teilbar, und daraus ergeben sich wegen der Teilerfremd-
heit von £, (¢) und %, () die Kongruenzen pi-h,;(2)=0(a), k;(z)=0(a;).
‘Da nun f;(z) eine Funktion niedrigsten Grades aus q; bedeutet, so muf3
h;(x) eine Einheit sein, d. h. f;() ist, wie behauptet, primir, und gehdrt
zu p, oder es ist selbst Einheit. Wir konnen in Anbetracht von A.T1 §6
Satz 12 das gewonnene Resultat auch so formulieren:

Ist a primdr, so sind auch die Ideale a;= a:p*", sowert sie vom
Einheitsideal verschieden sind, similich primdr und gehoren zum selben
Primideal wie a.'?)

Fiir das Folgende wollen wir noch eine kurze Bemerkung machen.

Es sei a ein zum Primideal p= (g(x),p) gehoriges Primdrideal,
(g(2)“+q(2), p-f;(2)...) sei eine Normalbasis von a, und es set p>1,
es moge also a keine Primfunktion enthalten. Wer fragen uns, wann
dann a durch p* terlbar ist.

Soll a durch p? teilbar sein, so darf f, (x) keine Einheit sein, es muf}
also die Kongruenz f, ()= 0(p) bestehen. Ist diese Bedingung erfiillt,
so sind p-f,(2), p*-fa(x), ... simtlich durch p* teilbar, es dreht sich
also nur noch um die Frage, wann g(x)“- ¢(z) in p? enthalten ist.
Soll die Kongruenz g(z)“-+g(z)=0(p?) bestehen, so mull um so
mehr g(z)“+¢g(z)=0 ((g(x), pg)) sein. Aus der letzteren Kongruenz
folgt, daB g¢(z) die Gestalt g(z)=p-g(x)-h(x)+ p®-h,(z) besitzen,
also durch p?:(g(x)g, p-g(z), p?) teilbar sein muB. Wegen p>1 ist
dann auch g(x)* durch p? teilbar, es folgt also fiir 4 > 1 aus der Kongruenz
g+ qx)=0 ((g (), p")} riickwirts die Kongruenz g (z)“+ ¢ (z)=0(p?)
und daraus weiter a = 0(p?).

Das gewonnene Resultat formulieren wir mit Riicksicht auf das
Folgende etwas spezieller als nétig so:

Es ses a ein zum reguliren Primideal p gehoriges Primdrideal, das
weder eine Primfunktion noch ein Element aus R, also insbesondere keinen -
Primieiler aus R enthdlt, f{x) sei ein reguldres Polynom niedrigsten Grades
aus a, g(z) sei eine beliebige Primfunktion aus p. Dann ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung fir die Teilbarkeit von o durch p*
das Bestehen der Kongruenz f(x) EO((g(x), p"")).

15) Dies Ergebnis kann auch als Spezialfall aus Satz 3 der Note von W. Krull:
Ein neuer Beweis fiir die Hauptsitze der allgemeinen Idealtheorie, Math. Annalen 90,
S. 55—65, abgeleitet werden.
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§ 3.

Regulire Erweiterungen spezieller zerlegbarer Ringe.

Wir hatten in A. IT § 7 einen speziellen Erweiterungsring R des
speziellen Ringes B — wo R also auch wieder nur Nullteiler und Ein-
heiten enthdlt und das System aller Nullteiler ein Primideal bildet — eine
reguldre Erweiterung von E genannt, wenn R eine regulare Modulbasis
hinsichtlich R besitzt, d.h. wenn sich aus E eine (endliche oder unend-
liche) Menge von Elementen ¢, &, ..., &, ... herausgreifen 1aBt, derart,

daB fiir jedes Element « aus R eine eindeutig bestimmte Darstellung
=3 a;¢, durch endlich viele der «, mit Koeffizienten a aus R gilt, wo-
i=1

bei insbesondere bei einem Nullteiler ¢ ausschlieBlich Nullteiler aus R als
Koeffizienten auftreten. Im Bereich der zerlegbaren Ringe gilt nun fiir
regulire Erweiterungen folgender grundlegender Doppelsatz:

Satz 5. Jede reguldre Erwesterung R eines speziellen zerlegbaren
Ringes R ist selbst wieder ein spezieller zerlegbarer Ring, und zwar st
jeder Primieiler aus R auch in R Primteiler. Ist umgekehrt R ein spe-
zieller zerlegbarer Erweiterungsring des speziellen zerlegbaren Ringes R
und ist ein Primteiler aus R auch Primteiler in R, so ist R eine regu-
lire Erwesterung von E.

Der erste Teil unserer Behauptung folgt aus der Definition der regu-

liren Modulbasis einfach so: Es sei ¢ = Y a;o, ein beliebiges Element
- i=1 2
aus R, p sei ein beliebiger Primteiler aus ;? Dann stellt jedes Element o,

das Produkt einer Potenz von p mit einer Einheit aus B dar, und wir kénnen
daher o so bestimmen, daB » Gleichungen a;=p"b, (1=1,2,...,7)
bestehen, wobei die 5, Elemente aus B und nicht simtlich Nullteiler
sind. Dann aber haben wir: «=p°- Zy b;e, und das Element ¥ b, e,

i A_l 2

v=1 = —
muB gemiB der Definition der reguléren Erweiterung eine Einheit aus R

sein. Es stellt also jedes Element aus B das Produkt einer Potenz von p
mit einer Einheit dar, d. h. R ist ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem
Primteiler p.

Nehmen wir nun umgekehrt von vornherein an, dafl R ein spezieller
zerlegbarer Ring und p gleichzeitig in R und R Primteiler ist, so konnen
wir zundchst folgendes bemerken: Sind die Elemente &, oy . -vy 6y - -
aus R linear unabhingig, d.h. besteht zwischen endlich vielen von ihnen
keine Relation 3 a;¢; =0 mit nicht samtlich verschwindenden Koeffizienten

i=1
aus R, so ist ein Element von der Form 3 a;c; nur dann Nullteiler,

wenn simtliche @; Nullteiler sind. =

i -
e o e . b
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In der Tat, soll Z a;¢,, ein Nullteiler sein, so haben wir unter unsern
=1

Vor. Zaz  =p°-f; 6>0. Daraus folgt aber durch Multiplikation

=1
mit pe=<=0:%) Z(p@"’ @) 0, = PO- ﬁ 0. Wegen der linearen Un-
abhingigkeit der a folgt dann weiter pe—°.a,=0 (:=1,2,...,7), d. h

es miissen alle g, durch p9 teilbar, also gemaB unserer Behauptung Null—
teiler sein.

Sind pun die Elemente @, @, ..., &, ... hinsichtlich R linear un-
abhingig, und ist « ein beliebiges Element aus R, so ist entweder o von
den «, linear unabhingig, oder es besteht eine Kongruenz « = 2, a; e, {(P))-

=1
Soll namlich die Gesamtheit der Elemente ¢, ¢, ..., &,..., ¢ nicht

linear unabhingig sein, so muf Wegen der linearen Unabhﬁngigkeit von
€, Cay oeny Oyy .. eine Gleichung 2 i, +a-0= 0 mit von O verschie-

denem @ bestehen. Ist nun p° (o< 9) die hochste in ay, s, ..., a,, 0
aunfgehende Potenz von p, und setzen wir @; = p°-b;, @ =p’-b, so folgt
aus unserer Gleichung die Kongruenz }:‘ bi~a,,+b-a =0(pe°).) Wire

i=1
nun b ein Nullteiler, so miifite mindestens ein b, eine Einheit sein, und

es wire wegen o — ¢ > 0 das Element Zb ¢, durch p teilbar und folg-

lich ein Nullteiler, was nach dem obe; Festgestellten mit der linearen
Unabhingigkeit von @, &, ..., &, ... im Widerspruch stinde. Es muf

mithin b eine Einheit sein, und wir haben « = — Zv'(b—l-bi)va,i ((p)-
=1

Mit Hilfe der beiden eben gemachten Bemerkungen sind wir nunmehr
imstande, eine regulire Modulbasis von R hinsichtlich B zu konstruieren.
Es selen e, ¢, ..., &, ... samtliche Elemente von R in einer beliebigen
Wohlordnung*$). Nur wollen wir der Einfachheit halber ¢, als Einheit
voraussetzen. Wir zeigen dann durch transfinite Induktion: Fir jedes 7
kann man aus den Elementen «; (1 <t bzw. ¢ <7, falls v —1 nicht
existiert) eine Teslmenge M, = {eto, =B, toy=P,, - . .} linear unabhdingiger
Elemente herausgreifen, derart, daf jedes « fir ¢ <v baw. i <7t erner

Kongruenz o; = 3 a;f., (p)) gentgt. Dabe:i kann insbesondere I, stels
=1 -

16) Unter o verstehen wir immer den charakteristischen Exponenten von R, so
daB p2~1 £ 0; pé’ 0 ist.
17y Man beachte, da8 hier die Vor. benutzt wird, daB p einen Primteiler aus E
bedeutet!
18) Falls z— 1 nicht existiert, entspricht der Ordnungszahl 7 kein ‘Element o;!
Mathematische Annalen, 92. 13
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so gewdhlt werden, daf M, die simtlichen Mengen M., (7, <t) enthdlt.
In der Tat, fiir z==1 ist M, = {«,} die gewiinschte Menge, gibt es ferner
fiir v — 1 eine Menge 9%,_,, so kdnnen wir nach dem oben Festgestellten
M, = {M, 1, & } bzw. M, = M, _, setzen, je nachdem «, von den Elementen
der Menge 9,_, linear unabhingig ist oder nicht; und ist schlieBlich die
Behauptung im Falle, daB 7 — 1 nicht existiert, fiir alle 7, <7 richtig,
so gilt sie auch fiir v, = 7, denn man braucht fiir ¢, dann nur die Ver-
einigungsmenge aller M,, (7, < r) zu wihlen??).

Verstehen wir nun unter M = {B,, Bss .- -» Bs» . ..} die Vereinigungs-
menge aller M, , so sind die Elemente g, ersichtlioh alle linear unabhéngig,

und es kann daher, wie oben festgestellt, f = Z,’a@ B., nur dann Nullteiler

sein, wenn alle @, Nullteiler sind. Daraus folgt daf die Elemente f, eine
reguldre Modulbaszs von R hinsichtlich R bilden, sofern wir nur zeigen
konnen, daf sich jedes Element aus B linear durch die B, darstellen lifst.
Das ergibt sich aber ohne Schwierigkeit aus dem in A. IT so oft benutzten
,,Korrektionsgliederverfahren“. In der Tat, ist « ein beliebiges Element
aus R, so haben wir angesichts der Konstruktion der Menge I eine Glei-

chung ¢ = 2’ aé”ﬁ,;n—}—pal. Indem wir jetzt ¢, modulo p durch die g,
i=1

Y2
ausdriicken, kommen wir weiter zu einer Gleichung ¢ = Y a;” 8.0 + p°- e
=1

und nach p Schritten finden wir: « = Za@) Bro. Die Elemente §, bilden

also wirklich eine regulire Modulbasis von R hinsichtlich R, es gilt nicht
nur der erste Teil von Satz 5, sondern auch die Umkehrung.

Die fiir Satz 5 wesentliche Bedingung, daf R und R den gleichen
Primtesler p besitzen, ist mit der Forderung identisch, daff der charak-
teristische Exponent o' von B gleich dem charakteristischen Exponenten o
von R ¢st. In der Tat, ist p’ ein Primteiler aus B, p ein solcher aus R,
s0 ist p = r-p’*, wobei  eine Einheit bedeutet, und wegen p2=1=0; p¢=0
ergibt sich da.raus fir o die Ungleichung: (¢ —1)-4 <9’ <L ¢-4. Daraus
folgt, daBl o dann und nur dann gleich o’ ist, wenn die Gleichung 2 =1
gilt, d. h. wenn p auch in R Primteiler ist.

Auf Grund der gemachten Bemerkung konnen wir Satz 5 kurz so
aussprechen: ’

Die reguldren Erweiterungen des speziellen zerlegbaren Ringes R sind
die einzigen speziellen zerlegbaren Erweiterungsringe mit dem gleichen
charakteristischen Exponenten.

%) Vgl. zu diesem Beweis den ganz analogen Beweis von Satz 21, A. IT § 8!
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Aus dem gewonnenen Ergebnis folgt insbesondere:

Ist R ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Primieiler p, so st
jede requldr algebraische und transzendente Erweiterung R ein spezieller
zerlegbarer Ring mit dem gleichen Primtesler.

Denn die regulir algebraischen und transzendenten Erweiterungen be-
sitzen ja, wie in A.IT § 7 gezeigt wurde, stets eine regulire Modulbasis
hinsichtlich des Ausgangsringes.

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz be-
weisen, aus dem hervorgeht, daB die in A.I und A.II gewonnenen
Resultate bei zerlegbaren Ringen in wesentlich einfacherer Weise ab-
geleitet werden konnen, als es im umfassenden Fall méglich war. Wir
zeigen namlich:

Satz 6. Ist o« esn Element aus einer belzebigen, speziellen Erweite-
rung des speziellen zerlegbaren Ringes R, so ist « hinsichtlich R regulir
algebraisch, wenn es Nullstelle einer Primfunktion aus B, ist, es ist hin-
sichtlich R requlir transzendent, wenn es Nullstelle keiner requldren Funk-
tion aus R isi.

Um den ersten Teil unseres Satzes zu beweisen, miissen wir zeigen,
daB « als Nullstelle von g(z) keiner Gleichung von niedrigerem Grade
als g(«) mit Koeffizienten aus B geniigen kann. In der Tat, ist a(z)=0
eine solche Gleichung, so kénnen wir a(z) auf die Gestalt a(z) = p“-f(z)
bringen, wobei f(x) eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g ()
bedeutet. Dann aber miissen f(z) und g(z) teilerfremd sein, und aus
g(e)=0, a(¢)=0 folgt p*=10, d.h. a(2) muB identisch verschwin-
den. — In #hnlicher Weise zeigen wir zum Beweise des zweiten Teiles
unseres Satzes, daB « notwendig Nullstelle eines reguliren Polynoms sein
muB, falls es iiberhaupt einer nicht identisch bestehenden Gleichung mit
Koeffizienten aus R geniigt. Ist nimlich a(«)=0, so setzen wir wie oben
a(x)=p*-f(x), wobei f(x) ein regulires Polynom bedeutet. Sollte nun
pe =0 sein, so ist f(«) ein Nullteiler des Erweiterungsringes, dem «
angehort. Da aber dieser Erweiterungsring nach Vor. speziell ist, so
haben wir fiir eine gewisse natiirliche Zahl ¢’: f 9'( «)=0, d. h. ¢ ist Null-
stelle des reguliren Polynoms ().

Satz 6 konnte im umfassenden Fall nur unter der einschrinkenden
Vor. bewiesen werden, daB « einer reguldren Erweiterung von R an-
gehort. Man konnte nun vielleicht auf Grund des hier gewonnenen weiter-
gehenden Resultats annehmen, daB sich etwa die Theorie der unvoll-
kommenen zerlegbaren Ringe wesentlich griindlicher ausbauen liefle, als es
im umfassenden Fall moglich war. DaB dem nicht so ist, lehren die
Gegenbeispiele, durch die wir in A. I und A. If zeigten, daB man bei

18*%
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unvollkommenen Ringen nicht zu den gleichen Isomorphiekriterien gelangen
kann wie bei den vollkommenen; denn diese Gegenbeispiele sind dem Ge-
biet der zerlegbaren Ringe entnommen.

§ 4.

Allgemeine einfache algebraische Erweiterungen zerlegharer Ringe.

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, den allgemeinsten
Fall zu untersuchen, in dem wir von dem speziellen zerlegbaren Ringe B
durch Adjunktion eines einzigen Elementes « wiederum zu einem speziellen
zerlegbaren Ringe R (&) gelangen. Ohne Interesse ist die Moglichkeit, da8
« Nullstelle von iiberhaupt keiner Funktion aus R, ist. Denn dann ge-
langen wir offenbar zu einer regulér transzendenten Erweiterung von R,
wenn wir die Gesamtheit aller rationalen Funktionen in ¢ mit Koeffizienten
aus R bilden, bei denen das Nennerpolynom mindestens einen reguliren
Koeffizienten besitzt.

Wir beschiiftigen uns daher in Zukunft nur mit den Fillen, in denen
« Nullstelle mindestens eines Polynoms aus R, ist — es soll («) dann
als allgemeine algebraische Erweiterung von R bezeichnet werden. Die
Gesamthest der Polynome in z, die fir x = o verschwinden, bilden ein
ldeal a aus R, und dieses Ideal muf, wie aus dem Satz 6 des voran-
gehenden Paragraphen folgt, mindestens eine regulire Funktion enthalten.
Ferner ist ohne weiteres klar, daB in a kein von O verschiedenes Element
aus R vorkommen kann, denn ein Element aus R soll ja in dem Erwei-
terungsring B nur dann verschwinden, wenn es bereits in R verschwindet.
Schlieplich erkennt man leicht, dap das Ideal a primdr sein muf, falls
R («) ein spezieller zerlegbarer Ring sein soll.

Wire nimlich a nicht primér, so wire es das Produkt von zwei teiler-
fremden Idealen a, und a,. Dann aber kénnte man aus a, und a, zwei
Funktionen f,(x) und £, (x) auswahlen, die teilerfremd, und daher sicher
nicht durch a teilbar wiren. Es gibe mithin wegen f,(z)-f,(x) =0 (a)
und der daraus folgenden Gleichung f, («)-f,(¢)=0 in R («) zwel teiler-
fremde Nullteiler, nédmlich f,(«) und f,(«), R(«) wire also sicher nicht
speziell. Als primires Ideal muB a nach den Entwicklungen von § 2 eine
gekiirzte Normalbasis

a= (h (x)s pyl'}ﬁ (x)> p.llx-l'#z.he (x)) L] pulf#rk. '+Iu6'ha(x))

besitzen, wobei p einen Primteiler aus B bedeutet, und die Funktionen
h(z)=ho(2), by (2), ..., ho(x) sémtlich zum Primideal p = (g (=), p) ge-
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hérige Primirfunktionen sind %), mithin die Gestalt h;(z)= l,(w)gg( z)
besitzen. Nzt

Wir behandeln zunichst den Fall, da8 R = R () denselben cha.rakte-
ristischen Exponenten wie R hat, und daB infolgedessen ein Primteiler p
aus R auch in B Primteiler ist. Aus den Entwicklungen von § 8 kann
man leicht schlieBen, daB in diesem Falle R eine reguldr algebraische
Erweiterung von R darstellen muB, man kann aber diese Tatsache auch
ohne die oben angestellten allgemeinen Uberlegungen einfach so einsehen:

Da das Element g(«) offenbar in B ein Nullteiler sein muf, und
da p auch in E Primteilereigenschaft besitzen soll, so muB eine Gleichung
p#-f(e) =g (&) bestehen, wobei f(«) ein regulires Element aus R be-
dentet, und diese Gleichung ist mit der Kongruenz p*-f(z)=g(«) (a)
identisch. @ enthilt also die Primfunktion ¢(z)— p#-f(z), und mulB
mit dem durch diese Primfunktion erzeugten Ideale (g(z)) identisch sein,
weil andernfalls in a entgegen unserer Voraussetzung ein von 0 ver-
schiedenes Element aus R auftrite?').

Der Ring R ist demnach dem Restklassensystem nach einer Prim-
funktion aus R, isomorph, d. h. er ist eine einfache regulire algebraische
Erweiterung Von R, und wir kénnen den Satz aussprechen:

Satz 7. Ist « nicht hinsichilich R transzendent und ist R(«)
ein spezieller zerlegbarer Ring mit den gleichen charakteristischen Expo-
nenten wie R, so ist R(«) eine regulir algebraische Erweiterung des
Ringes R.

In einfacher Weise 148t sich die Frage nach der allgemeinsten alge-
braischen Erweiterung noch in dem Falle beantworten, dal R ein Kérper
ist, also den charakteristischen Exponenten o =1 besitzt. Hier hat jedes
primare Ideal o aus B, die Gestalt (g(x))e wobei g(z) eine Primfunktion
bedeutet, und man smht unmittelbar, daf der durch Adjunktion einer
Nullstelle ¢ von a entstehende Ring R = R(«) einen zerlegbaren Ring
mit dem charakteristischen Exponenten ¢’ und dem Primteiler g(«)
darstellt.

Satz 8. Die allgemeinste einfache algebratsche Erwesterung, die von
einem Korper R zu einem speziellen zerlegbaren Ring mit dem charakte-
ristischen E’xponenten o fiikrt, enisteht aus R durch Adjunktion einer
Nullstelle der o'-ten Potenz einer Primfunkiion g(x) aus B,, d. h. sie ist
zu dem Restklassensystem nach (g (x)° ) isomorph.

20y Man beachte hier, daB die Moglichkeit, daB eine der Funktionen k() eine
Einheit ist, durch die Voraussetzung, & solle kein Element aus R enthalten, aus-
geschlossen ist!

1) Man beachte, daB g(xz) als Primfunktion zu jeder reguliren Funktion pie-
drigeren Grades teilerfremd ist.
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Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, da R einen von 0 ver-
schiedenen Primteiler p enthé’,lt, der im Ringe R die Primteilereigenschaft
verliert. Es sei dann p’ ein Primteiler aus B. Als Nullteiler mu p’ die
Gestalt p’ = g («)-k (&) + p-k,(«) besitzen, wobei wir k, («) von niedrigerem
Grade als g(«) annehmen diirfen. Wire namlich p —g(oc) k(w)+7r(a),
wobel 7 () eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g(z) be-
- deutet, so wiren h(z)= l(x)-g( )—f—q\x) und g(x) -k( x)ﬂ~r(x) teiler-

fremd. . SA NN - e b

Zwischen p und p muB eine Glelchung von der Form p-m (oz) ' (2>1)
bestehen, wobei m («) ein regulires Element aus R bedeutet. Aus diesem
Grunde miissen m (z) und g(z) teilerfremd sein und m (z) besitzt daher
die Form m (x) = m, (x)-g(x)+ r(x), wobei r(z) eine regulsre Funktion
bedeutet, deren Ordnung niedriger ist als der Grad von g(z). Die zwischen
p und p’ bestehende Gleichung ist identisch mit einer Kongruenz von
der Form

(1) p-my(2)-g(2)+p-r(z)— F(z)-g(z) —p*k ()= 0(a),

dabel bezeichnet F(z)-g(x) den durch g(z) teilbaren Bestandteil von
(k(z)-g(x) 4+ p-k,(x))". Ist nun a durch das Ideal (g(x), p?) teilbar,
80 geht aus der Kongruenz (1) die Kongruenz

(2) per(z)— ik (2) = 0((g (2), p*))

hervor, und daraus folgt weiter wegen 4 >1

(3) p-r(x) =0 ((g(x), p*))-

Die Kongruenz (3) ist aber unméglich, weil r(z) eine regulire Funktion
von niedrigerem Grade als g(z) ist. Als notwendige Bedingung dafir,
daf3 R einen speziellen zerlegbaren Ring darstellt, ergibt sich also, daf
das Ideal a und mithin nach einer oben gemachten Bemerkung alle
durch a teilbaren Funktionen niedrigsten Grades micht durch das Ideal
(g(z), p?), also auch nicht durch das Ideal {g(x), p)® teilbar sein diirfen.

Es ist nun zu untersuchen, wie weit diese Bedingung auch hinreicht.
Zunichst betrachten wir den Fall, daB a = (% (z)) ein Hauptideal ist. Jeder

Nullteiler des Ringes R besitzt dann die Gestalt k(&)-g(e)+p°-r(e), *

wobei r(e«) eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g(«) be-
deutet, und umgekehrt ist jedes Element dieser Form ein Nullteiler. Der
Beweis dieser Tatsache folgt miihelos daraus, da8 % () eine zum Prim-
ideal (g (), p) gehdrige Primirfunktion ist. Machen wir jetzt die An-
nahme, daB A (z) nicht durch das Ideal (g(x), p®) teilbar ist, so muB
h(z) die Gestalt k(x)=1(x)-g(z)-+ g(x) besitzen, wobei g(x) von

niedrigerem Grade als g(z) und nicht durch p? teilbar ist, d.h. wi{
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haben g (z) = p-r, (¢), wobei r, () eine regulire Funktion bedeutet, die von

niedrigerem Grade als g (z), und mithin zu g(z) und A4 () teilerfremd ist.
Da nun % () als Primirfunktion die Gestalt h(z)=e(z)-g(2)"+ Q(z) -

besitzen mufl, so ergibt sich aus der Gleichung % («)=0 eine Gleichung
von der Form g(«)=p-e~'(a) (F(a)-g(¢)+r,(¢)), und es muB
F(a)-g(¢)+ 7, («) eine Einheit aus R sein, weil, wie oben bemerkt,
b(z) und r (x), also auch k(z) und F(z)-g(z)-+r,(x) teilerfremd
sind. Daher gilt in B eine Gleichung p =g («)”-G(«) und jeder Null-

teiler aus R 148t sich als Produkt einer Einheit mit einer Potenz von T

g () darstellen, d. h. R ist ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Prim-

teiler g(«). Es handelt sich um die Bestimmung des zu R gehérigen ~

charakteristischen Exponenten o’. Jedenfalls ist ¢ («)“?=0, d.h. es ist

o Lu-o. Wire aber o’ < u-o, so wire wegen des Bestehens der Glei-
chung p = g(e)“-@(«) auch p™.g(«)* =0, wenn man

o' =vut g (<o, < pu)

Y1

setzte. Das ist aber unmoglich, weil g (z)™*-p"* von niedrigerem Grade
als h(z) und p*»+ 0 ist. Wenn also B das Restklassensystem nach
einer Primdrfunktion darstellt, so ist sein charakteristischer Exponent durch
u-0 gegeben.

Wir wenden uns jetzt zur Behandlung des allgemeinsten Falles. Die
bisher angestellten Uberlegungen, durch die wir zeigten, daB R ein
spezieller zerlegharer Ring ist, falls ¢ nicht durch (g(z), p)2 teilbar ist,
lassen sich unmittelbar hierauf iibertragen. Wir haben noch zu unter-
suchen, welchen Beschrinkungen das Ideal a dadurch unterworfen ist,
daB wir fordern, es solle keine Elemente aus R enthalten. Zu diesem
Zwecke betrachten wir eine gekiirzte Normalbasis von a:

(4) a=(h(x), pr-hy(x), patie-h,(x)...).

Dabei diirfen wir annehmen, daf in (4) allgemein u;,> 0 ist, und
daf die A,(z) zur Primfunktion g¢(z) gehorige Primérfunktionen von
niedrigerem Grade als % (z) bedeuten. Ist &, (z) =g (z)"+ ¢, () (u>»),

50 besteht infolge der speziellen Gestalt von % (z) eine Kongruenz von
der Form

(8) hy(2) = g(2)" -k (2) +9(2)" (h(2)).
(Man beachte, daB nach den fiir den Fall a= (k(x)) angestellten
Uberlegungen eine Kongruenz p = g ()" -G (z) ((h x))) gelten muB.)
Da nun die Funktionen A (z) und g(2)“™"-k, (2)+ r. teilerfremd _
sind, so gibt es eine reguldre Funktion £, (x) dle der Kongruenz °
k() hy(z)=g(z)” ((h(x))) Geniige leistet. Man kann also in der

e
W
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Basis von a die Funktion p“*-h, (z) durch p™.g(z)” ersetzen. Ferner
mul u, =9 —1 sein; denn aus der Gleichung p“.g(a)”"=0 folgt
p“*-g(@)“=0 und wegen des Bestehens der Gleichung % (e) =0 ergibt
sich hieraus wegen der Gleichheit der Ideale (p) und (g(«)”) die Glei-
chung p#+1=0. Es ist also gemif unserer Behauptung entweder u, = o,
und dann ist a ein Hauptideal, oder es ist u, = o —1, und a besitzt die
Basis (& (), p*™'-g(2)”) (0 <» < p). Im letzteren Falle ist der charakte-
ristische Exponent von R durch ¢'= u-(¢ —1)+» gegeben. Das Ge-
samtresultat unserer Untersuchung iiber nicht regulire algebraische Er-
weiterungen spezieller zerlegbarer Ringe fassen wir unter Beachtung der
‘Bemerkung vom Schlusse-ven-§.2 in dem folgenden Satze zusammen:

i S

Satz 9. Die allgemeinste esnfache algebraische Erweiterung, die von
dem speziellen zerlegbaren Ring B mit dem charakteristischen Exponenten
0>2 zu einem gleichfalls zerlegbaren speziellen Ringe R fihrt und die
Eigenschaft besitzt, daf alle in R verschiedenen Elemente auch in R ver-
schieden sind, besteht aus den Restklassen aller Polynome einer Variablen o
mit Koeffizienten aus R nach eimem mnicht durch das Quadrat seines
Primideals teilbaren Primdrideal o von der Form (g (z)* -+ g (), p® g (2)"),
wober g (x) eine Primfunktion aus dem zu a gehorigen Primideal be-
deutet, und die Ungleichung 0 <v < u besteht. Die niedrigste Potenz,
fir die der Primteiler p' = g («) aus R verschwindet, ist o' = pu(o — 1) + ».22)

Eine spezielle Folgerung aus dem eben formulierten Theorem ist
nachstehender Satz, der in einem Spezialfalle bereits von Herrn Fraenkel
bewiesen wurde ?®).

Satz 10. Ist R ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Exponenten
0==2, so ist jedes Restklassensystem nach einer irreduziblen Funktion
aus R, gleichfalls ein spezieller zerlegbarer Ring.

In der Tat, auf jeden Fall muf} eine irreduzible Funktion Primér-
funktion sein. Unter unseren Voraussetzungen ist aber ferner diese Primér-
funktion entweder eine Primfunktion, oder sie geniigt der in Satz 8 ge-
forderten Bedingung, weil man sonst von ihr eine Primfunktion als Faktor
abspalten konnte. Wir bemerken noch:

Das Restklassensystem nach einer reduziblen Primdrfunktion ist nie
ein spezieller zerlegbarer Ring, wenn der Ausgangsring kein Korper ist.

Ist nimlich & ()= (g(2)*+ ¢, (z))-(9(x)*+ ¢, (x)), so sind beide
Faktoren durch (g(z), p) und folglich % (z) durch (g (), p)? teilbar.

22) Besitzt das Ideal o eine eingliedrige Basis, s0 ist » = u zu setzen!
33) Uber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen. Leipzig b. Teubner
(1916), 8. 57.

¢
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§ 5.

Fortgesetzte Betrachtung der allgemeinen algebraischen Erweiterungen.

Wir wollen nun die allgemeinen algebraischen Erweiterungen noch
etwas eingehender untersuchen. Dabei miissen wir uns, wie durch ein Bei-
spiel gezeigt werden soll, um zu befriedigenden Ergebnissen zu kommen,
shnlich wie in A. I § 10 auf vollkommene Ringe beschrinken.

Satz 11. Ist R eine allgemeine einfache algebraische Erweiterung
des wvollkommenen Ringes R, so konnen wir zwischen R und R einen
Ring R derart einschalten, daf3 R eine reguldr algebraische Erweiterung
von R darstellt, wihrend R aus R einfach durch Adjunktion eines neuen
Primiteilers (also durch Adjunktion einer Nullstelle eines™ zum Prim-
ideal (x, p*) gehorigen Primidedls) entsteht.

Ist wmgekehrt R eine reguldr algebraische Erweiterung von R und
entsteht B aus B durch Adjunktion eines meuen Primteilers, so kann R
als einfache allgemeine algebraische Brweiterung von R aufgefaft werden.

Es sei R = R («), wobei « eine Nullstelle des zum Primideal (g (), p*)
gehorigen Primirideals a bedeuten mége. Dann ist g(«) ein Nullteiler
aus R, den wir mit p bezeichnen wollen, es ist mithin « Nullstelle der
Funktion g(z)— 7 aus R,. Es bezeichne nun K den dem Ringe R,
K den dem Ringe R im Smne von A.I §6 zugeordneten Korper?t),
g(z) bedeute das den modulo p* kongruenten Funktionen g(z) und
g(z) — p zugeordnete Polynom aus K,. g(w) ist in K, irreduzibel und
muB wegen der Vollkommenheit von K im Korper K, der eine algebra-
ische Erweiternng von K darstellt, in lauter teilerfremde irreduzible Fak-
toren zerfallen. Daraus ergibt sich nach A.I §7, daB die Funktionen
g(z) und g(z)— P in K, in teilerfremde Primfunktionen zerfallen miissen,
und zwar miissen bei geelgneter Zuordnung entsprechende Primfunktionen
der beiden Zerlegungen modulo p* kongruent sein. Daraus ergibt sich,
daB g(z) in R eine mit « modulo p* kongruente Nullstelle &’ besitzen
muB. « ist nach Satz 6 hinsichtlich R regulir algebraisch, der Ring
R =R(c') stellt eine regulire Erweiterung von R dar, und wegen der
Kongruenz «=«’(p*) ist den Ringen R und E derselbe Korper K zu-
geordnet, d. h. E enthilt aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Ele-
mente von B mindestens eines. Ad]ungleren wir nun zu R einen beliebigen
Primteiler 5 aus R, so kommen wir zu einem Bereiche R’, dem erstens
der Koérper K zugeordnet ist, und der zweitens aus jeder Klasse aqui-
valenter Primteiler von B mindestens einen Vertreter enthilt, Aus diesen

#) Also den Kérper, der aus B bzw. B dadurch entsteht, daB man alle Null-

teiler dem Nullelement gleichsetzt.
.
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beiden Tatsachen ergibt sich aber, nach dem in A.I und A. II hiufig be-
nutzten ,, Korrektionsgliederverfahren*?2®), die Identitit von R und R’,
und hiermit ist der erste Teil von Satz 11 bewiesen.

Zum Beweis des Schlusses nehmen wir an, es sei « ein Element,
durch dessen Adjunktion R aus R entsteht, wihrend P einen Primteiler
aus R bedeuten moge. Dann ist B = R (« - p). Sicher enthilt nimlich
R(«¢+ p) aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente von R min-
destens einen Vertreter. Wir haben also, wie genau wie oben aus dem
Korrektionsgliederverfahren folgt, zum Beweise der Gleichung E = R (« -+ P)
nur zu zeigen, daB R (« -+ P) einen Primteiler aus R enthalten muB. Das
ist aber der Fall, wir haben nidmlich nach der Taylorentwicklung:

gla+p)=g(e)+P 9" («)+p* k(a) =P (9" (&) + P - h(a)),
wobel ¢’(xz) die formal gebildete Ableitung von g(x) bedeutet. Wegen
der Voﬂkgg_@gghﬁit des Ringes R ist nun ¢'(z) zu g(2) teilerfremd,
und es 1st daher g’(e), also g'(e) ~5-h(e) ein regulires Element aus
R, es stellt mithin 5. (¢'(«) +P-h(«)) einen in R(« 4 p) auftretenden
Primteiler dar, und daraus folgt, wie oben bemerkt, die Gleichung
B =R(¢+p). Der Beweis von Satz 14 ist hiermit abgeschlossen.

Wir wollen nock durch ein Gegenbeispiel zeigen, dafi mindestens der
erste Teil des Satzes fiir unvollkommene Ringe seine Giliigkeit verliert.
Es sei R = K,(t) der Korper aller rationalen Funktionen von ¢ mit
Koeffizienten modulo 2, und es sei weiter B = R («), wobei « eine Null-
stelle des Ideals ((x® — ¢)?) bedeutet. ' Dann enthilt E kein hinsichtlich R
regular algebraisches, von den Elementen von R selbst verschiedenes
Element. Andernfalls miilte nimlich insbesondere in R ein Element
B =11 vorkommen, das der Glelchung j —=t=0 genugte 26), und dieses
Element miifite mit ¢ modulo” p* kongruent sein, weil ja « modulo p*
ebenfalls Nullstelle des Polynoms x? — ¢ ist. Bedeutet aber ¢ einen Null-
teiler, so haben wir wegen 2.9,=0; ¢?=0 stets (¢4 ¢)?=«?, und
wegen «? —t <=0 kann daher ein Element 8 von der gewiinschten Art
in R nicht existieren. Bei unvollkommenen Ringen ist es also mitunter
unméglich, zwischen B und R einen hinsichtlich R reguliir algebraischen
Ring R so einzuschalten, da8 B aus R durch Adjunktion eines Primteilers
entsteht, Satz 11 verliert seine Giiltigkeit.

Wir wenden uns wieder zu vollkommenen Ringen. Der Ring B soll
als eine allgemeine endliche algebraische Erweiterung des Ringes B be-

25) Vgl. die Anmerkung bei § 6, wo nochmals von der hier benutzten SchluB-
weise Gebrauch gemacht wird.
2%) Dies folgt einfach daraus, daB der dem Ringe B zugeordnete Karper K aus

R =K durch Adjunktion von /¢ entsteht.
L 4
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zeichnet werden, wenn R aus B durch sukzessive Ausfiihrung von endlich
vielen allgemeinen einfachen algebraischen Erweiterungen entsteht. Dann gilt

Satz 12. Jede allgemeine endliche algebraische Erweiterung eines
vollkommenen zerlegbaren Ringes ist einfach.

Es sei R der Ausgangs-, R der Erweiterungsring. Dann geniigt es
nach dem letzten Teil von Satz 11 zum Beweise von Satz 12, wenn wir
zeigen, daB sich zwischen R und R ein Erweiterungsring R so einschalten
148t, daB R eine einfache regulir algebraische Erweiterung yon R dar-
stellt, wihrend R aus B durch Adjunktion eines Primteilers erzeugt
werden kann. Wir fithren den Beweis dieser Tatsache der Einfachheit
halber fiir den Fall, daB R aus R durch zweimalige allgemeine algebraische
Erweiterung entsteht. Die Verallgemeinerung auf n-malige Erweiterung
ist dann trivial. Es sei also RY = R(«); E= R"“(8), wobei « ein hin-
_stehtlich R, f ein hinsichtlich R im allgemeinen Sinne algebraisches
Element bedeutet. Dann kénnen wir nach Satz 11 zwei Zwischenringe R
und B® so bestimmen, daB B™ hinsichtlich R, R® — R™(#’) hinsichtlich
R™ regulsr algebraisch ist, und daB R™ aus R®, R aus R® jeweils
durch Adjunktion eines Primteilers entsteht. Ist nun g(z) diejenige Prim-
funktion aus R", deren Nullstelle g’ ist, so kann man eine zu g(z)
modulo p* kongruente Primfunktion ¢’(z) aus lzﬁfm finden, da ja R™ aus
jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente von Ii‘” mindestens eines
enthilt. Wegen der Vollkommenheit von R™ und R™ folgt nun nach
bekannten Schliissen, daB es in B® eine mit g’ modulo p* kongruente
Nullstelle 8” von ¢’ (z) gibt und daB g” hinsichtlich R™ reguldr algebraisch
ist. Der Ring R=R" (ﬂ”) ist mithin eine endliche regulir algebraische,
also wegen der Vollkommenheit von R eine einfache regulire Erweiterung
von R. Ferner ist dem Ringe B, wie leicht (etwa durch Gradabzihlung)
einzusehen, derselbe Korper zugeordnet wie dem Ringe R® und folglich
wie dem Ringe B. R kann also aus B durch Adjunktion eines Prim-
teilers gewonnen werden. Hiermit ist, in Anbetracht von Satz 11, Satz 12
fiir eine zweifache Erweiterung bewiesen, und das Ergebnis 1a8t sich, wie
sofort zu sehen, unmittelbar auf n-fache Erweiterungen iibertragen.

Mit dem szuletzt gewonnenen Resultat wollen wir die Betrachtung
der allgemeinen endlichen Erweiterungen abschlieBen. Aus den Sitzen
11 und 12 folgt, daB man, um tiefer in die Natur dieser Erweiterungen
einzudringen, sich jedenfalls auf das Studium von solchen Erweiterungs-
ringen beschrinken darf, die aus dem Ausgangsring durch Adjunktion
eines Primteilers entstehen; denn die regulir algebraischen Erweiterungen
eines vollkommenen Ringes wurden ja bereits in A.I § 10 erschopfend
behandelt. -
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Man kénnte auch noch allgemeine unendliche Erweiterungen in Be-
tracht ziehen. Diese diirften in verschiedener Hinsicht von groBem Interesse
gein, sie fithren aber jedenfalls zu Bereichen, die keine zerlegbaren Ringe
im Sinne von § 1 mehr sind. Das Studium der allgemeinen unendlichen

" Erweiterungen fillt daher aus dem der vorliegenden Arbeit gesteckten

£

follh

Rahmen heraus.

§ 6.

. Die endlichen zerlegbaren Ringe.

Um samtliche Typen von endlichen zerlegbaren Ringen zu erhalten,
geniigt es natiirlich, die Typen der speziellen zerlegbaren Ringe auf-
zustellen, da man ja aus diesen nach der im zweiten Teil entwickelten
Method die “llgemeinen ableiten kann.

Was nun die speziellen zerlegbaren Ringe angeht, so ist zunéchst zu

bemerken, dafB jeder (endliche und nicht endliche) ,,Grundring**) Anens’
zerlegbaren Ring darstellt. Denn ein Grundring entsteht ja aus dem in
evidenter Weise zerlegbaren Ringe der Restklassen nach einer Primzahl-
potenz durch regulir algebraische und transzendente Erweiterungen, ist
also nach § 3 selbst zerlegbar, und zwar gibt es unter den Vielfachen des
Einheitselements einen Primteiler des Grundringes.
Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wie ein beliebig gegebener
spezieller zerlegbarer Ring aus seinem Grundring entsteht. Er ist jeden-
falls dann mit seinem Grundring identisch, wenn im Grundring ein Prim-
teiler *vorkommt; im anderen Falle kann er aus dem Grundring durch
Adjunktion eines Primteilers erzeugt werden. Ist nimlich R, ein Teil-
bereich von R, der den Grundring sowie einen Primteiler von R enthilt,
so enthilt R, aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente sowie
aus jeder Klasse Aquivalenter Nullteiler mindestens einen Vertreter und
muB daher nach einer im ersten und zweiten Teile verschiedentlich an-
gewandten SchluBweise mit R identisch sein ).

Es sei jetzt B ein von seinem Grundring R® verschiedener, zerleg-
barer Ring, p sei einer seiner Primteiler. Dann muB p hinsichtlich RW
algebraisch sein und die Adjunktion von p zu R® stellt daher eine der
in den beiden vorangehenden Paragraphen besprochenen, allgemeinen alge-
braischen Erweiterungen dar. Die in § 4 und § 5 hergeleiteten Sétze konnen
uns daher sofort zur Aufstellung eines Theorems iiber die endlichen zerleg-
baren Ringe dienen. Wir haben nur die Tatsache zu beachten, dal fiir
die in Satz 8 und Satz 9 auftretende Primfunktion g(z) im vorliegenden
Falle 2 gewihlt werden darf, da ja p der Gleichung p¢ =0 geniigt.

27) Zum Begriffe des Grundringes vgl. A. IT § 4 u. 6.
28) Vgl. A. T § 10 S.120, sowie A. II § 7.
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Satz 18. Es sei R ein endlicher, spezieller zerlegbarer Ring, p einer
sesner Primieiler, o sein charakteristischer Exponent, wihrend p, und g,
fiir den zugehorigen Grundring R™ dieselbe Bedeutung haben. Dann sind
folgende Félle moglich:

a) 0 =g, In diesem Falle ist R® mit R identisch.

b) o=p-(0—1)+»(u>1 0<r< ). In dzesem Falle entsteht
R aus R™ durch Adjunktion von p und dasjenige Ideal “Gus dem zu B®
gehsrigen Funkiionenring, dessen Nullstelle p ist, besitzt eine Basis von
der Form (z+ 4 q(2), p§~ ' x”), wobes q(x) fiir p,==0 mnicht durch
D tezlbar zst - (XA pix) o= xp,

Ferner erglbt sich aus den Resultaten von § 5 “folgender Satz, der
in der Theorie der Ideale eines algebraischen Zahlkorpers eine bedeutende
Rolle spielt ®%):

Satz 14. Jeder endliche spezielle zerlegbare Ring kann aus dem
(aus de &szelfacken des Binheitselements bestehenden) Primring R durch
einfache dlgebraische Erwesterung gewonnen werden.

Satz 14 ist eine unmittelbare Folge des zweiten Teils von Satz 1%.
Denn der Grundring ist ja eine endliche reguldr algebraische Erweiterung
des Primrings, wihrend R selbst, wie eben festgestellt, aus seinem Grund-
ring durch Adjunktion eines Primteilers entsteht.

Uber die Anzahl der Elemente eines endlichen speziellen zerlegbaren
Ringes gibt der folgende Satz AufschluB:

Satz 15. Ist o der charakteristische Exponent des endlichen speziellen
zerlegbaren Ringes R, und gibt es genau n® Klassen modulo p* tnkon-
gruenter Elemente aus R (n Primzahl)®®), so enthdlt B genaw =°¢ Elemente,
wunter denen sich 7°¢-(1 — n~°) reguldre befinden.

Es bedeute nimlich p einen Primteiler aus R, S einen Bereich, der
aus jeder Klasse modulo p* inkongruenter Elemente genau eines enthilt.
Dann erhilt man alle Elemente aus B und jedes nur einmal, wenn man

o—1
alle Polynome von der Form 3 a,p’ mit Koeffizienten aus S betrachtet.
i=0

-1
Ebenso lassen sich alle Nullteiler aus B eindeutig in der Form %Z’a,- P
darstellen. o

29) Vgl. z. B. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. Jahresbericht
d. Deutschen Mathematikervereinigung 4 (1897), S. 193.

30) Die Anzahl der mod p* inkongruenten Elemente aus R ist sicher eine Prim-
zahlpotenz, sie ist ndmlich gleich der Anzahl der Elemente des dem Ringe R zu-
geordneten endlichen Korpers K.
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Jedes regulire Element aus dem endlichen speziellen zerlegbaren Ringe
R geniigt der Gleiehung #°"¢1-7"% — y, = 0. Doch hat dieses Analogon
zum kleinen Fermatschen Satz keine tiefere Bedeutung, da die Funktion

Bekanntlich sind zwei endliche Korper isomorph, wenn sie dieselbe
Elementezahl besitzen. Enisprechendes ¢ilt von zwel Grundringen, die in
der Anzahl threr Elemente und ¢m charakteristischen Exponenten vberern~
stimmen. Man kénnte vermuten, daf bei den endlichen speziellen zerleg-
baren Ringen die Verhdltnisse genau so liegen wie bei den Grundringen.
DaB dem aber night so ist, zeigt das folgende Beispiel.

Als Grundring wihlen wir das Restklassensystem modulo 8, und er-
zengen aus diesem Grundring durch Adjunktion von 12 bzw. 16 zwel
spezielle zerlegbare Ringe R, und R, mit den Primteilern 12 bzw. }6. Wire
nun R, zu R, isomorph, so miiite B, neben ¥2 auch V6 enthalten. Das

" kann aber nicht sein, denn sonst kime in B, — da 72 und V6 Primteiler

sind, sich _also nur um eine KEinheit unterscheiden kénnen®— auch
V6:32 =¥3 vor, und das ist, wie leicht einzusehen, unmaoglich, weil der

.Grundring }3 nicht enthilt, da ja 3 quadratischer Nichtrest nach 8 ist.

R, und R, sind daher nicht isomorph, trotzdem sie in der Elementezahl
und im charakteristischen Exponenten iibereinstimmen.

Als Beispiel fiir esnen endlichen zerlegbaren Ring moége das System
S der Restklassen nach einem beliebigen Ideale U aus esnem algebraischen
Zahlkcrper betrachtet werden. Zundchst haben wir uns zu iiberzeugen, dafl
8 tatsichlich einen zerlegbaren Ring darstellt. Das ist der Fall, denn:

1. S ist ein kommutativer Ring mit Einhestselement.

2. S enthdlt nur endlich viele Elemente, weil es nach N nur endlich
viele Restklassen g¢ibt. Jedes Element aus S ist daher nach den Ergeb-
nissen von Teil 11°) entweder Einheit oder Nullteiler.

3. In 8 ist jedes Ideal esn Houptideal, denn nach einem bekannten

Satz wird in einem algebraischen Zahlkorper modulo einem festen Ideale
jedes andere zum Hauptideal.

BEs sei jetzt A= ﬁ?Bfl, wobei die ; Primideale bedeuten, dann ist

eine beliebige Restklasse aus § ein Nullteiler, wenn einer, und folglich
jeder ihrer Reprisentanten durch eines der Ideale $B, teilbar ist, im andern
Fall ist die Restklasse eine Einheit. Zwei Restklassen sind dann und nur
dann teilerfremd, wenn nicht die Reprisentanten von beiden gleichzeitig
durch eines der Ideale %, teilbar sind. Aus diesen Tatsachen ergibt sich

s Vgl. A, II § 4.



Algebraische Theorie der Ringe. IIL 207

leicht, daf die speziellen zerlegbaren Ringe, auf die man 8 zuriickfihren
kann, durch die Restklassensysteme nach PP, P32, ..., B dargestellt
werden.

Wir betrachten also das Restklassensystem R nach der o-ten Potenz
eines Primideals . Offenbar ist o der charakteristische Exponent von B
und ein Element p aus R ist dann und nur dann Primteiler, wenn seine
Reprisentanten durch P, aber nicht durch R teilbar sind. Um nun zu
ermitteln, welcher der in Satz 13 charakterisierten Typen durch R dar-
gestellt wird, beachten wir, daB es eine natiirliche Ringzahl = gibt, die
durch B teilbar ist, und zwar mége 2= 0(P*), n==0(P“*") sein. Die
durch 7 reprisentierte Restklasse bezeichnen wir mit p,. Sie stellt sicher
einen Primteiler in dem zu R gehérigen Grundring R™ dar. Je nach dem
Verhaltnis der Zahlen u und @ ergeben swh uns folgende Fille (mit g,
wird der charakteristische Exponent von R bezelchnet)

a) uw=1. In diesem Falle ist B mat seznem Grundring RY iden-
tisch, denn p, stellt esnen Primteiler sowohl in R“ als auch in R dar.

b) u> 1. (Dieser Fall tritt bekanntlich dann wund nur dann ein,
wenn B in der Diskriminante des algebmz’schen Zahlkérpers, dem es ent-

nommen ist, aufgeht.) Setzt man o= u(g,— 1) +» (0 <» X u), so ist -

durch diese Gleichung o, eindeutig- bestzmmt und es stellt den charakte-
ristischen Exponenten von R® dar, wie man sofort erkennt, wenn man
sich tberlegt, welche Potenz von = unter unsern Vora.ussetzungen durch
B¢ teilbar wird, also verschwindet. — R entsteht aus R durch Adjunk-
tion von p und B ist Nullstelle eines 1deals (z* -+ q (), pg1a”) aus B; o,

Da es stets Primideale §§ gibt, die in der Diskriminante ihres Zahl-
korpers, also in ihrer Primzahl = in einer hoheren als der ersten Potenz
aufgehen, so lassen sich, wie man aus der eben durchgefiihrten Diskussion
erkennt, Beispiele fiir alle die in Satz 11 aufgezihlten Fille bereits unter
den Restklassensystemen nach Potenzen von Primidealen aus algebraischen
Zahlkorpern finden, der allgemeinste endliche zerlegbare Ring ist also nicht
wesentlich komplizierter gebaut als das Restklassensystem nach einem
geeignet gewihlten algebraischen Ideal. Mit dem eben Festgestellten ist
aber noch nicht nachgewiesen, daB sich jeder endliche zerlegbare Ring
durch ein derartiges Restklassensystem verkorpern laBt. Um iber die
Moglichkeit oder Unmoglichkeit einer solchen Darstellung entscheiden zu
kbnnen, miite man zunichst folgendes zahlentheoretische Problem lésen:

Es seien n,,m,, ..., 7, beliebige untereinander wverschiedene Prim-
zahlen, o, piy (E=1,2,...,n; k=1,2,...,m,) seien beliebige natiir-
liche Zahlen. Gibt es dann stets einen algebraischen Zahlkorper, in dem.

fir die Primzahlen n; eine Zerlegung m; = ?j‘,ﬁ;"‘& gilt, wobei die
k=1 “
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By, -zuesnander wund zu 2; teilerfremde Primideale bedeuten, und wobei

%

insbesondere das Resthlassensystem nach dem Primideal B, genaw n;'*
verschiedene Elemente enthdli?*) LBt sich die aufgeworfene Frage bejahen,
so ist damit folgendes gezeigt:

Es seten 7, (=1,2,...,n) beliebige, verschiedene natirliche Prim-
zahlen, oik,‘gg?, 0ix =1,2,..,m; k=1,2,...,m Qizx= @ﬂ)) seten
beliebige natiirliche Zahlen. Dann Gt sich stets ein algebraisches Ideal
A bestimmen, so daf das Restklassensystem nach U einen endlichen zer-
legbaren Ring S bildet, der sich als Summe von Zn,' m; speziellen Ringen

i=1
R"P (t=1,2,...,n; k=1,2,..., m,) darstellen ldft, wobes RY den
charakteristischen Exponenten 0;; und eimen Grundring mit 7% ver-
schiedenen Elementen und mit dem Grundringexponenten o) besitzt.

Bestimmt man nimlich w4, so, dal die Gleichung
Qik=/uik'(gzg(l):)—1)+yik (0 <7 < )

besteht, und sucht man dann einen algebraischen Zahlkorper auf, in dem
die Primzahlen 7; in der oben angegebenen Weise in Idealfaktoren zer-
fallen, so stellt nach dem frither gewonnenen Ergebnis das Restklassen-

m;
system nach ﬁ' k]i ‘,Bf;ﬁ" den gewiinschten Ring S dar.
i=1k=1 .oa

Ware nun ein endlicher spezieller Ring durch Grundring und charak-
. teristischen Exponenten eindeutig bestimmt, so wére mit der Losung des
oben formulierten zahlentheoretischen Problems die aufgeworfene Frage
erledigt. Da aber, wie gezeigt, zu gegebenem Grundring und charakte-
ristischem Exponenten mitunter mehrere wesentlich verschiedene Ringe
existieren, so sind zur vollen Erledigung des vorgelegten Problems noch
andere zahlentheoretische Untersuchungen als die oben angegebenen nétig.
Hier geniigt es, auf den ganzen Fragenkomplex nur hinzuweisen. Denn
mit Hilfe von Satz 13 beherrschen wir den Aufbau eines endlichen zerleg-
baren Ringes vollstindig, wir brauchen daher zur Typisierung dieser Be-
reiche die Darstellung durch das Restklassensystem nach einem algebraischen
Ideal gar nicht.

*) Vgl. die wihrend des Druckes erschienene Abhandlung: ,Zur Theorie der
Eisensteinschen Gleichungen® von Herrn Oynstein Ore (Math. Zeitschrift 20, S. 267—280),
in deren § 4 die hier aufgeworfene Frage fiir n=1 in bejahendem Sinne beant-
wortet ist.
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‘ §7.

Typisierung der allgemeinen vollkommenen zerlegharen Ringe.

Zum AbschluB der vorliegenden Arbeit sollen noch einige Be-
merkungen iiber die Typisierung von beliebigen vollkommenen zerlegbaren
Ringen gemacht werden. Da bei einem vollkommenen Ringe die Existenz
des Grundrings nach den Resultaten von A II feststeht, so konnen wir
sagen:

Satz 13a. Jeder wvollkommene zerlegbare Ring kann aus sernem
Grundring in derselben Weise wie ein endlicher zerlegbarer Ring durch
allgemeine algebraische Erweiterung erzeugt werden. ~

Mit Hilfe von Satz 13a konnen wir den Aufbau der vollkommenen
zerlegbaren Ringe in genau der gleichen Weise iibersehen wie den der
endlichen Ringe.

Es sollen nun noch einige weitergehende Untersuchungen angestellt
werden, die sich vorwiegend auf algebraisch abgeschlossene. Ringe be-
ziehen. Dabei wollen wir folgende Ausdrucks- und Schreibweise ge-
brauchen:

Es sei B der gegebene Ring. Dann bezeichnet R seinen Grundring,
o den charakteristischen Exponenten von R, o®@ denjenigen von R®, den
,,Grundringexponenten. Ist R® kein Korper, gibt es also eine Prim-
zahl n, so daB das Element z-7, einen von Null verschiedenen Prim-
teiler aus RV darstellt, so soll z# als ,kritische Primzahl“ von R be-
zeichnet werden, Fiir das Element z-.r, wollen wir alsdann stets die
Schreibweise p, benutzen, wihrend p, p’, ... Primteiler aus R selbst be-
deuten sollen. Als ,kritische Invariante“ u des Ringes R bezeichnen wir
schlieBlich die durch die Gleichung ¢ = (g, —1)-u+v (0 <» < u) ein-
deutig bestimmte positive Zahl u.

Wir gehen jetzt zur Behandlung der Isomorphiefrage bei voll-
kommenen zerlegbaren Ringen iiber. Natiirlich ist. wie das im voran-
gehenden Paragraphen gegebene Beispiel zeigt, ein vollkommener Ring
durch Grundring und charakteristischen Exponenten nicht eindeutig be-
stimmt. Doch sind zwei wichtige Fille hervorzuheben, bei denen die
Sache anders liegt.

Satz 16. Hin vollkommener zerlegbarer Ring, dessen Grundring ein
Korper ist,S%ist durch Grundring und charakteristischen Exponenten bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Der eben formulierte Satz ist beinahe trivial, da nach Satz 13a ein
vollkommener Ring R, dessen Grundring R ein Kérper ist, aus B® durch

Adjunktion einer Nullstelle des Ideals (2¢) entsteht. Zu einem interessanteren
Mathematische Annalen. 92. 14
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Falle gelangen wir, wenn wir algebraisch abgeschlossene Ringe betrachten.
Es ist natiirlich in Anbetracht von Satz 16 nur der Fall zu untersuchen,
in dem der Grundring kein Korper ist.

Satz 17. Es sel R ein algebraisch abgeschlossener zerlegbarer Ring.
Dann ist R in folgenden Féllen durch Grundring und charakteristischen
Exponenten eindeutig bestimmi:

«) Wenn R ein Korper ist.

B) Wenn die kritische Invariante p zur kritischen Primzahl mu teiler-

fremd ist.
y) Wenn @ =p-+1; o, =2 ist.
In allen dibrigen Fillen kann man stets zwei nicht isomorphe Ringe
mit gleichem Grundring und gleichem charakteristischen Exponenten an-

geben.

«) ist bereits durch Satz 16 erledigt. In den Fillen g) und y) fiihrt
uns der Nachweis zum Ziel, daB wir R stets aus R™ durch Adjunktion
einer Nullstelle p des Ideals (2# —p,, z”-p&~2) erhalten konnen, denn
das angeschriebene Ideal ist ja nur vom Grundring und von der kritischen
Invariante, also wegen des Zusammenhangs zwischen u und ¢ nur von R®
und von o abhingig. Um das Element p in der gewiinschten Weise zu
bestimmen, betrachte man einen beliebigen Primteiler p’ aus R. p’ ist
Nullstelle eines Ideals (2 —p,-f(z), "-p2"") aus R®, wobei £(p’)
ein regulires Element aus R bedeutet. Ist nun p zur kritischen Prim-
zahl n teilerfremd, so zerfillt in dem dem Ringe R zugeordneten, alge-
braisch abgeschlossenen Korper K die Funktion z# — f(p’) in lauter
teilerfremde Linearfaktoren, und es gilt daher nach AT §6 das gleiche
von dem Polynom x* — f(p’) aus R, Wir kénnen infolgedessen ein
regulires Element @ aus B so withlen, daf es der Gleichung z# — f(p") =0
geniigt. Setzt man p’=p-a, so ist p=p’-a~1 ebenfalls ein Primteiler,
und zwar ein solcher, der die Gleichung x# — p, = 0 befriedigt. Das
Ideal, dessen Nullstelle p ist, besitzt daher die gewiinschte Basis
(z# — p,, x*-pa~2). / Etwas anders muB man im Falle y) schlieBen.
Hier verschwindet das Produkt von p, mit einem beliebigen Nullteiler
aus R, und das Ideal, dessen Nullstelle p’ ist, besitzt daher eine Basis
(x* — a-p,, p,-x), wobei a ein modulo p* beliebig wihlbares Element
aus R bedeutet. Wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von R darf
man alsdann @ so gewihlt annehmen, daf die Gleichung z* —a =0 in R
eine Nullstelle @, besitzt. Setzt man p’ = p-a,, so ist p eine der ge-
suchten Nullstellen des Ideals (z“~— p,, z-p,). Die Fille ) und y) sind

hiermit erledigt,
Es bleibt nur noch zu zeigen, daB fir o=+ u 4 1; o, =2 stets zu
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einem gegebenen Grundring mit der kritischen Primzahl = zwei nicht
isomorphe Ringe mit derselben kritischen, zu z nicht teilerfremden In-
variante u aufgebaut werden konnen. Wir setzen pu=n?-u’; (u/,n)=1
und betrachten die Ideale

a=(z* —p,, p&~t-z”) und o' =(2*—p,-(z+7)), pft—loxfr).
Es sei p eine Nullstelle von a, p’ eine solche von a’;
R= R(l)(p), R’ — R(l) (pl)‘

Dann konnen R und R’ nicht isomorph sein.

Andernfalls miifite nimlich R ebenso wie R’ eine Nullstelle des
Ideals a’ enthalten, die wir der Einfachheit halber gleichfalls mit p’ be-
+ zeichnen wollen. Da p und p’ Primteiler sind, so besteht eine Gleichung
p’=a-p. Wirhabenalsoa*-p* — p,-(p’ +r.) = (a* — (p’ +r.))-p, =0.
Setzen wir mithin a# =7, 4 p' ¢, so muB ¢ der Gleichung ¢q-p, = 0
geniigen, und daraus ergibt sich wegen g, > 2; o > p -+ 1, daB ¢ mindestens
durch p’? teilbar sein mufl, wir haben also a# =r, -} p’-r, wobei 7 eine
Einheit bedeutet. Wir betrachten nun die Differenz s =17, — a’." Bs ist

§7 =1, + (— 1) cattp, - b=r.(1+ (— 1))+ (— 1) p’r +p,-b.

Danunr,-(1-+(—1)" )= {% ((Z: g ebenso wie 9, - b mindestens durch p’?

teilbar ist, so ist s7° = (— 1)”ap’(r-1—p’-c) =p’-r, das Produkt eines
Primteilers miv einer Hinheit, also selbst Primteiler. Enthielte mithin R
gleichzeitig die Elemente p und p’, so miite es in B ein Element s
geben, das #7-te Wurzel eines Primteilers wire®?). Da die Existenz eines
solchen Elementes der Natur des Primteilers widerspricht, so kann p’
nicht in R vorkommen, R und R’ sind also nicht isomorph. Mit dem
so gewonnenen Ergebnis ist der Beweis unseres Satzes abgeschlossen.

Aus Satz 17 ergibt sich, daB man zwei isomorphe Ringe erhilt, wenn
man die bei Besprechung der endlichen Ringe aufgebauten nicht isomorphen
Bereiche R, (¥2) und R, (¥6) zu algebraisch abgeschlossenen Ringen er-
ganzt. Hs ist also, wenn zwei nicht isomorphe Ringe mit gleichem Grund-
ring und gleicher kritischer Invariante vorgelegt sind, woh!l zu unterscheiden,

3%) Man vergleiche das hier gegebene Beispiel mit dem am Schlusse von A. I
angegebenen, durch das bewiesen wurde, daB bei unvollkommenen Ringen zwei
reguldr algebraische Erweiterungen desselben Ausgangsringes mit gleichem zugeord-
neten Korper nicht stets dquivalent sind. Die hier und dort benutzten Schliisse
laufen ganz parallel. Die aus der kritischen Primzahl entspringenden Schwierigkeiten
sind in beiden Fillen im ganzen dieselben. Der einzige wesentliche Unterschied ist
der, daB hier die Primteiler eine analoge Rolle spielen, wie in A. I die transzendenten
Elemente.

14*
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ob der Grund fiir die Nichtisomorphie an der algebraischen Natur des
Grundrings liegt, oder ob wir es mit einer Nichtisomorphie zu tun haben,
die mit der kritischen Primzahl zusammenhingt, und durch reguldr alge-
braische Erweiterung nicht behoben werden kann.

Im Anschluf an Satz 17 kann man sich noch folgende Frage vor-
legen. Es seien R und R’ zwei algebraisch abgeschlossene, nicht isomorphe
Ringe, mit gleichem Grundring und gleichem charakterischen Exponenten.
Wann kann man dann die Nichtisomorphie durch allgemeine algebraische
Erweiterung beheben, d. h. wann kann man einen Ring R finden, der
sowohl einen zu R als auch einen zu R’ isomorphen Teilbereich enthilt,
und der sich als allgemeine algebraische Erweiterung von B (bzw. von R’)
auffassen 1a86?

Die hier aufgeworfene Frage hingt, wie leicht zu sehen®?), mit folgendem
Problem aufs engste zusammen:

Es sei h(x) eine Primdrfunkiion p-ten Grades aus E,, von der wir
wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von R ohne wesentliche Be-
schrinkung voraussetzen diirfen, daf sie zum Primideal (x, p) gehort.
Wann enthdlt dann R eine Nullstelle von h(x) wnd wann kann man
eine allgemeine algebraische Erweiterung R von R Tderart bestimmen,
dap h(z), wenn auch micht in R, so doch in R eine Nullstelle besitzi?

Die eben gestellte Frage bedeutet in gewissem Sinne eine Verall-
gemeinerung des Problems, das uns zur Einfithrung der allgemeinen alge-
braischen Erweiterungen hinleitete. Dort betrachteten wir eine Primér-
funktion h(z), die nicht durch das Quadrat des zugehorigen Primideals
teilbar war, und stellten fest, daBl man einfach durch Adjunktion einer
Nullstelle von %4 (x) zum gewiinschten Erweiterungsring kommt (falls nicht
h () bereits im Ausgangsring eine Nullstelle besitzt). Im allgemeinen Falle
liegt die Sache verwickelter. Da wiirde die Adjunktion einer Nullstelle
von k(z) selbst im allgemeinen zu einem Erweiterungsring fiihren, der

3% Man vergleiche das beim BeWGlse von Satz 17 angefiihrte Beispiel von zwei
nicht isomorphen Ringen R und B Dort wurde gezeigt: In einem Ring R, der
gleichzeitig einen zu R und einen zu R’ isomorphen Teilbereich enthilt, muB die
7%-te Wurzel eines gewissen, zu einem Primteiler” aus B Z4quivalenten Elementes
vorkommen. Das heifit aber nichts anderes, als dal eine gewisse, zum Primideal (z, p?)
gehorige Primdrfunktion x°-ten Grades aus Ry in R eine Nullstelle besitzen muB.
Dabei ist in unserem besonderen Falle die in Betracht kommende Priméarfunktion % (x)
nicht durch das Quadrat des Primideals (z, p;} teilbar. Man kann hier also E un-
mittelbar durch Adjunktion einer Nullstelle von % (z) aus R erzeugen. Der so auf-
gebaute Ring R enthilt dann, wie leicht zu sehen, wirklich einen zu B isomorphen
Teilbereich, in diesem besonderen Falle kann man also die Nichtisomorphie von R
und R’ sicher durch algebraische Erweiterung heben. Nicht so einfach gestaltet
sich, wie oben betont, die Sache im allgemeinen Fall.
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nicht mehr zerlegbar wire. Gleichwohl erscheint es durchaus nicht aus-
geschlossen, daB man durch Adjunktion einer Nullstelle einer anderen,
geeignet gewshlten Primérfunktion einen Erweiterungsring der gewiinschten
Art aufbauen konnte. Doch diirfte die allgemeine Beantwortung der auf-
geworfenen Frage nicht einfach sein. Wir miissen uns daher hier mit dem
Hinweis begniigen, daf die Einfilhrung der allgemeinen algebraischen Er-
weiterungen auf eine Reihe von interessanten, einer ausfiihrlichen Behand-
lung wohl wiirdigen Problemen hinleitet.

Fiir die vorliegende Arbeit reichen die mit Satz 13a und Satz 17
gewonnenen Ergebnisse vollstindig aus. Satz 13a leistet fiir die voll-
kommenen zerlegbaren Ringe dasselbe wie Satz 13 fiir die endlichen:
er gibt uns einen befriedigenden Einblick in diese Bereiche. Satz 17 hin-
gegen charakterisiert in erschopfender Weise diejenigen Fille, in denen
sich ein vollkommener Ring durch Grundring und -charakteristischen
Exponenten eindeutig bestimmen 1iBt. Am interessantesten ist dabei die
Erkenntnis von der grofien Bedeutung, die die kritische Primzahl fiir den
Aufbau der zerlegbaren Ringe besitzt. Hier zeigt sich am schirfsten der
Zusammenhang mit dér Korpertheorie (vgl. die Bemerkung am Schlusse
der Einleitung), der die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrte algebraische
Behandlung der zerlegbaren Ringe rechtfertigt.

(Eingegangen am 31. 12. 1923.)
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Einleitung.
Die im folgenden entwickelte Transformationstheorie der Biegungs-
flichen vom Typus

(1) ds*=3 (udu?—2dudo+vdv?),
als dessen einfachster Vertreter die Translationsfiiche
3, & 2
z _ —é-(x 3 — y 8)

anzusprechen ist, stiitzt sich auf eine von Tazitzéica') gefundene Flachen-
transformation, die im Bereiche derjenigen Flichen gilt, fiir die das
KriimmungsmaB proportional mit der 4. Potenz des Abstandes der Tan-
gentialebene vom Koordinatenanfang ist. Tzitzéicas Transformation der

durch die Beziehung % = konst. charakterisierten Flichen gehdrt zu den

asymptotischen Flichentransformationen, bei denen die gegebene und die
transformierte Fliche die beiden Brennflichenmintel einer W-Kongruenz?)
bilden. Man gelangt zu ihr, wie ich in einer unlingst in den Annali di
Matematica erschienenen Abhandlung?) gezeigt habe, durch Spezialisierung
einer allgemeineren asymptotischen Transformation, die zwischen den Fléichen

derjenigen Klasse vermittelt, die bei Beziehung auf die Parameter der

Asymptotenlinien durch das Bestehen der Relation {121 } = {212} ausgezeichnet

ist. Die Anwendung des allgemeinen Bianchischen Kompositionstheorems
fiir die Moutardschen Transformationen gestattete die Aufstellung eines
Vertauschbarkeitssatzes, demzufolge sich die Tzitzéicaschen Transformationen,
die ich unter Hervorhebung einer charakteristischen Konstanten mit T,
bezeichnet habe, zu geschlossenen viergliedrigen Zyklen zusammensetzen
lassen. Als von ganz besonderer Bedeutung fiir die gegenwirtige Unter-
suchung erwies sich ein am SchluB der genannten Abhandlung gewonnenes
Ergebnis: Es lassen sich je drei zu dem gleichen Werte von n gehdrige
Transformationen 7', in der Weise aneinanderreihen, da8 die erste und
die letzte der vier durch sie verbundenen Flichen &hnlich und in bezug
auf den Koordinatenanfang dhnlich gelegen sind.

Verbindet man nun mit einer Fliche der Tzitzéicaschen Klasse eine
zweite, die ihr durch Polarreziprozitit beziiglich einer (reellen oder imagi-

%) Tyitzéica, Sur une nouvelle classe de surfaces. C. R. de I'Acad. des Se. 150
(1910), S. 955 u. 1227.

2) Auf den Brennflichenminteln einer W-Kongruenz entsprechen sich bekanntlich
die Asymptotenlinien und damit gleichzeitig die konjugierten Systeme.

%) Jonas, Sopra una classe di trasformazioni asintotiche etc. Annali di Mat. (3)
30 (1921), 8. 223.
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niren) Einheitskugel um den Koordinatenanfang zugeordnet ist, so fithrt
eine einfache Uberlegung, die von der bekannten Weingartenschen Be-
handlung des Biegungsproblems *) Gebrauch macht, zu der bemerkenswerten
Tatsache, daB sich die Flichen der durch (I) definierten isometrischen
Klasse mittels der Tzitzéicaschen Flichen konstruieren lassen. Wie weib
Tzitzéica selber seine Untersuchungen in dieser Richtung ausgedehnt hat,
geht aus seinen Verdffentlichungen nicht hervor. Den einzigen Anhaltspunkt
bieten die folgenden Zeilen, mit denen er die erste seiner beiden, 1908
und 1909 in den Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo erschienenen
Abhandlungen?) iiber die ,,neue Flichenklasse* einleitet: ,,L’étude de la
déformation des surfaces tétraédrales

(II) Ax*s - By*s + 02*s=1

conduit & la recherche des surfaces pour lesquelles la courbure totale est
proportionnelle 4 la 4me puissance de la distance d’un point fixe au plan
tangent. - Zu bemerken ist hierzu aber einmal, daB sich der typische
Ausdruck (I) fir das Quadrat des Linienelements in dem erwéhnten Zu-
sammenhange nicht findet und ebensowenig in zwei zeitlich vorauf-
gehenden, von Tzitzéica®) und von Egorof?) herriihrenden Noten in den
Comptes Rendus, die sich auf die Eigentiimlichkeit der Flichen der tetra-
edralen Klasse (1I) beziehen, isometrische Deformationen innerhalb dieser
selben Flachenklasse zuzulassen®). Uberdies ist anzunehmen, daB Tzitzéica,
als er die angefiihrten Worte schrieb, noch nicht im Besitze der Trans-
formation 7, gewesen ist; diese ist ndmlich in den beiden Abhandlungen
noch nicht enthalten, ist vielmehr erst Gegenstand der unter ') zitierten
Noten vom Jahre 1910.

4) Siehe z. B. Bianchi, Lezioni di geom. diff. 2 (1903), Cap. XIX.

5) Tzitzéica, Sur une nouvelle classe de surfaces. Palermo Rend. 25 (1908),
S.180; 28 (1909), S.210.

8) Tzitzéica, Sur la déformation de certaines surfaces liées aux surfaces du second
degré. C. R. de I’Ac. des Se. 128 (1899), S.1276.

% Egorov, Une classe nouvelle de surfaces algébriques. C. R. de P’Ac. des Se.
132 (1901), S.302.

%) Die beiden Noten beschrinken sich im wesentlichen auf den Nachweis, da8
innerhalb der tetraedralen Klasse (II) stetige Verbiegungen mit Erhaltung eines kon-
jugierten Systems m&glich sind. Betreffs der Reduktion des Linienelements auf die Form

ds*=2 x* (wdu = 2 dudv+0do?)

(# ist eine durch die Koeffizienten 4, B, C bestimmte Konstante) und der besonderen
Stellung dieser stetigen Deformationen innerhalb einer zwei-parametrigen Biegungs-
untergruppe sei verwiesen auf: Jonas, Uber eine mit den Flichen 2. Grades zusammen-
hangende zweifach-unendliche Schar aufeinander abwickelbarer Flichen. Berl. Math.
Ges. Ber. 22 (1923), 8. 49.
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Hinsichtlich unserer neuen, im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit
stehenden Transformation @,, vermdge deren man aus einer Biegungsfliche
vom Typus (I) beliebig viele weitere solche Flichen gewinnt, seil hier zu-
niichst festgestellt, daB ihre geometrischen Eigenschaften ihr eine durchaus
selbstindige Stellung neben der Tzitzéicaschen Transformation T, sichern.
Zwischen den Transformationen ©, und 7T, besteht ein dhnliches Verhaltnis
wie zwischen der Transformation der auf die Paraboloide abwickelbaren
Flachen und der Transformation der Flichen von konstanter Kriimmung.
Es lassen sich iibrigens, wenn man das Biegungsproblem fiir das Linien-
element (I) und das durch die klassischen Arbeiten von Thybaut, Calapso
und Bianchi durchaus noch nicht erschopfte Problem der Verbiegung der
Paraboloide gemeinsam ins Auge faBt, sehr weitgehende Analogien auf-
decken, und zwar, ohne daB irgendwelche Anzeichen auf einen inneren
Zusammenhang zwischen den beiden Differentialgleichungen

0. p=e® —e 20 und B,p=1e%—e®

schlieBen lieBen, deren Transformation den analytischen Kern der beiden
Theorien ausmacht. Erwihnt sei, daB gleichzeitig und in eigentiimlicher
Wechselwirkung mit der vorliegenden Arbeit eine andere, ihr in geo-
metrischer Hinsicht eng verwandte entstanden ist, in der ich die Trans-
formationen der Biegungsflichen des gleichseitigen hyperbolischen Para-
boloids behandelt habe?).

Die nachfolgenden Entwicklungen, deren Gliederung aus der vorauf-
geschickten Inhaltsangabe zu ersehen ist, sind auch dort, wo es sich um
Formeln der Transformation 7, handelt, unabhingig und ohne Bezug-
nahme auf die eingangs erwihnte Abhandlung in den Annali di Matematica
durchgefiihrt. Es schien an sich schon geboten, an Stelle des dort be-
nutzten Umwegs iiber eine Transformation allgemeineren Charakters hier
einen neuen, direkten Weg einzuschlagen. Uberdies fiel der Umstand ins
Gewicht, daB unsere Transformation ©, nicht schlechthin gleichwertig mit
zwei simultanen Transformationen 7T, und 7'y der beiden zur Tzitzéica-

schen Klasse gehorigen Hilfsflichen ist; die Koordinaten der transformierten
Hilfsflichen miissen namlich erst durch Multiplikation mit gewissen Kon-
stanten mormiers werden, damit die gewiinschte Beziehung zu der trans-
formierten Biegungsfliche hergestellt wird. Infolgedessen lieSen sich Ande-
rungen in den Bezeichnungen nicht umgehen.

Die Transformation ©, der Flichen vom Linienelement (I) ist, wie-
wohl auch bei ihr Korrespondenz der Asymptotenlinien zwischen der ge-
gebenen und der transformierten Fliche besteht, keine asymptotische Trans-

9) Jonas, Ricerche sulle trasformazioni delle superficie applicabili sul para-
boloide iperbolico equilatero. Annali di Mat. (im Druck).
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formation, sondern von komplizierterer Natur. Ein tieferes Eindringen in
den geometrischen Zusammenhang wird durch eine Tatsache ermdglicht,
die in eigenartiger Weise den Vertauschbarkeitssatz fiir die Transformation 6,
erginzt. Es ist das die Existenz dresgliedriger Transformationszyklen, die
zu dem oben erwihnten Ergebnis am SchluB meiner friiheren Arbeit in
engster Beziehung steht. Auf Grund dieser Eigenschaft gelingt es, die
Transformation O, in zwei aufeinanderfolgende asymptotische Trans-
jormationen aufzulosen, d.h. zwischen der gegebenen und der transfor-
mierten Biegungsfliche eine dritte Fliche einzuschalten, deren Punkte mit
den entsprechenden der beiden Biegungsflichen die Brennpunkte der Strahlen
zweier W-Kongruenzen bilden. Dieser, soweit es sich um die geometrische
Anschauung handelt, jedenfalls hochst einfache Sachverhalt erschien mir,
zumal da er sich durchaus nicht miihelos feststellen lieS, eher iiberraschend
als etwa im Hinblick auf bekannte Transformationstheorien selbstver-
stindlich. Die Darstellung folgt hier genau dem Gang der urspriinglichen
Untersuchung.

Das eben erwihnte Ergebnis, das unsere Transformationstheorie zu
einem gewissen AbschluB bringt, darf insofern ein ganz besonderes Interesse
beanspruchen, als es eine Erweiterung des von Bianchi verwendeten Prinzips
der durch W-Kongruenzen vermittelten Transformation von Biegungsflichen
bestimmter Typen darstellt. Die auBerordentlichen Erfolge, die Bianchi
selber im Bereiche der auf die Flichen 2. Grades abwickelbaren Flichen)
erzielte, sind der AnlaB zu, wie es scheint, allzu hoch gespannten Hofi-
nungen hinsichtlich der Leistungsfihigkeit dieses Prinzips gewesen. Jeden-
falls hat das nachstliegende Problem, die Bianchische Methode auf die
Biegungsflichen aller bzw. allgemeinerer Regelfiichen auszudehnen, bis
jetzt allen Versuchen beharrlich widerstanden, ja, es mehren sich neuer-
dings die Ergebnisse negativer Art, die darauf schlieBen lassen, dafl die
angestrebte Verallgemeinerung auch nicht annihernd in dem erwarteten
Umfange gelingen wird. Um so bedeutungsvoller erscheint die Tatsache,
daB man imstande ist, okne den Kreis der Bianchischen Ideen zu wer-
lassen, lediglich durch Paarung der asympiotischen Transformationen ein
Sestenstiick zur Transformationstheorie der auf die Flichen 2. Grades ab-
wickelbaren Flichen aufzubauen.

In betreff der speziellen Biegungsflichen vom Typus (I), die der
tetraedralen Flichenklasse (II) angehdren, ist zu bemerken, dal sie in
analytischer Hinsicht einen Ausartungsfall bilden und dementsprechend
bei der Aufstellung der Transformation ©, auszuschlieBen waren. Auf den
Nachweis, daB sich die gepaarten asymptotischen Transformationen auch

10) Siehe z. B. Bianchi, Lezioni di geometria diff. 3 (1909).
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zwischen diesen Flichen verwirklichen lassen, wurde mit Riicksicht auf
den Umfang der Arbeit verzichtet.

Hingewiesen sei schlieBlich auf die Beziehungen der durch {5"1 = konst.
charakterisierten Tzitzéicaschen Flichen zur affinen Geomeirie. Eine engere
Anpassung der ganzen Untersuchung an diesen jiingsten Zweig der Diffe-
rentialgeometrie, wie sie vielleicht zeitgemiB gewesen wire, erschien mir
bei der metrischen Natur des im Mittelpunkte stehenden Biegungsproblems
als unvorteilhaft.

§1.

Eigenschaften der Biegungsflichen vom Typus
ds2=%(udu2—— 2dudv +vdv?);

Einfiihrung der beiden zugehorigen Tzitzéicaschen Flichen, einer dritten
Hilfsfliche und einer Sehar vén Flichen (x®),...).
1. Es sei (2, y, 2) eine Fliche, fiir die das Quadrat des Linienelements
die Form

(1) ds‘“’=2dm2=%(udu‘~’—Zdudv—}—vd'»?) 1)
besitzt, also eine Biegungsfliche®) der Translationsfliche
e=(u—1"  y=(v—1)", z=—-—§i(u—v),

deren erzeugende Kurven in zueinander senkrechten Ebenen liegen und
deren Koordinatengleichung
3 2
(2) z:—z—(xz/a_y /3)
lautet.

Wir bilden fiir die quadratische Differentialform (1) die Christoffel-
schen Symbole

m__ v an_ 1 {121 120 _
) V1= 2tuv=1)° V2= Zuv—1)’ 1=\~
2 1 2w
117 2(mv—1)’ 121 2 (wv—1)
*) Die Hinzufiigung des Faktors £ erweist sich erst spiter als zweckmiBig. Sie

gestattet die Unterdriickung eines sonst auftretenden Faktors 3;)9- in einer Reihe von
Formeln,

1?) Die Ausdriicke Biegungsfliche, abwickelbar und Isometrie sind durchweg im
allgemeinsten Sinne zu verstehen. Sie beziehen sich lediglich auf die formale Uberein-
stimmung im Bau des Linienelements, ohne daf gemeinsame Wertbereiche der Variablen
ins Auge gefafit werden.
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und finden fiir das Kriimmungsmal den Ausdruck:
1
9(uv~1)2' .
Mit X, Y, Z seien die Normalenkosinus, mit L, M, N die Fundamental-

grofen 2. Ordnung bezeichnet, so daf also
—YdxdX = Ldu®*-+2Mdudv + Ndv?
ist. Mit Beriicksichtigung von (8) erhilt man:

VB + Ty _ Zutum,
(5) xuu—‘?-m—}-LX, xuv='MX’ xw—~m—}—NX 13)

und analoge Bezichungen fiir y und 2.'¥) Die GauBsche Relation und
die Codazzischen Gleichungen haben die folgende Gestalt:

(4) K=—

2 9
I e
3 N
(6) 1L"—M“+2l\uv—~1)M+2(uv—1)=O’
w L
N, — Mv+2(w«1)M+2(m—1)=O'

Ein Losungssystem L, M, N von (6) definiert intrinsek eine Biegungs-
fliche (z, y, z) vom Typus (1).

2. Wir konstruieren nun zwei Hilfsflichen (&, 5, {) und (&', 9',¢ R
indem wir Parallelstrahlen zu den Tangenten der Kurven » = konst. und
u = konst. vom Koordinatenanfang ausgehen lassen und auf ihnen die
Lingen Yu bzw. Vv abtragen. Dann ist:

(7) 5=§x,‘, §'=§xv,

(8) SE=u, N'=v, YE=-1.
Hieraus folgt, wenn beriicksichtigt wird, daB &, = &, ist:
(9) Jédi=0, Fidi'=0.

Diese Relationen besagen im Verein mit der dritten Formel (8), daB die
beiden Hilfsflichen (£,...) und (&',...) polarreziprok beziiglich der imagi-
ndren Einheitskugel x*+ y® - 2% = —1 sind®).

**) Die partiellen Ableitungen nach den Variablen w und » bzw. « und B deuten
wir durch Buchstabenindizes an.

) Der Kiirze halber soll im folgenden der Hinweis auf das Bestehen der ana-
logen Formeln beziiglich der beiden anderen Koordinatenachsen iiberall, wo ein MiB-
verstindnis ausgeschlossen scheint, unterdriickt werden.

1) Die Flichen (£, 5, ¢) und (—£', — 7/, —¢') sind also polarreziprok in bezug
auf die reelle Einheitskugel um den Koordinatenanfang,
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Die Gleichungen (5) lassen sich jetzt folgendermafBen sehreiben :

vE+¥ =2
fu= = 2 (uv— 1)+ & 3 MX,
’ ug ¢
§u=’§MX7 5”_-2(“,17—1)—!— NX

Mit Benutzung der ersten Relation (6) findet man weiter:

[ X = Y+ § L(Ldu® + 2 Mdudo + Ndv?),
(10)

| Sag = T+ S N(Ldw® + 2 Mdudo -+ Ndv?),
(11) Z’dgds’:§M(Ldu2+2Mdudv+Ndaﬂ).

Der letzten dieser drei Formeln entnehmen wir eine wichtige geometrische
Bez1ehung Die Asymptotenlinien der beiden Hilfsflichen (£,...) und
(&,...) entsprechen stets den Asymptotenlinien der Biegqungsfliche (z, cer)s

Es soll nun gezeigt werden, daB die beiden zueinander polarreziproken
Hilfsflichen (£,...) und (£',...) der Tuitzéicaschen Klasse von Flichen
angehoren, bei denen das Krimmungsmafi proportional mit der 4. Potenz
des Abstandes der Tangentialebene vom Koordinatenanfang ist.

Wir beachten, daf

g 7’ ¢ £ 7 z
_—=  T=, T == d '_"___,"——_::,—"_:
(12) [ T T A TR
die Richtungskosinus der Flichennormalen von (&,...) und (&’,...) sind,
und erhalten fiir die Abstinde w und %’ der beiden Tangentialebenen vom
Nullpunkt die Werte:

SN s PSS VR o PO S
(13) P e L =

Zwecks Berechnung der KriimmungsmaBe % und %’ bilden wir die zweiten
quadratischen Fundamentalformen beider Hilfsflichen:

2d§d< '>~~ = (Ldu® 2 Mdudo + Ndv?),
Sl d(ﬁ> =§T_;(Ldu‘3 + 2 Mdudv -~ Ndv?)

und finden mittels ihrer Koeffizienten und derjenigen der beiden ersten
Fundamentalformen (10), wobei wieder die erste der Gleichungen (6)
heranzuziehen ist, die Ausdriicke:

(14) b=—t, F=—2X

v2’ u??
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so daB sich also mit Beriicksichtigung von (13) tatsichlich die Relationen

=—wt, B =—w't

ergeben.

3. Wir definieren eine weitere Flache (g, 9, 3) durch
(15) g=x—§—uzu—§'vxu=x—u§—v§’ usw.
und nennen sie die zur Biegungsfliche (z,...) gehorige dritte Hilfsfliche.
Sie spielt weiterhin eine wichtige Rolle beim Aufbau der Transformations-
theorie. Hier sei zundchst nur bemerkt, daf ihre Punkte in den Tangential-
ebenen der Flache (z,...) eine feste, von den Biegungen unabhingige
relative Lage besitzen, also mit den Flichenelementen von (z,...) starr
gekoppelt sind.

Die gleiche Bemerkung gilt fiir eine Schar von co* Flachen (2®), y®, z),
die wir mittels der Festsetzung

(16) m“’)=g—{—w§+%§'=x—(u—v)§—<v—%>£’ usw.

einfithren, wobei » eine willkiirliche Konstante bedeutet. Diese Flichen
(2®, ...) sind durch die folgenden Eigenschaften ausgezeichnet: 1. Ihre
Normalen liegen in den Tangentialebenen der Fliche (z,...) und zwar
ebenfalls in starrer Koppelung; die Normalenkosinus sind den Gréfen
E+vE, ntvy’, (vl proportional. 2. Zwischen den simtlichen
Flichen (2, ...) und der Fliche (x,...) besteht ohne Riicksicht auf die
Biegungen, denen (z,...) unterworfen wird, stets Korrespondenz der Asym-
plotenlinien®).

Die Herleitung dieser S#itze an der Hand der aufgestellten Formeln
bietet keine Schwierigkeiten, erfordert aber eine lingere Rechnung, auf
deren Wiedergabe wir im Hinblick auf einen spiteren Beweis verzichten,
der am Schluf von § 8 mit anderen Hilfsmitteln gefithrt werden wird.

16) In bezug auf Flichenpaare mit rechtwinklig sich kreuzenden Normalen und
korrespondierenden Asymptotenlinien, fiir die die Fliche (z,...) im Verein mit einer
jeden der Flichen (2®,...) ein spezielles Beispiel liefers, vgl. man Jonas, Sur une
transformation qui dépend d’une équation aux dérivées partielles du 3™ ordre. C. R.
de PAc. des Sc. 156 (1913), S.1816. — Ohne nihere Ausfiihrungen sei noch erwihnt,
daB die Existenz der Flichen (z®,...) aufs engste mit der Tatsache zusammenhsingt
daB die betrachtete Fliche (r,...) auf 00? Weisen durch Biegung in eine tetraedrale
Fliche A"+ By®/s+ Cz"/* =1 iibergefiihrt werden kann. Es gibt dann immer drei
Werte von », fiir die die Punkte (2®,...) die Schnittpunkte der Tangentialebenen
mit den Koordinatenachsen werden.
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§ 2.
Einfilhrung der Parameter der Asymptotenlinien; Konstruktion der
Biegungsfliche auf Grund einer Losung der partiellen
Differentialgleichung 0.; — e® — e~26.

1. Wir filhren nun die Parameter ¢ und B der Asymptotenlinien ein
und richten unser Augenmerk besonders auf die quadratische Differential-
form §1 (11), die, auf ¢ und § bezogen, sich folgendermaBen schreiben 158t:
(1) Sdédé =2e0dadp.

Es ist bekannt, daB die mormiserfen, d.h. durch die 4. Wurzel aus
dem absoluten Betrag des KriimmungsmaBes dividierten Normalenkosinus
einer Fliche als Funktionen der Parameter der Asymptotenlinien eine
partielle Differentialgleichung 2. Ordnung vom Moutardschen Typus er-
filllen. Wir wenden diesen Satz zuniichst anf die Hilisflichen (&,...) und
(&, ...) an, deren Asymptotenlinien, wie wir sahen, denen der Biegungs-
fiche (z,...) entsprechen, und schlieBen mit Riicksicht auf § 1 (12) und
(14), daB eben diese GroBen &,7,, und &', %', ¢’ Integrale zweier Moutardscher
Gleichungen

(2) bap=ME,  Ep=ME
sind. Nach §1 (8) und (9) ist aber:
(8) J&&'=—1, & =0, IJ&E=0, JEE=0, &E=0.

Differentiiert man die zweite und die vierte dieser Gleichungen nach 8,
die dritte und die finfte nach « und macht Gebrauch von (1) und (2),
so findet man:

(4) M=M= S&é= gt =,
wihrend auBerdem infolge von (1)
(3) Staba=0, Yé&=0

ist. Da aber &, %, { (Entsprechendes gilt von &', 7, £’) nicht nur normierte
Normalenkosinus sind, sondern gleichzeitig die laufenden Koordinaten einer
auf die Asymptotenlinien («, 8) bezogenen Fliche darstellen, so bestehen
neben (2) je zwei weitere Reihen von Relationen von der Form:

5aa = a‘i:a _(L' pfﬁ, Eﬂﬂ = qga + bfﬁ-

Um zundchst den Koeffizienten @ zu bestimmen, multiplizieren wir die
erste dieser beiden Gleichungen mit &; und addieren die beiden analogen
Beziehungen. Unter Beriicksichtigung von (4) ergibt sich:

ZEaaEé = aee'
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Differentiiert man andererseits die Gleichung X &, é}'z= e® nach «, so
findet man:

Zéaafﬂ = eeea-
Es wird also ¢ =0, und entsprechend b=0;. Mithin haben wir fiir
£,7,¢ das folgende System von Differentialgleichungen:

(6) Eoa =08, +p&s, Eap=e98, Ep=ql.+0p&,
fiir das man als Integrabilititsbedingungen die Relationen

(7) Pﬁ+2’9ﬂ=0’ qa+q9a=03 Oaﬂ+P9=€e
erhilt.

Wir wollen nun von der spezialisierenden Annahme absehen, da8 eine
der GroBen p und g oder daB alle beide identisch verschwinden, wodurch
sich die dritte der Relationen (7) auf die Liouvillesche Differentialgleichung
fiir @ reduzieren wiirde. Das bedeutet also, daB die Hilfsflache (&, ...)
nicht Regelfliche oder gar Fliche 2. Grades sein soll. Aus der Gesamt-
heit der Biegungsflichen vom Typus § 1 (1) scheiden damit als nicht ohne
weiteres der im folgenden entwickelten Transformationstheorie zuginglich
die in der Einleitung erwihnten tetraedralen Flichen aus, fiir die die beiden
Hilfsflichen Flichen 2. Grades werden. Unter dieser die Allgemeinheit
nicht beschrinkenden, sondern nur die Ausartungsfille ausschlieBenden
Voraussetzung folgt aus (7):

p=¢(a)e? g=y(p)e ",
(8) Oup + @ () p (B)e 20 = e®.
An Stelle von ¢ und B fithren wir jetzt die GroBen
_ 3 - 3
e=[Vp(a)de, B=[Vy(B)dp
als neue Variablen ein und setzen auBerdem
e0 =3 Vg (@) Vo (B).
Dabei behilt die Differentialiorm (1) ihre Gestalt:

Sdede =2e0dadf =2e8dadf,
wahrend (8) in

0z = ed — e20
iibergeht. Gleichzeitig vereinfachen sich die Koeffizienten im Gleichungs-

system (6). Schreiben wir nachtriglich wieder «, §,0 fir g, 8,0, so
lauten die Formeln:

(9) Bup=e® — e-29,
(10) 5aa=6a§a+e—6£ﬂs faﬁ=60§, Eﬂﬂ=6—6§“+eﬁ§ﬁ‘



Transformation von Biegungsflichen. 245

Dies sind die von Tzitzéical’) aufgestellten Difierentialgleichungen,
von deren Integration die Bestimmung der nicht-geradlinigen Flichen mit

der Eigenschaft ;}172 = konst. abhéngt. Bei Tzitzéica steht % an der Stelle

von eb. Die Schreibung mittels der Exponentialfunktion soll negative
Werte von e, bei denen 6 die imagindre additive Konstante ¢z auf-
nimmt, nicht ausschlieBen, schien aber aus formalen Griinden vorteilhaft.

Wird ein Integral 6 von (9) als bekannt vorausgesetzt, so ist (10)
als ein unbeschrankt integrabeles System simultaner totaler Differential-
gleichungen fiir &, £,, £ aufzufassen. Die Integration desselben fithrt drei
willkiirliche Konstanten ein, namlich die Anfangswerte von £, &,, &, fiir
ein spezielles Wertepaar « = «,, S = f, der Parameter. Sind drei solcher
Tripel von Anfangswerten so gewiahlt, daB

l 53 Eu, Eﬁ {
N, Nas Mg | +0
I I, ca: :,'3 a=ay
B=Po

ist, so stellen &, #, { drei voneinander linear-unabhingige Integrale des
Systems (10) dar, wihrend jedes weitere Integral sich mittels konstanter
Koeffizienten linear durch £, , ¢ ausdriicken 1a8t.

2. Es sei also £, %, ¢ ein solches Tripel linear-unabhingiger Losungen.

Wir setzen ‘ £ b & 3
(&, &a, E,a)=% N e Mg = 4
} Za Lz, Cﬁ }
und finden mit Hilfe von (10):
dlogd dlogd
de = 0., 38 05,

so daB also 4 =ce® (c= konst.) folgt. Die Groflen &, 5, [ mbgen nun,
was infolge der Homogenitit der Differentialgleichungen (10) ohne weiteres
moglich ist, durch Hinzufiigung konstanter Faktoren so normiert werden,
daB ¢ =—1, also
(11) 4=—gb
wird. Aus den Gleichungen

SEE=—1, I&&%=0, I&&H=0
ergibt sich dann:
(12) § = e0(nalp — Lamp) VsW. )

17y 8. die Zitate in der Einleitung, besonders unter °).
18) Die beiden anderen Formeln erhilt man stets durch zyklische Vertauschung.

Mathemstische Annalen. 92. 15
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und hieraus, indem man beim Differentiieren von (10) Gebrauch macht:
(18) bo=—(nla—Lna), Ep=1ls— Lnp.
Durch abermalige Differentiation gewinnt man das zu (10) duale System:
(14) Gda=0ufa— ™05,  Gip=eP&,  Epp= —e 0%+ 0,8
Man bestatigt ferner die Beziehungen:

JEE=0, =0, IEE=0, 3I&&=0,

Sbabp= Tépba=1eo

und erhilt als Gegenstiicke zu (11), (12) und (138) die Formeln:

(15) A= (&, &, &)= — e,
(16) E—=e=0(n.ls— Lamp)
(17) b= —(1'Ce— U0, Ep=1"li—C'nj.

Wir beachten, dafl die Relationen (17) und (13) fiir die Flichen
(£,...) und (&',...) die Darstellung mittels der Lelieuvreschen Formeln
bedeuten, und schlieBen unmittelbar aus dieser Tatsache, daf die Kriimmungs-
mafBe durch

1 ' 1
k== k=—3
gegeben sind, wobei
(18) S&=u, &=
gesetzt ist. Man verifiziert leicht die Zugehdrigkeit der Flichen zur
Tzitzéicaschen Klasse, namlich das Bestehen der Relationen k= — w?,

= —w't

3. Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir die laufenden Koordinaten
der gesuchten Biegungsfliche (z, y, z) durch drei Quadraturen:
(19) x=%‘f(§du+§'dv) usw.

In der Tat ergibt sich als Quadrat des Linienelements sofort der
Ausdruck §1 (1). Es bedarf nur noch des Nachweises, daB in (19) unter
dem Integralzeichen ein exaktes Differential steht, d. h. daB

Q=§ﬂua+§;va_fauﬂ_ 5;”,3: 0
wird. Infolge von (18) kann man aber schreiben:
1 yret 7 r .,
52 =—n(Eanp— nadp) + L(Labp— Ealp) — 0" (Samtp — adp)
+ ' (Cabp— El)
und findet mit Beriicksichtigung von (12) und (16) 2 = 0.
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Wir fassen das gewonnene Ergebnis zusammen:
Um eine (nicht spezielle) Biegungsfliche vom Typus

de‘3=§~(udu‘“’-— 2dudv + vdv?)

zu konstruieren, hat man von einem Integral 0 der partiellen Differential-

gleichung Bop— 66 — o260

auszugehen, ein Tripel &, 5, L von linear unabhdingigen und nach geeigneter
Normierung die Bedingung 4 = (&, &,, &) = — e® erfiillenden Losungen
des Systems

boo="0.5. 1" 9&, Eap=e9¢, Epp=1e"9%,+ 05
aufzusuchen und
E=e"0(n.lp—Lamp)s n'=e"0(labp—bulp), {'=e"0(Lamp— nadp),
=8+ "+ o= 4"+
2u bilden. Alsdann sind

e=fEdutgar), y=Ff(rdutn'dn), z=gf(du+tav)

die laufenden Koordinaten der Biegungsfliche.

4. Wir fiigen noch eine Bemerkung in bezug auf die beiden zuein-
ander dualen Systeme (10) und (14) hinzu. Ist ¢ ein Integral von (10),
®' ein beliebiges Integral von (14), so besteht, wovon man sich leicht
durch Differentiieren iiberzeugt, eine Relation von der Form:

=0 (9,95+ 959.) — 99 = konst.
e~ (Eudp+ Egbn) = 8 —1

usw., wahrend fiir zwei verschiedene Buchstaben, z. B. # und g’ die
Konstante verschwindet, also

(20) =0 (nalp+ npla) — n¢'=0
wird. Man bestitigt diese Beziehungen an der Hand von (12) und (13)
durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die gestrichenen GrdGen.

Tunsbesondere ist

§ 3.
Satz iiber die Bestimmung der Asymptotenlinien auf den betrachteten
Biegungsflichen; Vorbereitung der Transformationstheorie mittels der
Lelieuvreschen Relationen.

1. Die Betrachtung der quadratischen Differentialform

(1)  Sdede’—5M(Ldu*+2Mdudo+ Ndv*) = 2e°dedf
15%
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filhrt zur Auffindung einer bemerkenswerten Eigenschaft, die die Flichen
der in Rede stehenden isometrischen Klasse mit den auf die Flichen
2. Grades abwickelbaren Flichen teilen. Es gilt der Satz:

Auf den Biegungsflichen vom Typus
ds?—:%(udu“‘— 2dudv + vdv?)

lassen sich die Asymptotenlinien mit Hilfe von Quadraturen bestimmen.

Es sei namlich K das Kriimmungsma8 der Form (1), das, wenn
eine durch L, M, N definierte Biegungsfliche vorliegt, als Funktion der
Parameter % und » dargestellt werden kann. Andererseits erhilt man
auf Grund der Differentialgleichung § 2 (9):

K=—e"00,;=—14e"36, 19
Es bietet sich demnach in
e 0 = m

ein Multiplikator, durch den (1) in das Produkt zweier Differentiale, also
in eine Form von der Kriimmung 0 iibergeht. Es ist aber bekannt, da8
bei einer quadratischen Differentialform von verschwindender Kriimmung
die Zerlegung in das Produkt zweier Differentiale durch Quadraturen ge-
lingt; und zwar sind im allgemeinen dre; Quadraturen erforderlich, eine
zur Bestimmung der beiden zueinander reziproken integrierenden Faktoren
und zwei weitere zur Bestimmung der neuen Variablen.

Der hiermit bewiesene Satz liegt iibrigens wesentlich tiefer als der
gleichlautende fiir die Biegungsflichen der Flichen 2. Grades. Dort ge-
lingt es nimlich, bei Beziehung der Fliche auf die verbogenen Erzeugenden
die integrierenden Faktoren ohne Quadratur durch die zweiten Funda-
mentalgroBen L, M, N in geschlossener Form auszudriicken ), wihrend
man im vorliegenden Falle bereits bei dem Versuch, den Beweis un-
mittelbar auf die Gestalt des Linienelements und auf die von L, M, N
erfiillten Gleichungen (6) von § 1 zu stiitzen, auf auBerordentliche rech-
nerische Schwierigkeiten stoBt.

Wir erinnern noch daran, daB nach Beltrami®) der Multiplikator £,
durch den eine quadratische Differentialform in das Produkt zweier Diffe-
rentiale verwandelt wird, der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung

5 4,log1 =K

19) Bekanntlich ist das KriimmungsmaB einer auf Minimalparameter bezogenen
2
quadratischen Differentialform 2f d«dg durch die Formel: K= __;aa;%glgf
20) Jonas, Uber eine neue partielle Differentialgleichung des Deformationsproblems
usw. Berl. Math. Ges. Ber. 13 (1914), 8. 52.
21) Siehe z. B. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie (1913), S. 581.

gegeben.
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geniigt, in der K das Kriimmungsma$ der gegebenen Form und der Ope-
rator 4, den 2. Differentialparameter bedeutet. Danach besteht fiir die
Form (1) die Relation:

1
5 dalog(1 +K) =K,

durch die die Differentialgleichung
0. = eb — g—20
unabhéngig von der Wahl der Bezugsparameter dargestellt wird.

2. An der Hand der Entwicklungen von § 2 gelingt nun auch die
Aufstellung der Lelieuvreschen Formeln und der Moutardschen Gleichung
fiir die Biegungsfliche (x,...). Da fiir diese nach §1 (4)

Ke—— 1
9(uv—1)
ist, sind die normierten Normalenkosinus:

A X=V3(y'—Cy') usw.

V&
Wir ziehen es vor, unter Fortlassung des Faktors V3 die GroBen
(2) E=nl'—Cn, H=(E—tl, Z=ty—n&

zu benutzen, was nur zur Folge hat, daB die sich ergebenden Ausdriicke
fir 2, und z; sich von der gewohnlichen Gestalt der Lelieuvreschen
Formeln durch das Auftreten des Faktors 3 unterscheiden.

Man findet mittels einer leichten Umformung:
—(HZo— ZHo) = — & S E(n'la—0'n0) — £ 3 &' (98u— Ena);
die rechte Seite geht mit Benutzung von § 2 (18) und (17) in
TN N A
iiber. Wir erhalten also, wobei wir den entsprechenden Ausdruck fiir die

Ableitung nach B hinzufiigen:

)

® L
vp=5 (upé + 038" )= 8(HZz— ZHy).

Die erste der Formeln (2) werde nun nacheinander nach « und B
differentiiert. Beriicksichtigt man, daB &, 5, ¢, &, %', 7’ die Differential-
gleichung 9,5 = €0 ¥ befriedigen und daB infolge von § 2 (20)

Nelp+ npla— npla— nals=e® (gl — n') = e0 5
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ist, so ergibt sich die von =, H, Z erfiillte Moutardsche Differential-
gleichung : .

(4:) Ea = 3 ee =z .

Von ihr héngt die infinitesimale Verbiegung der Fliche (z,...) ab sowie
die Konstruktion der W-Kongruenzen, fiir die (z,...) den einen Brenn-

flichenmantel bildet. Wir werden von dieser Bemerkung spiter Gebrauch
machen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise in weiterhin folgenden Entwicke-
lungen, die sich an die Moutardsche Transformation kniipfen, fiihren wir
ein abkiirzendes Symbol ein. Es sei allgemein, wenn ¢ und v zwei In-
tegrale einer Moutardschen Gleichung sind,

J = (pyu—woa)de+(pvp— vos)dB] = (9, v
gesetzt. Wir schreiben danach (3) in der Form:
z=3(H, 2, y=3¢(Z, &), z=3(&, H).
3. Wir betrachten ferner die in § 1, 3 eingefiihrte dritte Helfsfliche
(x, 9, %), gegeben durch
I=a—uf—vE usw.
Differentiiert man y nach « und beachtet dabei, daB u = 3¢,
v= Y¢&"ist, so ergibt sich zunichst:
Lo=n(Ene— 1) — L (Cda— EL) 40" (E'd—n'5a) — L' (F8a— E'L2).
Die weitere Umformung gelingt wieder mittels der Relationen (18) und
(17) von § 2. Analog ist yz zu bilden. Es wird:

Le=— (9Ca—C"na+ 1" Cu—Tnl),

L= nl—Cnptu'lp— L
oder, wenn wir uns der eben eingefiihrten Bezeichnung bedienen:
(8) r=<n, )+ usw

Die Aufstellung dieser Formelgruppe ist einer der wichtigsten vor-
bereitenden Schritte fiir unsere Zwecke. Wir sind damit im Besitze eines
Systems erwesterter Lelieuvrescher Formeln, das bei einer Moutardschen
Transformation der sechs GroBen £, 9, ¢, &, 9/, ¢’ die gleiche Verwendung
gestattet wie die eigentlichen Lelieuvreschen Formeln bei der Konstruktion
der W-Kongruenzen.

4, Im AnschluB an (5) und mit besonderer Beriicksichtigung der

Relationen § 2 (13) und (17) findet man fiir eine jede der in §1, 3 be-
trachteten und durch

(6) x"’>=g~|—v£—{—%§'=x—(u—v)§—-(v—1)5’

v
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definierten Flichen (z®, y®, 2®) die Darstellung:
(7) x(?)a-},-(n+vn', L4+vEy usw.

Das sind aber die Lelieuvreschen Formeln fiir eine anf ibre Asymptotenlinien
bezogene Flache, deren Normalenkosinus sich wie & +»&" 19+ vy’': L+
verhalten. Damit sind die am Schlufl von § 1 ausgesprochenen Eigen-
schaften der Flichen (z®),...) bewiesen.

Erwihnt sei noch eine weitere Eigentiimlichkeit dieser Flachen: Das
Kriommungsmaf3 einer Flache (x®), ...) dndert sich nicht, wenn die Fldche
(2, ...) verbogen wird.

Es ergibt sich ndmlich auf Grund von (7) der folgende, u und v nur
explizite enthaltende Ausdruck fir K*:

2 1
K" — _ — = — —.
S(s+»8)")" 1 —a)’
[(=( )] <1’u+vv 2)

§4.

Anwendung der inhaltstreuen Affinitit auf die Tzitzéicaschen Hilfs-

fliichen und Gegenstiick zur Lieschen Transformation der Flichen von
konstanter Kriimmung.

1. Ehe wir an unsere Hauptauigabe, die Aufstellung einer Trans-
formationstheorie fiir die Flichen der betrachteten isometrischen Klasse,
herantreten, mdgen noch zwei Eigenschaften der zu ihrer Bestimmung
dienenden Differentialgleichungen zur Sprache gebracht werden, die ihrer-
seits iibrigens auch schon die Konstruktion neuer Biegungsflichen aus
einer gegebenen gestatten. Ks ist das einmal die leicht ersichtliche Tat-
sache, dafl das Losungstripel £, 5, { des Systems § 2 (10) einer homogenen
linearen Transformation unterworfen werden kann, deren Determinante
mit Riicksicht auf § 2 (11) den Wert 1 haben muB. Geometrisch be-
deutet dies eine inhaltstreue affine Raumtransformation mit dem Zentrum
im Koordinatenanfang. Da nun aber eine Drehung der Hilfsflache (%, ...)
keine neue Biegungsfliche entstehen 1iBt%?), haben wir eine von Drehung
freie Affinitit zu nehmen, die von fiinf willkiirlichen Konstanten abhingt.

Wir wollen zeigen, dafl die Darstellung der zngehérigen oo® neuen
Biegungsflichen im allgemejnen von drei Quadraturen abhingt. Dabei
mégen die Koordinatenachsen mit den Hauptdilatationsachsen zusammen-
fallen, was zur Folge hat, daf drei der verfiigbaren Konstanten nicht in

22) Man beachte die Invarianz der Ausdriicke u=35" und »=3 £ den
Drehungen gegeniiber.
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Erscheinung treten. An Stelle von &, 7, { ist ¢, &, ¢,7, ¢, zu schreiben,
wobei die Konstanten ¢,, c,, ¢, die Relation

() €60 =1

erfiilllen miissen. Man erkennt unschwer, daB &, 1; ¢’ durch — E s lC'

€3
zu ersetzen sind., Wird

2 2 ~ 1
e +el =i, c—fs’%u— e S =
gesetzt, so ist die neue Biegungsfliche (Z,7, Z) durch

i3 (czsai+L5a5) ww.

bestimmt. Fiihrt man die Integration teilweise aus und beachtet (1), so
findet man:

(2) =0 s+css'3+3 (5ndn+s':'d:’)+3fﬁf(écdc%’n’d )

usw. ; y und z folgen durch zyklische Permutation innerhalb der Tripel
Eqnl, 13 7' ¢’ und ¢, ¢, ¢;. DaB unter den Integralzeichen exakte Differentiale
stehen, bestitigh man auch ohne Benutzung von « und f an der Hand
der Formeln von § 1. Die Anzahl der durch (2) geforderten Quadraturen
reduziert sich (¢, ¢,, ¢; als verschieden vorausgesetzt) auf drei, da die
Summen

8f(Endy+&aly+8f(stdc+En'dy ) =2 — £ —&° usw.

bekannt sind.
" Wir beachten noch, da an die Stelle von =, H, Z die GroBen

ant'=2o,  ReE-2Er, ey - g¢
treten, und schlieBen hieraus auf die auch leicht direkt erweisbare Tatsache,
daB die Produkte 5Z’, {7’ usw. einzeln der Moutardschen Gleichung § 3 (4):
(8) O,5=3e00
geniigen. Allgemein sei bemerkt, daB, wenn ¢ und ¢ zwei Integrale der

Systeme § 2 (10) und (14) darstellen, so da8 nach § 2, 4 gleichzeitig die
Beziehung

(4) e=0 (9 05+ 9p0.) — 99 = 3C (C = konst.)
besteht, der Ausdruck 99’ C ein Integral von (38) ist.

2. Die zweite Bemerkung betrifit die Tatsache, daB die Differential-
gleichung .

(5) 0,5 =e0— e—20
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wie jede Gleichung der Form 0,5 =f(6) neben einem gegebenen Inte-
gral 0 («, 8) noch co? Losungen 0 (c o, £ ) zuldBt, wobel ¢ eine willkiirliche

N
Konstante bedeutet. Man erkennt, daB es sich hier um ein Gegenstick zur
Lieschen Transformation der pseudosphdrischen Flichen handelt. Die

Einfithrung des neuen Integrals 0 (c «, %) verdndert das System der Diffe-
rentialgleichungen § 2 (10), das in der neuen Gestalt erst wieder integriert
werden muB, so daB, abgesehen von der Kenntnis des Integrals 0, sich

keine Vereinfachung erzielen 1aBt. Schreiben wir ¢ und g an Stelle von
co und é, so behilt die Funktion 0 («, 8) die urspriingliche Form, wihrend

das System §2 (10), von dem die Bestimmung der neuen £, %, £, also der
Koordinaten einer, wie wir sagen kénnen, Lieschen Transformierten der
Tzitzéicaschen Fldache abhingt, in:

(6) ’l9aa=9a’t9a+%e_e’l9,g, ﬁa'gzee'ﬁ, 19/5'}3=%e_e'¢9a—}—6,3'85
iibergeht, wobei » = ¢® ist. Gleichzeitig lautet das duale System:
(7)) Bla=0.0.—ne=08), Dip=e0d, Opg= —=e=08 +0;0;.

Hiernach ist es, ohne daB es der bestitigenden Rechnung bedarf, klar,
daB ebenso wie § 2 (10) und (14) auch die vorliegenden allgemeineren
Systeme von Differentialgleichungen unbeschrénkt integrabel sind, da8 zwei
Losungen ¢ und ¥ von (6) und (7) wieder die Relation (4) befriedigen
und daB der aus ihnen gebildete Ausdruck &9 + C wieder ein Integral
von (3) ist.

Das System (6) ist von fundamentaler Bedeutung. Es beherrscht

nidmlich, wenn x = %% gesetzt wird, die Tzitzéicasche Transformation 7,

der durch %: konst. charakterisierten Fldchen und gleichzeitig unsere

in analytischer Beziehung damit &dquivalente Transformation ©,, die im
nichsten Paragraphen fiir die Biegungsflichen der betrachteten Klasse auf-
gestellt werden soll. Das weiterhin mit R bezeichnete Integral von (6),
dem die Rolle einer transformierenden Funktion zufallen wird, ist auf
Grund der letzten, das Analogon zur Lieschen Transformation betreffenden
Bemerkung einer geometrischen Interpretation fihig, die wir hier ohne die
Absicht spiterer Verwendung voraufschicken: R It sich als Koordinate
(Abstand des laufenden Punktes von einer festen Ebene) fiir eine neue
Fliche der Tztzéicaschen Klasse auffassen, die aus (&, 1,0) durch den
zur Lieschen Transformation analogen.Prozef hervorgeht.
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Auffallend ist die Tatsache, daB eine solche Verwandtschaft zwischen
zwei Transformationen der gleichen Klasse von Biegungsflichen, von denen
die eine, hier die Transformation ©,, in Gestalt einer geometrischen Kon-
struktion auftritt, wihrend die andere, hier also das Gegenstiick zur Lieschen
Transformation, einen ausschlieflich analytischen Charakter besitzt, sich
in gleicher Weise bereits bei den Biegungsflichen der Pseudosphire findet.
In der Tat 1iBt sich — ein darauf beziiglicher Hinweis scheint iibrigens
in der Literatur zu fehlen — auf die Riccatische Gleichung, von der die
Bicklundsche Transformation einer speudosphirischen Fliche abhingt, auch
die Darstellung der Koordinaten einer allerdings imaginéren Lieschen Trans-
formierten zuriickfithren.

§ 5.

Aufstellung der Transformation 0, fiir die betrachtete Klasse von
Biegungsfliichen.

1. Es sei wieder eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene und an der
Hand der Entwicklungen von § 2 konstruierte Biegungsfliche (z,y, 2)
vom Typus

(1) 2dx2=%(udu2—2dudv+odv2)

als gegeben vorausgesetzt. Da die sechs GroBen &, %, Z, &', 7', {’ Integrale
der gleichen Moutardschen Differentialgleichung:

(2) Eap=e9% bzw. Ep=e0f
sind, so liegt es nahe, sie einer gemeinsamen Moutardschen Transformation

zu unterwerfen, die durch eine weitere, noch niher zu bestimmende Losung R
der Differentialgleichung (2):

(3) -Raﬂ:eeR

definiert sein mag. Wir versuchen dann, iiber R so zu verfiigen, daB sich
die sechs transformierten GroBen zur Konstruktion einer neuen Biegungs-
fliche verwenden lassen. Das gelingt nun, wie sich zeigen wird, insofern
nicht unmittelbar, als man die beiden durch die Moutardsche Trans-
formation gewonnenen Tripel, die wir mit £,,7,, ¢, und £, 7., & be-
zeichnen wollen, erst mit je einem konstanten Faktor zu multiplizieren
hat, damit sie in die den Forderungen von § 2 vollstindig geniigenden
GroBen &,,7,,¢, und £, ,,C, ibergehen.

Wir schreiben zunichst die bekannten Differentialrelationen der
Moutardschen Transformation??)

23) Bianchi, Lezioni di geometria diff. 2 (1903), § 241.
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@) [ R(&),+Ruéi=—RE+R.E,  R(E)p+Bsbi=RE&— Byé,
\ B(&),+ RBufl=—RE+Ru&, R(E)p+Rpfi=Ré— Ryt
und verlangen, daB analog zu § 2 (3) wieder die Gleichungen:

(5) I Zglg;_:—l’ 2(%}),;%1,.:0: 2(%2:)5%;:03

1 I(E),a=0, I(E)E=0
erfiillt sind, die zum Ausdruck bringen, daB auch die transformierten Hilfs-
flichen (,, m,, &,) und (£, 71, &,) polarreziprok in bezug auf die imaginire
Einheitskugel um den Nullpunkt sind. Multipliziert man die beiden ersten
Formeln (4) mit £,, die beiden anderen mit £, und addiert jedesmal die
analogen Beziehungen, so findet man mit Benutzung von (5):

(6) { —R.=—RY&&+R.SEE —R=RIE&— R IEE,
~ ’ = ’ z s I4
~R,=—RY&&L+B.IE&E, —R=BI&L&—R3EE.
Da Ad=(&,&,,&)= —e0=0 ist, ist fir £,, Ty, G, ein Ansatz von der
Form .
E—lé+métnt usw.
statthaft; entsprechend kann man
g =0t +m'E+n'E usw.
setzen. Mittels der Relationen von § 2, 2 gewinnt man dann aus (6):

R R
l=——(n+1)e"07§, m=—(n—1)e"®—,

R R
Ve —(n'41)e-05f, m'=—(n'—1)e=0=2.

Die erste der Relationen (5) I8t sich jetzt in die folgende verwandeln:
B R
(nn’ — 1)(2e-e—;;ﬁ~ 1):0.

Das identische Verschwinden der zweiten Klammer wire mit der Diffe-
rentialgleichung

(7) O.5=e0 —e—20

unvereinbar ?4); es muB also n’ =—71: sein. Demnach bestehen Formeln von
der folgenden Gestalt:

*) Differentiiert man nimlich die Gleichung 2R, B;= ¢® R® nach «, so ergibt

sich: 2Ra“Rﬁ=eeeaRe, also: R‘m=6aRa. Differentiiert man abermals nach £,
so wird
(e9R),=0,, B, +0, 08,

also: 6a3=ee im Widerspruch mit (7).
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E=n{t— (1 + ) Bt (1-1) g,
E=Me ) B+ (1= ) B}

Setzt man den ersten dieser beiden Ausdriicke wieder in die Diffe-
rentialrelationen (4) der Moutardschen Transformation ein, die man hierzu
zweckmiBig in der Form

(RE),+Ré— R.E=0, (RE)s— R& -+ Rge=0

schreibt, und driickt darauf die zweiten Ableitungen von & an der Hand
von § 2 (10) durch &, &,, & aus, so findet man, da wegen 4 == 0 die Fak-
toren von &, £, &; einzeln verschwinden miissen:

(8)

ne =0, ng =0, also n = konst.

und auBerdem zwei neue Differentialgleichungen fiir £, zu denen wir (3)
wieder hinzunehmen:

Roo = GaRa+ ii:e.—e Rﬁa

(9) R.p=e%R,
1—
I Rﬂﬁ: T_?Ze"eRa + 9,9 Rp.

Das zweite Formelpaar (4) fithrt zu demselben Ergebnis. Die willksirliche
Konstante # mu von 0 und 1 verschieden sein.

2. Es sei also R ein Integral des nach § 4, 2 unbeschrinkt integrablen
Systems (9), anf das Tzitzéica die Transformation der durch ‘—;—;=konst.
charakterisierten Flichen zuriickgefithrt hat. Es fragt sich jetzt, wie weit
die nach (8) mit Hilfe von R gebildeten GréBen &, ..., &,... den Be-
dingungen von § 2 entsprechen. Zun#chst wissen wir, daf die Differential-

relationen (4) der Moutardschen Transformation erfiillt sind, und schlieBen
auf Grund der bekannten Eigenschaften derselben, dal

(10} (§1>a,8 = eelgh (§;>a,5‘ = 3912;
wird, wobei
1 B, R
en=R(g), ==+ 25"
ist. Wir bestétigen mittels (8) die Beziehung
(11) 2 51 f; =—1
und bilden die Hilfsformeln:

(12) D as~—n, YEe=-—1,
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= s R o,
[Seas=—m-0%  Tag--w+n,
z R
IZ’&SF——(——-l) Zslsp=—(§+1>-éi,

Wir multiplizieren nun das erste Gleichungspaar (4) mit £,, das zweite mit
£,, addieren jedesmal die beiden analogen Relationen und finden, indem
wir (11), (12) und (13) beachten:

(14) 3(&)EH=0, I(&)E=0, I(&),&=0, I(E)&=0.

Damit sind die Formeln (5) verifiziert, die uns zur Spezialisiernng der
Moutardschen Transformation gedient haben. Wir multiplizieren ferner
jede Gleichung des esten Paares (4) mit jeder des zweiten, addieren wieder
die analogen Relationen und erhalten nach entsprechenden Reduktionen:

(15) 2@ E), =0, (&) E),=0,
16) (&) (&), =2 ()&=~

Auf den beiden neuen Flichen (£,,7,,&,) und (&,7,, £,) wird das
Kurvennetz (¢, 8), wie aus (15) hervorgeht, wiederum von den Asym-
ptotenlinien gebildet. Es bestehen demnach wie in § 2 Beziehungen von
der Form:

(17} (gl)aa = (61)a (El)a + pl(él)fp

und wir wissen, daB p, sich von e~ nur durch einen von « allein ab-
hingigen Faktor unterscheiden kann. Es ist von Wichtigkeit, festzustellen,
daB p, = e~ ist. Zu diesem Zwecke differentiieren wir die erste der
Differentialrelationen (4) nach ¢ und driicken dabei (,),, durch (17) sowie
&,, durch § 2 (10) aus. Multiplizieren wir sodann mit (51) und addieren
die beiden analogen Gleichungen, so folgt mit Beriicksichtigung von (14),
(15) und (16):

(18) Bpietr—= — RO, 3 (£1), 6 — Re=® (&), & + Bou 3 (1), &

Die drei hier auftretenden Summen erhilt man, indem man fiir (;fl')a den
durch (4) gegebenen Ausdruck benutzt und von den Formeln (13) Ge-
brauch macht:

(13)

= g0,

ﬂRa

_ _a/RN L ~nR,R
Z(§1>a5a=1n—(’17> , Z(&)afﬂ:“ Reﬂ"ee-
PHGRESI LS 1on B
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Setzt man diese Werte, ebenso den aus (9) entnommenen Ausdruck fiir
R., in (18) ein, so ergibt sich tatsichlich p, = e~61.
Auf die gleiche Weise bilden wir (£,)ss und erhalten so das System:

(fl)m = (Ol)a (gl)a -+ 3_91(51) > (51)0,; =eb1f,,
(éz)lgﬁ =e~0(§), + (91),3(51)/3,
aus dem wir unter Bezugnahme auf § 2 unmittelbar schlieBen, da8

(Ol)aﬂ = g1 e-—‘lﬂl
wird, daB also durch
Ra Rﬁ

(19) 891::—-—86"]*'2—1—%—2——

ein neues Integral 0, der partiellen Differentialgleichung (7) gegeben ist®).
Um endlich den Wert der Determinante

21 = (51: (51)0‘: (51)/9)

zu berechnen, bestimmen wir (&), und (£,), aus (4) und ersetzen nach-
traglich £ durch den Ausdruck (8). Wir erhalten:

eﬁR“

A= (ne—(nt1)e-o B _(n_1) &, RE b — 2y

n, ——(n—i—l)e“’%é —(n—1)e" o Ba

7|
|
R | RaRﬂ
={($s%as B -1, 0 =—nd({2e-0 2% = __
(£,¢ 5,;)33 | n<e = 1)
| Rg
R 0, 1 ‘
und weiter, indem wir (19) sowie die Relation 4 = — e® beachten:
(20) 4= —neb.

Analog wird:
(21) A= (B (&, (E)) = — - eo,
wovon wir uns am einfachsten durch Multiplikation der beiden Deter-
minanten A4, und A4, iiberzeugen.

Die Formeln (20) und (21) unterscheiden sich von § 2 (11) und (15)
durch das Auftreten der Faktoren » und --. Wir lassen deshalb an die

25) Dieser Satz wurde bereits von Tzitzéica [s. die erste der unter 1) zitierten
Noten] ausgesprochen. Den direkten rechnerischen Nachweis findet man in § 3 meiner
unter 3) genannten Arbeib.
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Stelle der durch die gemeinsame Moutardsche Transformation gewonnenen
g,...,E, ... die neuen GroBen:
Elz—_n—‘/zgl, 171=n—1/357’1’ Cl—_—n-’/sfl,

V8 =whE,  p=an,  L=whE
treten, fiir die die auf entsprechende Weise gebildeten Determinanten
A, = 4, = — ¢0: werden. Uberhaupt gelten jetzt die Relationen wvon § 2
ausnakmslos fir den Index 1.

Hiernach sind die Koordinaten der neuen Biegungsfliche (2, y,,2,)
vom Typus (1), wenn

(22)

2§f=u1’ 25{2:7)1

gesetzt wird, zunidchst durch die Formeln
3 ’
(23) =5 [(&,du, + & dv,) usw.

gegeben. In bezug auf (22) ist zu bemerken, daB nach § 4, 1 kein un-
mittelbarer Anlaf vorzuliegen scheint, die drei Grofen eines jeden der
beiden Tripel mit dem gleichen normierenden Faktor n—%s bzw. n'/s zu
versehen. Tatsichlich erweist sich aber gerade dieser Schritt als bedeutungs-
voll. Er gestattet namlich, wie jetzt gezeigt werden soll, die Beseitigung
der Quadraturen (23), die eine wesentliche Voraussetzung fiir ein tieferes
Eindringen in die geometrische Natur unserer Transformation darstellt.
3. Wir fithren unter Hinweis auf § 1, 3 und § 8, 8 die zu der neuen
Biegungsfliche (z,, ,, 2, ) gehorige dritte Hilfsfliche (¢, ,9,,3,) ein, die durch

(24) L=2 — %k —o 51
gegeben ist und nach § 3 (5) die Darstellung:
T =1, £ + i )

zuldft. Es sei zundchst festgestellt, daB die letzte Formel sich auch in
der Gestalt:

(25) 5 = (s £+ s B

schreiben 148t. Erinnert sei iiberdies an diejenige fundamentale Eigen-
schaft der Moutardschen Transformation, auf die Guichard die Konstruk-
tion der W-Kongruenzen zu einem gegebenen Brennflichenmantel gegriindet
hat. Sind ndmlich ¢ und o zwel Integrale einer Moutardschen Gleichung und
@,, v, die Ergebnisse einer gemeinsamen Moutardschen Transformation %¢),

26) Ist R die transformierende Funktion, so k6nnen die Ergebnisse der Moutardschen
Transformation mittels unseres Symbols in der Form ¢, = % (B,p), yy= % (R,yp)

geschrieben werden.
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so kann in dem Ausdruck (¢, v,) iiber die additive Integrationskonstante
so verfiigt werden, da8

(26) @1 1) =K, V) + .9 — v, @
wird %7),

Danach folgt aus (25) im Verein mit § 3 (5):
(27) €1=2€+’—71€'—51’7'+7);C“§'1?7

=g+ 0 (8 = L) (i E = &),
so daB man z, mittels (24) ohne Quadraten erhilt.

Wir sind jetzt in der Lage, den Ubergang von der gegebenen zur
neuen Biegungsfliche, den wir als Transformation ©, bezeichnen, zusammen-
fassend, wie folgt, zu beschreiben:

EBs set (z, y, z) ene auf thre Asymptotenlinien (e, f) bezogene
Biegungsfliche vom Typus

dﬁ:%(udu“’—— 2dudv - vdv?);

es seien E=3%zx,,..., ¥ =2z, ... die 6 HiljsgroPen, die sich als Koordi-
naten zweier polarreziproker Flichen (&, 9, L) und (&',9', ") der Tztzéica-
schen Klasse auffassen lassen. Ist R ein Integral des unbeschrinkt inte-
grablen Systems:

(28) Ree=O.Rotine0R;, Rup=eOR, Rpp=i—ne-9R.+0:Ry,

in dem n eine von 0 und 1 verschiedene Konstante bedeutet, so bilde man
&, 1y, L, und &, 17;, ¢, auf Grund der Formeln:

28
s

]51 — i {s— e [(1+5) Beta+(1—3) R‘,gﬂ}} )

(29) ' I ’ e~ @ ’ )
l fe=mn"" G-l (G n)Rpée + (1— n)Rafﬂ]]-
27) Aus drei Losungen der Moutardschen Gleichung und jhren Transformierten
erhilt man die beiden auf die Asymptotenlinien bezogenen Flichen z=(7,%), ...
und 2, ={%;,{), .... Aus (26) folgt dann: x, —2 =15~ usw., d. h. die Tat-
sache, daB (z,y,2z) und (#,,y,,2,) die Brennflichenmiintel einer Kongruenz sind.
28) Wir haben bereits erwiahnt, daf8 nac]} Tzitzéica [s. wieder unter )] von den
Differentialgleichungen 28) die asymptotische Transformation abhingt, die eine Fliche

(&, 5, £) der durch die Relation %:koust‘ ausgezeichneten Klasse in eine Fliche

der gleichen Art — sie sei hier mit (EL, 1> fl) bezeichnet — iiberfiihrt. Fiir die Be-
rechnung der transformierten Fliche gibt Tazitzéica die Formel:
—6
2 e 1 1
& =&~ & [(1 +;;) Rp&e+ (1 ——n-‘) Rafﬂ]

(Fortsetzung der FuBnote 28 auf nichster Seite)
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Wird .
- Sh=um, I&=v
gesetzt, so stellen )

@y =a-Fu & 0, by — uf —oE s (g, 0=y ) F e (L i),
(3) {yy=ytun o —un—vn'+ s (6,8 51+ (880,

Zy== z+u1é_1 +7J1C; —ul— ’DZ’ +n% (51 77,—7315’)+ n=a (5177“"’715)
die laujenden Koordinalen einer neuen Biegungsfliche vom gleichen Typus
dar, fir die

dz, = 2"(51 du, + & dv,) usw.
und
3 da =3 (uydul — 2du, dv, -+ v, do?)
wird.
Was den Grad der Allgemeinheit der Transformation 6, anbetrifft,

5o ist zu beachten, dall das System (28) drei linear-unabhingige Integrale
besitzt, mittels derer sich jedes weitere Integral in der Form

B=c¢,R,+ ¢, R, +¢; R,

darstellen 148t. Die Formeln (29) enthalten nur die Verhéltnisse der drei
Konstanten. Bei gegebenem n liefert also die Transformation @, zu einer
gegebenen Biegungsfliche co® newe. Ohne nihere Ausfithrungen sei noch
die an der Hand der voraufgehenden Entwicklungen leicht erweisbare Tat-

sache ausgesprochen, daB die zu O, inverse Transformation eine O, isi.
%

Insbesondere geniigt also —;—3— einem System von Differentialgleichungen, das

aus (28) hervorgeht, wenn 6 durch 6, und » durch % ersetzt wird.

4. Die naheliegende, aber auf direktem Wege durchaus nicht miihelos
zu erledigende Frage, ob es sich bei der Transformation 0, vielleicht auch
wieder um eine asymptotische Transformation handelt, braueht uns hier
nicht zu beschiftigen, da die Ergebnisse des SchluBparagraphen geniigen,
um sie im negativen Sinne zu beantworten. Eine erste, hochst interessante
geometrische Eigenschaft der Transformation 6, kniipft sich an die Ein-
<es steht dort ¢ an Stelle von -:;), g0 daB also ,%:n*’/xa:%g, ist. Es ist un-
mittelbar zu ersehen, daB der Punkt (El, Bis 21} auf einer Tangente der Flache (£,4,¢)
liegt; _daB auch die umgekehrte Beziehung statthat, daB also die Flachen (§,...)
und (&, ...) Brennfiichen einer Strahlenkongruenz sind, erkennt man leicht, indem
wan mittels (13) bestatigt, daB 3 (& — &) 5 =0 wird. Hervorgehoben sei iibrigens,

daB der Wert des Bruches ey den wir fiir die gegebene Flache (&, ...) gleich —~1

voraussetzen konnten, fiir die Tzitzéicasche Transformierte notwendig ein anderer,
ngnalich —nt wird.
Mathematische Annalen 92 18
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filhrang der Flichen (2®),...), deren Punkte, wie erinnerlich, mit den
Flachenelementen der Biegungsfliche (z, ...) starr gekoppelt, in den Tan-
gentialebenen liegen. Es gilt nun der folgende Satz:

Eine jede mit der gegebenen Biegungsfliche (x, ...) verbundene Fliche
(z®,...) und eine zu der transformierten Biegungsfliche (z,,...) ge-
korige Fliche (2, ...), fir die

v, =vn="l
vst, bilden die Brennflichen einer W-Kongruenz. Wir kénnen auch sagen:
Bei der Transformation O, gehen die sdmilichen Flichen (z®), ...) durch
stmultane asymptotische Tmnsiommtzonen in die Flichen (2, ...) iiber.

Wir beachten nimlich, da8 nach § 8 (6) und (7):

2=z —(u—v)é—(v—1)&=g+rit 1y
=l<n+vn',é§+vc'>,
(31) " 1
1~x1—<u~v1)s (=) el =z e+ L4
=,,—1<’71+”1’71’51+1’151>

ist. Der Beweis beruht nun auf der unmittelbar zu tibersehenden Tat-
sache, daB &} »&' durch die zu R gehonge Moutardsche Transformation
in £ 4 vE =nE +yn-sE, also in n¥s (&, --,&) iibergefiihrt wird,
wenn »n =" =y, gesetzt wird. Man hat sich aber noch davon zu iiber-
zeugen, daB die relative Lage der Flachen (¢, ...) und (2, .. .) wirk-
lich eine derartige ist, da8 die Verbindungslinien ihrer korrespondierenden
Punkte gemeinschaftliche Tangenten sind. Hierzu bedarf es der auch spater
zu benutzenden Relationen:

(82) nag — k=0 — ', nsE—nhE = — g,

die man unschwer als Identititen feststellt, wenn man die den Index 1
tragenden Gréflen mittels der Formeln (29) ausdriickt. Man folgert nun

aus (31):
v, v, 2 1 2 ’ ’
xi’)-—z()=gl—-g+v(n‘/3%:‘~—§)+-;(n 7ok — ¢ )
und erhilt mit Benutzung von (27) und (32):
o — =t (g, ¢ — L)+ nth (& — &) +vus (0 — £in)
+ont (g — &),

also:
v ” s ’
2 — & =2, 4 vyyy) (C+90) ~ G+ 80) (14 v0')
woraus die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht.
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§ 6.
Der Vertauschbarkeitssatz fiir die Transformation 6,,.

1. Zur Aufstellung des Vertauschbarkeitssatzes fiir unsere Transfor-
mation €, gehen wir von dem allgemeinen Bianchischen Kompositions-
theorem fir die Moutardschen Transformationen aus?®). Dasselbe wird
zweckmiBig in der folgenden Form ausgesprochen:

Es seien @, v, ... beliebig viele Integrale einer Moutardschen Diffe-
rentialgleichung. Durch zwes weitere Losungen R, und R, seien zwer
Moutardsche Transformationen definiers, durch die die gegebenen Gréfen
N @y Yys e URA @y, Py, ... tbergefihrt werden. Besttmmt man J mittels
des Ausdrucks

(1) J=(By, Ry=[{—[B(R,),—B,(R,),)de+[R,(R,),—Ry(R,),] dB1},

der eine willkiirliche additive Konstante enthdlt, so gehdren zu den Gréfen
J J

(2) R:s:j{ls R‘zs’“':j{za

die Lésungen der von @, vy, ... bzw. von @,, y,, ... erfillien Moutard-
schen Qleichungen sind, wiederum zwei Moutardsche Transformationen,
Aurch die aus @, w,, ... einerseils, aus @,, s, ..., andrerseits einund-
dieselbe Reihe @, y,, ... von Integralen einer wvierten Moutardschen Glei-
chung hervorgeht. Dabei berechnen sich @5, s, ... nach der Formel:

(3) Py = (zp'—&_’g—(q’a. 992)‘

Uberdies gilt der folgende Zusatz: Bei geeigneter Fixierung der dem
Symbol { ) anhaftenden Integrationskonstanten bestehen neben den Relationen

(4) <‘-771: "l)1)=(%‘/’)+¢ﬂ}"‘%fpa ((’Pg, TIJQ):((P, w)+‘}’g%0—w9¢
die folgenden:

(5) $Pg> Y3) = Pa> W) T+ @y — W @1 =APy> Wo? + Qa5 — Y3 Pss

an deren Stelle wegen (3) und (4) die Gleichung

R
f}' . (@1"/’2 - 11”1992)

(6) (@5, Y3) ={p, ¥
treten kann.

Auf diesen Zusatz griindet sich die geometrische Deutung des Kom-
positionstheorems im Falle dreier gegebener Integrale &, 5, {. Sie fiihrt
bekanntlich zur Konstruktion der Quadrupel von W-Kongruenzen, die aus
00? windschiefen Vierecken bestehen, deren Ecken die einander zugeordneten

) Bianchi, Lezioni di geometria iff. 2 (1908), §§ 247 u. 248.
16%
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Punkte und deren Seiten Tangenten von vier Flichen mit korrespondieren-
den Asymptotenlinien bilden. Bei dem uns beschéftigenden Problem han-
delt es sich um die Transformationen eines Systems von sechs Integralen
E,m,8,&, 9, ", Auch hier ist der leitende Gedanke wieder der, statt mit
den Biegungsfiichen selber zunéchst mit den zugehdrigen dritten Hilfsflichen
zu operieren, fiir die die erweiterten Lelieuvreschen Formeln § 8 (5) gelten.

2. Die betrachtete Biegungsflache (2, ...) vom Typus § 5 (1) werde
also zwei Transformationen @, und @,, unterworfen, die durch zwei Inte-
grale R, und R, des fiir » =n, und n = n, geschriebenen Systems (28)
von § 5 definiert sein mogen. Dann ist nach § 5 (29):

f—n e = (1) e+ (1- 1) (R4,
= nr {8 — 0 ) (R, 8 (1 —m) (B)),8]
b=t (s =G [ D R+ (1= 1) (R,
g —n‘“{f———-—[(l—%n‘, ) (Bo)gél 4 (1 —m,) (By), &1

dazu kommen die Formeln:

>

>

(7)

3

P./ N v

L=t (=& Ful L — &),
x1:§1+u1§1+”151, (u1=2§f7 7’15251’2)
und entsprechende fiir den Index 2.

Es soll nun gezeigt werden, dafl bei geeigneter Festselzung der in J
enthaltenen verfiigbaren Konstante die Anwendung des allgemeinen Komposi-
tmnstheorems fiir die Moutardschen Transformationen sechs GroBen &, n;,C,,
53, 173, 53 liefert, aus denen sich eine vierte Biegungsfliche (xs,. .) kon-
struieren 148t, und auBerdem, daf diese vierte Biegungsfliche (w,,...) aus
(2, ...) mittels einer Transformation 6,, und aus (z,,...) mittels einer
Op, hervorgeht. Die charakteristischen Konstanten n, und %, erscheinen
dabei also wverfauschi.

Auf die normierenden Faktoren ist besonders Bedacht zu nehmen.
Es geht namlich durch die mit den urspriinglichen Transformationen 6,
und 6©,, gleichbedeutenden, zu R, und &, gehdrigen Moutardschen Trans-
formationen

£ in n,°¢ wnd in "%,

£ in n]7E und in n) P E
iiber. Das veranlaBt uns, von vornherein das gemeinsame Ergebnis der
beiden weiteren, von R,, und R,, (siehe (2)) abhingigen Moutardschen
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Transtormationen, denen n/2 &, und n; /&, bazw. n,*&, und n; * £ unter-
worfen werden, mit n,”® n,,/’ & und n] »n; &) mm bezeichnen. Wu' de-
finieren also an Hand der Formeln (1), (2) und (8) & und & durch
die Ausdriicke:

- —~ R, R,
I§3=n11/3n2 3y [5,___1‘7_;( ;/35 *"7711/35;):;,

(8) ’ 1y, 1 s R R,, -1 l
153 /3 3&1{5 ""‘lj'g( 1 /351"—”2 &) }

Der Beweis des Vertauschbarkeitssatzes wird erbracht sein, wenn es
uns gelingt, diese Gré8en als Ergebnisse zweier Transformationen 6, und
Oy,, also in jeder der beiden folgenden Formen darzustellen:

& “""22/3 {E “““((l—i‘ ) Rw)p(éx) +<1—'”1‘>(R13) (51),5']\’
[(1 +n, )(313)13(51) + (1 — ) (Bys), (‘51),5][’
fy = {se-fi’( (14 D) Ru)pa)t (1= 1) (Rua), <&»>A J,

gg=mn; " {5’ ——~—-{(1 4 1,) (Bag); (&), + (1= ny) (Rag), (&3)5] ;

g =y { el

Es geniigt dann nimlich, die zu § 5 (4) analogen, infolge des allgemeinen
Kompositionstheorems sicher bestehenden Differentialrelationen der durch
R, und R,; definjerten Moutardschen Transformationen hinzuzunehmen,
um im Hinblick auf die Entwicklungen von § 5 unmittelbar schlieflen zu
konnen, daf R,; und RB,, die beiden Systeme von Differentialgleichungen:

(Rigyw = (0,), (Bua), + oo e (Byg), usw,,

1
(Rog)aa = (0:), (Buy), + 0 =0 (Byg), usw.

erfiillen, durch die die beiden Transformationen als eine @,, und eine @,
gekennzeichnet werden.

Wir begniigen uns damit, von den fraglichen Formeln (9) die erste
auf Grund der dem J noch aufzuerlegenden Bedingung zu bestitigen; bei
den ubngen hétte man entsprechend zu verfahren. Beriicksichtigt man,
daB 4, = (&, (£)),, (& )ﬁ)-—- —ef 40 ist und daB die zu §2 (3) und
(4) analogen Rela,(;lonen

Zfli:;:’"ls 251(51,)0,:251(5;.),9:0’
S(E), (Ede= 3(8),(8), =0, (&), (&) = J(E)s (81), = e

bestehen, so wird ersichtlich, da8 man die zu bestitigende Formel fiir &,
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samt den beiden entsprechenden fiir 7, und {, durch das vollkommen
gleichwertige System der drei Gleichungen:

& 5’ = n%’
10 . . R
( >1253(51) = /a<1 - f)Llj) 253(51>3“‘ - /8(1 + >( _éi:ﬂ
ersetzen kann. Es handelt sich also darum, durch Einfithren des Aus-
drucks (8) fiir &, hieraus Identititen zu machen. Um die erforderlichen
Reduktionen vornehmen zu kénnen, gebrauchen wir eine Reihe von Hilfs-
formeln. Man findet zundchst:

(11) S5 = —n; ", T5,8i=—1, Tetlm —n}*ng " fony oa 0
1582

wobel
(12)  ¥=(1—nn)e 0 [(B,),(R), — (B (R),]

+(n, — n,) [B, By — € 0((R)),(Ry);+ (B,);(R,),)]
ist. Es wird ferner:

{ SE(E]), = — DEE = "3(1-—n1)(3"“,
(1)

2 (B,
e (8= (Ln) G2,

Wir bilden schlieBlich Y&, (51).; und Y¢, (51)/3, indem wir beriicksichtigen,
da8 nach §5 (4) und (22)

[ (= =G~ (5 - ),

' (R) 1 (By)g .»
1 (51),{3: ﬁ§1+ /3(4‘/9 Rlﬁf)

ist, und uns alsdann zur Ausfilhrung der Summen der letzten Formel (11)
sowie der folgenden leicht zu bestitigenden Beziehungen bedienen:

, 2 ’ 2 1 (R2)a
ZeE——nl,  IgE=—al(1-1)20,

2525;;*—*"%;/3(1‘1— )(Rz)ﬁ.

Es ergibt sich so das Formelpaar
I 252(§1> = 7&1 .2/3 (1 —_ =

(14)

—p] g, B2,

ALY
R, R, 1 ° R R,

(15)
’ iy 2/, 1 J, —2/, _13(81);9

l 25-3(51)/3: —n1/ n,/ (1 +,’n‘z> R}.‘;z — Ny ! (2 / B'R, Y,

wobei im Hinblick auf (1):

(16)  —[Bi(B), — By(B,),]="es  By(By)y— By(By)y=1;
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gesetzt wurde. Nach diesen Vorbereitungen substituieren wir den Wert (8)
von &, in die drei Summen, die die linken Seiten der fraglichen Rela-
tionen (10) bilden. Wird dann von den Hilfsformeln (11) und (15) Ge-
brauch gemacht und beriicksichtigt, daB nach (2):

J J

r=%s g
ist, so gelingt es, die Summen (10) in die rechts stehenden Ausdriicke
iiberzufiihren, wofern die Bedingung

(17) V=(1—mnn,)J
erfiillt ist. Damit wird aber, wenn wir zunéchst die Annahme n,n,=1

ausschlieBen, lediglich iiber die dem J anhaftende additive Konstante ver-
fiigt, da, wie wir durch Differentiation von (12) bestétigen, die Beziehung

d¥=(1—mn,n,)dd

= Ry

von selber besteht. An die Stelle der Quadratur (2) tritt also zur Be-
rechnung von J der endliche Ausdruck:

_Z
1—nn,"

J:

3. Um nun die Formeln fiir die laufenden Koordinaten der durch
53, .e» &, ... bestimmten Biegungsfliche (z;, y,,2;) zu erhalten, gehen
wir wieder von der zugehorigen dritten Hilfsflache (g, ...) aus, die, wenn
= Y& und v, = &7 ist, sich in der Form

I3 =23 — U g:3 - ”53 = <773’ Cs) -+ <773', 4-3)
darstellen 1a8t. Auf Grund von (5) und (6) finden wir:
L=15+ n;/‘(’?:a 51 Ly 1) + g 1/3("73 & — C:’: 7,)
=, t+ nils(% C‘z ~ L 1) 4+ my L (158 — Z‘; 7,)
R, s, —s -3, Vs ’ 4
= —*—jR—?[nl/ K (77150 {img) +my K nz/ (078 — Lumg)]-

Wir kénnen demnach den Vertauschbarkeitssatz fiir die Transforma-
tion 6, in der folgenden Gestalt aussprechen:

Wird eine Biegungsfliche (z, y, z) vom Typus
ds? = %(udu‘“’ —2dudv+vdv?)

mittels zweier durch R, bzw. R, definierter Transformationen ©, wund
Oy, tn die beiden neuen Biegungsflichen (x,,y,, z,) und (x,, Y,, 2,) uber-
gefihrt, so existiert (mym, == 1 vorausgesetzt) eine vierte, durch endliche
Operationen bestimmbare Biequngsfliche (x5, y;, 2;), die aus (z,,y,,2,)
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durch eine Transformation O,, und aus (x,, y,,2,) durch eine Oy, her-
vorgeht. Dabei ist: )

(18)  T= e[ R), (B, — (B, (Ry),)
T (R By — €0 ((By), (By),+ (By); (R),)],

§3=n;’/‘n;%[§ RR?( JE —-n‘,/“&.)J

! R, R) —1 ._1 ’ R
& ‘n;/sn‘:js [5' =2 (ny 1551 /852)}’ ug=23&, = Y&,

Ty= &+ uy &y v by —uk — v’
R R LY YR , -y, 1.,
- 72[n1/ Ty ! (ny 8 — Lym) + g ! ne/ (mi &y~ & 75)]-
Im Falle n, = n, reduziert sich (18) auf den einfacheren Ausdruck:
J=e0 [(R1>a(Rs)p - (Rl),e(Rs>a] .
Es ist also auch dann noch eine einzige, durch endliche Operationen be-
stimmbare vierte Biegungsfliche (z,,...) vorhanden.

Ist dagegen nm,n, =1, so versagt die Formel (18). Wir ersehen
aber aus der urspriinglichen Form (17) der Relation, daf dann ¥=0, also
(19) R R, — e-e[(‘R1>a(R2)ﬂ + (Blj,g(Rz)a] =0
sein muB. Der auf der linken Seite stehende Ausdruck ist aber, wie man
durch Differentiieren oder an Hand einer in § 4, 2 gemachten Bemerkung
erkennt, fiir n, =n, n, = —;—eine Konstante. Die Relation (19) hat somit
die Bedeutung einer Anfangsbedingung, die bei der Integration des einen
der beiden von R, oder von R, zu erfiillenden Systeme von Differential-

gleichungen zu beriicksichtigen ist. Zwei durch die Bedingung {19) mit-
einander verkniipfte Transformationen @, und @: wollen wir, indem wir

uns eines bei &hnlichen Verhéltnissen gelegentlich benutzten Ausdruckes
bedienen, als ein harmonisches Paar bezeichnen.
Es besteht hiernach der folgende Zusafz zum Vertauschbarkeitssatz:
In dem besonderen Falle n,m,=1 <n1 =0, Ny = —:;) gilt der Ver-
tauschbarkeitssatz fiir die harmonischen, d. h. durch das Bestehen der
Relation (19) ausgezeichneten Paare von Transformationen 6, und 6, und
verlangt hier die Ausfuhmng der Quadratur n

J=J{~ B (R,),~ R, (R)),)de + [R, (R,), ~ R, (R,),]d}.
Da die Integmtwnskonstante willkirlich blesbt, gibt es eine einfach un-
endliche Schar von vierten Biegungsflichen (g, ys, ;).
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Auf der Betrachtung solcher harmonischer Paare von Transformationen
beruhen die Entwicklungen des folgenden SchluBparagraphen, die uns be-
merkenswerte Aufschliisse iiber die geometrische Natur der Transformation
O, geben werden.

§7.
Die Existenz dreigliedriger Transformationszyklen und die Zerlegung

der Transformation O, in zwei sukzessive asymptotische
Transformationen.

1. Wir setzen wieder eine Biegungsfliche (z,y,2) der betrachteten
Klasse als gegeben voraus und unterwerfen sie zwei durch B, und E,
definierten Transformationen ©, und ©:, die ein harmonisches Paar bilden

n

modgen. Es ist dann also:

(1) R, R, — 3_6[(R1)a(Re)ﬂ + (Rz\’ﬁ(Rz)a] =0

und:
f=u (& =l )R8+ (1- D) (R0,

" £ — (e — 20 (R, 8 + 1—n><ﬁa> &1},
b=t = 2210+ ) (R)h (1= ) (R, &1},
g (g — 2214 D) (R), e (1 - 1) (RLE] .

Die zugehérigen, nach §5 (80) darstellbaren transformierten Biegungs-
flichen seien (&, ¥,, z,) und (,, ¥,, 2;)-
Es soll nun gezeigt werden, da durch

R,
(3) R, = B,
eine weitere Transformation @, bestimmt ist, die (a,,...) in (2, ...)
verwandelt, daB also die drei Biegungsflichen (z,...), (Zy,...)s (Zas.--)
durch einen dreigliedrigen Zyklus von Transformationen €, miteinander
verbunden sind. Zu diesem Zweck haben wir zundchst die Beziehungen:

[o=n{e — [(1 + 1) R @)+ (1 = D) (B ),
() (1 — ) (Rus)a (B

ls;= n—’/s{si

zu bestdtigen. Wir besehranken uns darauf, den Beweis fiir die erste
Formel durchzufiihren, die wir zusammen mit den entsprechenden fiir ,

(4)
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und £,, indem wir ganz shnlich wie im vorigen Paragraphen verfahren,
durch das folgende gleichwertige System ersetzen:

D=~
(Bur)y

ng(fx) =—-’n2/=<1-—) (B 25‘, S}ﬁ—————n/*(l—r ) .

Die Richtigkeit dieser Relationen erglbt sich aber unmittelbar aus § 6 (11),
(15) und (16), wenn beriicksichtigt wird, daB jetzt n, =n, =2, = -;&— und
V=0 ist.

An zweiter Stelle iiberzeugen wir uns davon, daB &, und n’:&, sowie
& und n—s & die Differentialrelationen einer durch R,, = 2, definierten

Moutardschen Transformation erfiillen. Wir schreiben von den fraglichen
Formeln nur die erste hin:

(Bi)a _ (Biz)g
(5) (52) T E, Gy=—mn /E(§1) -‘*—;’*51_1

Benutzt man, um hierin (&), und (£,), auszudriicken, die analogen Be-
ziehungen:

R, B,)e
(51) +( R) 51 {fa"g”‘_"f‘i
(Eg) (Rz) 50 = 1/ [ga - (—_Z)" EJ ’

die infolge der gegebenen Transformatlonen 6, und @1 bestehen, und er-
setzt schlieBlich & und &, durch die Werte (2), so erwelst sich (5) als
Identitit. Entsprechendes gilt fiir die iibrigen Formeln der Gruppe.

Unter Bezugnahme auf die Entwicklungen von § 5, 1 schlieBen wir
aus dem gleichzeitigen Bestehen der Formeln (4) und der Differential-
relationen der Moutardschen Transformation, daB eine zwischen den Biegungs-
flichen (z,,...) und (z,,.. ) vermittelnde Transformation 6, vorliegt,
insbesondere also, da8 B,, = 2, % das System der Differentialgleichungen (28)
von § 5 befriedigt, in dem 6 “an Stelle von 0 zu schreiben ist.

Es ist indessen noch der Nachweis zu erbringen, daB die Biegungs-
fliche (z,,...), die aus (z,,...) durch die neue Transformation 6,
hervorgeht, auch ihrer Lage nach mit der Fliche (z,,...) zusammenfillt,
die wir urspriinglich aus (z,...) durch die Transformation @% erhielten.

Die Integraldarstellung der Koordinaten:
3 ! 19
=-2—f(§?du,~,+§edv.2) (%=2§Z» vy =3&)

schlieBt namlich noch die Moglichkeit einer Translation ei;l. Wir haben
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also, indem wir uns wieder der mit den Biegungsflichen verbundenen
dritten Hilfsflichen bedienen, zu zeigen, daBl neben den Relationen:

(1, —r=n"(n 8 — &)+ 0 (ml — L),
12 —L=nh (WC; - CW;) + (9"l — 8 )
auch die folgende besteht:

(7) T — 5= (ali — Lyn) 0 (18 — Lo

Es verschwindet aber tatsichlich beim Addieren dieser drei Gleichungen
die rechts entstehende Summe, da einzeln die beiden Identitidten:

(ns(n2s -+ 0,8+ mylt) — n=h (9l + myla 4 1,0) =0,
Unts (Es + &y o) — w7 (Lo + Lyma o) =0

erfiillt sind, von denen man z B. die erste leicht bestitigt, indem man
ihre linke Seite in der Form:

p(nss — n=h L) oy (0L — T 0) gy (L — n= k) = 0
schreibt und die nach § 5 (32) geltenden Beziehungen:
[nihtl —n=hl =gy —mE, whL — Tl =g, —

(9) \

(6)

(8)

nl/“Cz’ —ns 51, =&y — 16
benutzt.
Wir stellen das hiermit gewonnene Ergebnis fest: Gehen aus einer

Biegungsfliche (x,y,z) des betrachteten Typus durch ein harmonisches
Paar won Transformationen O, und €. die beiden mneuen Biegungs-
n

flichen (z,, Yy, 2,) und (24, Y,,2,) hervor, so vermitielt auch zwischen
(%45 Yy 2,) und (%, Yy, 2,) eine Transformation ©,. Es liegt demnach
ein dreigliedriger Zyklus von Transformationen 6, im wmgekehrten Sinne
von Transformationen @11‘ vor. Das Produkt der die drei Transfor-

B,

mationen O, definierenden Funktionen R, R, =R und %; hat den
Wert 1.

2. An die Konstruktion eines solchen dreigliedrigen Zyklus, dem eine
beliebige gegebene Transformation O, angehort, kniipfen wir nun den
Beweis der hochst beachtenswerten Tatsache, daB die Transformation ©,
sich in zwei aufeinander folgende asymptotische Transformationen auf-
losen 1aBt. Wir beginnen diesen letzten Teil unserer Untersuchung, bei
dem lingere, im folgenden zum Teil nur angedeutete Rechnungen unver-
meidlich erscheinen, mit der Ermittlung des Schnittpunkis (x*, y*, z*)
der korrespondierenden Tangentiolebenen der drei zuletzt betrachteten
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Biegungsflichen (x,...), (%, ...) und (z,,...). Man findet auf Grund der
Relationen (6) und (7):
&H — = — [(22_&)_!'(2—'2«3)]
= — [ (n 8 — ) b (1 — 0 0)
— &y (¥ — ') — Lo (n ey — e
und, indem man sich der Gleichungen (9) sowie weiterer analog gebildeter
Formeln bedient, nach leicht zu iibersehender Umformung:

L—I=(35E+ESHE—§ D5 —H I B,
Demnach besteht Gleichheit der beiden folgenden Ausdriicke, deren gemein-
samen Wert wir mit 2* bezeichnen:

THESEE +E b =1, +& SEE & I =

Man erkennt unmittelbar, daB gleichzeitig ‘auch:

Lt&aISea+aIea=0"
ist. Fithren wir die Koordinaten der Biegungsflichen ein, indem wir uns
der Beziehung § 1 (15) erinnern, so ergibt sich:

ot =t (ZhE -0+ (SHE )¢
(10) l =+ (SEh —w)é + (I E— )&
=5+ (JE —w) b+ (T —0) &
Diese Formeln, denen analoge fiir y* und z* hinzuzufiigen sind, lassen
erkennen, daB der Punkt (z*, y*, z*) gleichzeitig in korrespondierenden
Tangentialebenen der drer Biegungsflichen liegt.

3. Es wire nun zu untersuchen, ob die Verbindungslinien des Punktes
(x*,...) mit den entsprechenden Punkten der drei Biegungsflichen auch
Tangenten der von (z*,...) beschriebenen Fliche sind. Will man die
Frage auf dem nichstliegenden Wege, der in der Bestimmung der Flachen-
normalen von (z*,...) bestehen wiirde, entscheiden, so st68t man auf
erhebliche rechnerische Komplikationen, deren Ursache in den drei ver-
schiedenen Darstellungen (10) von z* liegt. Es sei deshalb zunichst die-
jenige Tatsache festgestellt, aus der ich auf die Zerlegbarkeit der Trans-
formation @, schlieBen mufite. Sie gab iiberdies die Richtlinien fiir die
auf die Moutardsche Transformation zu griindende Entwicklung.

Aus einer Bemerkung in § 4, 2 entnehmen wir, daf die von
E=9l" —(9,... erfiillte Moutardsche Gleichung:

(11) E.p=23e0%
als partikulire Losung das Produkt R, R, zulaBt, wenn R, und R, ein
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durch die Relation (1) ausgezeichnetes, also harmonisches Paar von Trans-
formationen §, und ©: definieren. Es ist danach méglich, =, H, Z durch
n

die zu R, R, gehorige Moutardsche Transformation in die Losungen
Z* H* Z* einer neuen Moutardschen Gleichung:

By =M*E*
iberzufithren. Dabei wird auf Grund einer bekannten Beziehung:

(B By), (B Ry),

*
M = —3e042 RIRE

Fiihrt man die Differentiationen aus und beriicksichtigt dabei die Glei-
chungen:
9 (By)o (By)g 00

, _y (Bola(By),
B{

2—}-30 w2
2

e -0 =

sowie die harmonische Relation (1), so findet man:
M* = 0 | 61 | 02,

Die symmetrische Gestalt dieses Ausdrucks legt die Vermutung nahe, daf
die drei Biegungsflichen (z,...), (#,,...) und (2,,...) eine gemeinsame
asymptotische Transformierte zulassen. Der Nachweis dieses Sachverhalts
wird durch den Umstand erschwert, dall die Ergebnisse

(12) E¥= L (R,R,, ) usw.

der durch R, R, definierten Moutardschen Transformation Quadraturen
enthalten und infolgedessen auch nicht eindeutig sind.

4, Wir bilden die zu =, H, Z analogen GroBen:

=3
=

— ’
=018~ Cinys oo B, =00 —Clamgs ey

die den Normalenkosinus der Biegungsflichen (z,,...) und (z,,...) pro-
portional sind. Trifit nun die soeben ausgesprochene Vermutung zu, so
miissen =%, H*, Z¥, fiir die an Stelle von (12) endliche und eindeutige
Aunsdriicke zu suchen sind, ebenso wie aus Z, H, Z aunch aus Z,, H,, Z,
und aus Z,, H,, Z, durch Moutardsche Transformationen hervorgehen, fiir
die die charakteristischen Funktionen, dem Produkte R, R, entsprechend,

L 1 R 11 R . )
beziiglich R,, —=—und — — =-% sind. Man hat sich also davon
1 .{ RI‘Z R’3 RQ

zu iiberzeugen, dafl die Differentialrelationen:
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e o (R BL]e -
Eo ==& — |5~ (g7—o)
“ i 2
— F(Rﬁ)a (R:{)a — -
(18) — = (@) | e e @ -,
o~ (B, (Bo)ol, % o
== (@ | -2 @ -5

und ebenso die Beziehungen zwischen den Ableitungen nach j3:

= (B, (By) -
(14) =5 ( ‘g—}~ ’3] +Z) usw.
sich glelchzemg eriullen lassen. Um zunichst aus (13) einen brauchbaren
Ausdruck fiir 5" zu gewinnen, addieren wir die drei Gleichungen und
erhalten:

- ~ ~ —~ (R)a ('R'>a 5
3:3:~(5+:’1+‘2)“+[ 1;1 éﬁ]‘:

(15) (B,) (B,), (By)q (&,)
+[ G - 2B 2 4 [ G 2] 5,

Es ist andererseits:

(16) s (nll —Eml), = — (1l — L) = {(n,).2] — (&) 1]

(R da
(‘-’ — &)
Man beweist diese Beziehung an Hand der Formelgruppen
B R
(et G b= = [t~ s ] e,
(17) ) :

(B , (B,)
kil = ~— s A 17¢ g1
R1 51 n IEO: B 5} usw.,

1

indem man links die Differentiation ausfithrt und 7,, £, mittels (7)., (),
und umgekehrt (7;),, (£;), mittels 4, und ausdriickt. Ebenso Wll’d

e (n, &g — &), = — [, (&), — &), ) — [(me), &5 — (L), 5]
f(By), (&), -
(18) +HEe-TE =,
n=s (9, 0" — L"), = — [1,(8}), — é‘z(’igm — (9,8 =L, n")
(R2)a fond —
~ g, (&, —&).
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Addiert man die Gleichungen (16) und (18), so erkennt man, daf man
die rechte Seite von (15) in der Form

= (nl] —Cnl 08— Lms+ 08— '),

schreiben kann. Wir schlieBen daraus, indem wir eine Integrationskonstante,
deren Verschwinden kaum zweifelhaft ist, unterdriicken, daB

_.1/3
(19) E* =" (8l — T b by — L+ el — L)

s
=2 (g — Ly & = L’ ] — L)

ist. Die Identitdt des hinzugefiigten zweiten Ausdrucks mit dem gefundenen
ersten ist eine Folge der Gleichungen (8).

5. Es ist nun der Nachweis zu fithren, daB die durch (19) definierte
GréBe =™ den beiden Gruppen von Differentialrelationen (13) und (14)
tatsichlich geniigt. Wir beschrinken uns darauf, den Gang der etwas
miihseligen Rechnung fiir die erste der Gleichungen (13) anzudeuten. Die
Symmetrie des Ausdrucks (19) biirgt dafiir, daB dann auch die beiden
anderen erfiillt sind. Beziiglich der zweiten, die Ableitungen nach g
enthaltenden Formelgruppe (14) wire entsprechend zu verfahren.

Eine nicht unerhebliche Abkiirzung 148t sich erzielen, wenn man die
Mbglichkeit der Affintransformation von § 4, 1 beriicksichtigt und erwig
daBl der Ausdruck

-,

(20) =" (g + n, 05+ 1,8

die mittels B, B, gewonnene Moutardsche Transformierte des Produkts #{’
sein wird, von dem ja bekannt ist, daf es Integral von (11) ist. Es
gentigt hiernach offenbar, das Bestehen der Relation

) [B B, [ B

zu beweisen und nachtriglich die Buchstaben n und [ zu vertauschen.
Wir beseitigen auf der linken Seite der fraglichen Gleichung (21), nachdem
wir (20) differentiiert haben, mittels (17) sowie analoger Formeln fiir den
Index 2 die simtlichen Ableitungen der die Indizes 1 und 2 tragenden
GroBen. Zur weiteren Reduktion ist (1) heranzuziehen. Es ergibt sich
zunéchst:

(B, | (By),]

(22) ta_}_[ 1§1G+ Reit

=§{(¢)+F%) (”}¢}+P+&
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P= y B ALy — e )],

:%lf{ﬂ[nmv e TR [(R) RN Al

ist. In P und @ haben wir die simtlichen GréBen mit dem Index 1
oder 2 durch die nach (2) gebildeten Ausdriicke zu ersetzen. Zu beachten
ist auBerdem § 2 (20). Man findet schlieBlich:

) (By)y | (By).] o,

Pt (=) (e [ B

1 (B, ) (B,), \

=1+~ (Z)—l—[ } nt').
Werden diese Werte in (22) eingefiihrt, so bestétigt sich (21).

6. Ist nun wirklich eine gemeinsame asymptotische Transformierte
(z*, y*, 2*) der drei Biegungsflichen vorhanden®?), so muB diese mit
dem ebenso bezeichneten, durch (10) dargestellten Ort der Schnittpunkte
je dreier entsprechender Tangentialebenen zusammenfallen. Man iibersieht

leicht, izdem man sich der bekannten Formeln fiir die Konstruktion der
W-Kongruenzen erinnert®), daB es sich noch darum handelt, die Beziehung

¥ = (SEE —u)E+ (YEE —v)E =2 +3HZ—Z"H)

zu bestdtigen, zu der man dann, ohne daB es eines besonderen Beweises
hierfiir bedarf, die beiden analogen Darstellungen von z* hinzufiigen kann:

a* =, - 3(H*Z, — Z*H,) =2, - 3(H*Z,— Z¥H,).
Bilden wir H* und Z* nach (19), so finden wir:
B(H*Z — Z™H) = E[(&, &, &)+ (&, 6, &) + &' [(&, 8, 5) + (8, &, ).

Wird nun eine jede der vier durch die Klammern angedeuteten Determi-
nanten nach den Elementen der ersten Spalte entwickelt, wobei die Unter-
determinanten mittels der schon wiederholt benutzten Relationen

i — L' =nE —n'hd usw.
umzuformen sind, so ergibt sich in der Tat:

3(H*Z — Z"H) = (3 & & —u)E+ (T & & —-v)&.

30) Die Darstellung ax* = 3¢H*, 2%, ... gestattet diesen SchluB noch nicht; es
konnten drei kongruente, aber dureh Translationen unterschiedene Flichen vorliegen.
31y Es sei z. B. auf die FuBnote ?7) verwiesen.
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Wir sprechen das hiermit gewonnene SchluBergebnis aus:

Die Transformation O, lipt sich in 2wei asymptotische Transfor-
mationen zerlegen. Die Fliche (x*, y*, z*), die den gemeinsamen zweiten
Brennflichenmantel zweier je eine der beiden Biegungsflichen (x,y, z)
und (x,,Y,,2,) berihrender W-Kongruenzen bildet, erhilt man, indem
man die Biegungsfliche (x, y, z) noch einer zweiten (auf oo Weisen be-
stemmbaren®?)) Transformation @% unterwirft, die 2u der gegebenen O,
in harmonischer Beziehung steht. Ist (%,, Y,, 2,) die so gewonnene dritte
Biegungsfliche, so wird die Fliche (x*, y*,2*) von dem Schnittpunkt
entsprechender Tangentialebenen von (x, y. z), (%,, ¥, 2,) und (%, ¥,, 2,)
beschrieben; gleichzeitig ist thre Tangentialebene durch die entsprechenden
Punkie der drei Biegungsflichen bestimmt.

Berlin-Steglitz, im September 1923.

3) Auch aus dem allgemeinen Bianchischen Kompositionstheorem kann man
folgern, daB die Zerlegung in zwei asymptotische Transformationen, wenn sie iiber-
haupt gelingt, auf oo Weisen méglich ist.

(Eingegangen am 30. 9. 1923.)
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Zur Theorie der topologischen Riume.
Von

Paul Alexandroff und Paul Urysohn { in Moskau.

Ein topologischer Raum R entsteht, wenn wir in einer Menge £ (die
ganz abstrakt gegeben sein kann) gewisse Teilmengen, die Umgebungen
ihrer samtlichen Punkte, derart definieren, daB die bekannten vier
Hausdorfischen Umgebungsaxiome?) damit zur Geltung gebracht werden.
Ein topologischer Raum kann gleichzeitig durch verschiedene Umgebungs-
systeme definiert werden, die dann aber notwendig gleichwertig®) sind.
Auch umgekehrt definieren, unserer Fassung nach, gleichwertige Unm-
gebungssysteme stets einen einzigen topologischen Raum. Dieser Punkt
scheint uns method&‘éjg-i%h von groBer Wichtigkeit zu sein, wir diirfen
aber hier nicht weiter auf ihn eingehen — wir wollen hier nur eine
kurze Ubersicht der Hauptergebnisse unserer Untersuchungen im Gebiete
der allgemeinen Topologie angeben; fiir eine genaue Durchfiihrung der
Beweise sowie auch fiir die Konstruktion der zahlreichen Beispiele ver-
weisen wir deshalb auf eine Arbeit, die bald in der Zeitschrift ,Funda-
menta Mathematicae erscheinen soll.

1. Unter allen topologischen Raumen spielen, wie bekannt, die kom-
pakten®) Riume eine besonders wichtige Rolle. Falls wir einen jeden der

Relation?) U(E)-, = |
! T =

geniigenden Punkt £ des Raumes R als vollsidndigen Hiufungspunkt der
im Raume % gelegenen Menge 9t bezeichnen, besteht ersichtlich folgender

1) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Kap. VIL, S. 213.

2) Hausdorff, loe. cit., S. 260.

3) Hausdorf, loc. cit., S.230; ein kompakter Raum ist natiirlich in sich kompakt.

4) Wir bezeichnen durch U(£) eine jede willkiirlich gegebene Umgebung des
Punktes £ im Raume R, durch 4-B-C... bzw. IT 4, den Durchschnitt der Mengen
A, B, C, ... bzw. der Mengen 4,, durch 4+ B+ C ... bzw. 2 4, die Vereinigungs-
menge der (nicht notwendig elementefremden) Mengen 4, B, C, ... bzw. 4,; die
Michtigkeit der Menge Mt soll stets mit | | bezeichnet werden.
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Satz I,. — Damit der topologische Raum R kompakt sei, ist eine jede (und folglich
alle drei) der folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

A,. EBine jede abzahlbare im Rawme R gelegene Menge M besitzt daselbst einen
vollstandigen Houfungspunkt.

B,. Eine abzahlbare absteigende Folge (in R) abgeschlossener von Null verschie-
dener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnitt.

C,. Ist der Raum R in der Summe einer abzihlbaren Menge von Gebieten ent-
halten, so ist er bereits in einer Summe von endlich wvielen Gebieten dieser selben Menge
enthalten.

Nun 148t sich folgender Satz beweisen:

Satz I. Folgende drei Eigenschaften A, B, C sind wunteresnander
dquivalent (d. h. ein jeder topologischer Raum R, der irgendeine wvon
diesen Eigenschaften hat, besitzt auch die beiden anderen):

A. Eine jede im Raume R gelegene unendliche Menge M besitzt
etnen vollstindigen Hdaufungspunkt.

B. Eine jede wohlgeordnete absteigende Menge®) abgeschlossener von
Null verschiedener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnits.

C. Ist der Raum R in der Summe eines Systems (beliebiger
Mdchtighest) von Gebieten enthalten, so ist er bereits ¢n einer Summe
von endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten®®).

Die Aquivalenz (B ~ () 148t sich durch formale Betrachtung von
Produkt-, Summen- und Differenzbildungen ohne wesentliche Schwierig-
keiten beweisen.

Indem wir mit dem Zeichen — das Wort ,.folgt* ersetzen, beweisen
wir zundchst, daB ¢ — A; vorausgesetzt, es sel nicht der Fall, es existiere
also eine unendliche Menge It und eine gewisse Umgebung U,(z) eines
jeden Punktes z des Raumes R, so daB .

|M-T, (2) | < [M]
ist, so gelangen wir sofort zu einem Widerspruch: der ganze Raum ist
namlich zufolge der Eigenschaft C' bereits in der Summe einer endlichen
Anzahl von Gebieten U,(z) enthalten, und die Menge )t erscheint als
Vereinigung endlich vieler Mengen Uo(x) - von kleineren Michtigkeiten,
was offenbar unmdéglich ist.

Indem wir durch A" bzw. B’ die Eigenschaften bezeichnen, die durch
Einschrinkung der Aussagen 4 bzw. B auf Mengen I bzw. & von regu-
liren®) Michtigkeiten entstehen, ergibt sich sofort:

B’ — B.

5) Diese Menge wird nachher mit & bezeichnet.
s3) In verschiedenen anderen Voraussetzungen (nicht in topologischen Réumen)
sind analoge Sitze von Moore (Proc. Nat. Ac. Sciences 5, 1919), Fréchet (Ann. Ec.
Norm, 1921), Sierpifiski (Fund. Math. 2) u. A. bewiesen worden.
®) Hausdorff, 8. 130. x; heilit reguldr, wenn o, eine regulire Ordnungszahl ist.
17*



260 P. Alexandroff und P. Urysohn +.

Der Satz wird demnach bewiesen sein, falls die beiden Formeln
B -4, 4B
richtig sind.

Es sei vorausgesetat, A’ sei nicht richtig, und 9 eine Menge regulirer
Méchtigkeit ~,, die sich nach dem Typus?) e, ordnen laft; wenn z,,
e=1,2,3,..., < o, simtliche Punkte von I sind, und IM; die Menge
aller Punkte z,, ¢ <1< w,, so ergibt es sich, daB die wohlgeordnete
(und zwar nach dem reguldren Ordnungstypus w,) Menge & der ab-
geschlossenen Mengen®)

=9,

einen verschwindenden Durchschnitt hat, was der Eigenschaft B’ widerspricht.

Wenn jetzt umgekehrt B’ im Raume R nicht erfiillt ist, dann gibt
es eine wohlgeordnete abnehmende Menge & abgeschlossener Mengen®):

FoFoF;o...oF,>...oF,>... (¢ < w,).

Man kann offenbar voraussetzen, daB auBerdem F, = F,., ist. Dann wihlt
man fiir jedes « einen Punkt z,= F, — F,;;, und man beweist ohne
groBe Schwierigkeit, daB die Menge aller Punkte ., keinen vollstdndigen
Haufungspunkt hat.

Aus dem soeben angedeuteten Beweise folgt auBerdem, dafl alle drei
Eigenschaften 4, B, O aus jeder einzelnen Eigenschaft 4", B’ und der analog
gebildeten Eigenschaft ¢’ folgen. Es liegt nahe, die Riume, in denen
diese Eigenschaften stattfinden, besonders zu beriicksichtigen und sie durch
einen speziellen Namen auszuzeichnen; wir nennen sie also bikompaki.

2. Man kann den Satz I, wie folgt verallgemeinern: Man kann nimlich
die Aquivalenz der Eigenschaften Ay, By, Cn, die aus den Eigenschaften
4,, B,, C, entstehen, indem man das Wort ,,abzéhlbar durch ,,von Machtig-
keit < m“ ersetzt, beweisen. Es ist natiirlich, die dazu gehorigen Raume
als initial kompakte Rdume zu bezeichnen, und zwar: bis zu der Michtig-
keit m. Die gewchnlichen kompakten Rdume erscheinen also als ein ganz
willkiirlicher Spezialfall. Man kann auch eine gewisse finale Kompaktheit
definieren, von der Michtigkeit n an. Das geschieht durch den folgenden
Aquivalenzsatz: ’

%) Ebenda, S. 125,

§) Wir bezeichnen stets durch 9 die abgeschlossene Hiille®der Menge M
(Hausdorff, 8. 219—220 bezeichnet dieselbe Menge durch %, ).

9 9 = M bedeutet, daf jeder Punkt der Menge M auch der Menge M angehort
(es kann insbesondere auch vorkommen, daf beide Mengen identisch sind); es kann
auch sein, daB M (oder auch beide Mengen) nur einen Punkt enthilt.
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Es gilt
A(n) = B(n)
NN
O

wo Apy und Bpy, aus A" und B’ entstehen, indem man die dazugehorigen
Aussagen auf die Mengen 9 und & von reguliren Michtigkeiten >1
einschrinkt. Cf, gestaltet sich folgendermaBen:

Ci. Ist der Raum R in der Summe einer Menge von regulérer
Michtigkeit > n von Gebieten enthalten, so ist er bereits in der Summe
einer Menge von kleinerer Michtigkeit dieser Gebiete enthalten.

Man sieht also, dal die bikompakien Rdwme gleichzestig initial- und
final-kompakt sind, und zwar fir jede die Michtigkeit der Menge aller
Raumpunkte nicht iiberschreitende unendliche Kardinalzahl.

Beispiele. 1. Ein jeder kompakte metrische Raum ist auch bi-
kompakt'®). 2. Eine jede geordnete Menge 1iBt sich als topologischer
Raum betrachten, indem man als U(&) fir einen jeden Punkt & die
Mengen J, = betrachtet, wo J, , der Inbegrifi aller zwischen z und y ge-
legenen Punkte ist und # <& <<y. In diesem Sinne ist eine geordnete
Menge, als Raum betrachtet, dann und nur dann bikompakt, wenn sie
liickenlos ist und ein erstes sowie auch ein letztes Element besitzt. Ins-
besondere ist die wohlgeordnete Menge aller Ordnungszahlen < c, initial
kompakt bis x,, die Menge aller Zahlen < w, aber bikompakt.

3. Die bikompakten Riume ermoglichen den Aufbau einer ziemlich
vollkommenen Theorie, deren Gedankengang in mehreren kleinen Abhand-
lungen kurz angezeigt sein soll. Hier kommen insbesondere die Fragen
iiber die Stellung der bikompakten Riume unter den simtlichen topo-
logischen Raumen in Betracht. Wir definieren zuerst:

Ein topologischer Raum heifjt absolut abgeschlossen, falls er in
jedem ihn umfassenden Raume R abgeschlossen ist'').

Man kann auch sagen: Ein topologischer Raum % ist dann und nur
dann absolut abgeschlossen, wenn es unmdglich ist, ihm einen neuen Punkt &
derart hinzuzufiigen, da die so entstandene Menge R + &

1. einen topologischen Raum, in dem £ kein isolierter Punkt ist, bildet,

2. den urspriinglichen Raum R mit simtlichen Umgebungen seiner
Punkte als Relativgebiet enthalt.

10y Hausdorff, S.272—274, der Satz folgt aus den Hausdorfischen Sétzen VI und X.
1) Der gréBere Raum R muB R als Raum enthalten, d. h. die Relativuamgebungen
der Punkte von &% in R sollen den urspriinglicher Umgebungen derselben Punkte in 3t
gleichwertig sein. Man vergleiche wegen der Relativbegriffe Hausdorff, Kap. VIL, § 6.
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Es besteht folgender

Satz II. Damit ein Raum R absolut abgeschlossen sei, ist notwendiy
und hinreichend, daf aus jedem den Raum R bedeckenden System von Ge-
bieten eine endliche Anzahl derart ausgewdhlt werden kann, daf die be-
treffenden Gebiete mebst thren Grenzpunkten den Raum vollstindig aus-
fiillen*).

Die Bedingung ist notwendig. Vorausgesetat, sie sei nicht erfiillt;
es existiere also ein System von Gebieten {G}, so daB fiir jedes endliche

Aggregat
G, Gy, ..., G

n

dieser Gebiete die Relation
G=R— (¢ +G,+...+G,)+0

besteht. Die & sind wieder von Null verschiedene Gebiete. Wenn wir
jetzt einen neuen Punkt & mittels der Umgebungen U (£) = & + © einfiihren,
erhalten wir einen neuen Raum R =R -+ &, in welchem % eine nicht
abgeschlossene Teilmenge ist; %t ist folglich kein absolut abgeschlossener
Raum. Die Bedingung ist auch hinreichend. Vorausgesetzt, sie sei erfiillt
und die Adjunktion eines Punktes £ doch mdglich. Indemwir R=R+ £
betrachten, diirfen wir fiir einen jeden Punkt z = %R eine Umgebung U, (=)
derart wihlen, da8 im Raume B U,(x)-&=0 ist. Nach unserer Voraus-
setzung ist eine endliche Menge der Gebiete U derart angebbar, daf
ﬁé1)+ ﬁé?)_!_ cee ﬁ““:

>

. . By ST . ..

ist. Das Gebiet R — > Uy ‘enthalt demnach nur einen einzigen Punkt &,
i=1

der also isoliert in R ist, w.z. b. w.

Nun 148t sich folgender Satz leicht beweisen:

Satz II1. Es ses M eine beliebige im absolut abgeschlossenen Raum R
gelegene unendliche Menge; es existiert dann stets ein Punkt & derart, daf
[T (8)- M| = | M|

ist, wo U(&) eine beliebige Umgebung des Punkies & ist.

Mit diesen Sitzen ist die Analogie zwischen den absolut abgeschlossenen
und den bikompakten Riumen geniigend deutlich geworden. Man kénnte sie
auch weiterfiihren, indem man z. B. ein Analogon der (B)-Eigenschaft gibe;
der Weg dazu scheint uns schon angedeutet zu sein. Man kénnte sogar
sagen, daB die absolut abgeschlossenen Réume besnahe bikompakt sind *%);

%) Man vergleiche diesen Satz mit der (C)- Eigenschaft der bikompakten Riume.
13) Den Ausdruck verdanken wir Herrn Paul Bernays.
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s gibt jedoch absolut abgeschlossene Riume, die nicht einmal kompakt
sind (die auch dem II Abzahlbarkeitsaxiom geniigen diirfen).

4. Um aus den absolut abgeschlossenen Riumen die bikompakten
herauszubekommen, fithren wir folgende Begriffe ein:

1. Ein Punkt & heipt regular im Raume R, falls fir jedes U(£)
ein V(&) derart ewistiert, dafp U(&)> TV (£).

2. Ein nur regulire Punkte enthaltender topologischer Raum he:f3t
schlechthin reguldr.

Es liBt sich sofort beweisen, daB, damit ein Raum regulir sei, es
notwendig und hinreichend ist, daB ein beliebiger Punkt & von einer ihn
nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge F mittels zweier punktfremder
Gebiete U und G abgetrennt werden kann, derart, dal U=&, G2 F,
U-G=0.

Es liegt nun nahe, diese letzte Eigenschaft noch folgendermaflen zu
verschirfen:

3. Ein Raum heift normal, falls fiir je zwes punktfremde abgeschlossene
Mengen F, und F, zwei ebenjalls punktfremde Gebiete G, und G,
existieren, derart, daff G,= F, und G,= F, (es 1aBt sich beweisen, dafl
in normalen Riumen @, und G, so gewshlt werden kénnen, dal auch
G, -G, Null ist*)).

Ein normaler topologischer Raum ist a fortior: regular.

Es ergibt sich nun

Satz IV. Ein jeder bikompakte topologische Raum ist mormal'®).

Der Satz 1iBt sich mittels zweimaliger Anwendung des sog. Borel-
Lebesgueschen Satzes (Eigenschaft C der bikompakten Riume) ohne Miihe
beweisen.

Auf den Sitzen III und IV fuBend kann man endlich den folgenden
Fundamentalsatz beweisen:

Satz V. Damit ein topologischer Rawum bikompakt ser, ist es mot-
wendig und hinreichend, daf er reguldr und absolut abgeschlossen sei.

Durch diese Sitze scheint uns die Definition der reguliren Réume
als einer besonders anschaulichen und naturgemifen Klasse von Riumen
gerechtfertigt zu sein; wir erwdhnen nur noch, daf in den irreguliren

%) Wie uns vor einigen Tagen bekannt geworden ist, benutzt Herr Tietze in
seiner Arbeit ,Beitrige zur allgemeinen Topologie® (Math. Annalen 88) analoge
Begriffsbildungen. — Der wihrend der Drucklegung dieser Arbeit erschienene IT. Teil der
Tietzeschen , Beitriige® hat auch manche Beriihrungspunkte mit unseren Untersuchungen.

%) Der Satz besteht allgemein nicht in kompakten Riumen; vielmehr sind
auch irregulire kompakte Riume von uns konstruiert worden; ein jeder kompakte,
dem I. Abzdhlbarkeitsa i opologi am ist aber regular.



264 P. Alexandroff und P. Urysohn .

Riumen sehr verschiedene, zum Teil auch sehr eigentiimliche Singulari-
titen vorhanden sein kénnen; insbesondere gibt es z. B. zusammenhéngende
abzihlbare Raume usw. Uberhaupt scheinen uns die topologischen Eigen-
schaften der irreguliren Riume in einer so unregelméBigen Gestalt vor-
zukommen, daB sie einer noch einigermaBen einfachen Theorie kaum
fahig sind'¢).

5. Der Begriff der absoluten Abgeschlossenheit eines Raumes kann auch
weitergefiihrt werden. In dieser Hinsicht denken wir uns alle die Punkte
des Raumes R, die durch eine gewisse Eigenschaft € charakterisiert sind;
wir nennen diese Punkte etwa die G-Punkte des Raumes . Man kann
z. B. als Eigenschaft € die Eigenschaft eines Punktes, regulir zu sein,
wihlen. Wir nennen jetzt einen Raum %R abgeschlossen in bezug auf seine
samtlichen E-Punkte (oder auch einfach ,,&-abgeschlossen*), falls es un-
méglich ist, dem Raume R einen Punkt & derart hinzuzuftigen, dall er
im erweiterten Raume ® 4 £ — R die Eigenschaft € besitze und nicht
isoliert sei.

Nach dieser Definition ist ein absolut abgeschlossener Raum in
bezug auf alle seine nicht isolierten Punkte abgeschlossen. Man bemerke
noch, daB die Menge der simtlichen E-Punkte eines (E-abgeschlossenen
Raumes eine leere Menge sein kann, wie man sich durch ganz elementare
Beispiele sofort iiberzeugt.

Wenn wir jetzt definieren

1. Eigenschaft (x) eines Punktes £ im Raume 3 = es existiert eine
abzihlbare gegen den Punkt & konvergierende im Raume 3 gelegene
Punktmenge;

9. Eigenschaft (.)= die Menge aller Umgebungen des Punktes & im
Raume R ist einer abzihlbaren Umgebungsmenge gleichwertig;

3. Eigenschaft (8) = der Punkt & ist der Durchschnitt einer abzéhl-
baren Menge von Gebieten,

so iiberzeugen wir uns zuerst durch Beispiele, daB die einzige Abhingig-
keit, die zwischen den drei Eigenschaften (x), (¢), (8) besteht, darin liegt,
daB die beiden Eigenschaften (%) und (4) aus (¢) folgen; () und (8)
sind untereinander unabhingig; (¢) braucht sogar nicht aus den beiden
Eigenschaften (x) und (&) zu folgen®?).

Es besteht nun der leicht beweisbare Satz:

18) Wir verweisen nochmals auf unsere in den ,Fundamenta Mathematicae“ bald
erscheinende ausfiihrliche Darstellung der ganzen Theorie.

1% Uber die in bikompakten Riumen vorhandenen Verhaltnisse siehe P. Alexandroff,
, Uber die Struktur der bikompakten topologischen Réume* (dieser Band, S. 267—-274).
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Satz VI. Damit ein regulirer topologischer Raum kompakt sei, ist
es notwendig und hinreichend, daf er (x)-abgeschlossen ser*®).

Dagegen:

1. Es gibt absolut abgeschlossene nichtkompakte (natiirlich irregulare)
Riume, die sogar dem II. Abzihlbarkeitsaxiome geniigen.

9. Es gibt kompakte, in bezug auf simtliche (6)-Punkte nicht abge-
schlossene regulire Rdume; wohl aber

2’. Ein jeder kompakte Raum ist abgeschlossen in bezug auf seine
reguléren (6)-Punkte.

2”. Es gibt nichtkompakte, in bezug auf simtliche reguliren (8 )- Punkte
abgeschlossene regulire Raume.

3. Es gibt nichtkompakte, (¢)-abgeschlossene regulire Réume.

Es ergibt sich ferner:

Satz VII. Damit ein normaler Raum kompakt sei, ist es notwendsg
und hinreichend, daf3 er (¢)-abgeschlossen sei.

Der Satz VII gilt sogar in einer allgemeineren Form; es geniigh
nimlich, nur vorauszusetzen, daB eine jede abgeschlossene Menge F von
jeder abziihlbaren, divergenten Menge D (die zu F fremd ist) mittels zu-
einander fremder, die Mengen ¥ und D enthaltender Gebiete Gr, Gp ge-
trennt werden kann; falls diese Bedingung im Raume R erfiillt ist, so ist
der ganze Raum nicht (:)-abgeschlossen, soweit er nicht kompakt ist.

Der springende Punkt beim Beweise des obigen Satzes ist der, daf
man fiir irgendeine divergente abzéhlbare Punktmenge

Ty Xgyvees ysoon

gewisse Umgebungen

(a) Uy (2,)s Up(#s)s o> Up(2,), --

konstruiert, die den Gleichungen geniigen:

Uo(;)-Up(w,) =0
S Uy(2) = 2T, (@),

und dies geschieht auf Grund der erwihnten Trennungsvoraussetzungen
ohne groBe Miihe.

18) Nur die eine Hilfte dieses Satzes gilt auch fiir irregulire Riume, und zwar
ist ein jeder kompakte topologische Raum offenbar (x)-vollstindig (a fortiori auch i
(¢)-vollstandig). ’
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Nachdem die Konstruktion der Umgebungsmenge (a) gelungen ist,
fiigt man dem gegebenen Raume i einen neuen Punkt & mittels der
Umgebungserklarung

U,(5)=¢+ 3 Up(x)
i=n+1
hinzu. .
Man kann auBerdem diese Konstruktion auch so einrichten, dal der
erweiterte Raum %R &= R regulir ist (sogar denselben Trennungs-
bedingungen wie der urspriingliche Raum $ geniigt).

Die wichtige und interessante Frage, ob das auch immer der Fall
ist, d. h. ob ein jeder regulire nicht absolut abgeschlossene topologische
Raum sich zu einem ebenfalls reguliren Raume durch Hinzufiigung eines
nicht isolierten Punktes erweitern 14Bt, bleibt unentschieden. Wir werden

an einer anderen Stelle noch andere Spezialfille dieses Problems zur Losung
bringen.

Gottingen, den 26. Juni 1923.

P. 8. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Mérz und Juni 1922
der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und neuerdings der Gottinger
Mathematischen Gesellschaft vorgetragen worden.

Wihrend der Drucklegung dieses Heftes hat die Redaktion die erschiitternde
Nachricht erhalten, da Paul Urysohn am 17. August im Alter von 26 Jahren durch
einen Ungliicksfall um das Leben gekommen ist.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



Uber die Struktur der bikompakten topologischen Riume.

Von
Paul Alexandroff in Moskau.

1. In einer gemeinsam mit Herrn Urysohn verfaBten Arbeit) habe
ich den Begriff der bikompakten topologischen Riume bereits eingefiihrt;
daselbst ist auch die Stellung dieser Riume zu anderen topologischen
Riumen gewissermaBen erliutert worden. In dem vorliegenden Aufsatze
mochte ich in den Aufbau der bikompakten Riume tiefer eindringen und
gewisse Struktureigenschaften derselben auseinandersetzen. Insbesondere
mochte ich auf die Struktur der bikompakten Riume ¢m Klesnen, d. h.
in einer gewissen Umgebung eines jeden Raumpunktes, aufmerksam machen.
Dazu fange ich mit folgendem elementaren Beispiele an.

Man denke an den aus allen Ordnungszahlen o < w, ®) gemiB der Vorschrift 9,
§ 2, Beisp. 2 gebildeten topologischen Raum % (d. h. wo

U (e+1D)=(x+1); U, (&= X B

el a=Yim ay, <Be
n>w

die Umgebungen der den transfiniten Zahlen 1-ter bzw. 2-ter Art entsprechenden
Punkte (¢ +1) bzw. («) sind). Wir haben nun folgende Eigenschaften der zwei Punkte
@, und o, im Raume R

(ey) { (w;)

1. Es gibt im Raume R eine Gebiets- 1. Es gibt im Raume R eine Gebiets-

menge von der Michtigkeit x,, deren menge von der Michtigkeit x,, deren
Durchschnitt aus dem einzigen Punkte Durchschnitt aus dem einzigen Punkte

(w,) besteht. (w,) besteht.
2. Es gibt eine Umgebungsmenge von 2. Es gibt eine Umgebungsmenge von
der Michtigkeit ,, die den Punkt (w,) der Michtigkeit x,, die den Punkt (w,)

im Raume R definiert. im Raume R definiert.

1) ,Zur Theorie der topologischen Riume“, dieser Band, S. 258. Diese Arbeit
wird in der Folge durch ein § bezeichnet; die dort enthaltenen Ergebnisse und Be-
zeichnungen werden als bekannt vorausgesetzt.

%) w, ist, nach Hausdorffs Bezeichnung, die erste Ordnungszahl von der Méchtig-
keit =, .
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() i ()
3. Es gibt eine Punktmenge K, von der 3. Es gibt eine Punktmenge E; von der
Michtigkeit x,, so dal } Michtigkeit »,, so da8
[T (00)-Ey| > [(R—TU (@) Bp| ‘ U (@) By | > [ (R—TU () E,|
ist (U(w,) ist eine beliebige Umgebung | ist (U (w,) ist eine beliebige Umgebung
von (w,)). } von (w,)). %)
2. Nun liegen folgende Definitionen auf der Hand:

Definition 1. Wir sagen, daff eine Menge I ¢m Raume R gegen
den Punkt & strémt, wenn fiir jede beliebige Umgebung U (&) des Punktes &
die Relation

|U(&)- M| > (R —UE) M|

zutrifft. In Zeichen ,lim* I = &.
Man sieht sofort:
1. Eine Menge kann nicht mehr als einen Stromungspunkt besitzen.

2. Eine abzihlbare Menge stréomt einem Punkte dann und
nur dann zu, wenn sie zu diesem Punkte im Hausdorffschen
Sinne*) konvergiert.

Definition 2. Man bezeichnet als Konvergenzcharakter des
Raumes R im Punkie x die kleinste unendliche Kardinalzahl xg(x),
welche die Eigenschaft besitzt, dafi es in R eine gegen den Punkt x
stromende Menge I wvon der Mdchtigkeit |IM | = xq (x) gibt.

Anmerkung. Von den isolierten Punkten sagen wir, sie besitzen
den Konvergenzcharakter 1.

Nun ist es besonders hervorzuheben, da ein topologischer Raum in
einem gegebenen Punkte iiberhaupt keinen Konvergenzcharakter zu besitzen
braucht, in dem Sinne, daB der Punkt weder isoliert ist, noch eine zu ihm
stromende unendliche Menge besitzt. Es ist sogar sehr leicht, Beispiele
von Riumen anzugeben, in denen keine unendliche Menge einen Stromungs-
punkt besitzt. Im Gegenteil dazu hat ein jeder Punkt eines dem I. Ab-
zahlbarkeitsaxiome®) geniigenden Raumes einen wohldefinierten Konvergenz-
charakter, und zwar vom Betrage n, oder 1. Als weitere Beispiele von
Réumen, die sich in jedem Punkte mit einem bestimmten Konvergenz-
charakter erweisen, konnen die aus den geordneten Mengen entstehenden
topologischen Riume dienen.

3) Vgl. fiir die Bezeichnungen § Fufinoten %), %), ?). Insbesondere bedeutet | M =
Michtigkeit der Menge 9, || die Machtigkeit der Menge aller Punkte des gegebenen
Raumes K.

4) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, S. 232.

%) Hausdorff, loc. cit. S. 263. Insbesondere geniigt jeder metrische Raum diesem
Axiome.
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Ein vollstindiges Bild der Lage eines Punktes im Raume erhilt man
aber nur mit Hilfe weiterer Definitionen:

Definition 8. Man bezeichnet als Durchschnittscharakter des
Raumes R im Punkie x die kleinste Kardinalzahl yy(x), welche die
Eigenschaft hat, daf3 es in R eine Menge S, |S| =y (x), von Gebieten
gebt, deren Durchschniit aus dem einzigen Punkte x besteh.

Definition 4. Wir nennen schlechthin Charakter yzg(x) des
Raumes R im Punkte x die klesnste Mdachtigkeit einer den Punkt x im
Raume R definierenden Umgebungsmenge (d.h. einer Menge, in .der zu
jedem den Punkt x enthaltendem Gebiete G eine in G enthaltene Um-
gebung von z vorhanden ist).

Sowohl der Charakter als auch der Durchschnittscharakter sind fiir
jeden Punkt eines beliebigen Raumes wohldefinierte Kardinalzahlen, die
z. B. fiir simtliche nicht isolierten Punkte eines dem I. Abzihlbarkeits-
axiome geniigenden Raumes den Wert x, haben.

Es ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen, daB stets yy, (z) < z,, (2)
ist; es braucht aber keineswegs wy (x)= x5 (x) zu sein. Es kénnen auch
alle drei Kardinalzahlen xg (), wg(#) und g, (z) verschieden sein; da-
neben konnen auch zwei beliebige untereinander gleich, von der dritten
aber verschieden sein; endlich kann bei y = y ebensogut wie bei y < y
die dritte Zahl » sowohl definiert als auch nicht definiert sein®).

3. Nun wird die Lage eines Punktes in einem bikompakten Raume R
durch folgende zwei Sitze charakterisiert:

Satz I. Ein bikompakter topologischer Raum geniigt in jedem seiner
Punkte der Gleichung vy (x) = 15 (%)-

Satz II. Der Konvergenzcharakter eines bikompakien Rawmes ist in
jedem sesner Punkte wohldefiniert, und zwar ist stets »g (x) < 7. ().

Der Beweis des Satzes I geschieht mit Hilfe der naheliegenden Hilfssétze:

Hilfssatz 1. Damit ein Raum bikompakt sei, ist folgende Bedingung
notwendig und hinreichend:

@ sei ein beliebiges System von abgeschlossenen Mengen F, von denen
je endlich viele einen nicht leeren Durchschnitt haben; dann ist auch der
Durchschnitt aller Mengen F von Null verschieden.

%) Ich verweise wegen der Beispiele fiir alle diese Moglichkeiten auf meine in den
y,Fundamenta Mathematicae“ bald erscheinende Arbeit ,Sur les espaces localement
compacts“,

Es ist noch zu bemerken, daB fiir eine regulire Michtigkeit m=|%t| es un-
mdglich ist, daB, falls 2 = ,im“ M ist, 7y (¥) <m sei; wohl aber gibt es Riume, wo
15 (%) <%g (x) und die letzte Kardinalzahl irreguldr ist (eine Kardinalzahl heiBt
rireguldr, wenn die zugehdrige Anfangszahl einer kleineren konfinal ist (Hausdorff,
loc. cit. S.130)).
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Hilfssatz 2. Aus jeder den Punkt 2 im Raume % definierenden
Umgebungsmenge ® kann man eine Teilmenge > von der Michtig-
keit v, () derart herausgreifen, daf der Durchschnitt aller betreffenden
Umgebungen nur den Punkt z enthilt.

Es sei nun 3% die Menge aller Umgebungen des Punktes z im
Raume R, 3 die infolge des Hilfssatzes 2 existierende Teilmenge von
der Machtigkeit yg (z). Es seien ferner V(z) die Umgebungen des Systems
S®. Wir erginzen nun das System Z;° folgendermafBen:

1. Fiir ein jedes V() wihlen wir ein gewisses Uy (), das der Relation
Uy (z) = V() 7) geniigt. Die Gesamtheit aller V() und Uy () bezeichnen
wir durch 3.

2. Wir erhalten ein Umgebungssystem ¥ indem wir alle Durch-

2

schnittsmengen von je endlich vielen Mengen des Systems 2 betrachten.

Das System 3,” besitzt offenbar die Machtigkeit yy, (#). Nun laBt es
sich mit Hilfe des Hilfssatzes 1 beweisen, dafl die beiden Umgebungssysteme
3@ und 3 gleichwertig sind, und damit ist der Satz I als richtig erwiesen.

Bevor wir zum Beweise des Satzes II schreiten, machen wir noch
folgende Bemerkungen:

Korollar 1. Wenn in einem bikompakien Raume eine jede ab-
geschlossene Menge ein Durchschnitt von hichstens abzihlbar vielen Ge-
bieten ist (= ein jedes F ein Gs ist®)), so gewiigt der Raum dem 1. Ab-
zdhlbarkertsaxiome.

Dieser Satz gilt allgemeiner in reguldren kompakten Riumen, aber
nicht in allgemeinen topologischen (auch kompakten!) Riumen. Die Um-
kehrung des Satzes ist dagegen iiberhaupt falsch.

Korollar 2. x, (&) sst stets < |U(&)1, wo |U(&)" die Machtigkeit
der Menge aller Punkte einer beliebigen Umgebung des Punktes & im
bikompakten Raume $ bezeichnet®).

In kompakten Raumen gilt nun der folgende Satz:

I.. Falls in einem reguliren Punkte ein kompakier Raum den Durch-
schnittscharakter x, besitzt, so ist daselbst sein Charakter auch x,.

Wie man durch Gegenbeispiele zeigt, ist dieser Satz keiner Verschirfung
fahig. .

") Dies ist zufolge der Regularititseigenschaft der bikompakten Riume stets
moglich (man vgl. dafiir ©, z. B. den Satz IV). (Ein Raum heifit reguldr, falls ein
jedes U(z) ein gewisses V(z) enthilt.)

8) Hausdorff, loc. cit. S. 23 u. 304.

%) Dagegen sind von Herrn Urysohn topologische Réume konstruiert worden,
in denen die Charaktere einzelner Punkte die Michtigkeit der Menge aller Raum-
punkte iibertretfen.
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Wir schreiten nun zur kurzen Ubersicht des Beweises von Satz II.

Es sei eine vollstindige Umgebungsmenge =° von der Michtigkeit
1y (%) gegeben. Auf dem Zermeloschen Wohlordnungssatze fuBend, kann
man sich 3% als eine wohlgeordnete Menge

V,(2), Vy(2), ..., Vp(2) -oos Vel2) -
vom Ordnungstypus £2, denken, wo @, die Kkleinste Ordnungszahl von
der Machtigkeit z(z)= wq(z) ist.

Es sei F, =V, gesetzt. Nehmen wir an, F, sei bereits konstruiert;
es sei damn v(«) die erste Ordnungszahl von der Eigenschaft, da8
F,— Vi F.== 0 ist. Man setzt dann Foy,= F, V.. Falls alle F,,
@< 1, A< u—+1, schon konstruiert sind, setzen wir F;= I[F,. Das

i

Verfahren kann nur dann abbrechen, wenn F, nur den einziggn Punkt &
enthilt. Wir bekommen so eine wohlgeordnete abnehmende Menge von
paarweise verschiedenen abgeschlossenen Mengen. Man iiberzeugt sich
leicht, daB jedenfalls der Ordnungstypus © dieser wohlgeordneten Menge
der Ordnungszahl Q, konfinal ist, und das geniigt, um ohne Schwierigkeit
zu beweisen, daB die Menge aller Punkte z,, 1< e < 0, die willkiirlich
aus den Mengen F, — F.., gewahlt worden sind, eine zu dem Punkte z
stromende unendliche Menge von der Machtigkeit ' @ | < 7, (%) ist.

Damit ist der Beweis des Satzes II erbracht.

4. Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften
im Kleinen und gewissen Eigenschaften, die dem Gesamtraume zukommen,
insbesondere den Michtigkeitseigenschaften der bikompakten Réume, niher
betrachten.

Zuerst folgt der

Satz III. Jede in einem bikompakten Raume Uliegende perfekte
Menge hat die Mdchtigheit > c
unmittelbar aus der Regularitit der bikompakten Réume 7).

Es entsteht nun die Frage nach dem Vorhandensein von perfekten
Teilmengen in bikompakten Riumen. Diese Frage 148t sich beantworten,
und zwar mit Hilfe folgender Definition:

Defintion 5. Ein Punkt & des topologischen Raumes R heif3t ein
Staupunkt, wenn, wie grop die Kardinalzahl m < |R| ouch gewdhlt sei,
in jeder Umgebung U (&) Punkie x mit iy (z) > m vorkommen.

Zufolge dieser Definition ist die Menge Z aller Staupunkte des
Raumes R eine abgeschlossene Menge; falls £ in Z isoliert ist, heiBt er
ein isolierter Staupunkt. Jetzt formulieren wir den

»

1) @, Satz IV.
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Satz IV. Jeder bikompakie Raum ohne perfekte Teilmenge enthdlt
stets einen isolierten Staupunkt.

Wenn die Michtigkeit | | der Menge aller Raumpunkte eine regulire
Michtigkeit ist!), kann man den Satz noch verschirfen, indem man zeigt,
daB in diesem Falle der Raum stets einen Punkt &, dessen Charakter
25 (&) = | ] ist, enthilt.

Der Fall der reguliren Michtigkeit 3| wird sofort durch den fol-
genden leicht beweisbaren Hilfssatz erledigt:

Hilfssatz. Wenn |R| regulir ist, und & ein isolierter Punkt der
abgeschlossenen, aus simtlichen vollstindigen Haufungspunkten des ge-
samten Raumes 3% bestehenden Menge @ ist, so ist zg (&)=[R|.

Der allgemeine Fall 148t sich folgendermaBen untersuchen.

Es sei |R| irregulir und £ ein vollstindiger Haufungspunkt von R,
der in der Menge & aller derartigen Punkte isoliert ist. Ich behaupte,
& sei ein Staupunkt. Vorausgesetzt z, (&) < R|, so erhilt man fiir jede
Umgebung U (&) zwei andere Umgebungen U, (&) und U, (§), so daB
U,(8)eU, (&) =U,(8)=U(&) und auBerdem [U, (&) —U,(§)|>r>m
ist, wo t und m beliebige Kardinalzahlen unter |[®| sind, und r als
regular vorausgesetzt werden darf. Man greift nun eine Teilmenge E, 'E| =1
aus der abgeschlossenen Menge U, (&) — U,(&) heraus; da der Raum
keinen perfekten Bestandteil hat, so enthilt die abgeschlossene Menge F
aller vollstindigen Hiufungspunkte der Menge E sicher einen isolierten
Punkt z= F= U, (&) — U,(§) = U(€), und es ist leicht einzusehen, daB
%q (%) =1 >m ist. Damit ist aber der Satz IV offenbar bewiesen.

Aus dem soeben gewonnenen Ergebnisse folgt unmittelbar der

Satz V. Jeder das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfillende bikompakte
topologische Raum ist entweder abzihlbar oder mit einer perfekten Tesl-
menge versehen; im letzteren Falle ist die Mdchtighkest des Raumes = c.

Es ist besonders bemerkenswert, daB unter der Voraussetzung des
Satzes V die Zerspaltung des Raumes in einen perfekten Kern und eine
abzihlbare Punktmenge im allgemeinen nicht mdglich zu sein braucht;
vielmehr gibt es bikompakte, dem I. Abzihlbarkeitsaxiome geniigende
Réume, die eine unabzihlbare (und zwar von der Michtigkeit ¢) Menge
von isolierten Punkten enthalten?).” Ich bemerke noch, daf die Sitze

1) Fine Michtigkeit m = x; heiBt bekanntlich regulir, wenn die zugehorige
Anfangszahl w; keiner kleineren Ordnungszahl konfinal ist. Man vergl. Hausdorff,
loc. cit. S. 130.

12) Die Frage, ob es bikompakte, dem I. Abzahlbarkeitsaxiome geniigende Riume
von der Michtigkeit > ¢ geben konne, bleibt bisher ungelést. Herr Urysohn hat
bewiesen, daB diese Frage sich®verneinen 1i8t in bikompakten Riumen, in denen
eine jede abgeschlossene Menge Durchschnitt von abzihlbar-vielen Gebieten ist (= ein
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IV und V in kompakten (sogar reguliren, aber nicht bikompakten) Riumen
allgemein falsch sind. ‘

5. Ich will nun jetzt einen viel allgemeineren Michtigkeitssatz auas-
sprechen, der, soviel mir bekannt ist, {iberhaupt die allgemeinste Behaup-
tung iiber Michtigkeiten von Punktmengen enthilt, die wir, nach dem
heutigen Stande der Wissenschaft, aufstellen konnen. Es handelt sich
zunéichst um die sogenannten Borelschen Mengen, deren kiirzeste Definition
die folgende, von Sierpinski herriihrende ist:

Wir nennen ein System von Mengen ein 7-System, wenn Summe und Durch-
schnitt von je hochstens abzihlbar-vielen Mengen des Systems wieder dem Systeme
angehoren. Dann ist der Inbegriff aller Borelschen Mengen definitionsgemi das

kleinste (d. h. in jedem anderen enthaltene) T-System, welches alle abgeschlossenen
Mengen und alle Gebiete des gegebenen Raumes enthilt.

Es war seit langer Zeit eine fast allgemeine Meinung, daB man mis
den iiblichen Mitteln der Analysis nicht iiber die Borelschen Mengen
hinausgelangen kénne. Erst im Jahre 1917 zeigte Souslin, da8 die Borel-
schen Mengen nur ein Spezialfall einer wviel wester gehenden Klasse der
sogenannten (A)-Mengen sind*®), die sich folgendermaBien definieren

jedes F ein G ist. Hausdorff, loc. cit. S. 23 und 304, 305). In denselben Rdumen
ist auch der Cantor-Bendixsonsche Satz giiltig, d. h. eine jede abgeschlossene unend-
liche Menge ist entweder abzihlbar oder Summe einer perfekten (von Null ver-
schiedenen) und einer hochstens abzihlbaren Menge. Vgl. Paul Alexandroff und Paul
Urysohn, ,, Sur les espaces topologiques compacts“ (wird in den ,Fundamenta Mathe-
maticae“ erscheinen ).

13) Der erste Beweis, daB eine jede Borelsche Menge eine (4)- Menge ist, ist zu-
erst vollstindig durchgefiihrt, aber nicht formuliert worden in meiner Comptes-
Rendus-Note ,, Sur la puissance des ensembles mesurables B“ (C. R., 28 février 1916).
Diese Tatsache ist gerade der springende Punkt des Beweises des Michtigkeitssatzes,
der dort gegeben ist; der Michtigkeitsbeweis 188t sich wortlich auf allgemeine
{A)-Mengen iibertragen. Souslin hat im Januar 1917 (ebenfalls in den Comptes
Rendus) den Begriff der allgemeinen (A4)-Mengen zuerst explizite formuliert und ein
Beispiel einer (A)-Menge, die keine (B)-Menge ist, gegeben. Herr Lusin bewies
danach, daB die Wertmenge einer jeden analytisch-darstellbaren Funk-
tion (= einer Baireschen Funktion) stets eine (4)-Menge, aber nicht allgemein
eine (B)-Menge ist. Ich erwihne aus der ganzen tiefgehenden Soulin-Lusinschen
Theorie noch den Satz, daB eine komplementare Menge zu einer { A)- Menge selbst
keine (A)-Menge zu sein braucht; vielmehr sind in diesem Falle beide Mengen
Borelsche. Herr Urysohn hat endlich ein Beispiel einer im Einheitskreise regquliren
Potenzreihe gegeben, deren Randwerimenge keine Borelsche ist; vielmehr
beweist er, daB diese Menge stets eine (A4)-Menge ist. In dem Begriffe der
(4)-Mengen wird endlich ein den modernen Forderungen der Analysis
vollstindig angepaBter und in sich abgeschlossener Mengenvorrat ge-
wonnen. Literatur: Souslins und Lusins Comptes-Rendus-Noten 1917, Lusin und
Sierpinski: Bull. Ac. Polon. 1918, Journ. de Math. 1923; man vergl- auch auBer
meiner schon erwihnten C.-R.-Note zweli von mir verfalite Artikel (Fundamenta
Math. 5, Rec. Math. Moscou 31, 2) iiber die Komplementdrmengen der (4)-Mengen.

Mathematische Annalen, 92. 18
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lassen. Gegegeben sei ein System Fiy,...; von abgeschlossenen Mengen,
wo k,%,,0,,...,1%, alle Werte 1,2, ..., n, ... durchlaufen. Die Menge,
die als Vereinigungsmenge aller Mengen
Hygoip...=Fir F oo Frgyiy -

entsteht, ist dann eine (A)-Menge. Die ganze Theorie der (4)- und
(B)-Mengen ist in topologischen bikompakten Réumen, in denen eine jede
abgeschlossene Menge Durchschnitt von abzihlbar vielen Gebieten ist,
giiltig. Es besteht insbesondere der Satz:

Satz VI. In einem bikompakien Raume, in dem jedes F ein Gs tst,
enthili eine unabzihlbare (A)- Menge (insbesondere (B)- Menge) stets eine
perfekte Teilmenge und besitzt infolgedessen die Mdchtigkest c.

Der Gedankengang des Beweises bleibt derselbe, wie er bereits im
Falle des Euklidischen Raumes von mir im Jahre 1916 gegeben worden
ist. Die Voraussetzung, daB ein jedes F ein G; ist, ist fiir die ganze
Michtigkeitstheorie sowie auch fiir die Theorie der (4)- und (B)-Mengen
von grundlegender Bedeutung, wie man es an Gegenbeispielen sofort
erkennt **).

Gottingen, den 3. Juli 1923.

P.S. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Marz und Juni 1922
der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und am 26. Juni 1923 der
Gottinger Mathematischen Gesellschaft mitgeteilt worden.

14) Tch erwihne noch, daB der Michtigkeitssatz fiir die Borelschen Mengen
(unter gewdhnlichen Voraussetzungen) fast gleichzeitig mit mir von Herrn Hausdorff
bewiesen worden ist (Math. Annalen 1916). Unter rein topologischen Voraussetzungen
kommen meines Wissens Machtigkeitsfragen erst heute in Betracht.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



Uber die Metrisation der kompakten topologischen
Riume.

Von

Paul Urysohn | in Moskau,

1. Der Zweck dieser Arbeit ist zu beweisen:

Ein kompakter topologischer Raum*) ist dann und nur dann metri-
sierbar, wenn er dem II. Abzihlbarkeitsaxiom?®) gemiigt®); dabei nennen
wir einen topologischen Raum metrisierbar, wenn zwischen seinen Punkten
eine den gewdohnlichen Voraussetzungen geniigende*) und zu denselben
Limesbildungen wie das urspriingliche Umgebungssystem filhrende Ent-
fernung definiert werden kann.

Der zu beweisende Satz kann also auch folgendermafen formuliert werden:

Das II. Abzihlbarkeitsaxiom ist einme notwendige und hinreichende
Bedingung, damst ein kompakter topologischer Raum einem metrischen
Raume®) homoéomorph sez.

Der Schwerpunkt ist der Beweis des Hinreichens (d. h. die Metri-
sation); auf den leicht zu fithrenden Beweis der Notwendigkeit gehe ich
iiberhaupt nicht ein, da man ihn ¢mplizite schon im Hausdorfischen Buche
finden kann®). Ebenso lasse ich beiseite die Erlduterung der Bedeutung,
die dieser Satz fiir die Begriindung der Topologie hat?).

1) Im Hausdorfischen Sinne: Grundzige der Mengenlehre, Leipzig, Veit (1914),
S. 218 und 230.

2) Hausdorff, 1. c. S. 263 (Axiom (F)).

3) Allerdings muB das IL Abzihlbarkeitsaxiom so formuliert werden, daB die
aus endlich vielen Punkten bestehenden Raume dabei nicht, wie es bei Hausdorff der
Fall ist, ausgeschaltet werden. Da jedoch solche Riume trivial sind, so geniigt es,
wenn wir im folgenden nur aus unendlich vielen Punkten bestehende Riume be-
trachten.

4 L e S. 211

5 L e, 8. 211

¢ Lo S.274, X u. 8. 273.

%) Man vergleiche hierzu eine Note, die ich vor kurzem in dem Bull. de ¥ Acad.
Polonaise (1923) publiziert habe, — Wihrend der Drucklegung dieser Arbeit ist eine

18*%
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Bezeichnungen. Ich schlieBe mich im wesentlichen an die Hausdorffsche
Terminologie an, benutze aber etwas andere Operationszeichen, Namlich, die Ver-
einigungsmenge von 4 und B soll immer (auch wenn 4 und B nicht elementenfremd
sind) durch 4+ B, der Durchschnitt dieser Mengen durch 4 B, ibre Differenz
(d. h. die Menge der zu B nicht gehorenden Punkte von 4; dabei wird nicht voraus-
gesetzt, daB B eine Teilmenge von A4 ist) durch 4 — B bezeichnet werden. Das
Inklusionszeichen 4 = B bedeutet, daf A Teilmenge von B ist, wobei 4 und B auch
zusammenfallen diirfens$).

2. Umgebungssystem. Es sei £ ein dem II. Abzihlbarkeitsaxiom

geniigender kompakter topologischer Raum, und
(1) VisVay oo Vo e v+

ein ihn definierendes abzahlbares Umgebungssystem?). Es ist zu bemerken,
daB ein den Punkt x enthaltendes ¥, nicht notwendig eine Umgebung
dieses Punktes zu sein braucht. Wir fithren also ein neues Umgebungs-
system ein, wenn wir jedes V,, das einen beliebigen Punkt 2 enthilt, als
Umgebung dieses Punktes bezeichnen; das Hausdorfische Kriterium?®) zeigt
aber sofort, daBl das neue System dem alten gleichwertig ist.

Wir werden also im folgenden immer voraussetzen, dafl jedes V, eine
Umgebung eines jeden in thm enthaltenen Punkies ist.

3. Uberdeckungen. Da E kompakt ist, so gilt fiir ihn der Borelsche
Uberdeckungssatz''). Es gibt also gewil solche endliche Systeme von
Umgebungen

1) @) (Ry)
IIi:{V‘i ’ Vﬁ PR V‘i ‘}:

die den ganzen Raum iiberdecken; wir nennen sie Uberdeckungen. Ver-
schiedene Uberdeckungen gibt es abzihlbar viele; wir bezeichnen sie in
irgendeiner Reihenfolge mit

(2) o, 1, ..., II

no ot

gemeinschaftliche Note von P. Alexandroff und mir in den Pariser Comptes Rendus
(177, S. 1274) erschienen, in der unter Benutzung des (daselbst zitierten) Chittenden-
schen Satzes das Metrisationsproblem eine allgemeine (aber ziemlich komplizierte) Losung
findet, Ubrigens erlaubt der Chittendensche Satz auch den zweiten Teil des Beweises
des in dieser Arbeit behandelten Satzes erheblich zu vereinfachen: insbesondere hat
mir Herr F. Hausdorff einen erstaunlich einfachen Beweis miindlich mitgeteilt. —
In der soeben zitierten Note wird man auch weitere Literaturangaben finden,

8) x< 4 besagt, da der Punkt z zur Menge 4 gehort.

) Da eine Menge ohne Umgebungen kein Raum ist, so ist es zweckmiBig zu
sagen, daB das Umgebungssystem den Raum definiert. Verschiedene Umgebungs-
systeme in derselben Menge definieren im allgemeinen verschiedene Rdume, wohl
aber denselben Raum, wenn diese Systeme gleichwertig sind (Hausdorff, . c., S. 260).

10) 1. ¢. S. 261.

1) Le. 8. 272, VL
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Eine Uberdeckung I, nennen wir reguldr, wenn sie keine iiberfliissige
Umgebungen enthilt, d. h. wenn jedes v mindestens einen Punkt (Eigen-
punki) enthalt, der in keinem anderen V® liegt. Aus jedem nicht regu-
laren IT, kann man mittels sukzessiver Weglassung der iiberfliissigen Um-
gebungen ein regulires IT, gewinnen; die Beziehung von I, zu II,, werden
wir durch die Gleichung

1L, = J (1)

bezeichnen. Wenn IT, regulér ist, so soll J(II,)= II, sein.

4. Hauptmenge. Es sei IT, irgendeine regulire Uberdeckung. Wenn
wir in jedem dazu gehdrigen VY einen bestimmten Eigenpunkt wihlen,
so erhalten wir eine endliche Punktmenge; verfahren wir ebenso mit jeder
reguliren Uberdeckung, so entsteht eine abzéhlbare Menge

(8) @y Basvvos By oo ey

die wir ein fiir allemal fest gewdhlt denken, mit E, bezeichnen und
Hauptmenge des Raumes E nennen.

E, ist im Raume E iiberall dicht?).

Es sei, in der Tat, V, irgendeine Umgebung, und z irgendein in V,
liegender Punkt. Wir setzen dann V, =V, und wihlen fiir jeden von
verschiedenen Punkt y ein den Punkt z nicht enthaltendes V,. Das so
erhaltene unendliche Umgebungssystem {V,} _, iiberdeckt offenbar E; man
kann folglich daraus ein IT,. also auch ein reguldres II; herausgreifen.
V, wird aber dann notwendig zu diesem /[I; gehdren, da es die einzige
Umgebung des urspriinglichen Systems war, die den Punkt z enthielt.
Zufolge der Konstruktion von E, enthilt ¥, — und » war willkiirlich ge-
wihlt — mindestens einen Punkt von E,, w.z.b. w.

Wenn wir jetzt irgendein regulares II;

1 e (ha)
]I‘:{Vz > ¥4 a"':V’i }

haben, so koénnen wir fiir jedes seiner VP einen Eigenpunkt a? aus E,
wihlen, Wenn wir dabei jedesmal aus allen zuldssigen Punkten den-
jenigen wihlen, der in (8) den kleinsten Index hat, so werden wir
sagen, dafl

a?), a@gz)’ o afhi)
die Hauptpunkte von II, sind.

5. Inklusion der Uberdeckungen. Wir werden sagen, dafl
' = VO, v, ..., 7™}

in
IL = {V{, V&, ..., V) .
12y 1. e. S. 249.
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#i
enthalien ist — in Zeichen: IT, = IT, —, wenn jedes Vi in einem v entha?en
igt. Offenbar ist
- IIc I
und aus

Ocll,, I clII
fOlgt ) % k 11

II, = IT,.

Das Zusammenbestehen der beiden Inklusionen II; = II; und II; = I,
werden wir kurz durch
O e I, < 1,
bezeichnen; nnd wir werden zeigen, daB es zu jedem Paare IL, IT, ein
der Inklusion (4) geniigendes II; gibt.

In der Tat gehort jeder Punkt # von K zu einem Vi aus II, und
zu einem Vi? aus IT, also zu einem V,, das in V@ =< Vi? enthalten
ist15). Wenn wir aber aus dem unendlichen Umgebungssystem {V,},_5
ein I,

ﬂ_;‘ = {V:q} sza vees Vxn}
herausgreifen, so ist offenbar die Inklusion (4) erfillt, da
V.V, VeV
ist. (W.z b.w.)

6. Kanonische Kette. Eine Folge von Uberdeckungen
(5) I, ,I,,,.... 10, , ...
werden wir kanonische Kefte nennen, wenn folgende vier Bedingungen er-
fullt sind:

1. simtliche IZ, sind regulir;

2. I, >, . (k=1,2, ce s

3. jeder Hauptpunkt von II, ist auch Hauptpunkt von IZ, . 3

4. jede Uberdeckung II; enthalt ein IT, .

Wir beweisen jetzt, daf es kanonische Ketten wirklich gibt. Wir
sebzen hierzu ITy, = J(II) und verfahren weiter durch Induktion, wie
folgt: Wenn I7,,,, I, - -, IIn, _, schon definiert sind, so bezeichnen wir mit
(6) Cys Cysenns Cmy
ihre Hauptpunkte (d.h. die Hauptpunkte von I, .); und es gei N, der
grofte Index, den die Punkte (6) in der Folge (8) haben. Wir wahlen
dann eine der Inklusion

() Iy < Iy < 1L,

k—1

13) Axiom (B) von Hausdorff.
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geniigende Uberdeckung
Mgy = {V&, Vi3, - Vid'}-
Wenn jetzt z irgendein Punkt von E ist, so seien
VD, VS, - Vig®
alle diejenigen zu ITy gehérigen Umgebungen, die diesen Punkt enthalten;
die Menge

e o s Ve S g
(8) Gx"_[V(k) ><V(k) XKoo X Vi ] [jf?aj x]

ist offenbar ein den Punkt 2 enthaltendes Gebiet; also gibt es e V,,
das in G, enthalten ist. Das System {V,},_, iiberdeckt den Raum; da-
bei ist aber V,, (z <m,_,) die einzige Umgebung dieses Systems, die den
Punkt «, enthiilt, Wenn wir also aus dem System {V,} _, eine Uber-
deckung IT; herausgreifen, so werden alle V,, (¢ <m,_,) zu Iy gehoren ;
dasselbe gilt auch fiir die regulire Uberdeckung J(IIy), die wir mit Il be-
zeichnen wollen.

Aus der Konstruktion von Il ist es sofort ersichtlich, daB
1L, = Iy = Iy, also, wegen (7), I, =II, | ist. AuBerdem sind alle
o, (1 < m,_,) Hauptpunkte von I7, . In der Tat ist ¢ ein Eigenpunkt
der zu II, gehorenden Umgebung Vo; auBerdem ist er in der Folge (3)
enthalten und hat daselbst einen Index, der < N, ist. Da aber zufolge (8)
zwei verschiedene a; (j <N,) nicht zu einem V, also \Zﬁ V., gehdren
konnen, so ist «; ein Hauptpunkt von I7, .

Wenn wir jetzt die geschilderte Konstruktion weiter fiihren, so er-
halten wir eine Folge (5), die, wie ersichtlich, den ersten drei Bedingungen
geniigt; daB aber auch die vierte erfiillt ist, sieht man sofort aus der fiir
jedes k giiltigen Inklusion

I, = Hgy<=1I,_,.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Es sei noch auf folgende zwei Tatsachen hingewiesen:

1) Sémtliche a;, deren Indizes < N, sind, sind Hauptpunkte von /7, ; also
ist jeder Punkt von E, Hauptpunkt einer Uberdeckung, die zur
kanonischen Kette (5) gehort.

9) Jede Teilfolge der Folge (5) ist offenbar auch eine kano-
nische Kette, die die soeben genannte Eigenschaft besitzt.

7. Hohere Inklusionen. Wir verschirfen jetzt folgendermalien
den Begriff der Inklusion zweier Uberdeckungen /1, = (v, ..., P e
und 7, = {V,(,l), oo, V¥ wir werden erstens

Hm é Hﬂ
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schreiben, wenn es zu jeddn zwei zueinander nicht fremden Umgebungen

@D und V2 von II, (V,ff) < V4 0) ein sie beide enthaltendes 4%
von I7, gibt: ‘

| Do 79479
Wir werden zweitens
Hm é Hﬂ
schreiben, wenn es zu jeden drei den beiden Bedingungen
Vi< V40, V<V’ +0

geniigenden Umgebungen von I/, ein V¥ von II, gibt, das sie simtlich
enthalt:
V' 2V 4 Vi + Vi -
Es sei bemerkt, daB wir die Ungleichungen ¢ = j = & nicht vorausgesetzt
haben; also folgt 17, = IT, aus II,,& 11, und I, &1, aus mel,.
Es folgt weiter, wie leicht ersichtlich, sowie aus

I,=1,&1I,
wie auch aus
oI, e, <11,
daB3
m, 11,
Endlich folgt aus den Inklusionen
I, &I, 10,
daB
I &I i

in der Tat, wenn V,2 > VP40 und V2 < VP 40 sind, so gibt es,
m m > g
wegen II, & II,, ein V"> VP + V9 und ein V) > V) + V® und es

ist VO <V s VP4 0; also gibt es, wegen II, & II,, ein

@ %) ® @ o ® 6 Il
VooV 4V oV + Vel + Vs W} o
w. z. b. w.

8. Hilfssatz. Zu jedem II, gibt es ein IInéHm. Man kann
dabei die Voratssetzung IT = II, hinzufiigen: es geniigt in der Tat, den
Hilfssatz auf ein von I7, verschiedenes II, c II,, anzuwenden.

Beweis. Wenn unsere Aussage nicht richtig wire, so konnte man,
insbesondere in jedem I7, der kanonischen Kette (5), zwei zueinander

nicht fremde Umgebungen V&' und V¢! finden, deren Vereinigungsmenge
Vi 1+ V4% in keinem V. von II, génzlich enthalten ist. Es sei dann

%) Die Inklusion IT & I7 ist im allgemeinen nicht erfills.
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y, ein Punkt von Vi < V¥, y irgendein (wegen der Kompaktheit
von E sicher vorhandener) Hiufungspunkt der Folge {y,}; wir konnen
aus {y,} eine gegen y konvergierende Teilfolge {y,} aunssondern. Wir
bezeichnen ferner mit V, irgendeine zu II, gehérende Umgebung des
Punktes y; alle y, , deren Indizes j ein gewisses j, iibertreffen, liegen
dann in V3. Unserer Voraussetzung gemif mul mindestens eine der
beiden Umgebungen Vk{jl} und Vk(f} (j >7j,) aus V. herausragen; wir
kénnen immer die Bezeichnungen so wihlen, daB dies mit der ersten
geschieht :

(9) Vit — V0 (G > do)-

Wir definieren jetzt folgendermaflen ein System von Umgebungen
{V”}zCE:

1. wenn z < VY, so setzen wir V, =V
o0
2. wenn z < E —V,,, so wihlen wir ein V,c E—{y-+ 3 ykj}.
1

j=dot
Ein solches V_ existiert zufolge der Abgeschlossenheit von y - Zw' Yy .
i=jotl
In diesem System {V, } ist folglich jedes V, entweder mit V,, identisch
oder zur Menge 2, fremd. Wenn wir also aus dem soeben definierten

7>do -

System eine regulire Uberdeckung II ={V,,, V,,, ..., V4,} herausgreifen,
so ist eine der dazugehérigen Umgebungen mit V,, identisch, alle anderen

aber zur Menge Zw' Y, fremd:

1=%+1

s @
Vm:V?z, th/’ Vz,><.2'?/k,=0-

J=30+1
Wir wihlen endlich ein IT,, = IT *%) und ein den beiden Bedingungen
k; =%, >,
geniigendes §; dann ist auch
H,,k] < I1.
Infolgedessen muf Vk{] " in einem Vs, enthalten sein; da aber Vk{;} den
Punkt y, (j>7,) enthilt, so ist =1, also
Vit e Ve, =V,
was mit (9) im Widerspruche steht. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen.

9. Metrisierende Kette. Es sei II, irgendeine zur kanonischen
Kette (5) gehdrende Uberdeckung. Durch zweimalige Anwendung des so-

15) Siehe § 6, 4.
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eben bewiesenen Hilfssatzes erhalten wir dann ein Ifp & th und ein
Iy & Iy ; wenn auBerdem IT, die erste Uberdeckung aus (5) ist, die
den beiden Bedingungen
kZ > ki’ H”kz < Hk"
geniigt, so ist (§7)
ans CZ'.' Hk’ é Unk] 3
also
3
., <1, (ky > k).

Wenn wir dieses Verfabren unendlick oft wiederholen, so erhalten
wir eine Folge

(10%) 1, , 11, 1,

Mg+ s Almy s v
von Uberdeckungen, die erstens — zufolge der Schlufibemerkung des § 6

eine kanonische Kette bilden, zweitens aber nicht nur der allgemeinen
Bedingung 2. fiir kanonische Ketten, sondern auch der schirferen Bedingung

3
2*. I, >1I,
F 7+1

Geniige leisten.
Eine solche den Bedingungen 1., 2%, 3., 4. geniigende Folge (10%)
nennen wir metrisierende Kette.
Wir denken uns jetzt, daB die soeben gewonnene metrisierende Kette
(10) r,r,..roL,...
ein fiir allemal fest gew3hlt ist, und fithren neue Bezeichnungen ein, in-
dem wir

O={V, Vi oo, Ui}
Do={Vi, Vi, ..., Vi)

..........

(L he

N
A
N
A

setzen, wobei auBerdem die Bezeichnungen so gewihlt sind, da8
VoV o oV,
und alle diese Umgebungen denselben Hauptpunkt @, besitzen.
Die Hauptpunkte bezeichnen wir mit

1 1 1
ay » Q2 2 veey Qpys
2 2

Q41 s Apy42 5 «-es Qpys

............

............
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wobei " der Hauptpunkt von Vi*, Vi**', ..., Vi**“, ... ist; Haupt-
punkte von I', sind diejenigen ag', bei denen m <n (oder k< h,) ist.
Bei den af" darf der obere Index auch fortgelassen werden; die Folge
(3%) Gt

ist mit der urspriinglichen Folge (3) bis auf eine Umnumerierung identisch
(§ 6, SchluBbemerkung):

@
Da,=E,.
k=1

10. Ordnungen. Wir nennen Ordnung einer Umgebung V3" bzw. eines
Hauptpunktes a;" den betreffenden oberen Index m. Es ist zu bemerken,
daf die Ordnung des Hauptpunktes einer Umgebung die Ordnung der
Umgebung selbst nicht iibertrifit; wenn a;° und n > m gegeben sind, so
gibt es immer eine Umgebung n-ter Ordnung, deren Hauptpunkt ag ist.

Es sei noch auf folgende Eigenschaft der metrisierenden Kette (10)
hingewiesen:

Wenn V;' einen Hauptpunkt @ von niedrigerer Ordnung be-
sitzt (m < n; also ist vt vorhanden), und wenn auBerdem

Vi<V =0, Ve=<V8=0
ist, so ist
VE+ V' +Veev

In der Tat ist wegen der Bedingung 2* (§9) Vi +V/ -+ V" in
einem V2! enthalten; da aber V2™ ' V¢ > af* und a}* der Hauptpunkt
von Vi " ist, so muB V2" mit V"' identisch sein. (W.z b.w.)

11. Der Raum M,. Es sei

M,={b,by,.... 0, ...}
eine abzihlbare Menge, die wir mit Hilfe der Relation b, ~ a, eindeutig
auf E, abbilden; wenn @, = a;" ist, so werden wir auch by statt &;
schreiben. Wir fiihren jetzt folgendermaBen Entfernungen o (b, b,) ein®):

Ay. Wenn Vi >< V' =0 ist, so setzen wir @(b,c1 b)) =1;

wenn Vi >< V' 4 0 ist, so setzen wir o(bi, b') = 1.

Damit erhalten wir fiir die h, Punkte b; erster Ordnung eine dem
Dreiecksaxiom geniigende Entfernung.

A,. Wir nehmen jetzt an, da eine dem Dreiecksaxiom geniigende
Entfernuug ¢(b,, b;) schon zwischen allen Punkten der Ordnung < n
(d. h. fiir k,! < hy—y) festgesetzt worden ist, und zwar in solcher Weise,
daB die beiden Bedingungen

1) Da o (g, by) = 0 zu setzen ist, so geniigt es im folgenden, nur den Fall % 5 !
zu beriicksichtigen.
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( In-1): o(b,, b)) ist ein ganzes Vielfaches von

gn—1 ?

(IL—1): o(b,, b)) = Sai» Wemn Va < VP %0

erfiillt sind ((I,) und (IL,) waren, zufolge 4;, offenbar erfiillt).

Wir definieren jetzt o(b,, b,) fiir alle £ und 7, die <A, sind; dabel
soll diese Entfernung mit der alten iibereinstimmen, wenn belde Punkte
von einer Ordnung < n sind, und es sollen sowohl das Dreiecksaxiom
wie auch die den Bedingungen (I,—;) und (II,_,) analogen Bedingangen
(I,) und (II) erfiillt sein. Wir unterscheiden folgende drei Fille:

a) Wenn Vi < V"4 0, so setzen wir ¢ (b, b,)=2in

Diese Definition ist widerspruchsfrei, da mindestens einer der beiden
Punkte von der Ordnung n ist. Wire in der Tat die Ordnung von &,
kleiner als n, so wire a, Hauptpunkt einer Umgebung V™", die (§ 10)
V&V, also auch a, enthalten wiirde; also wire in diesem Falle a,
gewiB kein Hauptpunkt von I'y—;, d.h. kein Punkt von einer Ordnung < n.

8) Wenn Vi< V{#=0, aber V@<V " ist, so setzen wir
Q(bk}b) 27@" *

Auch diese Definition ist widerspruchsfrei, da man sich — ebenso
wie im vorigen Falle — sofort iiberzeugt, da$ die Ordnung von b, gleich n ist.

v) Wir betrachten jetzt den Fall, wo die vorhergehenden Definitionen
noch nicht geniigen, o (b,, b,) festzulegen. Zwischen den verschiedenen die
Punkte b, und b, verbindenden endlichen Punktketten [bz by, bs, ... bs, b]
gibt es dann gewil auch solche — wir werden sie metrische Kelten
nennen —, in denen fiir jedes benachbarte Punktepaar die Entfernung
schon definiert ist.

Es sei in der Tat Vo' eine Umgebung von der Ordnung » —1, die
VP enthilt (V2> a, ~ b,)%), und Vi eine solche, die = V;'; dann ist
[y b, bs, by} eine metrische Kette.

Wir nennen Ldnge einer metrischen Kette die Summe der Lingen

"~ ihrer Glieder, d. h. die Summe

Q(bk> bsl) + Q(b&’ b‘?z) + Tt + Q(b«?l’ bl) "1‘%

Ich behaupte jetzt, daBl es zwischen 'bk und b, eine Minimalkette,
d. h. eine metrische Kette kleinstmoglicher Lange gibt. In der Tat kann
man mittels sukzessiver Weglassung der hintereinanderstehenden Wieder-
holungen eines und desselben Punktes und der geschlossenen Zyklen jede
Kette durch eine nicht lingere Kette ersetzen, die jeden Punkt héchstens

1Yy Wenn k< h,—,, d. h. wenn die Ordnung von g, < n ist, so ist s, =k.

A (7O 2 bl

1 \i N iy i £
i 4 * A L8 R Z S
Sov fed gl 8 dy fomves KU F

Y
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einmal enthilt. Da es aber solcher wiederholungsfreier Ketten offenbar
nur endlich viele gibt, so ist unsere Behauptung bewiesen.
Wir setzen alsdann g(b,,d,) gleich der Linge einer Minimalkette.

Da die Bedingungen (I,) und (IL,) offenbar erfiillt sind, so bleibt
¢8 nur zu zeigen, daB

o(b, b) L 0(bys b)) te (b, )

ist (Dreiecksaxiom). Da die Liinge einer die Punkte b, und b, verbinden-
den Minimalkette [bg by, b, ... bs, b;] unserer Definition gemi8 jedenfalls
nicht groBer als o (b, b,) sein kann %), ebenso die Léinge der Minimalkette
[Be b,y sy -~ - bo; b} < @ (B, by) ist, endlich aber die Liinge einer b, und b,
verbindenden Minimalkette < der Lange von [bg by, bs, - - b5, b by .- bs; i),
also <o(b,,b,)+0(d;,b,) ist, so geniigt es, zu zeigen, dafl

die Linge einer Minimalkette zwischen b, und b, nicht
kleiner als o(b,, b,) sein kann.

Letztere Tatsache ist aber in den Fillen 4, vy, A,a und 4,8 un-
mittelbar einleuchtend: im ersten zufolge der Definition von ¢ (b, b,) in
diesem Falle, im zweiten infolgedessen, daf die Lange jeder Kette > —1;
ist; im dritten Falle folgt sie endlich daraus, daB nur die eingliedrigen,
auf Grund von A,c — was hier offenbar nicht zutreffen kann — de-
finierten Ketten eine Linge von < 2—”1_—1 besitzen koénnen.

Es bleibt also nur der Fall A4, _; iibrig, d. h. derjenige, wo b, und

b, beide eine Ordnung < n haben. Wir betrachten in diesem Falle irgend-
eine metrische Kette [b; by, by, ... D;, b]; wenn bz, b, , b b, L b
u

Sal9 8«23 A

diejenigen Punkte dieser Kette sind, deren Ordnungen < 7 sind, so ist

zufolge dem, wie wir vorausgesetzt haben, fiir Punkte < n-ter Ordnung
erfiillten Dreiecksaxiome

Q (bka bl) g Q(bk» bsal) + @ (bsal, bsae) +... + Q(bsab» bl);

‘es geniigt also zu zeigen, daB jedes @(bsaj’ bsajh) nicht gréfer als die

Linge des betreffenden Abschnittes unserer Kette ist; d.h. wir haben
nur solche Ketten zu betrachten, deren Endpunkte < n-ter, simtliche
Mittelpunkte aber von n-ter Ordnung sind.

Es sei also [b,b, b, ... b, ] eine solche Kette:
b 1S by 8> s (i=1,2, 0 )5

18) In den Fillen dp—1 (d. i %, ¢ < hn—1), dna und Agnf ist diese Kette
eingliedrig.
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wenn wir ihre Linge durch — ” bezeichnen?®), so haben wir zu
zeigen, daB o(b,, b,)g;,; ist.

Beweis. Zufolge der Definition der metrischen Ketten ist die Ent-
fernung zwischen b und b, o) s notwendigerweise auf Grund von A4,a
eingefithrt; also ist

1 (3 n s .
‘Q(s’ s )z—n) VSJXV3J+1=!=O (?—1,2,...,’&—1).

J+1 2

Fiir ¢(b,,b,) sind hingegen zwei Moglichkeiten vorhanden: entweder

sind wir auch hier im Falle 4,e, — und dann ist ¢(b,, s)

und V< Vg4 0; oder im Falle 4,8, was o(b, bs1)='é—,; und
V15V zur Folge hat. Dasselbe gilt auch vom Punktepaare b, , b;.

Wir konnen voraussetzen, daB r > 8 ist: der Fall einer eingliedrigen
Kette [b,b,] ist nimlich trivial, und in allen anderen Féllen ist die ge-
nannte Voraussetzung erfiillt. Es kénnte in der Tat # <8 nur noch
im Falle einer zweigliedrigen Kette [b,b, b] sein, wenn auferdem

o(by, b, ) =0(d,, b)= % ware; dies ist aber unmdglich, da die, wie wir
soeben gesehen haben, in diesem Falle erfilllten Relationen V}'>< V40
und V?>< V"4 0 die Existenz einer Vi > V' Vi + V), also einer

Umgebung (7 — 1)-ter Ordnung, die zwei Hauptpunkte, @, und @;, von
I,_, enthilt, zur Folge hitten.

Wir fithren jetzt folgende Bezeichnungen ein: Wenn die Linge des

Abschnittes [b,b,, ... b; ;| unserer Kette — Qi ist, so setzen wir by = by,

n

as = Qq) und Vs = V[a}, also ist b = b{o], b ——-bﬂ] oder b[g], b _"br—-"l

oder br—1> by :‘%

Ich beha.upte, daB V™' > ap;: wenn By nicht existiert, also by=15, ,
o(b, b, )= % ist, soist V' ' = V5 2@, = ap; und im Falle der Existenz
von by it b, =bu, b= bu, o(b,d,)=e(b,.b,)= -;— also
VEs< Va0, Vo<V, =+ 0, was (§10) die Inklusion

Vi oV Va + V2 a, = a
zur Folge hat.

19) p ist zufolge (I,) eine ganze Zahl.
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Ebenso wird die Inklusion V' '>ap—, bewiesen'®®).
Es sei jetzt o irgendeine den Ungleichungen

0<ocrmB(r52)
geniigende ganze Zahl. Dann ist, wie wir schon gesehen haben,

V=< Viges+0,  Viesn>< Viora+ 03
es folgt also aus I,_,2T,, daB es eine Umgebung (n —1)-ter Ordnung
ot gibt, die Vo Vizosu+ Visose) enthilt; folglich ist
Vin 2 apa+ agoye- )
Da (r —2)— 27 < 2 ist, so konnen wir in derselben Weise auf die
Existenz einer der Inklusion
V?r-il 2zt Yr-21
geniigenden Umgebung (n — 1)-ter Ordnung Vi7" schlieBen.
Wir betrachten jetzt die Punktkette
(11) (b by Doy -+ - bmy Bi],
wo bis; ~ @(,) und a(,} der Hauptpunkt von V{n'ist. Sie besteht aus lauter
Punkten < n-ter Ordnung und Dbesitzt Glieder, deren Langen simtlich
<

= oo sind*), wie es aus den Inklusionen

Vi<V saa,

V?o-.sl > V{‘g—.;.li) D A26+2) (O' =1, 2, cevy T— 1),
-1 -

Vig <V’ R Y

ersichtlich ist; da anderseits fiir Punkte < n-ter Ordnung das Dreiecks-
axiom erfiillt ist, so kommt

193) Tm Falle » =3 kann es vorkommen, daB einer der beiden Punkte g, und
nicht existiert; einer von ihnen — es sei Qg — ist aber sicher vorhanden,
r

AUr—-21= I
und es ist: V271 D ay, VTl Day, also V<V 0, o (bi, b) =

womit der Fall r =3 vollstindig erledigt ist und jm folgenden nicht mehr beriick-
sichtigt zu sein braucht.

20) E(«) bedeutet die groBte ganze Zahl, die <  ist; also ist 2z=r—3 oder
r—4

21) Das Ungleichheitszeichen ist darum zu setzen, weil zwei konsekutive Punkte
der Kette (11) auch zusammenfallen konnen.
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7~1
0(b; b)) L o (b, byay) +Ué;9(b{ah bio+1y) + 0 (b1 b)

r—3
7+1 E<——_2—) +1
gn-1 gn—1

"
— w. z. b. w.
2

< <75

Wir haben also ein Induktionsverfahren erhalten, mit Hilfe dessen
wir fiir alle Punktepaare aus M, eine dem Dreiecksaxiom geniigende Ent-
fernung definieren ; M, wird damit in einen metrischen Raum verwandelt.

12. Relationen zwischen E und M,. Es sei b;" ein Punkt von
der Ordnung m > n, und V;"24q;" ~ b;"; wir konnen dann eine Reihe
von Umgebungen V"~ -1 V?:”z, ey V:.::.,. derart finden, daf

(12) Vzncvm—lcvm—2c... CV”

Wenn a; , a4, 0, die Hauptpunkte dieser Umgebungen sind, so
bezeichnen wir den Punkt b, (dessen Ordnung < n ist) mit ¢, (5");

¢, (b,) ist allerdings im a.]lgememen durch b, und » nicht emdeutlg be-
stlmmt was aber fiir uns belanglos ist. Wenn m < n ist, so setzen wir
¢, (b)) =0b". Wir beweisen jetzt, dafl

(18) 0 (b €, (b)) < 575 21;-

ist. Es geniigt, den Fall m >n zu betrachten; es folgt dann aus (12)
und der Entfernungsdefinition des § 11, da8

1 1 1
© (bk, bkl) g gm—1’ ¢ (b bkﬁ) = gm- gm-2> 0 @ <bkm—n~1’ bkm-n) = on’
also
(B b, )< ot o L L L (Wzbow)
€Y% km_,,)=é7,+2,,+1+---—r§;n—_—1 Py .Z.b.w.

Es sei noch auf folgende, aus unserer Konstruktion unmittelbar er-
sichtliche Tatsache hingewiesen:

aus by—=c,(b,) folgt V'>a,.
Satz N. Wenn a, und a, 2u derselben Umgebung von. der Ordnung n
gehoren, so ist o(by, b) < ——

n—-:}

Beweis. Es sei V diejenjge Umgebung, die @, a, enthalt, und
es sei ferner by =c,(b;), by=c,(d,). Dann ist

Vi< Vioa,+0, Vix<V'>a=+0,

also existiert ein V2 >V + V/'+ V. Der dem Hauptpunkte g, von
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V2~" entsprechende Punkt b, ist folglich gleichzeitig ein ¢,—1(b,) und
ein ¢,-1(d,), was wegen (13)
o (b, b) < eo(by, bu) + 0(b, ) <2
d. h. unsere Behauptung zur Folge hat.
Hilfssatz 1, Wenn b, und b, zwei Punkte von der Ordnung < n
sind (k,7 < h,), deren Entfernung o(5,, b,) < 5; ist, so gibt es eine Um-

11
2”‘2 - 213—3’

gebung von der Ordnung n — 2, die die Punkte a, und a, gleichzeitig
enthalt.

Beweis. ¢(b,, d,) ist entweder auf Grund von A,_ye¢, oder von
A, a, oder von 4,3, oder endlich von A4, v festgelegt. Im ersten Falle
ist V< V140, also existiert ein ) A V,”'lzak +a. Im
zZweiten existiert sogar ein V Dak—{— a,, also ein V} -2 DV,L_ oa, + a,.
Im dritten ist entweder V' < V" %, also V" ' oa, 4 a,, oder V'=V,*7}, also
Vi 'sa,4a,. Im vierten ka.nn die zugehoérige Minimalkette nur zwei-
gliedrig sein, wobei, wenn [b, b, b,] eine solche Kette ist, sowohl o(b,, s)
als auch ¢(b,, b) dem Falle A4, e entsprechen; es existieren also ein
Vi 'oa,+a, und ein V' 'oa,+ a, also, wegen Vi i<V 'oq 40,
ein Vi ?oVr LV oa, + a,.

Hilfssatz 2, Wenn k, [ <h, und (b, b) < —

n 2”

ein V77, das a,-- a, enthilt.

Beweis. Da b, und b, beide von einer Ordnung < sind, so ist

ist, so gibt es

0(b,, b,) ein ganzes Vielfaches von L also < £ . Wir kinnen voraus-
2" = 2"

setzen, daB 1. o(b,, b,) > > , 2. die Ordnung wenigstens eines der beiden

Punkte = n ist: wire namhch eine dieser beiden Voraussetzungen nicht
erfiillt, so wire unsere Behauptung eine Folge des vorigen Hilfssatzes
(in der Form 1, bzw. 1,_.). o(b,,d,) ist also auf Grund von A,y
definiert und die entsprechende Minimalkette ist hochstens viergliedrig.

Wenn die Kette viergliedrig ist, so haben alle ihre Glieder die Linge #;
jedenfalls ist aber die Linge jedes Gliedes g-;; Wir sehen also, daf}

man immer zwei solche (nicht unbedingt voneinander verschiedene) Punkte
b;, und b, (s, 5, < h,) wihlen kann, daB
Q(bk’ bgl)é;;" Q(bsxﬁ bsz) <2n’ Q(b82,b>_ 92n

ist. Daraus folgt aber (Hilfssatz 1,) die Existenz von Vi °>a,+ a,

—2 -2 -2 -2
von V; " >a, -+ a,, und von V" 2a,, -+ a;, also wegen V7 < V" 2a,,,
Mathematische Annalen. 92. 19
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Vi2 < V2 % 2aq,, die Existenz eines V' 2V >+ V2 2L P “*oq,4a,
w.z. b.w.
Satz T. Wenn 0(b,,b) < 7;; ist, so gibt es eine Umgebung won
der Ordnung n — 4, die beide Punkte a, und a, gleichzeitig enthdlf.
Beweis. Wir benutzen wieder die am Anfange dieses Paragraphen
angegebene Konstruktion: es sei nidmlich b,=¢,(d,), by =c,(b,). Dann
ist, wie wir gesehen haben,

n 292 n
Vi‘,Dak—f—akl ), Vl':’al_{"al"

2 2
Q(bk’ bk')<§;’ Q(bl)"g bl')<?ﬁ’
also
5
o(by, by) < o (b, by) +o(by, b))+ o(b, by) < ot

Da anderseits die Ordnung von b, und b, < ist, so folgt (Hilfssatz 2,)
aus dieser Ungleichung die Existenz eines V) *>a, +a,. Wenn wir
jetzt ein V272>V und ein V,*"°> V) wihlen, so ist

-8 7n-—3 -3 -3 -3
Vi< Ve o Vi< Vi pay, VT < VT 2ay;

es gibt also ein VP *o Ve L V2LV ?2q,+a, w.zb.w.

13. Fundamentalfolgen?s).

Satz A. Wenn die Folge {a;,, as,, ..., @, -- .} in E konvergiert, so
ist {bs, b,y .. .; sy, ..} eine Pundamentalfolge.

Es sei in der Tat  der Limes von {a;,} und n > 3 eine ganze Zahl.
Wenn V;' eine den Punkt z enthaltende Umgebung von der Ordnung n
ist, so enthilt sie alle a;,, bel denen » grofler als ein gewisses », ist;

folglich ist (Satz N) o(bs,, bs) < —

2%«3

fir alle »',»” >»,, w.z.b.w.

Zusatz. Wemn {a; } und {a;} gegen denselben Punkt konvergieren,
so sind {b;} und {b; } konfinal, d.h. 0(b;,8;, ), ., — 0.

Die Folge {a;,, @), @,, @5 - -+, @5, @;,, .. .} ist in der Tat konvergent;
die Anwendung des Satzes A liefert also sofort das gewiinschte Ergebnis.

Hilfsatz. Wenn 2 und y zwei verschiedene Punkte von ¥ sind, so
gibt es ein I',, welches keine einzige der Inklusion

z+yc V!
geniigende Umgebung V;" enthilt.

*) a; ist der Hauptpunkt von V7.
23) Hausdorfl, 1. c. 8. 314.
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Es seien V, und V, zwei zueinander fremde Umgebungen; zu jedem

von z und y verschiedenen Punkte von E wihlen wir dann eine in

— (4 y) enthaltene Umgebung. Wenn wir aus dem in dieser Weise

erhaltenen Umgebungssystem {V,},p eine Uberdeckung IT herausgreifen

und ein I',c IT wihlen, so besitzt ersichtlich I', die verlangte Eigenschaft.

Satz B. Wenn {b;} eine Fundamentalfolge ist, so ist {as} im
Raume E konvergent.

Zufolge der Kompaktheit von E geniigt es, zu zeigen, da8 {a;,} einen
einzigen Hiufungspunkt hat®!). Wir setzen hingegen voraus, daf z und y
zwei verschiedene Haufungspunkte von {a;} sind, und wihlen alsdann
ein I",, welches dem vorigen Hilfssatze entspricht; es gibt also kein V",
das 2 und y gleichzeitig enthilt. Wir wihlen dann ein solches »,, daB

fir alle »’,»” >, die Entfernung o(b;,, b)) < % ist, und zwei Um-

gebungen von der Ordnung n -1, némlich V"' o2 und V;"*>y. Es
gibt, unserer Voraussetzung gem#B, Punkte a;, mit beliebig hohen Indizes »,
die in V&™* baw.in V,** enthalten sind; es seien also »’ und »” zwei
ganze Zahlen, die den Bedingungen

n 1 nt1
y, v > v, a,cVET a; <=V,

geniigen; daraus folgt die Ungleichung g (bs,, b;,r) < also (Satz T)

2n+5’

die Existenz eines V., *>a;, + a;,,. Folglich ist
'Vg!+1>< V:-}-ID @i, V:-i-l < V;H—l > ag,
was auf die Existenz eines
Vo VAL VIR LV s a -y,

also auf einen Widerspruch fiihrt. Damit ist Satz B bewiesen.

Zusatz. Wenn {b;} und {b;} konfinale Fundamentalfolgen sind,
so konvergieren {a; } und {a;} zu demselben Punkte.

Es geniigt, den Satz B auf die Fundamentalfolge {b;,, bj,,---» i, bj, 5 - -}
anzuwenden.

14. Der Raum M. Wir kénnen M, als eine iiberall dichte Teil-
menge eines vollstindigen metrischen Rawmes M betrachten 2?).

Es sei 2 irgendein Punkt von E, und {a;} eine gegen ihn konver-
gierende Folge2¢). Die Folge {b;,} ist dann, wie wir es im vorigen Para-

) L oec. S. 234,
25) Hausdorff, 1. c. 8. 815.
26) Die a;, sind Punkte der in E iiberall dichten Menge K.

19%
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graphen gesehen haben, eine Fundamentalfolge; sie konvergiert also gegen
einen Punkt y von M; und es folgt aus dem Zusatze zum Satze A, daB
y eindeutig durch x bestimmt ist. Anderseits folgt aus der Dichtigkeit
von M, in M und aus dem Satze B, daB jeder Punkt y von M auf diese
Weise gewonnen werden kann. Der Zusatz zum letzteren Satze lehrt uns
endlich, daB zweien verschiedenen Punkten z, und z, von E zwei ver-
schiedene Punkte y, und y, von M entsprechen.

Wir haben also eine eineindeutige Abbildung von E auf M
erhalten; diese Abbildung ist eine Erweiterung der urspriinglichen Ab-
bildung von E, auf },, wie man es leicht aus der Betrachtung von Folgen
{a;,8;, ..., a;,...} (a;= E,) schliefen kann.

Ich behaupte endlich, daB diese Abbildung nebst ihrer Um-
kehrung stetig ist. Wegen der Kompaktheit von E geniigt es, zu zeigen,
daB M stetiges Bild von E ist??); dieses folgt aber unmittelbar aus dem
folgenden Satze:

Es seien z, und z, zwei Punkte von E, die in einer und der-
selben Umgebung n-ter Ordnung V' liegen; wenn y, und y, die
ihnen entsprechenden Punkte von M sind, so ist o(y,, 3/2)§é7_-:5

Es seien {a;} — 2, und {a; } — 2, zwei Folgen zu E, gehbrender
Punkte; dann ist unserer Konstruktion gemaB {b; } — y, und {b; } — ¥,.
Wir konnen also, da z, + z,= Vi ist, zu jedem ¢>0 ein solches »
wihlen, dal

(14) a;, 1+ a;, <V,
Q(yla bi,,) < %’ Q (92, bf,,) < %

ist. Aus (14) folgt aber (Satz N, §12), da8

1
0 (bz',,, bi,,) < om=3°
also

0(%1, ¥2) L 0(w, bi,) + 0 (bs,, b;,) 4+ 0 (s, %2) < 5;1::—; +-&.

Da dies fiir jedes & gilt, so ist unsere Behauptung bewiesen.

Wir haben also bewiesen, dal es eine eineindeutige und beider-
seits stetige Abbildung von E auf M gibt, d. h. daB jeder dem

) 1, ¢, 8. 865, VIIL
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I1. Abzihlbarkeitsaxiom geniigende kompakie topologische Raum einem
metrischen Raume homéomorph ist.

Damit ist unser Ziel erreicht.

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB Herr Paul Alexandroff viele
interessante Anwendungen des soeben bewiesenen Satzes gefunden hat;
insbesondere hat er, auf diesen Satz fuBend, das Metrisationsproblem fiir
die ¢m Kleinen kompakten Raume gelost®S).

Gottingen, den 15. VIL. 1923.
2%) Diese Arbeit erscheint gleichzeitig in diesen Annalen.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



Uber die Metrisation der im Kleinen kompakten
topologischen Riéume’).
Von
Paul Alexandroff in Moskau.

1. Definitionen und Vorbemerkungen.

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit habe ich die bikompakten
topologischen Raume insbesondere in bezug auf ihre Struktureigenschaften
im Kleinen untersucht. Es ist aber ohne weiteres klar, da8 fiir die Giiltig-
keit dieser Eigenschaiten die Bedingung der Bikompaktheit des gesamten
Raumes iiberfliissig ist; es geniigt vielmehr, die letzte Eigenschaft von
gewissen, bestimmte Umgebungen simtlicher Raumpunkte enthaltenden
abgeschlossenen Mengen zu verlangen. In dieser Weise gelangen wir natur-
gemiB zu dem Begriffe der im Kleinen bikompakten (resp. kompakten) topo-
logischen Riume, indem wir folgende grundlegende Definition aufstellen:

A. Ein topologischer Raum R heifit im Punkte & bikompakt (bzw.
kompalkt), falls eine gewisse Umgebung U (&) dieses Punktes existiert, so
daf die abgeschlossene Menge U (&), als Relativraum betrachtet, bikompakt
(bzw. kompakt) ist. (U (&) bedeutet hier, wie immer, die kleinste die
Menge U (&) enthaltende, in & abgeschlossene Menge, d. h.

U =0+ 0],
wo [U(&)]" die Menge aller Haufungspunkte von U (&) ist.)

B. Ein in jedem seiner Punkte bikompakter (bzw. kompakter) topo-
logischer Raum heifit im Kleinen bikompakt (bzw. kompakt).

1) AuBer den fiir die ganze Theorie grundlegenden Hausdorffschen Definitionen
(Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (1914), Kap. VII, VIII), werden die Bezeich-
nungen und Ergebnisse der folgenden voranstehenden Arbeiten als bekannt voraus-
gesetzt:

($) Paul Alexandroff und Paul Urysohn, ,Zur Theorie der topologischen Riume®.

(®) Paul Alexandroff, , Uber die Struktur der bikompakten topologischen Riume*“.

(©) Paul Urysohn, ,Uber die Metrisation der kompakten topologischen Riume®.

Diese Arbeiten werden kurz durch $, @, & zitiert.
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Der Begriff des im Kleinen bikompakten Raumes scheint mir von
sehr groBer topologischer Wichtigkeit zu sein — man denke etwa an den
gewohnlichen Euklidischen Raum, an ein ein-, zwei- oder mehrdimensio-
nales Gebiet, an eine (insbesondere abstrakt gefafte) offene Riemannsche
Fliche?): alle diese seit Zeiten klassisch gewordenen fundamentalen topo-

2y Die erste abstrakte Fassung des Flichenbegriffes scheint von Weyl (,Die
Idee der Riemannschen Flache®) zu stammen. Bis auf ein unwesentliches Versehen*)
stimmt der Grundgedanke der Weylschen Flichendefinition mit der folgenden Er-
klarung iiberein:

Ein topologischer Raum heift eine Fldche, falls eine gewisse Umgebung jedes seiner
Punkte ein wmkehrbar eindeutiges und wmkehrbar stetiges [im Sinne des Raumes*¥)]
Bild des Inneren eines gewohnlichen Kreises ist.

Weyl nennt weiter eine Fliche geschlossen, falls sie, als topologischer Raum be-
trachtet, kompakt ist. Nun sieht man sofort, daf diese Definition sich auf von dem
anschaulichen Sinne des Begriffes der geschlossenen Fliche sehr entfernte Bildungen
anwenden liBt. Man betrachtet, um ein Beispiel dafiir zu erhalten, z. B. eine ge-
ordnete Menge O, die den Ordnungstypus

G+ L I+(14+0)Q
hat ***).

Man denkt sich ferner die Menge F, die aus allen moglichen Paaren (z, ¥) von
Elementen von © gebildet ist. Diese Menge # wird zu einer im Weylschen Sinne
geschlossenen ,Fliche® &, wenn man die Umgebungen U (&) ihrer simtlichen , Punkte®
&= (=, y) folgendermaBen definiert: .

U(&)=TU{(z, y)) = Inbegriff aller £ (%, §), wo {”‘<’f<xz (in ©)
<Y<Y
und z,, ¥,; @,, Y, zwei beliebige den Ungleichungen z, <z<<z,, ¥, <<y<<y, ge-
niigende Elementenpaare der Menge © sind. Die Fliche §, die die Gestalt einer nicht-
Archimedischen Ebene hat, entspricht aber kaum dem anschaulichen Wesen einer ge-
schlossenen Flache.

Dieser Ubelstand wird vermieden, indem man statt der Kompaktheit die Bi-
kompaktheit als charakteristische Eigenschaft der geschlossenen Flichen verlangt.
Dieses Verfahren scheint mir noch den folgenden Vorzug zu haben. Zufolge dem
Satze III (§ 8 dieser Arbeit) ergibt es sich sofort, daf eine in meinem Sinne ge-
schlossene Fliche stets dem Hausdorffschen II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt, und folg-
lich nach einem sehr bemerkenswerten Satze von Herrn Urysohn als ein metrischer
Raum (ebenfalls im Hausdorffschen Sinne) erklirt sein kann. Auflerdem a8t sich,
zwar durch recht umstindliche Uberlegungen, aber ohne irgendwelche prinzipielle
Schwierigkeit, die Triangulationsfihigkeit einer jeden (in meinem Sinne) geschlossenen
Flache auf Grund rein topologischer Begriffsbildungen beweisen.

#) Das, soweit ich es beurteilen kann, darin liegt, daB aus den Weylschen Um-
gebungsaxiomen im allgemeinen keine Mdglichkeit folgt, zwei verschiedene Punkte
einer Fliche durch zueinander fremmde Umgebungen (im Sinne des Hausdorffschen
Axiomes (D), loc. cit. S. 213) zu trennen.

**) Uber stetige Abbildungen der topologischen Riume vgl. Hausdorff, loc. cit.
S. 3581

**¥) (O ist die erste unabzihlbare Ordnungszahl, 2 der dazu inverse Ordnungs-
typus, 4 der Ordnungstypus der reellen Zahlen. Vgl. Hausdorff, S. 73, 93, 125 (2 = w,).
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logischen Bildungen sind, als Raume betrachtet, nicht kompakt, wohl aber
im Kleinen bikompakt. Anderseits sind mir nur wenige topologische Sitze
bekannt, die fiir ein weiteres Gebiet als die im Kleinen bikompakten
Riume giiltig bleiben. Die soeben erwihnten Raume scheinen mir deshalb
einen aus sachlichen Griinden naturgeméBen Spielraum der allgemein-topo-
logischen Erscheinungen zu bilden.

2. Allgemeine Eigenschaften der im Kleinen kompakten Riume.

Satz 1. In jedem Punkie &, wn welchem ein gegebener topologischer
Raum bikompakt ist, stimmt sesn Durchschnittscharakter (&) mit sesnem
Charakter 7, (&) tberein; auferdem ist unter diesen Voraussetzungen der
Konvergenzcharakter xg (&) stets defindert, und zwar ist xg (&) < 25 (£);
endlich ist der Punkt & ein regulirer Punkt des Raumes®),

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den fiir die bikompakten Riume
schon bewiesenen Eigenschaften.

Fundamentalsatz 1. Ein jeder im Kleinen bikompakte topo-
logische Raum R lLipt sich (falls er nicht selbst bikompakt ist) durch
Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu einem bikompakten Raume ver-
vollstindigen; dies ist auferdem nur auf eine Weise moglich.

Wir nennen ,,3-Gebiet ein solches Gebiet I’, daB die abgeschlossene
Menge I', als Relativraum betrachtet, bikompakt ist.

Es ist sofort klar, daB der gegebene Raum %R, falls er nicht bikom-
pakt ist, in keiner endlichen Menge von abgeschlossenen Mengen T ent-
halten ist, dagegen ist jeder Punkt des Raumes R (da R im Kleinen bi-
kompakt ist) immer wenigstens in einem B-Gebiete enthalten. Das Gebiet
G=R—(I,+I,+...+1T,) ist also immer von Null verschieden, wie
auch die f-Gebiete I',, I, ..., I, gewdhlt seien. Nun fiigen wir dem
Raume R einen neuen Punkt £ hinzu mittels der Umgebungen U(&)=§-+®.
Man iiberzeugt sich sofort, daf in & + & die Hausdorflschen Umgebungs-
axiome erfiillt sind; auBerdem stromt*) jede unendliche, im Raume R
keinen vollstindigen Hiufungspunkt besitzende Menge E im Raume R +- &
dem Punkte £ zu. R 4 £ ist infolgedessen ein bikompakter topologischer
Raum. Es gelingt auch zu zeigen, ohne besondere Schwierigkeit, dafl ein
jedes andere Umgebungssystem fiir einen adjungierten Punkt £ dem soeben
konstruierten gleichwertig ist, solange nur der Raum % --& bikompakt
bleiben soll, und damit wird der Fundamentalsatz 1 vollstdndig bewiesen.

Anmerkungen. Die soeben ausgesprochene Eindeutigkeitseigenschaft
ist darum besonders bemerkenswert, weil man im allgemeinen einen im

3) Vgl. fiir die Bezeichnungen die schon erwibnten Arbeiten $ und ®. Daselbst
sind die entsprechenden Sitze fiir bikompakte Raume schon bewiesen worden.
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Kleinen bikompakten Raum durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes auf
unendlich viele Arten zu einem absolut abgeschlossenen (irreguldren*))
Raume erweitern kann.

Wegen des Satzes iiber die Méachtigkeit der perfekten Mengen in bi-
kompakten Riumen*) ergibt sich der analoge Satz fiir im Kleinen bi-
kompakte Riume als eine unmittelbare Folge des soeben ausgesprochenen
Fundamentalsatzes. . .

Der Fundamentalsatz 138t sich umkehren; es besteht offenbar auch
der Satz:

Jedes in einem bikompakten Raume liegende Gebiet ist im Kleinen
bikompakt (als Relativraum betrachtet).

Die Menge aller im Kleinen bikompakten Raume ist daher mit der
Menge der in bikompakten Réumen liegenden Gebiete identisch®).

Wenn man das Wort ,bikompakt durch ,Jkompaki® ersetzt, so erhdlt
man emen dem Fundamentalsatz 1 vollstindig analogen Satz. Der um-
gekehrte Satz ist auch richtig, d. h. jedes aus einem kompakten Raume
durch Weglassung eines einzigen Punktes entstehende Gebiet ist, als Raum
betrachtet, im Kleinen kompakt.

Es gibt aber in kompakten Riumen liegende Gebiete, die micht im
Kletnen kompakt sind.

Es ist noch zu bemerken, daB man durch Adjunktion eines einzigen
Punktes zu einem im Kleinen kompakten Raume allgemein mehrere ver-
schiedene Riume erhalten kann (fiir die Eindeutigkeitseigenschaft ist daher
die Voraussetzung der Bikompaktheit kt}_nﬁtbehrlich).

g e

3. Das II. Abzihlbarkeitsaxiom und das Metrisatioﬁsproblem der
topologischen Raume.

Das allgemeine Metrisationsproblem der topologischen Réume besteht
darin, die Bedingungen zu finden, die notwendig und hinreichend sind,
damit ein topologischer Raum einem metrischen topologisch identisch
(= homdomorph) ist. Herr Urysohn hat bereits das Problem der Metri-
sation der kompakten Riume geldst; er bewies nimlich, daf in diesem

4) Vgl. die vorige FuBnote.

) Bs ist zu bemerken, daf auBlerdem jede in einem bikompakten Raume $
liegende abgeschlossene Menge F' durch einen einzigen Punkt & (mit passend ge-
wihlten Umgebungen) so ersetzt werden kann, daB damit ein wiederum bikompakter
Raum %, entsteht, dessen Gebiet %, —& mit dem urspriinglichen Gebiete R — F
identisch ist. .
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Falle die gewiinschte Bedingung im II. Abzihlbarkeitsaxiome besteht®).
Da dasselbe Axiom eine fundamentale Bedeutung auch fiir das im vor-
liegenden Aufsatze von mir geloste Metrisationsproblem der im Kleinen
kompakten Réume hat, so halte ich es fiir zweckmaBig, auf den Zusammen-
hang zwischen diesem Axiome und anderen naheliegenden Raumeigen-
schaften kurz hinzuweisen:

Satz II. In einem metrischen Raume ist eine jede der folgenden
Eigenschaften?) dem II. Abzihlbarkeitsaxiome dgquivalent:

a) Bs gibt keine unabzihlbare Menge paarweise fremder Gebiete;

b) jede wohlgeordnete ab- oder zunehmende Menge wvon wverschiedenen
abgeschlossenen Mengen (oder Gebieten) ist hochstens abzdihlbar;

c) jede abgeschlossene Menge zerfdllt in einen perfekien und in einen
kochstens abzihlbaren Bestandieil;

d) die Summe von beliebig vielen Gebieten kann stets durch eine
Summe von héchstens abzihlbar w‘ele%%ba}eten ersetzt werden;

e) es gibt eine abzihlbare diberall dichte Teilmenge.

Dagegen gibt es (sogar bikompakte) fopologische Réume, in denen
alle diese Eigenschaften sowie das erste Abzdhlbarkeitsaxiom gleichzeitig
erfiillt sind, das II. Abzihlbarkeitsaxiom aber ungiltig ist.

Satz III. Wenn sn einem bikompakten topologischen Raume % das L.,
aber nicht das II. Abzihlbarkeitsaxiom giiliig ist, dann gibt es eine perfekie
Teilmenge Pc R wvon der Eigenschaft, daff keine Umgebung irgendeines
Punktes von P, als Relativraum betrachtet, demselben Axiome gendigt®).

Die perfekte Menge P kann sowohl nirgends dicht im Raume liegen,
als auch den ganzen Raum (oder ein gewisses Teilgebiet) vollstdndig
erfiillen.

Satz IV. Damit ein regulirer, dem II. Abzdhlbarkeitsaxiome ge-
niigender Raum R kompaki sei, ist es notwendig und hinreichend, daf
ein jeder diese beiden Eigenschaften besitzende und den Raum R als diberall
dichte Teilmenge enthaltende topologische Raum R mit R identisch ist.

% Diese Annalen 92, S. 275—-293. (Diese Arbeit ist bereits durch ,&* zitiert.) —
Wiahrend der Drucklegung dieser Arbeit ist eine gemeinschaftliche Note von P. Ury-
sohn und mir in den Pariser Comptes Rendus 177, S. 1274 erschienen, wo das all-
gemeine Metrisationsproblem fiir die topologischen Riume gelost ist. Ubrigens ist
zu bemerken, da8 die Einbettung des hier behandelten Falles in das allgemeine Me-
trisationskriterium nicht einfacher ist als der hier wiedergegebene Beweis selbst.
Dasselbe gilt auch vom soeben erwiihnten Urysehnschen Satze.

?) DaB alle diese Eigenschaften in topologischen Riumen aus dem II. Abzihl-
barkeitsaxiome folgen, war schon von Hausdorff bewiesen (loc. cit., Kap. VIII, § 3).

%) Fiir die kompakten (nicht bikompakten) Réume ist der Satz im allgemeinen
falsch. '
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Der Beweis der Satze IT und IIT ist leicht; wegen des Beweises des
Satzes IV verweise ich auf die in den ,, Fundamenta Mathematicae“ er-
scheinenden Arbeiten®), wo die ganze Theorie ausfiihrlich dargestellt ist.

4. Losung des Metrisationsproblemes fiir die im Kleinen kompakten
topologischen Riume.

Aus dem Fundamentalsatze 1 und dem Satze &, I ergibt sich
sofort, daB jeder im Kleinen kompakte, dem II. Abzihlbarkeitsaxiome ge-
niigende Raum R metrisierbar ist. Tatséchlich 1aBt sich ja R zu einem
bikompakten Raume R+ & =R erweitem;ﬂ\}zufolge dem in % erfiillten
II. Abzihlbarkeitsaxiome und der Regularitit des Raumes ist der Punkt &
der einzige Durchschnittspunkt einer gewissen abzidhlbaren Menge von Ge-
bieten, also ist nach dem Satze &, I der Charakter des Raumes B im
Punkte & gleich x,, also bekommt man ein abziahlbares Umgebungssystem
fiir den gesamten Raum R, indem man zu den (abzihlbar vielen) Um-
gebungen der simtlichen Punkte von R noch die Umgebungen des Punktes &
nimmt. Da R bikompakt ist, so ist R zufolge dem Urysohnschen Satze
auch metrisierbar; N ist also nicht nur metrisierbar, sondern der ganze
Raum %R liegt als Gebiet in einem kompakten metrischen Raume. Das
I1. Abzéhlbarkeitsaxiom driickt also eine hinreichende, aber (wie man sich
durch leichte Gegenbeispiele iiberzeugt) keine notwendige Bedingung fiir
die Metrisationsfihigkeit eines im Kleinen kompakten topologischen Raumes
aus. Es besteht dagegen der

Fundamentalsatz 2. Damst esn tm Kleinen kompakter topologischer
Raum metrisierbar ses, ist es notwendig und hinreichend, dafi der Rawm
entweder dem 1I. Abzihlbarkeitsaxiom geniigi oder sich in eine Menge
(beliebiger Machtigkeit) von paarweise fremden Gebieten zerspalten laft,
von denen ein jedes (als Relativraum betrachtet) dem II. Abzihlbar-
keitsaxziom geniigt®).

Es bedarf kaum eines Beweises, daB die soeben ausgesprochene Be-
dingung eine hinreichende ist. Man braucht also nur zu zeigen, daB jeder
im Kleinen kompakte metrische*') Raum, falls er dem II. Abzihlbarkeits-
axiom nicht geniigt, in eine Menge von diesem Axiom geniigenden Ge-
bieten zerfallt; das geschieht aber wie folgt:

) P. Alexandroff u. P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts;
P. Alexandroff, Sur les espaces localement compacts.

10) Der Raum ist in diesem Fall auch bikompakt im Kleinen.

11) Ich schreibe schlechthin ,metrischer Raum* statt ,metrisierbarer topologischer
Roum*; da in dieser Arbeit nur topologische Eigenschaften von metrischen Raumen
vorkommen, so scheint mir kein Mifverstindnis mdglich zu sein.

gi thn ﬁ,km,& FN 2,%1&11 %fwg‘ ;d{{mﬂ; E”"%ﬂ”‘%‘m
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Hilfssatz. Vorausgesetzt sei ein metrischer Raum, der im Kleinen~
dem 1I. Abzghlbarkeitsaxiom geniigt?); dann lapt sich ein System wvon
den ganzen Raum vollstdndig definierenden, sphdrischen Umgebungen der-
art auswdihlen, daf jeder Raumpunkt tn hochstens abzdhlbar vielen dieser
Umgebungen enthalten ist.

Mit Zuhilfenahme des Zermeloschen Wohlordnungssatzes denken wir
uns die Menge aller derjenigen sphirischen Umgebungen des gegebenen
Raumes R, in welchen irgendeine abzihlbare Menge iiberall dicht ist, in
eine wohlgeordnete Menge

VIVQ..-Vn...Va...

von einem gewissen Ordnungstypus Q. (wo {2, eine Anfangszahl ist) ver-
wandelt. Wegen der Voraussetzung gibt es in V, eine iiberall dichte, héch-
stens abzdhlbare Menge D,. Wir setzen noch identisch @, = V,. Nehmen
wir an, es seien G, und D, fiir alle ¢ << 1 konstruiert, so setzen wir
definitionsgemif

=V.— (23 Ga)
a<llk
und es sei dann D; eine bestimmte, hochstens abzahlbare, in (Q}__ {iberall
dichte Menge. Wir definieren endlich -
D= 3 D,.
alfy
Es 148t sich leicht beweisen, daf .
1. D in % iiberall dicht ist; RN

2. die Méchtigkeit von der Durchschnittsmenge D-V. f?frw]"edes «
kleiner oder gleich n, ist. . .. a4 4

Es sel nun z ein beliebiger Raumpunﬁt und o, die obere Grenze aller
positiven Zahlen r, von der Art, daB ein jedes S(z,r,) **) eine hichstens
abzdhlbare, iiberall dichte Teilmenge enthdlt. Das System 2 von allen
Sphiren S (=, 1') wo ¢ = D und r < 3o, eine positive rationale Zahl ist,
bildet dann, wie man ohne besondere Schwierigkeiten bewezgen kann, ein
Umgebungssystem, wie wir es haben wolltenf). Damit witd der Hilfs-
satz bewiesen.

Es sei nun & ein beliebiger Punkt unseres Raumes, r® irgendeine
Sphére des Systems X, die den Punkt & enthilt.

12) Das heiBt eine gewisse Umgebung eines jeden Punktes soll, als topologischer
Raum betrachtet, dem II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigen.

18) S(z,r,) = Sphire vom Radius 7, und mit dem Zentrum « (im beliebigen
metrischen Raume ist diese Sphire der Inbegriff aller von x weniger als um r, ent-
fernten Punkte).

14) Der wesentliche Punkt des Beweises liegt in der Tatsache, daB aus £ S (a,r)
wo S (x,r) eine Umgebung des Systems I ist, die Relation x = S (£, o,) folgt.
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H
T

Es sei P,fé) schon definiert, und zwar so, daf dabei fﬂ'ag I1. Abzihl-
barkeitsaxiom giiltig ist (bei I ist es ja der Fall). Wir definieren
2, als Summe von I’ und allen Sphiren des Systems X, deren
Durchschnitt mit I'S' von Null verschieden ist. Man sieht sofort!s), daB
9, und also auch

r=rP+rP+rP+... +0°+...

dem II. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt. Jetzt sagen wir fiir einen Augen-
blick, daB der Punkt 2 mit dem Punkte & verbunden ist, falls eine end-
liche Anzahl von Sphiren S;, Ss, ..., 8. des Systems 3 derart existiert, dafl

1. 8,0&; 2. 8;8i11=+0; 3. Sozr  (1Li<x—1)

Dann beweist man sofort, daB I'® aus allen mit & verbundenen Punkten
des Raumes $ gebildet ist. Infolgedessen ist es leicht zu sehen, daB,
wenn £ und % verschiedene Raumpunkte sind, entweder I'® = I'™ oder
Ir'®.r”— ist. Die Zerfallung des Raumes in punktfremde, dem II. Ab-
zéhlbarkeitsaxiom geniigende Gebiete ist damit erbracht, und der Funda-
mentalsatz 2 bewiesen.

Korollar 1. Damst ein zusammenhingender '), 2m Kleinen kom-
pakter topologischer Raum melrisierbar sei, ist das 11, Abzahlbarkestsaxiom
gleschzertig notwendig und hinreichend.

Korollar 2. Falls in einem zusammenhdngenden metrischen Raume
das II. Abzihlbarkeitsaxiom nicht giltig ist, existiert wenigstens ein Punkt,
so daf} tn ketner Umgebung desselben jenes Awxiom erfillt ist.

Alle diese Sitze konnen durch leicht konstruierbare Beispiele ver-

anschaulicht werden; sie erweisen sich auBerdem als keiner weiteren Ver-
scharfung oder Verallgemeinerung fahig.

Gottingen, den 10. Juli 1923.

P. 8. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Jahre 1922 der Mos-
kauer Mathematischen Gesellschaft und am 26. Juni 1923 der Gottinger
Mathematischen Gesellschaft mitgeteilt worden.

15) Das ist eben die wesentliche Folge der durch den Hilfssatz ausgedriickten
Eigenschaft des Umgebungssystems 3.
1%) Im Hausdorffschen Sinne, loc. cit. S. 244,

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



Der Hilbertsche Raum als Urbild der metrischen Riume®).

Von
Paul Urysohn { in Moskau.

Der Zweck dieser Arbeit ist, zu zeigen, daB die Begriffe ,separable
(D)-Menge* (im Fréchetschen Sinne) und ,,Teilmenge des Hilbertschen
Raumes?)* topologisch identisch sind; oder, anders ausgedriickt, daf die
notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein metrischer Raum®) E
ezner Teilmenge des Hilbertschen Raumes H homoéomorph sei, darin besteht,
dafp E eine abzihlbare dichte Teilmenge besitzt.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist unmittelbar einlenchtend?);
es handelt sich also um den Beweis folgenden Satzes:

Jeder metrische Raum mit abzihlbarer dichter Teilmenge (also ins-
besondere jeder kompakte metrische Raum*)) tst esner Teilmenge des Hil-
bertschen Rawmes homébomorph.

Vorbemerkung. Der Hilbertsche Raum ist selbst nicht kompakt,
besitzt aber in sich kompakte Quadern, z. B. den durch die Ungleichungen

0<e, <+ 9)
="n=pn

definierten Quader . @ kann also als ein kompakter metrischer Raum
betrachtet werden. Wir werden nunmehr beweisen, daf jeder unseren
Voraussetzungen geniigender Raum E einer Teilmenge des Quaders @Q
homéomorph ist; daraus folgt insbesondere, daf jeder metrische Raum mit

*) Vgl. meine inzwischen erschienene Note ,Les classes (D) séparables ...“,
Comptes Rendus Paris 178, S. 65.

1) Die Definition des Hilbertschen Raumes kann man z. B. in Hausdorffs Grund-
ziugen der Mengenlehre, S. 287, IV finden.

%) Hausdor#fl, 1. ¢. 8. 211.

%) Man vergleiche hierzu Hausdorff, 1 ¢. 8. 287, 288 und 273, VIIL

4 le. 8.274, X.

%) 2 =(%,, Z,, ..., Xn, -..) ist ein Punkt von H.
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abzihlbarer dichter Teilmenge vom topologischen Standpunkte aus als
Teil eines kompakten metrischen Raumes betrachtet werden kann.

Beweis. Bekanntlich ist jeder metrische Raum einem beschrdinkten
Raume homdomorph®); es geniigt also nur den Fall zu betrachten, wo
die Breite”) von E <1 ist. Es sei ferner

EB,={a,,a,,...,a, ...}
eine in E dichte abzdhlbare Menge, die wir uns fest gewihlt denken.
Wenn ¢ ein beliebiger Punkt von E ist, und wenn wir die Entfernungen

e(é a,), e(éa), -.., e(éa,), ...
der Reihe nach mit 2,, 2%,,..., n2,, ..., bezeichnen, so ordnen wir dem
Punkte & von E den Punkt z=(z,,%,,...,2,,...) von H zu. Da
x, = %9(5 ,a0,) < % ist, so wird damit £ auf eine Teilmenge M des
Quaders ¢ abgebildet.

Diese Abbildung ist eineindeutig. Wenn in der Tat £ und 7 zwel
verschiedene Punkte von E sind, so kénnen wir wegen der Dichtigkeit von
E, in E einen der Bedingung

0§, a,) <5 e(&n)

geniigenden Punkt g, finden; folglich ist
1 1
9(5’ an) < "_2_ Q(é’ au) +'§—9(a’n7 ”7)’

e(éa,)<e(1,a,),
dh z, <y, und z+y.
Wir zeigen jetzt, dafl die erhaltene Abbildung nebst threr Umkehrung
stetig ist.
1. Wenn wir zur Abkiirzung ¢ (&, ) mit 1 bezeichnen, so ist fiir
jedes n

also

{9<§3 a’n) “9(’75%)1_—?9(5: 77>='1:
also

i
Ty — Y S s

@ . © 1 i
o(z.y)= V)Jm— y) < V122p=~”=< 24,
n=1 n=1 y 6
oz y) <20(& n),
woraus sogar die gleichm#Bige Stetigkeit der Abbildung von Z auf M folgt.

% L e. 8. 312.
) 1 e. 8. 290.
% Yn ist die n-te Koordinate des dem Punkte 7 zugeordneten Punktes y.



304 P. Urysohn . Hilbertscher Raum.

2. Es sei jetzt z irgendein Punkt von M, & der entsprechende Punkt
von E. Es bleibt zu zeigen, daB es zu jedem ¢>0 ein 6 >0 derart
gibt, daB o(=, y) < 6 die Ungleichung ¢(&, ) < ¢ zur Folge hat.

Zu jedem ¢ konnen wir aber einen der Ungleichung ¢ (&, a,) < “;,‘

geniigenden Punkt @, wihlen®); es geniigt alsdann o =-38—n zu setzen: es
folgt dann in der Tat aus g(z,y) <9, daB

- 2 1 1
n=1
also
e(&,m)<e(éa,)+ole,,n)<e(ta)+e(éa,)+5<¢
ist, w.z. b. w.
Daher ist die Homdomorphie von E und M bewiesen.

Géttingen, 22. Juli 1923.

9) n hingt von z und ¢ ab.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



Uber die Bausteine der mathematischen Logik.

Von
M. Schonfinkel in Moskau?).

§ 1.

Es entspricht dem Wesen der axiomatischen Methode, wie sie heute
vor allem durch die Arbeiten Hilberts zur Anerkennung gelangt ist, da8
man nicht allein hinsichtlich der Zahl und des Gehalts der Aaiome nach
méglichster Beschrinkung strebt, sondern auch die Anzahl der als un-
definiert zugrunde zu legenden Begriffe so klein wie méglich zu machen
sucht, indem man nach Begriffen fahndet, die vorzugsweise geeignet sind,
um aus ihnen alle anderen Begrifie des fraglichen Wissenszweiges auf-
zubauen. Begreiflicherweise wird man sich im Sinne dieser Aufgabe be-
ziiglich des Verlangens nach Einfachheit der an den Anfang zu stellenden
Begriffe entsprechend bescheiden miissen.

Bekanntlich lassen sich die grundlegenden Aussagenverkniipfungen
der mathematischen Logik, die ich hier in der von Hilbert in seinen Vor-
lesungen verwendeten Bezeichnungsweise wiedergebe:

a, avb, a&b, a—b, a~b

(lies: ,,@ nicht, ,.a@ oder b, ,,a und b, ,,wenn a, so b*, ,,a dquivalent b),
aus einer einzigen von ihnen iiberhaupt nicht, aus zweien von ihnen aber
nur in der Weise gewinnen, daB man die Negation und irgendeine der drei
folgenden Verkniipfungen als undefiniert zugrunde legt. (Von diesen drei
Arten der Zuriickfilhrung haben Whitehead und Russell die erste und
Frege die dritte verwendet.)

DaB dessenungeachtet die Zuriickfiihrung auf eine einzige Grundver-
kniipfung sehr wohl méglich ist, sobald man sich von der Einschrinkung

1) Die folgenden Gedanken wurden vom Verfasser am 7. Dez. 1920 vor der
Mathematischen Gesellschaft in Gottingen vorgetragen. Ihre formale und stilistische
Durcharbeitung fiir diese Verdfientlichung wurde von H. Behmann in Gottingen
iibernommen.

Mathematische Annalen. 92. 20
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frei macht, daB diese gerade der obigen Reihe entnommen sein soll, ist
erst neuerdings von Sheffer?) entdeckt worden. Wihlt man nimlich als
Grundverkniipfung etwa ,,@ nicht oder b nicht®, d. h. ,,von den Aussagen
a und b ist mindestens eine falsch’, die mit den obigen Zeichen in den
beiden dquivalenten Formen

avb und a&bd
geschrieben werden kann, und als zugehdriges neues Zeichen

alb,
s0 ist augenscheinlich

) i=a'a, avVb={(ala)|(b|b),

womit wegen
a&b=avdb, (a—b)=avbd, (a~Db)=(a—b)&(b—a)
die Zuriickfiihrung grundsatzlich geleistet ist.

Es ist nun bemerkenswerterweise sogar noch dariiber hinaus méglich,
durch eine geeignete Abinderung der Grundverkniipfung auch die beiden
hoheren Aussagen

(2)f(2) und (Ez)f(z),
d. h. ,,Alle Individuen haben die Eigenschaft f* und ,,Es gibt ein Indi-
viduum, das die Eigenschaft f hat*‘, mit andern Worten, die beiden Opera-
tionen («) und (Ez), die mit den fritheren zusammen bekanntlich ein im
Sinne der Axiomatik vollstindiges System von Grundverkniipfungen der
mathematischen Logik ausmachen, mit zu erfassen,

Verwenden wir nidmlich als Grundbeziehung nunmehr

(@) [f(2)vg(z)] baw. (2)f(w)&g(z)
und schreiben wir hierfiir
(@) g (),
so gilt offenbar (da wir Konstante formal wie Funktionen eines Arguments
behandeln diirfen):

ad=a’a, a\/b—(x)(avg =(a 'a)|"(b!b),
(2) f(z) = (=) (f(z) V f(2)) = { (=) |*f( =(f<x) YF(@),"(f() U f()),

womit wegen

(Ex)f(x)—(x)f(x)
auch die neue Behauptung erwiesen ist.

Die bisherigen Erfolge auf dem eingeschlagenen Wege ermutigen zu
dem Versuch eines weiteren Fortschreitens, Man wird auf den im ersten

2) Am. Math. Soc. Trans. 14 (1913), 8. 481.



Bausteine der mathematischen Logik. 307

Augenblick gewiB suBerst kiihn erscheinenden Gedanken gefiihrt, hinsicht-
lich vollig beliebiger logisch allgemeiner Aussagen — fiir andere hitte das
Verlangen offenbar keinen Sinn — auch die noch verbleibenden Grund-
begrifie der Aussage, der Aussagenfunktion und der Veréinderlichen durch
geeignete Zuriickfithrung zu beseitigen zu suchen. Eine derartige Méglich-
keit naher zu priifen und zu verfolgen, wire nicht nur vom methodischen
Standpunkt des Strebens nach groBtmoglicher gedanklicher Einheitlichkeit,
sondern auch von einem gewissen philosophischen oder, wenn man will,
asthetischen Standpunkt wertvoll, insofern namlich, als die Verinderliche
in der logischen Aussage ja nichts weiter als ein Abzeichen ist, um ge-
wisse Argumentstellen und Operatoren als zusammengehdrig zu kenn-
zeichnen, und somit den Charakter eines bloBen, dem konstanten, ,ewigen‘
Wesen der logischen Aussage eigentlich unangemessenen Hilfsbegrifies hat.

Es erscheint mir #uBerst bemerkenswert, daB auch das eben aui-
gestellte Ziel der Verwirklichung fahig ist, und zwar in dem Sinne, daf
hier die Zuriickfilhrung auf drei Grundzeichen gelingt.

§ 2.

Zur Erreichung dieser letzten und tiefsten Zuriickfiihrung bedarf es
nun freilich einer Reihe von Hilfsmitteln und Tatsachenzusammenhingen,
die zunichst bereitgestellt und erkldrt werden miissen.

Es wird darum notwendig sein, unser Problem an dem vorhin er-
reichten Punkte stehen zu lassen und vorerst eine Art von Funktionen-
kalkiil — in einem gegeniiber dem sonst iiblichen verallgemeinerten Sinne —
zu entwickeln.

Unter einer Funktion versteht man bekanntlich im einfachsten Falle
eine Zuordnung zwischen den Elementen irgendeines Bereiches von GroSen,
des Argumentbereiches, und denen eines (zumeist freilich mit dem ersten
zusammenfallend gedachten) Bereiches der Funktionswerte, derart, daB
jedem Argumentwert héchstens ein Funktionswert entspricht. Dieser Be-
griff soll hier nun in dem Sinne erweitert werden, daB sowohl als Argu-
mentwerte wie auch als Funktionswerte selbst wieder Funktionen auftreten
konnen. Den Wert einer Funktion f fiir den Argumentwert x bezeichnen
wir durch einfaches Nebeneinanderstellen des Funktions- und des Argument-
zeichens, d. h. als

fx.

Punktionen mehrerer Argumente lassen sich auf Grund unserer er-
weiterten Begrifisbestimmung der Funktion in der folgenden Weise auf
solche eines Arguments zuriickfithren:

Wir fassen z. B.

F(z,y)

20%



308 M. Schonfinkel.

etwa als eine Funktion des einzigen Arguments y, aber nicht mehr als
eine fest gegebene, sondern als eine verinderliche, ihrer Gestalt nach von
x abhingige Funktion auf. (Es handelt sich hier — wohlverstanden —
um eine Abhiingigkeit der Fumktion, also der Zuordnung selbst, nicht
etwa um die selbstverstindliche Abhingigkeit des Funktionswertes vom
Argument.) In der Mathematik pflegt man hier von einer Funktion zu
reden, die noch von einem Parameter abhingt, und etwa

G, (y)

zu schreiben. Wir konnen diese Funktion G selbst — ihre Gestalt so-
zusagen — als den Wert (Funktionswert) einer neuen Funktion f betrach-
ten, so dafl G = fz ist.

Wir schreiben daher in unserer Symbolik
(f2)y

oder, indem wir, wie dies z. B. aus der Theorie der unendlichen Reihen
geliufig ist, verabreden, daf Klammern, die das linke Ende einer der-
artigen symbolischen Form mit umfassen, wegbleiben diirfen, einfacher

fzy,

wo die neue Funktion f von der fritheren F wohl zu unterscheiden ist.

Ich mochte die eben geschilderte Umformung dadurch dem Verstandnis
niherbringen, daB ich sie auf die spezielle Zahlenfunktion z — y anwende.
Betrachtet man den Ausdruck als Funktion von y allein, so hat diese
die ,,Gestalt x — , bedeutet also die ,Differenz des  mit irgendeiner
gegebenen GroBe, womit jener sich als (¢ —)y darstellt. Wesentlich ist
hier, daB nicht etwa fiir x und y gleichzeitiz Werte eingesetzt zu denken
sind, sondern zunichst allein fiir # etwa der Wert a, wodurch als Zwischen-
stufe erst die Funktion mit dem Wert ¢ — y (kurz: die Funktion ¢ —)
entsteht, derart, daB nun erst die Ersetzung des y etwa durch den festen
Wert b angéngig wird.

fa ist also im obigen Falle der Wert einer Funktion, die nach Ein-
setzung eines Wertes fiir « noch nicht ein Ding des Grundbereiches (falls
ein solches als Wert von F(z,y) -gemeint war), sondern wiederum
eine Funktion lefert, deren Argument nunmebr y ist; d. h. f ist eine
Funktion, deren Argument keiner Einschrinkung zu unterliegen braucht,
deren Funktionswert aber wieder eine Funktion ist. Die oben beschriebene
Umformung werden wir von nun an fiir Funktionen von mehr als einer
Veranderlichen stets durchfiihren bzw. durchgefiihrt denken, so daB diese
durchweg in der Form

feyz...
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erscheinen, die, wie schon gesagt, als Abkiirzung fiir

((fe)y)2). .-
gedeutet werden soll.

§ 3.

Es soll nunmehr eine Reihe von sndividuellen Funktionen von sehr
allgemeiner Natur eingefiihrt werden. Ich nenne sie: die Identitdtsfunk-
tion I, die Konstanzfunktion O, die Vertauschungsfunktion 7', die Zu-
sammensetzungsfunktion Z und die Verschmelzungsfunktion S.

1. Unter der Identstitsfunktion I soll diejenige vollig bestimmte Funk-
tion verstanden werden, deren Argumentwert keiner Einschrinkung unter-
worfen ist und deren Funktionswert stets mit dem Argumentwert iiberein-
stimmt, durch die also jedes Ding und jede Funktion sich selbst zugeordnet
wird. Sie ist somit definiert durch die Gleichung

Ie=ux,

in welcher das Gleichheitszeichen nicht etwa als logische Aquivalenz im
Sinne der im logischen Aussagenkalkiil iiblichen Definition zu lesen ist,
sondern besagt, daf die Ausdriicke links und rechts dasselbe bedeuten,
d. h. daB der Funktionswert Iz stets derselbe ist wie der Argumentwert
x, was man auch fiir z einsetzen mag. (So wire z. B. II=1.)

2. Nunmehr sei der Argumentwert wieder ohne Einschrinkung be-
liebig, wihrend der Funktionswert unabhingig von jenem stets der feste
Wert a sein soll. Diese Funktion ist ihrerseits von @ abhingig, also von
der Form Ca. DaB ihr Funktionswert stets a ist, wird geschrieben:

(Ca)y=a.
Und, indem wir nun auch @ variabel lassen, erhalten wir:
(Ca)y==z bzw. Cazy==x

als Definitionsgleichung der Konstanzfunktion C. Diese Funktion C ist
augenscheinlich von der auf 8. 308 betrachteten Art; sie liefert nimlich
erst durch Einsetzen eines festen Wertes fiir # eine Funktion mit dem
Argument y. In der praktischen Anwendung leistet sie uns den Dienst,
daB sie eine Grofe z als ,,blinde” Verdnderliche einzufiihren gestattet.

3. Einen Ausdruck
fzy

kann man offenbar auch umgekehrt stets als aus

F(z, y)
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entstanden betrachten, wo F durch das gegebene f eindeutig bestimmt
ist. Schreibt man diesen Ausdruck nun andererseits um in

g9y,
indem man also y als Parameter betrachtet, so ist auch diese neue Funk-
tion durch F und daher mittelbar auch durch f eindeutig gegeben.
Wir konnen daher die Funktion g als den Wert einer Funktion 7'
fir den Argumentwert f auffassen. Diese Vertauschungsfunktion T hat
als Argument eine Funktion der Form ¢ zy, und der Funktionswert

y=7Tg
ist diejenige Funktion yazy, fir welche der Wert yway mit pyz bel

" allen den Argumentwerten w, y iibereinstimmt, fiir die @y einen Sinn
hat. Wir schreiben diese Definition kurz:

(Te)zy=oya,
wo die Klammern wiederum auch fehlen diirfen.

Die Funktion 7 bietet die Moglichkeit, die Reihenfolge der Glieder
eines Ausdrucks abzuindern, und hilft damit iiber den Mangel des kom-
mutativen Gesetzes bis zu einem gewissen Grade hinweg,

4. Erscheint an der Argumentstelle einer Funktion f der (von z ab-
hingige) Wert einer anderen Funktion g, so hingt

flg)
augenscheinlich ebenfalls von z ab und kann folglich als der Wert einer
dritten, durch f und g eindeutig bestimmten Funktion F betrachtet werden.
In der Anpalysis spricht man hier bekanntlich ungenau von einer ,Funk-
tion von einer Funktion“ — es miiBte richtig heiien: eine Funktion von
einem Funktionswert — und bezeichnet F als die aus f und g ,,zusammen-
gesetzte Funktion. Die Funktion F ist somit ihrerseits der Wert einer
bestimmten Funktion Z’ von f und g.

Wir konnten daher definieren:
[Z' (p, 2)]z =9 (z2).
Doch werden wir es im Sinne unserer fritheren Verabredung vorziehen,
Z' durch die zugehérige Funktion eines Arguments zu ersetzen, und er-
halten demzufolge als Definitionsgleichung der Zusammensetzungsfunk-
tton Z:
Zoye=g(12)

Vermittels der Funktion Z konnen Klammern innerhalb eines um-
fassenderen Ausdrucks verschoben werden (nicht eigentlich beseitigt, da sie
stets noch hinzuzudenken sind); sie wirkt also im Sinne des hier ebenfalls
nicht erfiillten assoziativen Gesetzes.
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5. Setzt man in
fry
fiir y den Wert einer Funktion g ein, und zwar genommen fiir dasselbe
x, das als Argument von f auftritt, so kommt man auf einen Ausdruck

fz(g2)
oder, wie wir fiir den Augenblick etwas iibersichtlicher schreiben wollen:
(f2)(g2).

Dies ist natiirlich der Wert einer Funktion von z allein, also
(fx)(gx)ze,
F=28'(f.9)

wieder in einer vollig bestimmten Weise von den gegebenen Funktionen
f und g abhingt. Wir haben demgemif:

[8" (9, 1)] &= (pz)(x2)
oder, nach der auch im vorigen Fall verwendeten Umformung:
Sprz=(pz)(12)
als Definitionsgleichung der Verschmelzungsfunktion S.

wo

Es wird gut sein, diese Funktion durch ein praktisches Beispiel dem
Verstindnis niherzubringen. Nehmen wir etwa fiir fzy den Wert “logy
(d. h. den Logarithmus von y zu der Basis z) und fiir gz den Funktions-
wert 1--z, so ergibt sich (fz)(gz) augenscheinlich als “log (1 -+ z),
d. h. als der Wert einer Funktion von z, die mit den beiden gegebenen
Funktionen eben durch unsere allgemeine Funktion § eindeutig verkniipft ist.

Der praktische Nutzen der Funktion S besteht ersichtlich darin, daf
sie es ermoglicht, mehrmals auftretende Verdnderliche — und bis zu einem
gewissen Grade auch individuelle Funktionen — nur einmal auftreten zu
lassen.

§ 4.

Es wird sich fiir die Durchfilhrung unseres logisch-symbolischen
Problems als belangreich erweisen, daf die oben erklirten fiinf individuellen
Funktionen I, C, T, Z, S des Funktionenkalkiils nicht voneinander unab-
héngig sind, vielmehr zwei von ihnen, ndmlich C' und S, hinreichen, um
die iibrigen durch sie zu definieren. Und zwar bestehen hier die folgen-
den Zusammenhinge:

1. Es ist gemiB der Erklirung der Funktionen 7 und C:

Iz =2=_Cuzy.
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Da y willkiirlich ist, konnen wir dafiir ei:: beliebiges Ding oder eine be-
liebige Funktion einsetzen, also z. B. Cz. Dies gibt:
Iz = (Cx)(Cx).
Nach der Erklirung von S bedeutet dies aber:
SCCx,

I=800.%

Ubrigens kommt es in dem Ausdruck SCC auf das letzte Zeichen C
gar nicht einmal an. Setzen wir namlich oben fiir y nicht Cz, sondern
die willkiirliche Funktion ¢, so ergibt sich entsprechend:

I=8Cep,
wo also fiir ¢ jede beliebige Funktion eingesetzt werden kann*).
2. Nach der Erklarung von Z ist
Zfgz=f(gx).
Weiter ist vermoge der bereits verwendeten Umformungen
flgz) = (Cfz)(gz) =S (Cf)gz = (C8f)(Cf)gz.
Verschmelzung nach f ergibt:

so dafl wir erhalten:

8(C8)Crgz,

Z=28(C8)C.
3. Ganz entsprechend liBt sich
Tfyz=fzy

also

weiter umformen in:

fz(Cyz) = (fz)(Cyz) = 8f(Cy)a = (81)(Cy)x = Z(8f) Oy
— ZZ8fCyx = (ZZ8f)Cyz = (ZZSf)(COf)yz = 8(ZZ8) (CC)fyx.
Es gilt somit:
T=S8(ZZ8)(CO0).

Setzt man hier fir Z den oben gefundenen Ausdruck ein, so ist
damit 7T ebenfalls auf € und S zuriickgefiihrt.

§ 5.
Wir wollen nunmehr unsere Ergebnisse auf den besonderen Fall des
Logikkalkiils anwenden, in welchem die Grundelemente die Individuen und

3) Diese Zuriickfiihrung wurde mir von Herrn Boskowitz mitgeteilt, die etwas
weniger einfache (SC)(CC) bereits frijher von Herrn Bernays.
y!
4) Freilich nur eine solche, die fiir jedes x einen Sinn hat.
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die Funktionen die Aussagefunktionen sind. Wir brauchen zunichst eine
weitere individuelle Funktion, die diesem Kalkiil eigentiimlich ist. Der
Ausdruck
fz|*g=,
wo f und g Aussagefunktionen eines Arguments sind — auf solche diirfen
wir uns gemédB einer fritheren Bemerkung beschrinken —, ist augenschein-
lich eine bestimmte Funktion der beiden Funktionen f und g, also von
der Form U(f, g) oder, nach unserem Umformungsprinzip, Ufg. Damit
haben wir
Ufg=fz gz,

wo f und g nun natiirlich Aussagefunktionen sind, als Definitionsgleichung
der Unwvertrdglichkeitsfunktion U.

Es besteht nun die bemerkenswerte Tatsache, daf jede logische Formel
sich allein durch unsere individuellen Funktionen I, C, T, Z, 8, U, also
insbesondere schon durch C, § und U ausdriicken 148t.

Zunidchst einmal 188t sich jede logische Formel vermittels der ver-
allgemeinerten Strichsymbolik ausdriicken, wobei die gebundenen Verinder-
lichen (apparent variables) an den oberen Enden der Striche stehen. Dies
gilt ohne Einschrénkung, also fiir beliebige Aussagenordnungen und auch,
wenn Beziehungen auftreten. Weiterhin 1486 sich schrittweise mit geeigneter
Verwendung der iibrigen konstanten Funktionen an Stelle des Strich-
symbols die Funktion U einfihren.

Der Nachweis soll hier nicht vollstindig durchgefiihrt, sondern nur
die Rolle der verschiedenen individuellen Funktionen bei dieser Zuriick-
fiithrung erldutert werden.

Vermége der Funktion C kann man erreichen, daf die beiden links
und rechts vom Strich stehenden Ausdriicke Funktionen desselben Argu-
ments sind.

So wire z. B. der von f, g und y abhingige Ausdruck
fx\* 9y,

wo also rechts x nicht vorkommt, als

fz|*Clgy)=
umzuschreiben. Kommt dagegen x rechts an anderer Stelle vor, so 148t
es sich vermittels der Funktion 7' an den Schluf bringen, wobei es ge-
gebenenfalls vermdge der Funktion Z aus Klammern befreit und, falls es
mehrmals vorkommen sollte, vermége der Funktion S verschmolzen werden
muB. So haben wir z B.:

fz|®gzy = fz | Tgyx = Uf(Tgy).
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Oder, um ein etwas verwickelteres Beispiel zu nehmen:
(fzy|" goy)|* (haz|" kaz) = U(fx) (92)|° U (k) (k).
Hier ist z. B. der Ausdruck vor dem Strich in der folgenden Weise weiter
zu behandeln:
U(fx)(g9z)= ZUfz(9z) = 8 (ZUf)gx.
Der Gesamtausdruck wird damit:
8(ZUf)gz|*S(ZUk)kx=U[S(ZUFf)g][S(ZUh)k].

Wiren im letzten Beispiel f und ¢ identisch, so wiirden wir auf einen
Ausdruck
S(ZUNHf
kommen. Um hier die Verschmelzung nach f durchfiihren zu konnen, be-
dienen wir uns der Funktion I, indem wir weiter rechnen:

8(2Uf) 1= 8(2Uf)(If) = [28(20) f)(If) = S[Z8(2V) 1.

Als praktisches Beispiel fiir die Behauptung dieses Paragraphen be-
handeln wir die folgende Aussage: ,Zu jedem Pradikat gibt es ein mit
ihm unvertrigliches“, d.h. ,Zu jedem Pridikat f gibt es ein Priadikat ¢,
so daB die Aussage fx & gz fiir kein Ding « richtig ist“.

In der Hilbertschen Symbolik schreibt sich der Satz:

(f)(Eg)(z)fz & gz.
() (Eg)(fx|*gx)

und, indem man das partikuldre Urteil als Verneinung eines allgemeinen
schreibt:

Dies wird zunichst:

()(9) fz[Pga baw. (f)(g) fz |92 & fe| g.
Dies ist:

() (fz [ g2)|* (f=|* g).
Verfdhrt man entsprechend auch fiir f, so ergibt sich weiterhin:

(f) (fz|*g2)|°(fz|" gx) & (fx|" gz) |’ (f=|* g=)
=[(fz|*g2) |’ (fx|" g2}V [(rx " g2) | (fx |" 9=)].

Nunmehr erscheint das Strichsymbol als einziges logisches Verkniipfungs-
zeichen. Fithren wir jetzt die Unvertriglichkeitsfunktion U ein, so erhalten
wir zunéchst:

(Ufg)|(UFg)I [(Ufg) | (Ufg)]
UCHIC T UCHICUNE

und welterhin:
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Nun ist aber:
U (Uf)(Uf) = (ZUUf)(Uf) = 8(ZUU) Uf,
womit der obige Ausdruck iibergeht in:
[8(zUU)UF)|'[8(2UU) U],

U8 (ZUU)U] [S(ZUT)U].

d. h. aber:

§ 6.
Weiter als bis zu den Symbolen C, 8§ und U laBt sich, soviel wir
sehen, die Zuriickfithrung nicht ohne Zwang treiben.
Rein schematisch kénnte man freilich C, § und U sogar durch eine
einzige Funktion ersetzen, indem man die neue Funktion J einfiihrte durch
die Festsetzung:

JC=U, JS8=C, Jxz=8,

wo « jedes von C und S verschiedene Ding ist. Wir stellen zunichst fest,
daB J seinerseits von C und § verschieden ist, da namlich J nur drei,
C ebenso wie S dagegen unendlich viele Funktionswerte annimmt. Wir
haben infolgedessen:

Ji=8, J(JN)=J8=0C, J[J{WJIH=JC=T,

womit die Zuriickfiihrung in der Tat geleistet ist. Doch hat diese wegen
ihrer augenscheinlichen Willkiir wohl kaum sachliche Bedeutung.

Dagegen ®) kann man sich auf einem anderen, natiirlicheren Wege wenig-
stens von dem Zeichen U in gewissem Sinne befreien. Jede logische Formel
enthalt gewifl das Zeichen U und laBt sich, ganz wie wir dies friiher fiir
ein beliebiges Symbol tberlegt haben, vermittels der individuellen Funk-
tionen des allgemeinen Funktionenkalkiils, also insbesondere vermittels ¢
und 8 so umformen, daB U als Argument des gesamten Ausdrucks er-
scheint, dieser also die Form FU annimmt, wo F das U seinerseits nicht
mehr enthdlt. LaBt man beim Hinschreiben das U als selbstverstédndlich
weg, so kommt man in der Tat mit C und § aus.

Andererseits kénnte man, mit Verzicht auf die 3uBlerste Zuriick-
fithrung der Grundfunktionszeichen, die Forderung aufstellen, daB die
Klammern ganz vermieden werden sollen. Gehen wir von der Form FU
aus, so laBt sich F allein vermdge Z so schreiben, da8 alle Klammern
verschwinden. Vermittels €, Z und S 148t sich also jede logische Formel
als eine einfache Aufeinanderfolge dieser Zeichen ohne Klammern schreiben,
mithin durch eine Zahl des triadischen Systems erschopfend kennzeichnen.

3) Die folgenden Uberlegungen riibren vom Bearbeiter her.
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Was die Frage nach der Eindeutigkest der betrachteten Zuriickfiihrung
betrifit, so kann, rein symbolisch betrachtet, von einer solchen natiirlich
keine Rede sein, da jede Formel des alten wie auch des neuen Kalkiils
sich in mannigfacher Weise umformen ld8t. Gleichwohl kann man in einem
gewissen eingeschrinkteren Sinne hier doch eine Eindeutigkeit des Ent-
sprechens feststellen. Nennt man ndmlich ,gleichwertig® einerseits solche
Formeln des alten Kalkiils, die allein auf Grund von Definitionen, d. h. also
ohne Benutzung der logischen Axiome — in denen natiirlich die verallge-
meinerte Sheffersche Verkniipfung nunmehr als Grundverkniipfung zu gelten
hitte — aufeinander zuriickgefithrt werden kénnen, und andererseits solche,
die sich allein in den Typen der auftretenden Veranderlichen unterseheiden,
so entsprechen in der Tat ein und derselben Formel des neuen Kalkiils
und ebenso einer jeden, die sich durch symbolische Rechnung aus ihr ge-
winnen laBt, alle und nur solche Formeln des alten Kalkiils, die in dem
eben erklirten Sinne untereinander gleichwertig sind. Die hier betrachtete
Zuriickfiihrung der logischen Formeln hat also die bemerkenswerte Eigen-
tiimlichkeit, von den Axiomen der Logik unabhingig zu sein.

(Eingegangen am 15. 3. 1924.)



