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Die Grundlagen der Physik.

Von
David Hilbert in Gottingen.

Das Nachfolgende ist im wesentlichen ein Abdruck der beiden &lteren
Mitteilungen?) von mir iiber die ,,Grundlagen der Physik® und meiner
Bemerkungen dazu, die F. Klein in seiner Mitteilung?®) ,,Zu Hilberts
erster Note iiber die Grundlagen der Physik* veroffentlicht hat — mit
nur geringfiigicen redaktionellen Abweichungen und Umstellungen, die das
Verstandnis erleichtern sollen.

Das mechanistische Einheitsideal in der Physik, wie es von den
groflen Forschern der vorangegangenen Generation geschaffen und noch
wihrend der Herrschaft der klassischen Elektrodynamik festgehalten worden
war, muBl heute endgiiltig aufgegeben werden. Durch die Aufstellung und
Entwickelung des Feldbegriffes bildete sich allmihlich eine neue Méglich-
keit fiir die Auffassung der physikalischen Welt aus. Mie zeigte als der
erste einen Weg, auf dem dieses neuentstandene ,,feldtheoretische Ein-
heitsideal®, wie ich es nennen mochte, der allgemeinen mathematischen
Behandlung zuginglich gemacht werden kann. Wihrend die alte mecha-
nistische Auffassung unmittelbar die Materie selbst als Ausgang nimmt
und diese durch eine endliche Auswahl diskreter Parameter bestimmt an-
setzt, dient vielmehr dem neuen feldtheoretischen Ideal das physikalische
Kontinuum, die sogenannte Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, als Fundament.
Waren frither Differentialgleichungen mit einer unabhingigen Variablen
die Form der Weltgesetze, so sind jetzt notwendig partielle Differential-
gleichungen ihre Ausdrucksform.

Die gewaltigen Problemstellungen und Gedankenbildungen der allge-
meinen Relativititstheorie von Einstein finden nun, wie ich in meiner
ersten Mitteilung ausgefithrt habe, auf dem von Mie betretenen Wege

1) Gottinger Nachr.: Frste Mitteilung, vorgelegt am 20. Nov. 1915, zweite Mit-
teilung, vorgelegt am 23. Dez. 1916.
%) Gottinger Nachr.: vorgelegt am 25. Jan. 1918.
Mathematische Annalen. 92, 1



2 D. Hilbert. .

ihren einfachsten und natiirlichsten Aunsdruck und zugleich in formaler
Hinsicht eine systematische Ergidnzung und Abrundung.

Beit der Verdffentlichung meiner ersten Mitteilung sind bedeutsame
"Abhandlungen iiber diesen Gegenstand erschienen: ich erwahne nur die
glanzenden und tiefsinnigen Untersuchungen von Weyl und die an immer
neuen Ansitzen und Gedanken reichen Mitteilungen von Einstein. Indes
sowohl Weyl gibt spiterhin seinem Entwicklungsgange eine solche Wen-
dung, daB er auf die von mir aufgestellten Gleichungen ebenfalls gelangt,
und andererseits auch Einstein, obwoh! wiederholt von abweichenden und
unter sich verschiedenen Ansitzen ausgehend, kehrt schlieflich in seinen
letzten Publikationen geradenwegs zu den Gleichungen meiner Theorie zuriick.

Ich glaube sicher, da die hier von mir entwickelte Theorie einen
bleibenden Kern enthilt und einen Rahmen schafit, innerhalb dessen fiir
den kiinftigen Aufbau der Physik im Sinne eines feldtheoretischen Ein-
heitsideals geniigender Spielraum da ist. Auch ist es auf jeden Fall von
erkenntnistheoretischem Interesse, zu sehen, wie die wenigen einfachen
in den Axiomen I, II, III, IV von mir ausgesprochenen Annahmen zum
Aufbau der ganzen Theorie geniigend sind.

Ob freilich das reine feldtheoretische Einheitsideal ein definitives ist,
evtl. welche Erginzungen und Modifikationen desselben ndtig sind, um
insbesondere die theoretische Begriindung fiir die Existenz des negativen
und des positiven Elektrons, sowie den widerspruchsireien Aufbau der im
Atominneren geltenden Gesetze zu ermdglichen, — dies zu beantworten,
ist die Aufgabe der Zukunft.

Teil L

Es seien z, (s =1, 2, 3, 4) irgendwelche die Weltpunkte wesentlich
eindeutig benennende Koordinaten, die sogenannten Weltparameter (allge-
meinste Raum-Zeit-Koordinaten). Die das Geschehen in 2, charakterisie-
renden Grofen seien:

1. die zuerst von Einstein eingefiihrten Gravitationspotentiale
Gur (1, v =1, 2, 8, 4) mit symmetrischem Tensorcharakter gegeniiber einer
beliebigen Transformation der Weltparameter «_; sie bilden die Koeffizienten
der invarianten Differentialform

S Gurdz,da,;
"y

2, die vier elektrodynamischen Potentiale g, mit Vektorcharakter im
selben Sinne, welche die Koelfizienten der invarianten Linearform

> q,dx,
bilden. ¢



Grundlagen der Physik. 3

Das physikalische Geschehen ist nicht willkiirlich, es gelten vielmehr
folgende Axiome:

Axiom I (Mies Axiom von der Weltfunktion?®). Das Gesetz des
physikalischen Geschehens bestimmit sich durch eine Weltfunktion H, die
folgende Argumente enthilt:

g » . azg v
(1) Guvs Guvl = 5:1 Guvis= axlaﬂxk;
9gs
(2) O G =5 (5,1=1,2,3,4)
und zwar muf die Variation des Integrals
[Higdo
(9= ~19u»!, do=dz dz,dz,dz,)

fiir jedes der 14 Potentiale g,,, q, verschwinden.

An Stelle der Argumente (1) konnen offenbar auch die Argumente
8> gk
192:1 sz

. v av_ 09" ”
(3) g, g =—=—, gL=

Bx,
treten, wobei g«» die durch (— g) dividierte Unterdeterminante der Deter-
minante (— g) in bezug auf ihr Element g,, bedeutet.

Aus Axiom I folgen zunidchst beziiglich der zehn Gravitationspoten-
tiale g#» die zehn Lagrangeschen Differentialgleichungen

(4) ‘Z@_Ziaﬁﬂ_{_z oYy =0 (wmv=1,23,4),

agh” P oxy, agf” 0y, 0y dg”’

und sodann beziiglich der vier elektrodynamischen Potentiale ¢, die vier
Lagrangeschen Differentialgleichungen

TR ] F: -
(5) o Z’a% s, =0 (h=1,2,8,4).
Beziiglich der Differentialquotienten nach g«*, guv, gr» 7, wie sie in (4)

und nachfolgenden Formeln auftreten, sei ein fur a.ﬂema.l bemerkt, daB
wegen der Symmetrie in u,» einerseits und %, ! andererseits die Diffe-
rentialquotienten nach g#7, g#» so zu verstehen sind, daB man ihnen den
Faktor 1 bzw. } hinzusetzt, je nachdem u = » bzw. u + » ausfallt, ferner
die Dlﬂerentlalquotlenten nach gx* mit 1 bzw. § bzw. ; multipliziert zu

%) Mies Weltfunktionen enthalten nicht genau diese Argumente; insbesondere
geht der Gebrauch der Argumente (2) auf Born zuriick; es ist jedoch gerade die
Einfiihrung und Verwendung einer solchen Weltfunktion im Hamiltonschen Prinzip
das Charakteristische der Mieschen Elektrodynamik.

1*
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nehmen sind, je nachdem u=7v und k=1 bzw. u=» und k1! oder
p=vund k=1 bzw. p==» und k<7 ausfillt.

Der Kiirze halber bezeichnen wir die linken Seiten der Gleichungen
(4), (5) bzw. mit

V9B,  [VgHl

Die Gleichungen (4) mégen die Grundgleichungen der Gravitation,
die Gleichungen (5) die elektrodynamischen Grundgleichungen heilen.

Axiom II (Axiom von der allgemeinen Invarianz*)). Die Welt-
funktion H ist eine Invariante gegeniiber einer beliebigen Transformation
der Weltparameter ..

Axiom IT ist der einfachste mathematische Ausdruck fiir die Forde-
rang, daf die Koordinaten an sich keinerlei physikalische Bedeutung
haben, sondern nur eine Numerierung der Weltpunkte darstellen, von
deren Art die Verkettung der Potentiale g,,, g, vollig unabhéngig ist.

Im folgenden benutzen wir die leicht beweisbare Tatsache, dafl, wenn
pi (j=1,2,3,4) einen willkiirlichen kontravarianten Vektor bedeutet,
der Ausdruck

; _ Op?
=2 (g7 Pt — 94 B = 9" pL); (oi=22)
s

einen symmetrischen kontravarianten Tensor und der Ausdruck
pl = 2 (QZsps + qspzs) 5)
8

einen kovarianten Vektor darstellt.

Des weiteren stellen wir zwei mathematische Theoreme auf, die wie
folgt lanten:

Theorem 1. Wenn J eine von g“”, 9/%, 95i"> 4s» s abhéngige In-
variante ist, so gilt stets identisch in allen Argumenten und fiir jeden
willkiirlichen kontravarianten Vektor p*

2 (oo o)+ D (1 A0t S A ) = 05

0Lk

4) Die Forderung der orthogonalen Invarianz hat bereits Mie gestellt. In dem
oben aufgestellten Axiom II findet der Einsteinsche fundamentale Grundgedanke der
allgemeinen Invarianz den einfachsten Ausdruck, wennschon bei Einstein das Hamilton-
sche Prinzip nur eine Nebenrolle spielt und seine Funktionen H keineswegs allgemeine
Invarianten sind, auch die elektrischen Potentiale nicht enthalten.

%) », ist nicht zu verwechseln mib dem zu ps gehdrigen kovarianten Vektor
= g
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dabei ist
dger=" Y (gimps+ g mpl),

m

o0d4g*”
Aguv._ __Zg;wplm_'_ 9 ,

2% Agh”
Aghy = — Z(g“p;z—w B P+
k

dq, = —qup;”>

-
Aqsk = _—Z Dsm Py
m

Dieses Theorem 1 ldBt sich auch folgendermaBen aussprechen:
Wenn J eine Invariante und p° ein willkiirlicher Vektor wie vorhin
ist, so gilt die Identitit

(6)

dabei ist

aJ s
b =P

P=P P,

H

2 (p
Zk (p, g +p,kaq )

gesetzt und es gelten die Abkiirzungen:
I . 2% ph” o7,
P =%z, Pu Tomaz  PuT iay
Der Beweis von (6) ergibt sich leicht; denn diese Identitit ist offenbar
richtig, wenn p° ein konstanter Vektor ist, und daraus folgt sie wegen
threr Invarianz allgemein.
Theorem 2. Wenn J, wie im Theorem 1, eine von ge”, > 95>
4, 4, abhingige Invariante ist, und, wie oben, die Vamatlonsa,bleltungen
von ¥gJ bez. g«» mit [YgJ],,, bez. g, mit ﬂgJ]M bezeichnet werden,
und wenn ferner zur Abkiirzung:

b= S(0V37), 0+ 1137),9,.),
1=~ 2 3 (137,04 + (13},

gesetzt wird, so gelten die Identititen

. az
(7) = S (s=1,2,8,4).
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Dieses Theorem 2 enthiilt als wesentlichen Kern einen allgemeinen
mathematischen Satz¢), der mir das Leitmotiv fiir den Aufbau der Theorie
gewesen ist und der sich folgendermafen ausspricht:

Ist F eine Funktion von n Gréfen (Funktionen von z,, z,, z;, 2,)
und ihren Ableitungen, und ist das Integral

[Fdo

invariant bei beliebigen Transformationen der vier Weltparameter z,, z,,
@, z,, so sind in dem System der n Lagrangeschen Differentialgleichungen,
welche zu dem Variationsproblem

8 Fdw=0

gehdren, stets vier eine Folge der n — 4 iibrigen in dem Sinne, daB zwischen
den n Lagrangeschen Ableitungen von F in bezug auf jene n GroBSen und
deren totalen Differentialquotienten nach z,, #,, x,, «, stets vier linear
unabhingige Relationen identisch erfiillt sind.

Zum Beweise von Theorem 2 betrachten wir ein endliches Stiick der
vierdimensionalen Welt; ferner sei p° ein Vektor, der nebst seinen Ab-
leitungen auf der dreidimensionalen Oberfliche jenes Weltstiickes ver-
schwindet. Man hat gemi8 der Definition von P:

— — — — Fl /7y —
P(1g0) =VgP)+9 3 238 per = VoPt) +0 3 (3L v+ Vawy),
w s
und nach Theorem 1 daher:
— — oJ Vg — oVgJTp*
P3N =19 DL pr s 3 (D o 1 vgpy) = 32T
$ 8 s

Integrieren wir diese Gleichung iiber das betrachtete Weltstiick, so ergibt
sich wegen der Divergenzform der rechten Seite und wegen der Annahme
iber ps:

JP(YgJ)do =0.

Wegen der Bildungsweise der Lagrangeschen Ableitung ist demnach auch
IS g, pe+ 3 Vgl p,} do=0.
w “

%) Den Beweis dieses Satzes hat allgemein Emmy Noether geliefert (Gottinger
Nachr. 1918, Heft 2: ,Invariante Variationsprobleme“). Die in Theorem 2 angegebenen
Identititen sind in meiner ersten Mitteilung zwar nur fiir den Fall behauptet worden,
daB die Invariante von den g“” und deren Ableitungen abhingt; aber das dort ein-
geschlagene und im Text reproduzierte Beweisverfahren gilt ebenso auch fiir unsere
allgemeine Invariante J. In der allgemeinen Form sind die angegebenen Identitdten
zuerst von F. Klein auf Grund der Methode der infinitesimalen Transformation ab-
geleitet worden (Gott. Nachr. 1917, Heft 8: ,,Zu Hilberts erster Note iiber die Grund-
lagen der Physik¥),
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Der Integrand hier 1aBt sich in der Form
&ZZ(ispsﬂw’jp;)
schreiben. Aus der so entstehenden Formel

f%’(z’sps—f—z'jp{)dw: 0

%;'f(is”;?isl)psdw-:o

a(l‘z

erhalten wir

und damit auch die Behauptung unseres Theorems 2.

Zur Bestimmung der Weltfunktion H sind noch weitere Axiome er-
forderlich. Sollen die Grundgleichungen (4), (5) der Gravitation und der
Elektrodynamik nur zweite Ableitungen der g enthalten, so muB H sich
additiv zusammensetzen aus einer linearen Funktion mit konstanten Ko-
effizienten von der Invariante

K= Xg*" Ky,
v
wo K,, den Riemannschen Kriimmungstensor

£ = (- )+ ZEOE T

»

bedeutet, und einer Invariante L, die nur von g*’, g;*”, q,, q,, abhingt.
Wir machen folgende spezielle Annahme:
Axiom III (Axiom von der Gravitation und der Elektrizdt). Die
Weltfunktion H hat die Gestalt
H=K-+ L,

wo K die aus dem Riemannschen Tensor entspringende Invariante, die
Krismmung, ist und L nur von den g**, q,, q,, abhdingt.

Hiernach nehmen die Gravitationsgleichungen die Form

. Py _L .
(8) [VgK]#yz_gli_ (Au"yzl’ 21 8: 4),

agM’V

und die elektrodynamischen Gleichungen die Form
1 o a}gL __ oL 1 ¢
(9) 15;6% S = a4, (h=1,2,38,4)
an.
Um den Ausdruck von [VgK Jur 70 bestimmen, spezialisiere man
zunichst das Koordinatensystem so, daB fiir den betrachteten Weltpunkt
die g#v simtlich verschwinden. Man findet auf diese Weise:

H;K]M = }Z (KM - % g/wK> )
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Fithren wir noch fiir den Tensor
1 2YgL
Vs 0g*”
die Bezeichnung 7T\, ein, so lauten die Gravitationsgleichungen

1
K,, — :ZgluyK: T‘u,y-

Andererseits wenden wir auf die Invariante I das Theorem 1 an und er-
halten dadurch

(10 -2

v, m

(g#mp;, Lgmpsy— 3 iq, TPl
S m

—Z’ (G PP+ 4 PP 0,20 =0

8, k,m

age”

Das Nullsetzen des Koeffizienten von p7 linker Hand liefert die Gleichung

(EE 4 ) g =0

\aqslc aqks
oder
(11) oL Ly,
99k aqks

d.h. die Ableitungen der elektrodynamischen Potentiale g, treten nur in
den Verbindungen

Mks = o — Qs
auf. Damit erkennen wir, daB bel unseren Annahmen die Invariante L
auBer von den Potentialen g~”, g, lediglich von den Komponenten des
schiefsymmetrischen invarianten Tensors

M= (‘Mks) = Rot (qs)’
d. h. des sogenannten elektromagnetischen Sechservektors abhéingt. Und

hieraus folgt weiter, dafl

oL oL
aqsk aMks

— Hks

ein schiefsymmetrischer kontravarianter Tensor, sowie daf}
oL .
oqr 4
ein kontravarianter Vektor ist.
Mit Anwendung der eingefiihrten Bezeichnungen erhalten die elektro-
dynamischen Gleichungen die Form:

(12) 2“”"" (h—1,3,3, 4).

oz,
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Man erkennt in diesen Gleichungen eine Verallgemeinerung des einen Systems
der Maxwellschen Gleichungen; das andere System erhdlt man aus den
Gleichungen:

'Mks = qsk - qks
durch Differentiation und Addition:
ath aMst aMtk o
(13) oz, + axk + G Dz =0 (ta k,s=1,2, 3,4).

Wir sehen also, da die Form dieser ,verallgemeinerten Maxwellschen
Gleichungen* (12), (13) im wesentlichen schon durch die Forderung der
allgemeinen Invarianz, also auf Grund von Axiom II, bestimmt ist. Setzen
wir in der Identitit (10) den Koeffizienten von p; linker Hand gleich
Null, so erhalten wir mit Benutzung von (11)

) 2 3ol - oy M0 (1=1,2,3,4),
also
_}_7 gﬂm——ZH’”st—l—r q,
oder * '
L m
—W%’?ﬁ” g“™ = Lé, —%'HMM”—V“Q,,,
8" =0 (m=v),
6, =1.

Demnach ergibt sich fiir 7),, die Darstellung:
Tuv = 2 g.u'm T"m’
1 m
T =5{Lds" — %]HWM” —r"g}.

Der Ausdruck rechts stimmt iiberein mit dem Mieschen elektromagnetischen
Energietensor, und wir finden also, daB der Miesche Energietensor
nichts anderes ist als der durch Differentiation der Invariante L
nach den Gravitationspotentialen g#” entstehende allgemein in-
variante Tensor — ein Umstand, der mich zum erstenmal auf den not-
wendigen engen Zusammenhang zwischen der Einsteinschen allgemeinen
Relativitatstheorie und der Mieschen Elektrodynamik hingewiesen und mir
die Uberzeugung von der Richtigkeit der hier entwickelten Theorie ge-
geben hat. -
Die Anwendung des Theorems 2 auf die Invariante K liefert:

(18)  M[VgK], g0 +2 30 (S VeK],gm) = 0.
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Die Anwendung auf L ergibt
(15b) D (=TgTu)gt” +2 3 2 (~VgTm)
v m
+2'[V9L),q,,— 35> ([VgLlq,)=0 (s=1,2,3,4).
~ Iz #

Als Folge der elektrodynamischen Grundgleichungen erhalten wir hieraus:

(16) ZETM%’”
“wv

Diese Gleichungen (16) ergeben sich auch als Folge der Gravitations-
gleichungen, auf Grund von (15a). Sie haben die Bedeutung der mecha-
nischen Grundgleichungen. Im Falle der speziellen Relativitiat, wenn die s
Konstante sind, gehen sie iiber in die Gleichungen

N
2 =0,
[
welche die Erhaltung von Energie und Impuls ausdriicken.
Aus den Gleichungen (16) folgt auf Grund der Identititen (15b):

Z[VZLLQM—2%([75L]Mq3)=0

oder

(17) S Ma (V9 2], + 4,55 (F9L1,)} =0

d. h. aus den Gravitationsgleichungen (4) folgen vier voneinander unab-
hingige lineare Relationen zwischen den elektrodynamischen Grund-
gleichungen (5) und ihren ersten Ableitungen. Dies ist der genaue mathe-
matische Ausdruck fiir den Zusammenhang zwischen Gravitation und Elektro-
dynamik, der die ganze Theorie beherrscht.

Da L unserer Annahme zufolge nicht von den Ableitungen der g~*
abhéngen soll, so muB L eine Funktion von gewissen vier allgemeinen
Invarianten sein, die den von Mie angegebenen speziellen orthogonalen
Invarianten entsprechen und von denen die beiden einfachsten diese sind:

Q= 2 'an'Mklgmkgnl
k,l.m,n
und

9= 99
k1l

Der einfachste und im Hinblick auf den Bau vond K nichstliegende Ansatz
fir L ist zugleich derjenige, der der Mieschen Elektrodynamik entspricht,
namlich

L=ecQ+f(q) (& = konst. ).
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GemiB diesemn Ansatz erhilt man zwischen den Groflen, die in den ver-
allgemeinerten Maxwellschen Gleichungen auftreten, die Beziehungen

Hks:: 4“M17«S‘
rF = 2f'(g)qk,

wo
Mk: ==29kﬂgwMu“
v
¢t =2g"g
zu setzen ist. Fiir den ganz speziellen Fall
flg)=Bq (B = konst.)

folgt, daB der ,,Stromvektor“ r* proportional dem kontravarianten Vektor
q% wird.

Teil 1L

Es soll nun der Zusammenhang der Theorie mit der Erfahrung niher
erértert werden. Dazu ist noch ein weiteres Axiom erforderlich.

Axiom IV (Raum-Zeit-Axiom). Es soll die quadratische Form
(18) G(Xp -X‘_n Xg; X4)=ngXqu

von der Art sein, daf bei threr Darsiellung als Summe von vier Quadraten
linearer Formen der X, stets drei Quadrate mit positivem und ein Quadrat
mit negativem Vorzeichen auftritl,

Die quadratische Form (18) lefert fiir unsere vierdimensionale Welt
der z, die MaBbestimmung einer Pseudogeometrie. Die Determi-
nante g der g,, fillt negativ aus.

Ist in dieser Geometrie eine Kurve

z,=z,(p) (s=1,2,3,4)
gegeben, wo z,(p) irgendwelche reelle Funktionen des Parameters p be-
deuten, so kann diese in Teilstiicke zerlegt werden, auf denen einzeln
der Ausdruck

dp’ dp’ dp’ dp

nicht sein Vorzeichen #ndert: ein Kurvenstiick, fiir welches

o(42)>

ausfillt, heiBe eine Strecke und das lings dieses Kurvenstiicks genommene

Integral L
o= YT



12 D. Hilbert.
heiBle die Ldnge der Strecke; ein Kurvenstiick, fiir welches

otz <o

ausfillt, heile eine Zeitlinie und das lings dieses Kurvenstiickes genommene

Integral
7 :f -4 (dz;)
heiBle die Higenzeit der Zestlinie; endlich heiBe ein Kurvenstiick, lings dessen

o(3) 0

wird, eine Nullinie.

Um diese Begriffe unserer Pseudogeometrie anschaulich zu machen,
denken wir uns ein ideales MaBinstrument: die Lichtwhr, mittels derer
wir die Eigenzeit lings einer jeden Zeitlinie bestimmen konnen.

Zunichst zeigen wir, daB dieses Instrument ausreicht, um mit seiner
Hilfe die Werte der g,, als Funktionen von z, zu berechnen, sobald nur
ein bestimmtes Raum-Zeit-Koordinatensystem z, eingefiihrt worden ist.
In der Tat wihlen wir irgend zehn Zeitlinien aus, die simtlich lings ver-
schiedenen Richtungen in den niimlichen Weltpunkt «, einlaufen, so daB
diesem Endpunkt jedesmal der Parameterwert P zukommt so ergibt sich
fiir jede der zehn Zeitlinien im Endpunkt die Gleichung

a2”\? dal’ .
(7;)=G('—d—5—), <h=1,2,..., 10),
hier sind die linken Seiten bekannt, sobald wir die Eigenzeiten 7™ mittels
der Uhr bestimmt haben. Setzen wir nun zur Abkiirzung

o

2 2
x, XX ,.. X!,

i dz® 2 dz{® dzv da® 2 2102
Y 5 ()
= |
D(u)_—J dzffoN? 4z 0 g0 dz§10>\2 22002 |
i(d’p)’ dp dp,..., <.Tp—}, (‘d_p__)
|
|

so wird offenbar

(19) ¢(x)=- 20

oD’

D

wodurch sich zugleich fiir die Richtungen der ausgewihlten zehn Zeitlinien
im Punkte z,(p) die Bedingung

oD
T

als notwendig herausstellt.
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Ist G nach (19) berechnet, so wiirde die Anwendung des Verfahrens

auf irgendeine 11-te Zeitlinie, die in z, (p) endigt, die Gleichung

d;_(u) 2 dz 1

() =)
liefern und diese Gleichung wire dann sowohl eine Kontrolle fiir die
Richtigkeit des Instrumentes als auch eine experimentelle Bestétigung
dafiir, daB die Voraussetzungen der Theorie fiir die wirkliche Welt zutreffen.

Der axiomatische Aufbau unserer Pseudogeometrie liefle sich ohne
Schwierigkeit durchfiihren: erstens ist ein Axiom aufzustellen, auf Grund
dessen folgt, daB Linge bzw. Eigenzeit Integrale sein miissen, deren Inte-
grand lediglich eine Funktion der z, und ihrer ersten Ableitungen nach
dem Parameter ist; als ein solches Axiom wire etwa der bekannte Enve-
loppensatz fiir geoditische Linien verwendbar. Zweitens ist ein Axiom
erforderlich, wonach die Sitze der pseudo-Euklidischen Geometrie d. h. das
alte Relativititsprinzip im Unendlichkleinen gelten soll; hierzu wire das
von W. Blaschke?) aufgestellte Axiom besonders geeignet, welches aussagt,
daB die Bedingung der Orthogonalitét fiir irgend zwei Richtungen — sei
es bei Strecken oder Zeitlinien — stets eine gegenseitige sein soll.

Es seien noch kurz die hauptsichlichsten Tatsachen zusammengestellt,
die uns die Monge-Hamiltonsche Theorie der Differemtialgleichungen fiir
unsere Pseudogeometrie lehrt.

Jedem Weltpunkte z, gehort ein Kegel zweiter Ordnung zu, der in x,
seine Spitze hat und in den laufenden Punktkoordinaten X  durch die
Gleichung

G(X,—w, X,— 2y, Xy— 25, X, —2,) =0

bestimmt ist; derselbe heile der zum Punkte z, zugehdrige Nullkegel.
Die simtlichen Nullkegel bilden ein vierdimensionales Kegelfeld, zu dem
einerseits die ,,Mongesche® Differentialgleichung

da, da, dz, dz\
G(dp’dp’dp’?z;z)*o

und andererseits die ,,Hamiltonsche® partielle Differentialgleichung

(20) H(af of = of ﬁ):o

b2, oz, owy’ o,
gehdrt, wo H die zu G reziproke quadratische Form
H(U,, U, U;, Uy) = Xg**U. U,

Y224

%) Raumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Transversalititsbedingung,
Leipziger Berichte, Math.-phys. Kl. 68 (1916), S. 50.
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bedeutet. Die Charakteristiken der Mongeschen und zugleich die der
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (20) sind die geodatischen
Nullinien. Die simtlichen von einem bestimmten Weltpunkta, (s=1,2,3,4)
ausgehenden geodatischen Nullinien erzeugen eine dreidimensionale Punkt-
mannigfaltigkeit, die die zum Weltpunkt a, gehdrige Zeitscherde heiflen
mége. Die Zeitscheide besitzt in a, einen Knotenpunkt, dessen Tangential-
kegel gerade der zu a, gehorige Nullkegel ist. Bringen wir die Gleichung
der Zeitscheide auf die Gestalt

z, = @ (%, %> z3),
so ist
f=z,— (P(xu Las xs)

ein Integral der Hamiltonschen Differentialgleichung (20). Die samtlichen
vom Punkte @, ausgehenden Zeitlinien verlaufen ginzlich innerhalb des-
jenigen vierdimensionalen Weltteiles, der die zu o, gehorige Zeitscheide als
Begrenzung hat.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Problem der Kau-
salitit in der neuen Physik zu.

Bisher haben wir alle Koordinatensysteme z,, die aus irgendeinem
durch eine willkiirliche Transformation hervorgehen, als gleichberechtigt
angesehen. Diese Willkiir muf eingeschrinkt werden, sobald wir die Auf-
fassung zur Geltung bringen wollen, da8 zwei auf der nimlichen Zeitlinie
gelegene Weltpunkte im Verhdltnis von Ursache und Wirkung zueinander
stehen konnen und daB es daher nicht méglich sein soll, solche Weltpunkte
auf gleichzeitig zu transformieren. Indem wir z, als die eigentliche Zeit-
koordinate auszeichnen, stellen wir folgende Definitionen auf:

Ein eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem ist ein solches, fiir welches
auBer g < 0 stets noch die folgenden vier Ungleichungen

)

) j Gis Gaa t911 G12 Gs ,‘

(21) 9.0, ' dus G 1 >0, | Goz Gon Gas | >0, 9:4<0
mo § 931 J32 Fss i

erfiillt sind. Bine Transformation, die ein solches Raum-Zeit-Koordinaten-
system in ein anderes eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem iiberfiihrt,
heiBle eine eigentliche Raum-Zeit-Koordinatentransformation.

Die vier Ungleichungen driicken aus, daB in irgendeinem Weltpunkte a,
der zugehorige Nullkegel den linearen Raum

Ty=a,
ganz auflerhalb 1iBt. die Gerade

Zy == 0y, Ty =y, Ty == 0y
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dagegen im Inneren enthilt; die letztere Gerade ist daher stets eine

Zeitlinie.
Es sei nunmehr irgendeine Zeitlinie z = z(p) gegeben; wegen
dz
& () <0
folgt dann, daB in einem eigentlichen Raum-Zeit-Koordinatensystem stets
dz
T+

sein und folglich lings einer Zeitlinie die eigentliche Zeitkoordinate z,
stets wachsen bzw. abnehmen muB. Da eine Zeitlinie bei jeder Koordi-
natentransformation Zeitlinie bleibt, so konnen zwei Weltpunkte einer
Zeitlinie durch eine eigentliche Raum-Zeit-Koordinatentransformation niemals
den gleichen Wert der Zeitkoordinate z, erhalten d. h. unmoglich aunf
gleichzeitig transformiert werden.

Andererseits wenn die Punkte einer Kurve eigentlich auf gleichzeitig
transformiert werden konnen, so gilt nach der Transformation fiir diese

Kurve
dz,

9:4 == konst'., d. h. @ = U,
mithin
dz dzﬂ dx,
= = — == 2
¢ (%) Z,” uray ap (#,7=1,2,3),

und hier ist wegen der ersten drei unserer Ungleichungen (21) die rechte
Seite positiv; die Kurve charakterisiert sich demnach als eine Strecke.

So sehen wir, daB die dem Kausalititsprinzip zugrunde liegenden
Begriffe von Ursache und Wirkung auch in der neuen Physik zu keinerlei
inneren Widerspriichen fithren, sobald wir nur stets die Ungleichungen (21)
zu unseren Grundgleichungen hinzunehmen, d. h. uns auf den Gebrauch
eigentlicher Raum-Zeit-Koordinaten beschrinken.

An dieser Stelle sei auf ein spéterhin niitzliches besonderes Raum-
Zeit-K oordinatensystem hingewiesen, welches ich das Gaufische Koordinaten-
system mnennen mdochte, weil es die Verallgemeinerung desjenigen geo-
diitischen Polarkoordinatensystems ist, das GauB in die Flichentheorie
eingefiihrt hat. Es sei in unserer vierdimensionalen Welt irgendein drei-
dimensionaler Raum gegeben von der Art, daB jede in diesem Raum ver-
laufende Kurve eine Strecke ist: esn Streckenraum, wie ich einen solchen
nennen mochte; x,,,,x, seien irgendwelche Punktkoordinaten dieses
Raumes. Wir konstruieren nun in einem jeden Punkte z,, ,, x, desselben
die zu ihm orthogonale geoditische Linie, die eine Zeitlinie sein wird, und
tragen auf derselben z, als Eigenzeit auf; dem so erhaltenen Punkte der
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vierdimensionalen Welt weisen wir die Koordinatenwerte z,z,z,z, zu.
Fiir diese Koordinaten wird, wie leicht zu sehen ist,

. 12,3
(22) G(X,)= 2 g Xu X, — X},

uv
d. h. das GauBische Koordinatensystem ist analytisch durch die Gleichungen

(23) 94=0, 95,=0, ¢3,=0, g,=—1
charakterisiert. Wegen der vorausgesetzten Beschaffenheit des dreidimen-
sionalen Raumes x, = 0 fillt die rechter Hand in (22) stehende quadrati-
sche Form der Variablen X, X,, X, notwendig positiv definit aus, d. h.
die drei ersten der Ungleichungen (21) sind erfiillt, und da dies auch fiir
die vierte gilt, so erweist sich das Gaufische Koordinatensystem stets als
ein eigentliches Raum-Zeit-Koordinatensystem.

Wir kehren nun zur Erforschung des Kausalitdtsprinzips in der Physik
zuriick. Als den hauptsichlichen Inhalt desselben sehen wir die Tatsache
an, die bisher in jeder physikalischen Theorie galt, daf aus der Kenntnis
der physikalischen Grofen und ihrer zeitlichen Ableitungen in der Gegen-
wart allemal die Werte dieser Gréfen fiir die Zukunft eindeutig bestimmt
. werden konnen: die Gesetze der bisherigen Physik fanden n#@mlich aus-
nahmslos ihren Ausdruck in einem System von Differentialgleichungen
solcher Art, da8 die Anzahl der darin auftretenden Funktionen wesentlich
mit der Anzahl der unabhingigen Differentialgleichungen iibereinstimmte,
und somit bot dann der bekannte Cauchysche Satz iiber die Existenz von
Integralen von Differentialgleichungen unmittelbar den Beweisgrund fiir
jene Tatsache.

Unsere Grundgleichungen (4) und (5) der Physik sind nun keineswegs
von der oben charakterisierten Art; vielmehr sind, wie ich gezeigt habe, vier
von ihnen eine Folge der iibrigen: wir konnen die elektrodynamischen
Gleichungen (5) als Folge der zehn Gravitationsgleichungen (4) ansehen
und haben somit fiir die 14 Potentiale g,,, g, nur die zehn voneinander
wesentlich unabhéngigen Gleichungen (4).

Sobald wir an der Forderung der allgemeinen Invarianz fiir die Grund-
gleichungen der Physik festhalten, ist der eben genannte Umstand auch
wesentlich und notwendig. Gédbe es nimlich fiir die 14 Potentiale noch
weitere von (4) unabhingige invariante Gleichungen, so wiirde die Ein-
fithrung eines GauBischen Koordinatensystems vermdoge (23) fiir die zehn phy-
sikalischen GroSen

guv (w,7=1,2,8), ¢, (s=1,2,8,4)
ein System von Gleichungen liefern, die wiederum voneinander unabhéngig
wiren und, da sie mehr als zehn sind, ein iiberbestimmtes System bilden
wiirden.
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Unter solchen Umstinden also, wie sie in der neuen Physik der all-
gemeinen Relativitit zutreflen, ist es keineswegs mehr mdoglich, aus der
Kenntnis der physikalischen GroBen in Gegenwart und Vergangenheit ein-
deutig ihre Werte in der Zukunft zu folgern. Um dies anschaulich an
einem Beispiel zu zeigen, seien unsere Grundgleichungen (4) und (5) in
dem besonderen Falle integriert, der dem Vorhandensein eines einzigen
dauernd rubenden Elektrons entspricht, so daff sich die 14 Potentiale

Jur = gw(xv Ta» xs)

9, =g, (2, Ty, )
als bestimmte Funktionen von z,, 2,, 2, ergeben, die von der Zeit x,
simtlich unabhingig sind, und iiberdies so, daB noch die drei ersten Kom-
ponenten 7%, r%,r® der Viererdichte verschwinden mdgen. Wir wenden
sodann auf die Potentiale die folgende Koordinatentransformation an:

lele' fiir 2, <0
L

lxl_—:x;—i—e % fiir ] >0

z, =1,

Ty = 73

z, =2x,;

die transformierten Potentiale g/,, ¢; sind fiir ] < 0 die gleichen Funk-
tionen von zj, x,,x, wie die g,,,q, in den urspriinglichen Variablen
Z,, &,, ¥;, wahrend die g,,, g/ fir z; > 0 wesentlich auch von der Zeit-
koordinate x,; abhingen, d.h. die Potentiale g,,, g; stellen ein Elektron
dar, das bis zur Zeit ;= 0 ruht, dann aber sich in seinen Teilen in Be-
wegung setzt.

Dennoch glaube ich, daf es nur einer schirferen Erfassung der dem
Prinzip der allgemeinen Relativitit®) zugrunde liegenden Idee bedarf, um
das Kausalititsprinzip auch in der neuen Physik aufrechtzuhalten. Dem
Wesen des neuen Relativitétsprinzipes entsprechend miissen wir ndmlich
die Invarianz nicht nur fiir die allgemeinen Gesetze der Physik verlangen,
sondern auch jeder Einzelaussage in der Physik den invarianten Charakter
zusprechen, falls sie einen physikalischen Sinn haben soll — im Ein-
klang damit, daB jede physikalische Tatsache letzten Endes durch
Lichtuhren, d.h. durch Instrumente von invariantem Charakter fest-

®) In seiner urspriinglichen, nunmehr verlassenen Theorie hatte A. Einstein
(Sitzungsberichte der Akad. zu Berlin 1914, S. 1067) in der Tat, um das Kausalitdts-
prinzip in der alten Fassung zu retten, gewisse 4 nicht invariante Gleichungen fiir
die g, besonders postuliert.
Mathematische Annalen. 92, 2
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stellbar sein muB. Gerade so wie in der Kurven- und Flichentheorie eine
Aussage, fiir die die Parameterdarstellung der Kurve oder Fliche ge-
wahlt ist, fiir die Kurve oder Flache selbst keinen geometrischen Sinn
hat, wenn nicht die Aussage gegeniiber einer beliebigen Transformation
der Parameter invariant bleibt oder sich in eine invariante Form bringen
1486, so miissen wir auch in der Physik eine Aussage, die nicht gegen-
iiber jeder beliebigen Transformation des Koordinatensystems invariant
bleibt, als physikalisch sinnlos bezeichnen. Beispielsweise hat im oben
betrachteten Falle des ruhenden Elektrons die Aussage, daB dasselbe etwa
zur Zeit z, = 1 rube, physikalisch keinen Sinn, weil diese Aussage nicht
invariant ist.

Was nun das Kausalitdtsprinzip betrifft, so mogen fiir die Gegenwart
in irgendeinem gegebenen Koordinatensystem die physikalischen GroSen
und ihre zeitlichen Ableitungen bekannt sein: dann wird eine Aussage nur
physikalischen Sinn haben, wenn sie gegeniiber allen denjenigen Trans-
formationen invariant ist, bei denen jene als bekannt vorausgesetzten Werte
fiir die Gegenwart unverdndert bleiben; ich behaupte, dal die Aussagen
dieser Art fiir die Zukunft simtlich eindeutig bestimmt sind, d. h. das
Kausalitdtsprinzip gilt in dieser Fassung:

Aus der Kenntnis der 14 physikelischen Potentiale g,.., g, in der
Gegenwart folgen alle Aussagen iber dieselben fiir die Zukunft notwendig
und eindeutig, sofern sie physikalischen Sinn haben.

Um diese Behauptung zu beweisen, benutzen wir das GauBische Raum-
Zeit-Koordinatensystem. Die Einfithrung von(23)in die Grundgleichungen (4)
liefert uns fiir die 10 Potentiale
(24) Juv (/"”’:“_1:293): 9 (s=1,2,38,4)
ein System von ebenso vielen partiellen Differentialgleichungen; wenn wir
diese auf Grund der gegebenen Anfangswerte fiir z, = 0 integrieren, so
finden wir auf eindeutige Weise die Werte von (24) fiir 2, > 0. Da das
GauBische Koordinatensystem selbst eindeutig festgelegt ist, so sind auch
alle auf dieses Koordinatensystem bezogenen Aussagen iiber jene Poten-
tiale (24) von invariantem Charakter.

Die Formen, in denen physikalisch sinnvolle, d. h. invariante Aus-
sagen mathematisch zum Ausdruck gebracht werden konnen, sind sehr
mannigfaltig.

Erstens. Dies kann mittels eines invarianten Koordinatensystems
geschehen. Ebenso wie das vorhin benutzte GauBische ist zu solchem
Zwecke auch das bekannte Riemannsche und desgleichen dasjenige Raum-
Zeit-K oordinatensystem verwendbar, in welchem die Elektrizitit auf Ruhe
und Einheitsdichte transformiert erscheint. Bezeichnet f(¢), wie am Schlul
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von Teil I die im Hamiltonschen Prinzip auftretende Funktion der

Invariante
g= k); 2.9, 9%,

so ist , ’
re=21"(q)-q*=2f (Q)Zl’g"q,

die Viererdichte der Elektrizitit; sie stellt einen kontravarianten Vektor
dar und ist daher fiir ein Weltgebiet, in dem f'(¢)==0 ist und das
Viererpotential nirgends verschwindet, auf (0, 0,0,1) transformierbar.
Nach dieser Transformation sind aus den vier Gleichungen

1
9”9 =O> <8= 1, 2a 3); g4lq = SFTAN

die vier Komponenten des Viererpotentials g, durch die g,, ausdriickbar
und jede Beziehung zwischen den g,, in diesem Koordinatensysteme ist
sodann eine invariante Aussage.

Fiir Partikularlosungen der Grundgleichungen kann es besondere
invariante Koordinatensysteme geben; so bilden z. B. im unten behandelten
Falle des zentrisch-symmetrischen Gravitationsfeldes r, ¥, ¢, ¢ ein bis auf
Drehungen invariantes Koordinatensystem.

Zweitens. Die Aussage, wonach sich ein Koordinatensystem
finden 148¢, in welchem die 14 Potentiale g,.,, g, fiir die Zukunft gewisse
bestimmte Werte haben oder gewisse bestimmte Beziehungen erfiillen, ist
stets eine invariante und daher physikalisch sinnvoll. Der mathematische
invariante Ausdruck fiir eine solche Aussage wird durch Elimination der
Koordinaten aus jenen Beziehungen erhalten. Ein Beispiel bietet der oben
betrachtete Fall des ruhenden Elektrons: der wesentliche und physikalisch
sinnvolle Inhalt des Kausalititsprinzips driickt sich hier in der Aussage
aus, daB das fiir die Zeit z, < O ruhende Elektron bei geeigneter Wahl
des Raum-Zeit-Koordinatensystems auch fiir die Zukunft 2, > 0 be-
stindig in allen seinen Teilen ruht.

Drittens. Auch ist eine Aussage invariant und hat daher stets
physikalischen Sinn, wenn sie fiir jedes beliebige Koordinatensystem giiltig
ist, ohne daB dabei die auftretenden Ausdriicke formal invarianten Charakter
zu besitzen brauchen.

Nach meinen Ausfilhrungen ist die Physik eine vierdimensionale
Pseudogeometrie, deren MaBbestimmung g,, durch die Grundgleichungen
(4) und (5) an die elektromagnetischen GroSen, d.h. an die Materie ge-
bunden ist. Mit dieser Erkenntnis wird nun eine alte geometrische Frage
zur Losung reif, die Frage nimlich, ob und in welchem Sinne die Eukli-
dische Geometrie — von der wir aus der Mathematik nur wissen, da sie

2*
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ein logisch widerspruchsfreier Bau ist — auch in der Wirklichkeit Giiltig-
keit besitzt.

Die alte Physik mit dem absoluten Zeitbegriff iibernahm die Sitze
der Euklidischen Geometrie und legte sie vorweg einer jeden speziellen
physikalischen Theorie zugrunde. Auch GauB verfuhr nur wenig anders:
er konstruierte hypothetisch eine nicht-Euklidische Physik, indem er unter
Beibehaltung der absoluten Zeit von den Sitzen der Euklidischen Geo-
metrie nur das Parallelenaxiom fallen lieB; die Messung der Winkel eines
Dreieckes mit groBen Dimensionen zeigte ihm dann die Ungiiltigkeit dieser
nicht-Euklidischen Physik.

Die neue Physik des Einsteinschen allgemeinen Relativitétsprinzips
nimmt gegeniiber der Geometrie eine vollig andere Stellung ein. Sie legt
weder die Euklidische noch irgendeine andere bestimmte Geometrie vorweg
zugrunde, um daraus die eigentlichen physikalischen Gesetze zu deduzieren,
sondern die neue Theorie der Physik liefert mit einem Schlage durch ein
und dasselbe Hamiltonsche Prinzip die geometrischen und die physikali-
schen Gesetze, namlich die Grundgleichungen (4) und (5), welche lehren,
wie die MaBbestimmung g,, — zugleich der mathematische Ausdruck der
physkalischen Erscheinung der Gravitation — mit den Werten ¢, der
elektrodynamischen Potentiale verkettet ist.

Die Euklidische Geometrie ist ein der modernen Physik fremd-
artiges Ferngesetz: indem die Relativititstheorie die Euklidische Geo-
metrie als allgemeine Voraussetzung fiir die Physik ablehnt, lehrt sie
vielmehr, daB Geometrie und Physik gleichartigen Charakters sind und als
eine Wissenschaft auf gemeinsamer Grundlage ruhen.

Die oben genannte geometrische Frage lauft darauf hinaus, zu unter-
suchen, ob und unter welchen Voraussetzungen die vierdimensionale Euklidi-
sche Pseudogeometrie

91 =1, gn=1, gup=1, g,=—1

Gur=10 (4 +7)

eine Losung der Gravitationsgleichungen bzw. die einzige regulire Losung
derselben ist.

Die Gravitationsgleichungen (8) lauten:

(25)

[Vg K}y + D2 o,

agh”
wo

- -1

(17 Ko = Vg (Kor — 5 Kg,»)
ist. Bei der Einsetzung der Werte (25) wird
(26) [7’§K]ﬂy =0
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und fiir
Q3=0 (8=1,2,3,4)
wird ~
NGL_ .
aght”

d. h. wenn alle Elektrizitdt entfernt wird, so ist die pseudo-Euklidische
Geometrie moglich. Die Frage, ob sie in diesem Falle auch notwendig
ist, d. h. ob — bzw. unter gewissen Zusatzbedingungen — die Werte (25)
und die durch Transformation der Koordinaten daraus hervorgehenden
Werte der g,, die einzigen Teguliren Losungen der Gleichungen (26) sind,
ist eine mathematische, hier nicht allgemein zu erdrternde Aufgabe. Ich
beschriinke mich vielmehr darauf, einige besondere diese Aufgabe betreffende
Uberlegungen anzustellen.

Im Falle der pseudo-Euklidischen Geometrie haben wir

Juv = Yuv>
worin
ra=1, =1, yup=1, y,=-—1,

7.uv:0 (/“"4:")

bedeutet. Fiir jede dieser pseudo-Euklidischen Geometrie benachbarte
MaBbestimmung gilt der Ansatz

(27) gﬂv=7,uv+£h,uv+---:

wo & eine gegen Null konvergierende Grofe und h,, Funktionen der z,
sind. Uber die MaBbestimmung (27) mache ich die folgenden zwei An-
nahmen:

I. Die A,, mogen von der Variabeln 2, unabhingig sein.

II. Die k,, mogen im Unendlichen ein gewisses regulires Verhalten
zeigen.

Soll nun die MaBbestimmung (27) fiir alle ¢ die Differential-
gleichungen (26) erfiillen, so folgt, da8 die k., notwendig gewisse lineare
homogene partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung erfiillen miissen.
Diese Differentialgleichungen lauten, wenn man nach Einstein®)

1
(28) bur = kuy — 5 8uv D by (Bur = ko)
s
Our =10 (u=7),
8, =1

°) Naherungsweise Integration der Feldgleichungen der Gravitation. Berichte d.
Akad. zu Berlin (1916), S. 688.



22 D. Hilbert.

setzt und zwischen den zehn Funktionen k,, die vier Relationen

(29) Okus _, (n=1,2,8,4)

s 0 s

annimmt, wie folgt:
(30) Okur =0,

wo zur Abkiirzung

P T
D=5 T omt T et ~ 52t
gesetzt ist.

Die Relationen (29) sind wegen des Ansatzes (28) einschrinkende
Voraussetzungen fiir die Funktionen hy,; ich will jedoch zeigen, wie
es durch eine geeignete infinitesimale Transformation der Variablen
x,, X,, %, ¥, stets erreicht werden kann, daB fiir die entsprechenden
Funktionen h;w nach der Transformation jene einschrankenden Voraus-
setzungen erfiillt sind.

Zu dem Zwecke bestimme man vier Funktionen ¢, ¢y, ¢35, @4 der
Variablen, die bzw. den Differentialgleichungen

1 9 ohy,

geniigen. Vermdge der infinitesimalen Transformation

T, = i + £@s
geht g,, iber in

o 0@,

g,’w=gw—{—82 gaVTé+€Zgay Ga, T

oder wegen (27) in
! ’
Guv = 7;¢v+£h,ur+"';
WO
14 alpv atpa
by = bys + _ﬁ; Tz,

gesetzt ist. Wihlen wir nun
1 ’
k‘u'r = h::v - ’2’5u72 h88>
8

<o erfiillen diese Funktionen wegen (31) die Einsteinschen Bedingungen (29)
und es wird

’ 1
hﬂ"zkﬂ"_?aﬂ"z kss (k‘uv:kvy)‘
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Die Differentialgleichungen (30), die nach den obigen Ausfiihrungen fiir
die gefundenen k., gelten miissen, gehen wegen der Annahme I in

~2 2 2
Okw' 6kﬂy+6kﬂy:0
dxl PP dxf
iiber und, da die Annahme II — demgemiB verstanden — zu schlieBen

gestattet, daB die &, im Unendlichen sich Konstanten nihern, so folgt,
daB dieselben iiberhaupt Konstante sein miissen, d. h.: Durch Variation
der MaBbestimmung der pseudo-Euklidischen Geometrie unter
den Annahmen I und II ist es nicht méglich, eine regulire MaB-
bestimmung zu erlangen, die nicht ebenfalls pseudo-Euklidisch
ist und die doch zugleich einer elektrizititsfreien Welt ent-
sprieht.

Die Integration der partiellen Differentialgleichungen (26) gelingt
noch in einem andern Falle, der von Einstein®®) und Schwarzschild??)
zuerst behandelt worden ist. Ich gebe im folgenden fiir diesen Fall einen
Weg an, der iiber die Gravitationspotentiale g,, im Unendlichen keinerlei
Voraussetzungen macht und auBerdem auch fiir meine spiteren Unter-
suchungen Vorteile bietet. Die Annahmen iber die g,, sind folgende:

1. Die MaBbestimmung ist auf ein GauBisches Koordinatensystem
bezogen — nur daB g,, noch willkiirlich gelassen wird; d. h. es ist

=0, 4,=0, g,=0.

2. Die g,., sind von der Zeitkoordinate z, unabhingig.

3. Die Gravitation g,, ist zentrisch symmetrisch in bezug auf den
Koordinatenanfangspunkt.

Nach Schwarzschild ist die aligemeinste diesen Annahmen entsprechende
MaBbestimmung in rdumlichen Polarkoordinaten, wenn

x, =rcos?d
x, = rsind cos @
x, = rsin ¥ sin ¢
z, =1
gesetzt wird, durch den Ausdruck
(82) F(r)dr? 4 G(r)(dd? +sin*dde?®) — H(r)dt*
10) Perihelbewegung des Merkur, Sitzungsber. d. Akad. zu Berlin (1815), 8. 831.

%y Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes. Sitzungsber. d. Akad. zu
Berlin (1916), S. 189.
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dargestellt, wo F(r), G(r), H(r) noch willkiirliche Funktionen von r

sind. Setzen wir
r*=¥a(r),

so sind wir in gleicher Weise berechtigt 7*, ¢, ¢ als rdumliche Polar-
koordinaten zu deuten. Fithren wir in (32) r* anstatt r ein und lassen
dann wieder das Zeichen * weg, so entsteht der Ausdruck

(33) M(r)dr®+r?d9® +r2sin? dde?® — W(r)di?,

wo M(r), W(r) die zwei wesentlichen willkiirlichen Funktionen von r
bedeuten. Die Frage ist, ob und wie diese auf die allgemeinste Weise zu
bestimmen sind, damit den Differentialgleichungen (26) Geniige geschieht.

Zu dem Zwecke miissen die bekannten in Teil I angegebenen Aus-
driicke K,,, K berechnet werden. Der erste Schritt hierzu ist die Auf-
stellung der Differentialgleichungen der geoditischen Linien durch Variation
des Integrals

f <M(%)2+r'~’ (%)Z r?sin? & (%)2— W(%Y) dp.

Wir erhalten als Lagrangesche Gleichungen diese:

L A () - 5 ()~ gemee G0+ 3 S () =0
&0, 2 ardo
dp? ' r dp dp

2 dr dq:

dt+W dfdt )
dp: VW dp dp  °

hier und in der folgenden Rechnung bedeutet das Zeichen ’ die Ableitung
nach 7. Durch Vergleich mit den allgemeinen Differentialgleichungen der

geodétischen Linien:
d xs uv\ day Ay
+Z { } dp dp

entnehmen wir fiir die Klammersymbole {’; v} die folgenden Werte — wo-

— sin ¢ cos 9 <—%>2= 0,

ddqz

p dp =0,

bei die verschwindenden nicht angegeben sind:

(-3 (-og (g
{}zé%’_, {122}=%, {?}:-—smﬁcosﬁ
A
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Hiermit bilden wir:
B8]+ {3+ () 2(1)
4

ot )
W+ E T

1w 1w oM 1 Mw

o= {35 3]
T }+{212}{122}+ a3
G HE D
=—1-3 M{‘FM‘F; LWW

Ko 2 133} {38}
33 ar | 1 29\ 2
T TR
;331 ]11} {121 113}+{14)\\ ;33}{231

BREUANS! 4f) T2
=sm279< 1"%‘ r$+M+;;lng)
== (00)
-{f }<{‘1‘} {51+ {50

1 Mw 1 W w

2 2 w’
—m a2 rMwW
Wegen
Vo= VMWrgsinﬂ
wird

KVg= {(;;{Wv;)’—— 2 MLVW 2YMW + QI/M}smﬁ‘
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und, wenn wir

r r—m
M=—"") W=uw?
r—m r

setzen, wo nunmehr m und w die unbekannten Funktionen von  werden,
so erhalten wir schlieBlich

KVg= {(TW ) — 2wm’\sinz9,

MW, J

so daB die Variation des vierfachen Integrals

[[[[KVgardddodt

mit der Variation des einfachen Integrals
[wm! dr

dquivalent ist und zu den Lagrangeschen Gleichungen
m' =0

(34) w' =0

filhrt. Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Gleichungen in der Tat das
Verschwinden sdmtlicher K, bedingen; sie stellen demnach wesentlich
die allgemeinste Losung der Gleichungen (26) unter den gemachten An-
nahmen 1., 2., 3., dar. Nehmen wir als Integrale von (34) m =«, wo
« eine Konstante ist und w =1, was offenbar keine wesentliche Ein-
schrinkung bedeutet, so ergibt sich aus (33) die gesuchte MaBSbestimmung
in der von Schwarzschild zuerst gefundenen Gestalt

(85) G(dr,dd,de,dt)="—dr*+r2d9*+risin®9de® — = di*.

Die Singularitdt dieser MaBbestimmmung bei r =0 fillt nur dann fort,
wenn « = 0 genommen wird, d. h. die MaBbestimmung der pseudo-
Euklidischen Geometrie ist bei den Annahmen 1., 2., 3. die
einzige regulire MaBbestimmung, die einer elektrizitdtsfreien
Welt entspricht.

Fir ¢ 4 0 erweisen sich =0 und bei positivem ¢ auch r =« als
solche Stellen, an denen die MaBbestimmung nicht reguldr ist. Dabei
nenne ich eine MaBbestimmung oder ein Gravitationsfeld g,, an einer
Stelle reguldr, wenn es moglich ist, durch umkehrbar eindeutige Trans-
formation ein solches Koordinatensystem einzufiihren, daf fiir dieses die
entsprechenden Funktionen g, an jener Stelle regular d.h. in ihr und in
ihrer Umgebung stetig und beliebig oft differenzierbar sind und eine von
Null verschiedene Determinante g’ haben.

Obwohl nach meiner Auffassung nur regulire Losungen der physi-
kalischen Grundgleichungen die Wirklichkeit unmittelbar darstellen, so
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sind doch gerade die Losungen mit nicht reguldren Stellen ein wichtiges
mathematisches Mittel zur Annéherung an charakteristische reguldre Lo-
sungen — und in diesem Sinne ist nach dem Vorgange von Einstein und
Schwarzschild die fiir # = 0 und 7 = & nicht regulire MaBbestimmung (35)
als Ausdruck der Gravitation einer in der Umgebung des Nullpunktes
zentrisch-symmetrisch verteilten Masse anzusehen?). Im gleichen Sinne ist
auch der Massenpunkt als der Grenzfall einer gewissen Verteilung der
Elektrizitit um einen Punkt herum aufzufassen, doch sehe ich an dieser
Stelle davon ab, die Bewegungsgleichungen desselben aus meinen physi-
kalischen Grundgleichungen abzuleiten. Ahnlich verhdlt es sich mit der
Frage nach den Differentialgleichungen fiir die Lichtbewegung.

Als Ersatz fiir die Ableitung aus den Grundgleichungen mégen nach
Einstein die folgenden zwei Axiome dienen:

Die Bewegung eines Massenpunktes im Gravitationsfeld wird durch
eine geoditische Linie dargestellt, welche Zeitlinie ist.

Die Lichtbewegung im Gravitationsfeld wird durch eine geoditische
Nullinie dargestellt*®).

Da die Weltlinie, die die Bewegung des Massenpunktes darstellt, eine
Zeitlinie sein soll, so ist es, wie wir leicht einsehen konnen, stets mog-
lich, den Massenpunkt durch eigentliche Raum-Zeit-Transformationen auf
Ruhe zu bringen, d. h. es gibt eigentliche Raum-Zeit-Koordinatensysteme,
in bezug auf die der Massenpunkt bestdndig ruht.

Die Differentialgleichungen der geodatischen Linien fiir das zentrische
Gravitationsfeld (35) entspringen aus dem Variationsproblem

(s () 4o (G0 e (32 -2 (4] am o
sie lauten nach bekanntem Verfahren:

36) (U () frrsinn e (32) T (I 4,

r—a\dp dp dp r \dp
(87) ;1; (r2 g%/ —r? sinﬁcosﬁ(j—zY: 0,
2ain2 9P
(38) 72 sin ﬁdp—-B,
r—edt
(39) . @zo,

wo A, B, C Integrationskonstante bedeuten.

*%) Die Stellen r = « nach dem Nullpunkt zu transformieren, wie es Schwarzschild
tut, ist meiner Meinung nach nicht zu empfehlen; die Schwarzschildsche Transformation
ist iiberdies nicht die einfachste, die diesen Zweck erreicht.

*) Laue hat fiir den Spezialfall L = « Q gezeigt, wie man diesen Satz aus den
elektrodynamischen Gleichungen durch Grenziibergang zur Wellenlinge Null ableiten
kann; Phys. Zeitschrift 21 (1920).
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Ich beweise zundchst, daB die Bahnkurven des rd¢@-Raumes
stets in Ebenen liegen, die durch das Gravitationszentrum
gehen.

Zu dem Zwecke eliminieren wir den Parameter p aus den Differential-
gleichungen (87) und (38), um so eine Differentialgleichung fiir & als
Funktion von ¢ zu erhalten. Es ist identisch

d [ ,d9 249 do drdd | "8\ (dp\? ds d’y
(40) E(’gdp) dp( dg dp> ( Tdody T dp2 ><EE) 1 dpE
Andererseits liefert (38) durch Differentation nach p:

dr . o P A9\ (do\? | o 2 od’e
(29'@3111 & - 27 smﬁcosﬁd;) (Efp) -+ r%sin 1921?—0
2

. . a
und wenn wir hieraus den Wert von d—p%) entnehmen und rechter Hand

von (40) eintragen, so wird
d [ ,dd d*s do\*
aﬂ“dp) < —20tg 9 (5 ))72<?i§> :
Die Gleichung (37) nimmt damit die Gestalt an:
d 19 — 2 tgﬁ( ) = sin & cos &,

eine Ditferentialglemhung, deren allgemeines Integral
sin# cos (¢ +a) + bcos$ = 0
lautet, wo a, b Integrationskonstante bedeuten.
Hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt und es geniigt daher
zur weiteren Diskussion der geoditischen Linien, allein den Wert & =;—z
in Betracht zu ziehen. Alsdann vereinfacht sich das Variationsproblem

wie folgt J
r [dr\2 5 (Ao r—a (AN
6f{r-¢x (Z‘p> +¢z(¢71;) r (dp) fd
und die drei aus demselben entspringenden Differentialgleichungen erster
Ordnung lauten

(41) ) () -G =4
(42) . re =B
(43) T =

Die Lagrangesche Differentialgleichung fiir r

w A e ) () o
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ist notwendig mit den vorigen Gleichungen verkettet und zwar haben
wir, wenn die linken Seiten von (41), (42), (43), (44) bzw. mit [1],
(2], [3], [4] bezeichnet werden, identisch

afi] do 4[2]

dt d[3] _dr
(45) ap " Capap Carap

Ty dp —ap i)

Indem wir ¢ =1 nehmen, was auf eine Multiplikation des Para-
meters p mit einer Konstanten hinauslduft, und dann aus (41), (42),
(43) p und ¢ eliminieren, gelangen wir zu derjenigen Differentialgleichung

fiir o =}; als Funktion von ¢, welche Einstein und Schwarzschild ge-
funden haben, namlich:

fdo\2 1+ 4 A
(46) \ﬁ) =7 — s — o' +eg

Diese Gleichung stellt die Bahnkurve des Massenpunktes in Polarkoor-
dinaten dar; aus ihr folgt in erster Anniherung fiir « =0 bei B = Vb,

= —1 -+ aa die Keplersche Bewegung und die zweite Anndherung fiihrt
sodann zu einer der glinzendsten Entdeckungen der Gegenwart: der Be-
rechnung des Vorriickens des Merkurperihels.

Nach dem obigen Axiom soll die Weltlinie fiir die Bewegung eines
Massenpunktes Zeitlinie sein; aus der Definition der Zeitlinie folgt mithin
stets A < 0.

Wir fragen nun insbesondere, ob der Kreis d. h. r = konst. die Bahn-
kurve einer Bewegung sein kann. Die Identitdt (45) zeigt, dal in diesem

Falle — wegen %= 0 — die Gleichung (44) keineswegs eine Folge von

(41), (42), (43) ist; letztere drei Gleichungen sind daher zur Bestimmung
der Bewegung nicht ausreichend; vielmehr sind (42), (43), (44) die not-
wendig zu erfiillenden Gleichungen. Aus (44) folgt

do\? A
oder fiir die Geschwindigkeit » in der Kreisbahn
2
(48) v? = (r%?) = -2“7
Andererseits ergibt (41) wegen 4 < 0 die Ungleichung
ofAdp\? r—eafdi)\?
w0 (de) - r=(8) <o

oder mit Benutzung von (47)

3
(50) r>7f.
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Wegen (48) folgt hieraus fiir die Geschwindigkeit des im Kreise sich be-
wegenden Massenpunktes die Ungleichung 14)
1
51 —=.
(51) v < 15
Die Ungleichung (50) gestattet folgende Deutung. Nach (48) ist die
Winkelgeschwindigkeit des kreisenden Massenpunktes fiir r =7,

dp _ 1/«
at g

Wollen wir also statt r, ¢ die Polarkoordinaten eines um den Nullpunkt
mitrotierenden Koordinatensystems einfithren, so haben wir nur nétig,

@ durch ¢ - V2—O;§t
zu ersetzen. Die MaBbestimmung

T _dritorrde®—"—dt’

r—o 7

geht durch die betreffende Raum-Zeit-Transformation iiber in

Fiir r = 7, erhilt man hieraus

Yo qrt 4 r2de? + V2ar,dedt + (g-j-‘; —1)ar’

ro—0

und da hier, wegen 7, 3‘7“, die Ungleichungen (21) erfiillt sind, so ist

fiir die Umgebung der Bahn des kreisenden Massenpunktes die betrach-
tote Transformation des Massenpunktes auf Ruhe eine eigent-
liche Raum-Zeit-Transformation.

Andererseits hat auch die in (51) gefundene obere Grenze —lg— tiir die

Geschwindigkeit eines kreisenden Massenpunktes eine einfache Bedeutung.
Nach dem Axiom fiir die Lichtbewegung wird nimlich diese durch eine
geoditische Nullinie dargestellt. Setzen wir demnach in (41) 4 =0, so
ergibt sich fiir die kreisende Lichtbewegung anstatt der Ungleichung (49)

die Gleichung
2 dqo>2 r—a(dt)2_ .
r (dp T T \dpd 03
1) Die Angabe von Schwarzschild 1. ¢., wonach sich die Geschwindigkeit des

. 1
Massenpunktes auf der Kreisbahn bei Verkleinerung des Bahnradius der Grenze 5

nihert, entspricht der Ungleichung r = « und diirfte nach obigem nicht zutreffend sein,
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zusammen mit (47) folgt hieraus fiir den Radius der Lichtbahn:

_ 3e
-2
und fiir die Geschwindigkeit des kreisenden Lichtes der als obere Grenze

in (51) auftretende Wert: 1

v=—_.
13
Allgemein erhalten wir fiir die Lichtbahn aus (46) wegen A =0 die
Differentialgleichung -

do\? 1
(52) (3%) =?—92+“93;
. o e 3}3 . S . ,
dieselbe besitzt fiir B = gl den Kreis r = 5~ als Poincaréschen ,, Zykel

— entsprechend dem Umstande, dafl alsdann o — 3% rechts als Doppel-

faktor auftritt. In der Tat besitzt in diesem Falle die Differentialglei-
chung (52) — fiir die allgemeinere Gleichung (46) gilt Entsprechendes —
unendlich viele Integralkurven, die jenem Kreise in Spiralen sich unbe-
grenzt nihern, wie es die allgemeine Zykeltheorie von Poincaré verlangt.

Betrachten wir einen vom Unendlichen herkommenden Lichtstrahl
und nehmen « klein gegeniiber seiner kiirzesten Entfernung vom Gravi-
tationszentrum, so hat der Lichtstrahl angenshert die Gestalt einer
Hyperbel mit Brennpunkt im Zentrum. Daraus ergibt sich auch die Ab-
lenkung, die ein Lichtstrahl durch ein Gravitationszentrum erfihrt; die-

selbe wird ndmlich gleich %‘f

Ein Gegenstiick zu der Bewegung im Kreise ist die Bewegung in
einer Geraden, die durch das Gravitationszentrum geht. Wir erhalten die
Differentialgleichung fiir diese Bewegung, wenn wir in (44) ¢ = 0 setzen
und dann aus (43) und (44) p eliminieren; die so entstehende Differential-
gleichung fiir r als Funktion von ¢ lautet:

x a’r 3« dr\? | «(r—e)
2 —_
(53) e 2r(r—a) (E.t_) + 298 =0

mit dem aus (41) folgenden Integral
dr\2_ [r—ea\? | r—ea\d
o0 (= (5 a5

r r
Nach (53) fillt die Beschleunigung negativ oder positiv aus, d. h. die
Gravitation wirkt anziehend oder abstoBSend, je nachdem der Absolutwert
der Geschwindigkeit
r
t

r—aoa
r

& &

P
% |

.5:11 L
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oder
1 r—«
> 7—37 -
ausfallt.
Fiir das Licht ist wegen (54)
ldr| _r—e,
|~ r

das geradlinig zum Zentrum gerichtete Licht wird in Ubereinstimmung
mit der letzten Ungleichung stets abgestoBen; seine Geschwindigkeit
wichst von O bei 7 =« bis 1 bei r=ooc.

Wenn sowohl o« wie % klein sind, geht (53) angendihert in die
Newtonsche Gleichung

2

=
<

|

1
2

S
- 2

2

=9

4
iber.

(Eingegangen am 29. 12. 1923.)



