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Uber nichtholonome Systeme.
Von

Georg Hamel in Berlin.

Den Ansto8 zu dieser Arbeit gaben zwei Noten des Herrn Ivan Tzénofi:
_Sur les équations du mouvement des systémes matériels non holonomes®,
die 1920 in Liouvilles Journal?) und soeben 1924 in diesen Annalen?
erschienen sind. Herr Tzénoff leitet Bewegungsgleichungen ab, die einen
Mischtyp aus Lagrange und Appell darstellen; die Rechnung kann erheb-
lich vereinfacht werden, so daB man das Resultat sofort einsieht: das soll
in § 1 geschehen,

Weiter vergleicht Herr Tzénoff seine Gleichungen mit denen, die Herr
Woronetz in seiner Arbeit®): ,,Uber die Bewegung eines starren Korpers,
der ohne Gleitung auf einer beliebigen Fliche rollt* 1911 in § 5 abgeleitet
hat und die inhaltlich mit den von mir in meiner Habilitationsschrift 1903
(auch in der Zeitschrift fiir Math. und Physik*) 1904): ,,Die Lagrange-
Eulerschen Gleichungen der Mechanik* sowie in der Annalenarbeit?) ,,Uber
die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik® gegebenen Bewegungs-
gleichungen iibereinstimmen, nur daB meine Gleichungen erheblich weiter-
reichen, indem sie die Verwendung beliebiger nichtholonomer Geschwindigkeits-
parameter gestatten. In der Form aber sind meine Gleichungen so iiber-
sichtlich wie die Lagrangeschen, was man von denen des Herrn Woronetz
nicht behaupten kann. Da meine Arbeiten offenbar wenig bekannt sind
— Herr Tzénoft nennt sie nicht —, mochte ich in § 2 kurz zeigen, wie

die Gleichungen des Herrn Woronetz als Spezialfall in meinen ent-
halten sind.

1) Journal de Math. pures et appliquées (8) 3.
?) Math. Annalen 91.
%) Math. Annalen 70.
%) Zeitschr. f. Math. u. Physik 50.
%) Math. Annalen 59.
Mathematische Annalen. 92 3
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Drittens erwahnt Herr Tzénoffi am Schlusse seiner Arbeit einen
bemerkenswerten Satz des Herrn Woronetz iiber das Hamiltonsche Prinzip
(§ 7 der genannten Arbeit): aber sowohl Herr Woronetz wie auch Herr
Tzénoff beweisen die Richtigkeit nur so, daB sie die Ubereinstimmung
mit ihren Bewegungsgleichungen dartun, wihrend man den Satz auch
sofort, fast ohne Rechnung aus dem richtig verstandenen Hamiltonschen
Prinzip einsehen kann, wenn man sich der Uberlegungen meiner Arbeiten
bedient. Das soll in § 3 dieser Note ausgefiihrt werden. Ich bediene mich
der Bezeichnungen meines Lehrbuches iiber ,,Elementare Mechanik* (Teubner,
Leipzig 1912, 2. Aufl. 1922.)

§1.
Die Gleichungen des Herrn Tzénofl.

Es liege ein rheonomes System von einer endlichen Anzahl von
Freiheitsgraden vor, d.h. es lasse sich der Ortsvektor nach irgendeinem
Punkte des Systems durch

(1) 47:7(%: Qos v oo G Tnvrs » o5 Tntnd t)

darstellen, so daB die kinetische Energie B eine quadratische Funktion
der ¢ wird, mit Koeffizienten, die noch von den ¢ und von der Zeit ¢
abhiingen konnen.

Ferner mogen noch die folgenden, im allgemeinen nichtholonomen
Bedingungen gegeben sein:

n

(2) Gutm™= 2 Oy o s (m=1,2,...,k),
§=1
denen die Bedingungen fiir die virtuellen Verschiebungen
(2’) 6Qn+m= Zam,saq
entsprechen. Nach (2) gilt
(3) én-&-m:Zam sqs+
8
und daher
Olnem _
(4) an am,s’

Aus (1) folgt in bekannter Weise fiir die Geschwindigkeit eines System-
punktes
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und fiir die Beschleunigung
_ dF . a7 - - a7
w:WMZBQ, qi +2’ aq“+‘ qnfs
und daher
o _ or .
(5) % o (=1,2,..,n+k)

Weiter folgt aus (1) fiir die virtuellen Verriickungen

i]
i t\ﬂ .

q’a +2 Uq Qn+s

§=1

(6)

und daher aus dem Lagrangeschen Prinzip (Vereinigung des Prinzips der
virtuellen Arbeiten mit dem von d’Alembert),
Sdmw-67 = 8 dk-oF,
durch Einsetzen von (6)
(7) ZQ 5q‘; ! 2Qn+saqn+s'—'2K6q1_L S‘ n+séqn+s’
=1

wo die @ die Lagrangeschen Beschleunigungskomponenten Sdmﬁi—g—;: und

die K die Kraftkomponenten Sd@g-:— sind. (S bedeutet die Summation
iiber das System.)

Setzt man nun (2') in (7) ein und beachtet, daB die dg; nun ganz
willkiirlich sind, so bekommt man die Bewegungsgleichungen in der
Rohform

x %
(8) Qi+2am,iQn+m:Ki+2am 1Kn-rm:K
m=1 m=1
Nun ist bekanntlich
d E

(9) =3 (52) 50>
aber nach (5) auch gleich
(10) Samw L = Sdmw 22 _ 27,

g 59; aqi

wo W die bekannte Appellsche Beschleunigungsfunktion } Sdm w? ist.

Nehmen wir in (8) fir @, den Ausdruck (9), fiir @

o+ den Aus-
druck (10), so bekommen wir

jt (ag,) Bq +§ m, i = Ki,

6q n+m
3%
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oder wegen (4)
d (36E\ _E | oW

@ i o)~ %t %
wo der Strich an W’ andeuten soll, daB die Differentiation nach den ¢, nur
insofern vorgenommen werden soll, als sie in den g,,, enhalten sind
(nach (3)).

Dies sind die Gleichungen des Herrn Tzénoff in der zweiten Form.

Seine erste Form li8t sich aber auch sofort gewinnen:

=K (1=1,2,...,n),

Bezeichnet man das E, in das man die ¢, ,, nach (2) eingesetzt
hat, mit E”, so ist

(11) oE" bE Z 0ntm __ oE N oK

aQG = 0 aQn-}—m agz an ' aQJ‘ )

wenn auch hier der Strich an £’ #hnlich wie oben bei W' andeuten soll,
daB nur nach den Variablen differenziert werden soll, die in den g, _,,
vorkommen (nach (2)).

Ebenso ist

II

—_ __}_ aQn1—m 6E B aE’
(12) aqz B aq %Y agu-rm 04; aql aq' )

Lést man (11) und (12) nach %];i bzw. nach % auf und setzt in (I)
i i

ein, so erhdlt man die ersie Form des Herrn Tzénoff:

\ L
1

6g:  At\ 0% ) g,

d 3E” oE" 3E’ d /0E\ oW’ ’
&oos N L — K
(II) dt ( 6&,) aq, ! v

§2
Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen.

In meinen zu Anfang zitierten Arbeiten habe ich folgendes bewiesen
(man vergleiche auch die Darstellung in Heuns Lehrbuch der Mechanik 1,
Kinematik, Goschen 1906):

Es sei 7 eine bloBe Funktion von ¢, ¢,,...,¢,, also E eine bloBe
Funktion der ¢ und der ¢. Man fiihre neue GeschwindigkeitsgréBen als
unabhéngige lineare Funktionen der ¢ ein,

(18) w, = 2”’ b, ,q, oder aufgeldst ¢,= Zn’ ¢, , 0
i=1

Entsprechend virtuelle Verschiebungen,

(14) 89, = 3b, g, oder aufgelist dg,— S, 59,
=1 X
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Aus diesen beiden Definitionen folgen unter der zuldssigen, aber nicht
gerade notwendigen Annahme

(15) odg; = ddg;,
welche mit
dd¥V = d o7
gleichwertig ist, die Ubergangsgleichungen ,
(16) déd, — 6dﬁm=i§;’ﬁi’s’m6ﬁidﬁs,
wo d9 = wdt und -
(17) ﬁt,s,m:,z—,(%%:l—égg:_h)cl,zch,s

ol
gesetzt ist.
Niitzlich, "aber nicht notwendig ist es, die 49, als Konstante auf-

sufassen und die zweiten Gleichungen (14) als infinitesimale Punkttrans-

formationen, dann geben die zweiten Gleichungen (13) zusammen mit den

Ubergangsgleichungen (16) die erweiterten Punkttransformationen ddg,.
Aus dem Lagrangeschen Prinzip wird dann

(18) 2 Q;89,= Y K; 69,

wo die rechte Seite die vi;'tuelle Arbt:it der eingeprigten Krifte Sdko7F
ist, wihrend

(19) Q.=% _xE

ist. Dabei bedeutet die ImpulsgroBe J; die Ableitung von K nach w,,

wihrend X; E die zu 89, gehorende erweiterte Punkttransformation von E
ist. Ausfiihrlich geschrieben ist

, _d [9E 0B (4E
(19 ) Qi‘?ﬁ(m)”{—%vﬂz,s,mws awm—\aﬁ‘)‘
Hier ist <2—f‘> eine Abkiirzung fﬁrZ Zf ¢, ;- Sind die §; als wirkliche
2 " s 77

Koordinaten vorhanden, so ist dieser Ausdruck die Ableitung von E
nach 9,, die # sind null und wir haben in (19°) den bekannten
Lagrangeschen Ausdruck (9) fiir die @,.

Wenn nun die ¢; alle unabhingig sind und daher die 64 alle will-
kiirlich, wenn wir also ein holonomes, skleronomes System haben, es aber
fiir gut finden, die nichtholonomen Geschwindigkestsgrofen « einzufihren,
so lauten die Bewegungsgleichungen nach (18)

(III) *) : Q =K, (1=1,2,...,0),

%) Die Gleichungen (III) mit (19') schon 1898 bei Volterra: ,Sopra una classe
d1 equazioni dinamiche“. Atti di Torino 33. Ferner bei Woronetz, 1 c. Gl (25) § 8.
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wo die @, nach (19) bzw. (19") zu bestimmen sind und die
- oF = (o7
Ki—;g’c,,isak—@=3dk(m).

Wenn aber das System nichtholonom und rheonom ist, so konnen
wir es so einrichten, daf

(20) ¢,=9,=1 und also §,=w,=1 Iist,

und entsprechend

(20") ég,=069,=0,

daB ferner die nichtholonomen Bedingungsgleichungen die Form annehmen:
(21) Wy, =0 (h=1,2,....,n —k—1)
und entsprechend die virtuellen Verschiebungen verschwinden:

(21") 09,1, =0 (h=1,2,...,n—k—1),

wihrend die k ersten ¢ frei bleiben.

Infolgedessen bestehen bei den nichtholonomen Bedingungen (21) nur
die % ersten der Bewegungsgleichungen (III) und in diesen hat man dann
noch (20) und (21) einzusetzen, so daB der Summationsbuchstabe s in (19")
nur die Werte 1 bis % und » annimmt. Ferner sieht man: wenn ein 9,
eine wirkliche Koordinate ist, sind nach (16) die § mit dem letzten In-
dex ¢ Null und die entsprechenden Glieder kénnen in (19") fortgelassen
werden.

Das sind die von mir gegebenen und als Lagrange-Eulersche bezeich-
neten Gleschungen fiir nichtholonome Systeme.

Um die Gleichungen des Herrn Woronetz zu bekommen, brauchen
wir das Ergebnis nur fiir den in § 1 geschilderten Fall hinzuschreiben.

Wir setzen

(22) w;=¢, und 0% =dq, fir t=1,2,...,n,

so daB die f mit einem SchluBindex kleiner oder gleich n nuil sind.
Weiter setzen wir

k
(23) wn-\-m:q.n-rm'— Za’m,sqs _'amén-rkﬁﬂ:O fir m=1, trte k
1

und entsprechend

o

(23’) 6ﬁn+m=6q'n+m_ am,36QS_am6Qn+k-r1=0 fiir m=13""k'

s

&=

Endlich setzen wir

(24) i1 = Gnizer =1
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und

(24') ) 03 141 =0 i 141 =10,

so daB auch die B mit dem letzten Index n 4 k£ + 1 null sind.
Folglich lauten die Bewegungsgleichungen

(V) dJi_}" 2 lgzsn—f-m s n+m+ 2 /3, nt+krl, n+mJn+m

m=1,2,...,

_(%)zﬂg (i=1,2,...,n).

II n

m

Dabei ist J; fiir £ =1, ..., n gleich -ﬁ-f:

Weil aber in allen Fillen nach der Differentiation, hier aber auch
schon wor der Differentiation die Gleichungen (22), (23) und (24) benutzt
werden diirfen, ist auch fir 7 =1,...,n

__9E”
i aéi .

Dagegen ist
oo oE oE

J ==

nTm

COnim  Ouim’
und hier darf man erst nach der Differentiation von den Bedingungs-
gleichungen (23) und (24) Gebrauch machen.
Rechnet man noch die § nach (23)und (23) aus, so hat man in (V)
genau die Qleschungen des Herrn Woronetz.
Vergleicht man die verschiedenen Formen von Bewegungsgleichungen
miteinander, so ist sicher die Form (19)
Y _XE=K
neben der Appellschen
oW

T K
die iibersichtlichste. Bei welcher die Ausrechnung am einfachsten ist, das
wird sehr von den besonderen Umstinden abhingen. Oft wird die Roh-
form (8) unter Benutzung von (9) das einfachste sein. In jedem Falle
aber sind die Formen der Herren Appell und Tzénoff deshalb zu beanstan-
den, weil sie die Funktion W brauchen, wahrend man mit £ und den Be-

dingungsgleichungen auskommt.
§ 3.
Der Satz des Herrn Woronetz.
Aus der Lagrangeschen Zentralgleichung

Sdmz?z-ér_E;Sdmv OF—O0E=04
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ergibt sich sofort durch Integration
iy
Squ—)-aﬂjj—_—.tf(aEJraA)dt,

und wenn man an den Enden des Zeitintervalls nicht verschiebt, das
Hamiltonsche Prinzip:

(25) J(BE+064)dt=0.

Da die Giiltigkeit der Lagrangeschen Zentralgleichung durchaus an die
Annahme

doF —0d7r=0
gekniipft ist (siehe dariiber meine zweite Arbeit), so hat man auch
(26) ddqg=14ddyq

fiir alle ¢ ohne Ausnahme anzunehmen und hat deshalb, wenn
w; =0

eine nichtholonome Bedingung ist, wohl
89, =0

zu nehmen, aber nichi
dow; =0,

da sonst nach den Ubergangsgleichungen die vorstehenden Bedingungen
im allgemeinen nicht zu erfiilllen wiren. Infolgedessen darf man auch
in dem Hamiltonschen Prinzip nicht vor Ausfiihrung der Variation von den
nichtholonomen Bedingungen Gebrauch machen, sondern erst hinterher.

Nun ist aber, wenn wir wieder von den Annahmen des § 2, insbeson-
dere den Gleichungen (20) bis (21") Gebrauch machen,

x
i E oE
3E) e, 01 =2 (7e) S, (-) dw,
( )wl.—rh—(),wn—-l TE (5% o2 =0, wu=1 Qz+ g{ 00 a4 y=0, w0y =1 ;

oE

L= daw,, .
Oy = <5wn

n

n
=1
n—k—1 oE
—7%7 <5mk+l

b )(pk_‘_h:o,w,‘:l

>“)k+h=0' w,=1

In den beiden ersten Gliedern darf man auch vor Ausfithrung der Diffe-
rentiation w,,, =0 und w, =1 setzen, so daf die beiden ersten Glieder
zusammen OE  ergeben, d.h. die Variation von E unter Beriicksichtigung
der nichtholonomen Bedingungsgleichungen; das letzte Glied fillt fort, da

SE=08E" + DI L
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und das Hamiltonsche Prinzip (25) nimmt die Form an
(VI) f((SE”—f—l 2 ;’k+lawk+l+6A)dt=O)

=1,2,...,n—k—

wobei (26) fiir alle g zu beachten ist.

Das ist der Satz des Herrn Woronetz:

oMan darf im Hamiltonschen Prinzip in der kinetischen Energie
vor Ausfihrung der Variation von den michtholonomen Bedingungen Ge-
brauch machen, wenn man zur Korrektur dieses Fehlers die Variation der
linken Sesten der nichtholonomen Bedingungsgleichungen o, ,=0, jede
met dem zugehorenden Impuls multipliziert, unter dem Integral hinzufiigi.“

Berlin, den 3. Mirz 1924.

(Eingegangen am 4. 3. 1924.)



