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Uber die Abbildung der projektiven Ebene auf eine
geschlossene singularititenfreie Fliche im
erreichbaren Gebiet des Raumes.

Von
Friedrich Schilling in Danzig-Langfuhr.

Auf Anregung von Herrn D. Hilbert hat W. Boy zum ersten Male
die interessante Aufgabe gelost, die projektive Ebene punktweise ein-
eindeutig abzubilden auf eine geschlossene, singularititenfreie Fliche, die
in einem erreichbaren Gebiet des Raumes gelegen ist (z. B. innerhalb
einer Kugel mit gegebenem Radius um einen uns vor Augen liegenden
Punkt des Raumes)?). Herr Boy hat zur Losung der Aufgabe sehr viel
weiter reichende Untersuchungen der Analysis situs benutzt; auch laft
seine Methode es vermissen, da die Abbildung der projektiven Ebene
selbst auf die Fliche hinsichtlich der Zuordnung der einzelnen Punkte
erfafit wird. .

Wir wollen daher im folgenden diese Abbildung nach einer neuen,
iiberraschend einfachen Methode durchfiihren, die so elementar und an-

) Werner Boy, Uber die Curvatura integra wnd die Topologie geschlossener Fla-
chen, Dissertation, Gottingen 1901, abgedruckt in den Math. Annalen 57, 8. 151 ff.
Im Auszug gibt das Resultat seiner Untersuchungen die Arbeit: Uber die Abbildung
der projektiven Ebene auf eine im Endlichen geschlossene, singularitatenfreie Fliche,
Gottinger Nachrichten 1901, S. 1—-14. Die von Boy konstruierten zugehdrigen beiden
Modelle sind gleichzeitig im Verlage von Martin Schilling in Leipzig als Serie XXX
Nr. 1 und 2 erschienen.

Im Gegensatz zu Boy habe ich im Text statt ,im Endlichen“ geschlossene
Fliche ausdriicklich ,Fliche in einem erreichbaren Gebiet des Raumes” gesagt, um
damit sogleich anzudeuten, daB nicht nur fiir Euklidische, sondern auch fiir ellipti-
sche und hyperbolische Geometrie unsere Aufgabe formuliert sein soll. In der ellipti-
schen Geometrie wiirde ja die projektive Ebene selbst schon die Forderung erfiillen,
eine im Endlichen geschlossene, singularititenfreie Fliche zu sein.

Wegen der weiteren Literatur sei auf die Arbeit von Boy verwiesen. Die von

uns konstruierte Fliche wird man leicht mit der ersten Fliche von Boy vergleichen
konnen.
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schaulich ist, daB sie ohne weiteres in jedem Lehrbuch der projektiven
Geometrie Aufnahme finden kann. Unsere Methode benutzt die einfache
Regel: Divide et impera, d. h. wir zerschneiden die projektive Ebene €
in einzelne Teile, verbiegen und verzerren diese in geeigneter Weise und
setzen dann diese Teile wieder zu einer geschlossenen Fliche § zusammen.
Wir wollen unserer Betrachtung wegen der Einfachheit der Darstellung
die Verhiltnisse der Euklidischen Geometrie zugrunde legen, so daB wir
als ,,uneigentliche Punkte nur die Punkte der unendlich fernen Geraden
zu den eigentlichen Punkten zu adjungieren haben. Doch wird jeder, der
mit der modernen nicht-Euklidischen Geometrie vertraut ist, leicht er-
kennen, daf unsere Ausfithrungen, sinngemifl iibertragen, ebenso fiir die
elliptische wie die hyperbolische Geometrie gelten oder auch fir die rein
projektive Geometrie, deren Aufbau iiberhaupt noch kein Parallelenaxiom
zugrunde liegt.

Wir projizieren zunichst” die horizontal gedachte projektive Ebene E
auf die von dem horizontalen groBten Kreise begrenzte untere Halfte
einer die Ebene beriihrenden Kugel von deren Mittelpunkt M aus (Fig. 1).
Jeder im Endlichen gelegene Punkt P, der Ebene findet dann sein Ab-
bild in esnem bestimmten Punkt P, der Halbkugel. Nur jeder unendlich

y
Fig. 2.

ferne Punkt ¢, der Ebene € hat als Abbild zwei diametrale Punkte @, @,
auf dem Rande der Halbkugel. Diese Halbkugel sei dann weiter auf die
von ihrem Rande begrenzte Kreisfliche orthogonal projiziert. Diese Kreis-
fliche stellt dann in analoger Weise wie die Halbkugel die Abbildung der
ganzen Ebene € vor (Fig. 2). Denken wir noch den Rand der Kreisfliche
sich selbst der Art zugeordnet, dal je zwei diametrale Punkte einander
entsprechen, so ist die Kreisfliche dadurch (analog wie bei den Funda-
mentalbereichen der automorphen Funktionen) zu einer geschlossenen
Fliche geworden.
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Es stellt also eime solche Kreisfliche mit der Zuordnung des Randes
gewsp das einfachste erreichbare, singularititenfreie Abbild der projektiven
Ebene dar. Dieses Abbild ist auch stets ebenso zu verwenden, wie die
spater von uns konstruierte geschlossene Fliche & °).

Folgende kleine etwas abschweifende Bemerkung sei noch einzufiigen
gestattet: Wir denken diese Kreisfliche so auf die Ebene € gelegt, dafl
ihr Mittelpunkt 3 mit dem Beriihrungspunkt 3/, der Ebene € und der
Kugel zusammenfllt und die Durchmesser der Kreisfliche mit den ent-
sprechenden Strahlen durch M,. Wird dann diese so entstandene Figur
in der Ebene € um irgendeinen Strahl dieser Ebene durch den Punkt M,
gedreht, so erhalten wir aus der Kreisfliche eine Kugel, deren diametrale
Punkte einander zugeordnet sind, und der von dieser Kugel eingeschlossene
Raum ist das Abbild des ganzen durch die Drehung aus der Ebene &
entstandenen projektiven Raumes. Somit kann man also die Euklidische,
elliptische und hyperbolische Geometrie des Raumes mit allen eigentlichen
und uneigentlichen Punkten, Geraden und Ebenen, mit der absoluten
Fliche 2. Grades und dem zugehdrigen absoluten Polarsystem in diesem
durch die Zuordnung der Begrenzung geschlossenen Kugelraum deuten,
insbesondere hinsichtlich eines anschaulichen axiomatischen Aufbaus dieser
Geometrien, worauf wir jedoch hier nicht naher eingehen konnen.

Jetzt soll nun aber aus der Kreisfliche der Fig. 2 eine neue Fliche §,
natiirlich unter Verzerrungen, zusammengebogen werden, indem man den
Rand der Zuordnung entsprechend mit sich selbst ver-
einigt. Wihrend wir also bisher projektiv verfahren sind,
kommen nun die Anschauungen der Analysis situs zu_
ihrem Recht, in der wir uns Kurven und Flichen gleich- ¥
sam aus beliebig zusammen- oder ausziehbarem Gummi Fig. 3.
zu denken haben. Die Verhiltnisse sind vergleichsweise
denen ganz analog, die beim Zusammenbiegen der Fliche eines Recht-
ecks mit zugeordneten Réndern gemiB der Fig. 3 zu einer Kreisringfliche
vorliegen.

Zur Erreichung unseres Zieles zerlegen wir zuniichst die Kreisfliche
der Fig. 2 durch zwei vom Mittelpunkt M gleich weit abstehende Parallele,
deren Abstand wir spiiter noch festlegen werden, in drei Teile (Fig. 4).
Diesen beiden Parallelen entsprechen iibrigens in der Ebene & ersichtlich

’) Man kann natiirlich die untere Halbkugel auf die Ebene des begrenzenden
Kreises auch von dem hochsten Punkt der Kugel aus stereographisch projizieren.
Dann erhilt man als Abbild der projektiven Ebene wieder eine Kreisfliche mit dia-
metral zugeordnetem Rande. Die Geraden der projektiven Ebene sind dann durch

Kreisbogen abgebildet, welche die Begrenzung der Kreisfliche in diametralen Punk-
ten schneiden.
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die beiden Aste einer Hyperbel (vgl. Fig. 7 und Fig. 12). Der mittlere
schraffierte Teil I der Fig. 4 148t sich nun durch Vereinigen der Rand-
stiicke 4, C, und A4, C, in ein M&biussches Blatt, wie es durch die so-
gleich noch naher erliuterte Fig. 5 dargestellt sei, zusammenbiegen, das

ja eine ,einseitige* Fliche mit esner Randkurve ist®). Es ist hiermit zu-
gleich in einfachster Weise gezeigt:

Die projekitve Ebene stellt eine einsestige Fldche vor.

Die beiden anderen Teile IIa und IIb der Fig. 4 kénnen wir durch
Vereinigen der beiden begrenzenden Kreisbogen unter entsprechenden Ver-
zerrungen zu einem Vollkreis IT vereinigen (Fig. 6). Dies sei wie folgt
ausgefithrt: Wir denken uns die
entsprechenden Gebiete I1a und
TIb auf der Halbkugel (Fig. 7).
Dann kénnen wir ja das Ge-
biet IIb durch das diametrale
Gebiet II'b ersetzen, das mit
IIa zusammen einen Kugel-
abschnitt bildet. Dieser geht
dann durch orthogonale Pro-
jektion auf die Ebene seines

Fig. 7. .begrenzenden Kreises in einen
Vollkreis iiber.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diesen Vollkreis und das Mébius-
sche Blatt mit entsprechenden Randstiicken aneinander zu heften. Wir
denken zu dem Zweck das Mébiussche Blatt (Fig. 5) der besseren Uber-
sicht wegen fiir einen Augenblick noch in zwei Teile zerlegt, indem wir

3) Vgl. hinsichtlich der einseitigen Flichen z. B. Boy, Dissertation S. 34 ff. oder
Math. Annalen L. c. S. 167ff. oder M&bius, Gesammelte Werke II, Leipzig 1886, S. 434
und 8. 519,
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es von A iiber 7 nach C und von B iiber M nach D durch Linien zer-
schneiden, die den Rindern A4, ¢, und 4,0, bzw. der Strecke BD in
Fig. 4 entsprechen sollen (Fig. 8a, b). Und zwar moge man sich die
Entstehung der Teile dann folgendermafen
veranschaulichen: Man denke sich eine Ellipse
mit vertikaler groBer Achse MT. (Eine
Ellipse statt eines Kreises ist nur deswegen
gewihlt, damit die Figuren, insbesondere
Fig. 9, nicht unnétig groB werden.) Léngs
der einen durch die Punkte M, T begrenzten
Hilfte der Ellipse moge eine Strecke so
entlang gleiten, daB ihr Mittelpunkt auf
der Ellipse bleibt und die Strecke selbst
stets zur Ellipsenebene senkrecht steht. Die Fig. 8b. Fig. Sa.
Strecke beschreibt dann also ein Stiick eines
elliptischen Zylinderringes (Fig. 8a). Léngs der anderen Ellipsenhilfte
soll dagegen eine gleichgroBe Strecke, auch stets horizontal bleibend,
mit ihrem Mittelpunkt auf der Ellipse von derselben Anfangslage durch
den Punkt M aus entlang gleiten, doch jetzt so, daf die Strecke sich
proportional dem Hohersteigen dreht und zwar insgesamt um 180°
Dieser zweite Teil der Fliche ist also ein Stiick einer Art Schrauben-
fliche (Fig. 8b), deren Gleichung leicht aufzustellen ist. Sind nun diese
beiden Flidchenteile zusammengesetzt, so daf ihre Ellipsenhilften sich er-
ginzen, dann sollen noch je der obere und der untere Teil dieser Fliche so
durch Zusammendriicken verbogen werden, daB der hochste und der tiefste
Punkt elliptische Flichenkriimmung bekommen und auch die beiden Teile
ohne Knick sich aneinandersetzen (Fig.5). Es sei gleich hier noch be-
merkt: Den Teil der Fig. 8b kann man als Stiick von einer rechts oder
links gewundenen ,Schraubenfliche annehmen. Demgem&l erhdlt man
zwei verschiedene Mobiussche Blitter und daraus auch zwei verschiedene
geschlossene Flichen § und ¢’ fiir die projektive Ebene €. Diese ver-
schiedenen Flichen sind jedoch als spiegelbildlich zueinander anzusehen,
wie ein Paar Handschuhe, und es kann das eine Gebilde durch Um-
krempelung in das andere iibergefithrt werden, indem man zunéchst ein
kleines Loch in die eine Fliche ¥ eingeschnitten denkt und diese Fliche
durch das Loch hindurchstiilpt und dann das Loch wieder richtig schlieBt.
Wir bevorzugen im folgenden eine rechisgewundene Fliche, wie sie auch
die Fig. 8b darstellt. ’

Um nun die Verhiltnisse bei der immerhin komplizierten Fliche %
leicht anschaulich uns vorstellen zu kénnen, wollen wir weiterhin die
»Kotierte Projektion der Fliche* benutzen. Wie ein Gelinde durch seine
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Hohenschnitte (Isohypsen) in einer Karte dargestellt ist, so wollen wir
auch hier das Mobiussche Blatt und die sich daraus ergebende Fliche &
durch in gleichem Abstande aufeinander folgende Horizontalschnitte dar-
gestellt denken. Wir kénnen etwa annehmen, daBl diese Schnitte im Ab-
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Fig. 9.

stande von 2,5 mm auf-
einander folgen. Dann
wiirdenals,,Koten*“oder
Hohenziffern » zu den
gewahlten 17 Schnitten
hinzuzuschreiben sein:
0;2,5; 5,0;...; 40 mm,
wobel wir die Hohe %
der ganzen Fliche eben
zu 40 mm angenommen
haben (Fig. 9, entspre-
chend den verkleinert
wiedergegebenen Fig. 5
und 8a, b).

Der besseren Uber-
sicht wegen sind die
einzelnen  Horizontal-
schnitte  iibereinander
gezeichnet; doch sind
jedesmal an beiden Sei-
ten durch kleine Kreise
zwei Punkte angegeben,
die beim richtigen Uber-
einanderlegen der Fi-
guren im Raume in zwei
senkrechten Geraden zu
liegen kommen. In die-
sen Figuren geben die
stark ausgezogenen Bo-
gen oder Strecken 1—2
und 3—4 fiir sich die
Héhenlinien fiir die bei-

den Teile der Fig. 5 von dem Mobiusschen Blatt wieder und die schwach
ausgezogenen Bogen die Hohenlinien fiir dle verzerrte Kreisfliche der Fig. 6.
Diese letzteren Hohenlinien sollen nun den in Fig. 6 eingezeichneten
Kurven entsprechen, die wir speziell als Hyperbeldste wihlen, worauf wir

sogleich zuriickkommen.
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Beim Ubergang von dem Schnitt 12,5 mm zu dem Schnitt 15 mm
sind zwei Doppelkurven der Fliche % entstanden, was keine Singularitit
bedingt. Analoges gilt beim Ubergang vom Schnitt 22,5 mm zum Schnitt
95 mm. Die vier Schnittpunkte mit den Doppelkurven verschwinden
dann wieder beim Ubergang vom Schnitt 25 mm zum Schnitt 27,5 mm
und von diesem zum Schnitt 30 mm. Besonders zu beachten ist jedoch
der Ubergang vom Schnitt 17,5 mm iiber den Schnitt 20 mm zum Schnitt
22,5 mm. Beim Schnitt 20 mm ist der
Doppelpunkt S zu erkennen, der in ver-
schiedener Weise vorher und nachher auf-

geldst ist. Die Verhdltnisse sind hier /\
ganz analog, als wenn wir die kotierte )
Projektion bei einem hyperbolischen Para-

boloid mit horizontal gelegener Tan-

gentialebene im Scheitelpunkte S be-

trachten, wo die Umgebung des Scheitel-

punktes § vor und nach dem Horizontal- Fig. 10a.

schnitt in den beiden Erzeugenden des

Scheitelpunktes Hyperbéldste in dem einen oder anderen Paar Winkelrjumen
liefert (Fig. 10a,b). Ja, man kann, wenn man will, die Umgebung des
Punktes S unserer Fliche ¥ geradezu als solchen Teil eines
hyperbolischen Paraboloids ausgebildet denken. \/

Wenn man nun auch unsere so gewonnene Fliche sich
in ihrer Gesamtheit vielleicht schwer vorzustellen vermag,
so ist doch leicht ein anschauliches Bild von ihren einzelnen /\
Teilen zu gewinnen, in die man sie sich zerlegt denken Fig. 10b.
kann. Und zwar moge man sich auBer dem Méobiusschen
Blatt an der Hand der Fig. 9 jeden der vier Teile der Fliche { vor-
stellen, die durch Verbiegen und Verzerren aus denjenigen vier Qua-
dranten der Kreisfliche der Fig. 6 entstehen, wie sie durch die Durch-
messer G und KH geliefert werden. Den zugehorigen Halbmessern
dieser Quadranten entsprechen ja die vier feingezeichneten Linien, die
vom Punkte § des Schnittes 20 mm der Fig. 9 auslaufen. Man iiberzeugt
sich dann vollends auch leicht, daB diese vier Teile der Fliche in der
Tat zusammen der schlichten Kreisfliche der Fig. 6 entsprechen.

Um nun auch bequem die punktweise eineindeutige Abbildung der
projektiven Ebene & auf unsere Fliche § der Fig. 9 iiberblicken zu
konnen, wollen wir auf der Ebene § in einfacher Weise ein Kurvennetz
einzeichnen und dieses iiber die Halbkugel (Fig. 1 oder 7) und die Kreis-
flache (Fig. 2) auf die Fliche { iibertragen. Zu dem Zweck fithren
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt M
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und vertikaler z-Achse ein (Fig. 1). Die Gleichung der gegebenen
Kugel sei:

(1) -y 2t =

Die Hyperbeln der Fig. 6 und die zu ihnen deswegen noch hinzuzuden-
kenden Hyperbeln derselben Ebene, weil ja die Begrenzung der Fig. 6
kein gréfter Kugelkreis ist, liegen ferner auf den hyperbolischen Zylindern:

(2) ¥ —2*=c (—r* o<+,

entsprechen also den durch die beiden Gleichungen (1) und (2) gegebenen
Kurven auf der Kugel. Die orthogonalen Projektionen dieser Kurven
auf die horizontale Kreisfliche der Fig. 4 sind gegeben durch die Glei-
chungen:

(3) x4 2y*=rid-c,

sind also Ellipsenbogen (Fig. 11). Fiir ¢=10
erhilt man eine Ellipse mit den Scheitelpunk-
ten 8., 8,, und zwar entspricht diese Ellipse
den Durchmessern G und HK der Fig. 6.
Fir ¢ = — r? ergibt sich der Punkt M und
fiir ¢= - r? ergeben sich die Schnittpunkte
T,, T, der y-Achse mit dem begrenzenden
Kreise der Fig. 11.

Vom Mittelpunkte M der Kugel aus werden
die Kurven auf der Halbkugel durch die Kegel

(4) e+ (e — 1)y F(c+r) =0

projiziert. Die Kurven der Halbkugel entsprechen also in der Ebene &,
in die wir die vom Beriihrungspunkte 3/, ausgehenden &, 7-Achsen parallel
zu den z, y-Achsen einfithren, den Kurven:

(3) -8+ (c— 1)+ (c-Fr?)r?*=0 (Fig. 12).

Fiir ¢ =0 ergeben sich also die Parallelgeraden 5= 4 » und fiir
—r? L ¢ < 0 Ellipsen, fir 0 < ¢ < r* Hyperbeln, die sich fiir lim¢ =1r?
auf den unendlich fernen Punkt 7 der 5-Achse zusammenziehen. In
der Pig. 12 ist auBer diesen Kurven auch die den Parallelgeraden der
Fig. 4 entsprechende Hyperbel eingezeichnet.

Bs ist nun leicht zu iibersehen, daB wir diese Kurvenschar in der
Ebene € unmittelbar den Hohenkurven unserer Fliche §§ in der Fig. 9
zugeordnet annehmen kdonnen, so dal wir auch die zugehdrigen Koten »
der Fig. 9 auf die Kurvenschar der Ebene € iibertragen konnen (vgl.
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Fig. 12). Wir wollen einfach folgende Beziehung zwischen den Parametern
¢ und » festsetzen:

(6) % =€—2%:-‘3~h oder ° (6a) cxﬂ(%:i—— ),

wo % wieder die gesamte Hohe der Fliche, bei unserer Annahme also
k= 40 mm, ist.

Sollen die Punkte B, D der Fig. 11 auf der Ellipse fiir » = 2,5 mm
oder ¢ = — 7r? gelegen sein und analog die Punkte 4,, C,, 4,, ¢, auf
der Ellipse fiir » = 37,5 mm oder ¢ = -+ 7% so muB ersichtlich der Ab-
stand MB = MD == 27% gewihlt sein, wie es in den Figuren auch der

Fall ist, fiir die noch r = 14 mm gewahlt ist. In den Fig. 6, 11 und 12
ist dann den einzelnen Kurven noch die Kote » der ihnen entsprechenden
Hohenkurven der Fig. 9 hinzugefiigt.

Wir wollen weiter in der Ebene & noch eine zweite Kurvenschar
hinzunehmen, nimlich z, B. die konzentrischen Kreise mit dem Mittel-
punkte 3,. Es ist einfach, diese Kreise auf die Halbkugel der Fig. 1,
auf die Kreisfliche der Fig. 2 und auf die Kreisfliiche der Fig. 6 zu iiber-
tragen. In der Fig. 2 ergeben sich dann die Kreise um M und in der
Fig. 6 parallele Sehnen zum Durchmesser 4,0,. Auch diese Kurven
wollen 'wir je mit einer Indexziffer versehen denken, und zwar kénnen
wir als solche Indexziffer 1 etwa den Radius der konzentrischen Kreise
in der Fig. 2 oder 11 wahlen, so daf die Indexziffer 1 von 0 bis » va-
rijert. Die Schnittpunkte dieser Kreise in der Fig. 11 mit der anderen
Kurvenschar wollen wir auch auf die Kurven der Fig. 9 iibertragen denken,
so daB jede von diesen dann auch eine Skala trigt, der Indexziffer 2 der
Schnittpunkte entsprechend. Es hat keinen Zweck, dies, etwa auch durch
Vervollstindigung der Figuren, im einzelnen noch auszufiihren, was ja gar
keine Schwierigkeit bieten wiirde. Jedenfalls erkennt man:

Auf solche Weise lift sich die punktweise eineindeutige Zuordnung
der projektiven Ebene & und unserer konstruierten Fliche § wvollsidndig
Gibersehen.

Man kann dann auch jede Figur der projektiven Ebene € auf die
Flache & iibertragen, insbesondere ein rechtwinkliges Koordinatensystem
oder ein projektives Dreieckskoordinatensystem. Im Falle der Euklidi-
schen Geometrie entspricht insbesondere der unendlichfernen Geraden von €,
d. h. dem begrenzenden Kreise der Fig. 11, eine bestimmt angebbare
Kurve der Fliche §, die auch durch die Punkte S, A, C und 7 der Héhen-
kurven 20, 37,5 und 40 mm der Fig, 9 hindurchgeht. Im TFalle der
hyperbolischen Mafbestimmung koénnen wir etwa den begrenzenden Kreis
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der Fig. 6 als Abbild des reellen absoluten Kegelschnittes ansehen und
werden dann besser als die abzubildende projektive Ebene die Tangential-
ebene im Punkte S, der Fig. 7 (an Stelle der fritheren Ebene §) wihlen.
Dann umfat der von den diinnen Linien der Fig. 9 gebildete Flichenteil,
die Verbiegung der Kreisfliche der Fig. 6, noch abgesehen von der Be-
grenzung, die Gesamtheit der esgentlichen Punkte der hyperbolischen Ebene,
wihrend das Mobiussche Blatt einschlieBlich der Begrenzung die Gesamt-
heit aller wneigentlichen Punkte darstellt, Man kann also die MaB-
bestimmung in allen drei Arten der Geometrien unmittelbar auf unsere
Flache & iibertragen denken.

(Eingegangen am 8. 3. 1924.)



