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Bemerkung iiber die ebenen Elementarkurven
3. Ordnung.

Von

Otto Haupt in Erlangen.

1. Einlestung. TUnter einer ,,vollig stetigen™ (ebenen) Kurve versteht
man nach Herrn Juel') eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve, also
eine (im projektiven Sinne geschlossene) Kurve, fiir welche, mit Ausnahme
hochstens endlich vieler Stellen, an jeder Stelle genau eine vordere und
esme hintere Halbtangente existiert, die entgegengesetzt gerichtet sind und
sich stetig mit der Stelle indern®). Kurven, die sich aus einer endlichen
Anzahl von konvexen Bogen (,,Elementarbogen‘?®)) zusammensetzen, heiflen
.,Blementarkurven*).

Herr Juel hat nun den Satz bewiesen*): Die wvollig stetigen, ebenen
Kurven 8. Ordnung sind Elementarkurven.

Im nachstehenden soll gezeigt werden, daB die Voraussetzung der
volligen Stetigkeit entbehrt werden kann, daB also folgende Behauptung
richtig ist: Die ebenen Kurven 3. Ordnung sind Elementarkurven.

Nachdem man einmal wei, daB die Kurven 3. Ordnung stets Ele-

1) a) C. Juel, Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4.
Ordnung (D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, 7. R., Naturvidensk. og Mathem.
Afd., 11, 2, Kopenhagen 1914, S. 113 und 125);

b) vgl. auch C. Juel, Einige Sétze iber ein- und mehrteilige Elementarkurven
4, Ordnung (Math. Ann. 76 (1915), S. 343346, bes. § 2, S. 845).

?) Wegen der Begriffe: Kurve, stetig differenzierbare Kurve, Halbtangente usw.
sieche A. Rosenthal, Uber die Singularititen der reellen ebenen Kurven (Math. Ann.
73 (1913), S. 481 1).

3) Juel, L. c. 3), a) S. 116. Beuziiglich der Deﬁmtlon des konvexen Bogens vgl.
auch Nr. 3 der vorliegenden Arbeit. Die von uns beputzte Definition ist gleichbe-
deutend mit der von Herrn Juel zugrunde gelegten.

4 Juel, 1. ¢. 9, a) S. 136 f. Auch mehrteilige Kurven kénnen zugelassen wer-
den. Der Satz gilt, wie Herr Juel (L c., S. 114) hervorhebt, nicht mehr fiir Kurven

4. Ordnung.



O. Haupt. Ebene Elementarkurven 3. Ordnung. 89

mentarkurven sind, iibertrigt sich die von Herrn Juel®) (fiir vollig stetige
Kurven) entwickelte Theorie im wesentlichen unveréndert auf die allge-
meinen Kurven 3. Ordnung.

2. Weil jeder Teilbogen eines konvexen Bogens wieder konvex ist,
folgt — etwa mit Hilfe des Heine-Borelschen Uberdeckungssatzes — zu-
nichst®): Damit die (ebene) Kurve € eine Elementarkurve sei, ist not-
wendig und hinreichend, daB zu jeder Stelle P von € eine Umgebung”)
auf © gehort, die in endlich viele Konvexbogen zerlegbar ist.

Zum Beweise unserer Behauptung geniigt es deshalb, Bogen 3. Ord-
nung zu betrachten.

Diese Bogen konnen wir iberdies als (beschrdnkte) Jordanbogen vor-
aussetzen. Bei der Bestimmung der ,,Ordnung® einer Kurve wird nim-
lich jeder mehrfache Punkt der Kurve mit seiner Vielfachheit in Anschlag
gebracht®); eine Kurve 3. Ordnung kann demgemiB héchstens einen mehr-
fachen Punkt vom Vielfachheitsgrad 2 besitzen, sie ist also in endlich
viele Bogen zerlegbar, von denen keiner einen mehrfachen Punkt besitzt.
Und wir haben nur beschrdnkte derartige Bogen in Betracht zu ziehen,
weil die Umgebung®) eines unendlich. fernen Punktes auf € (bzw. ein
konvexer Bogen, der einen unendlich fernen Punkt enthilt) definiert ist
als das projektive Bild eines beschrinkten (bzw. eines beschrinkten kon-
vexen) Bogens?®).

Wir kénnen uns sogar damit begniigen, die Umgebung eines End-
punkies®) P, von Jordanbogen 3. Ordnung zu betrachten. Denn die Um-
gebung U eines inneren®) Punktes P, auf emem Jordanhogen % ist die
Vereinigung der beiden einseitigen Umgebungen U" und 1~ von P, auf %
Also ist U in endlich viele Konvexbogen zerlegbar, wenn dies fur u’
wohl als auch fiir U~ zutrifit. Ohne Einschrinkung der Allgememhelt
diirfen wir schlieBlich voraussetzen, dafi der betrachiete Bogen keine den
Endpunkt P, enthaltende Strecke als Teilbogen aufweist; denn eine solche
Strecke wire bereits eine konvexe Umgebung von P, auf dem Bogen.

8) Juel, 1. ¢. ¥, a) 8. 1371

8) Juel, L ¢. 1), a) 8. 126.

) Wegen des hier und im folgenden verwendeten Begriffes: Umgebung eines
Punktes auf einer Kurve sei verwiesen auf die Arbeit ,Uber Kurven endlicher Ord-
nung® (Math, Zeitschr. 19 (1924), § 2, S. 288, Nr. 8). Im folgenden zitiert mit A.

8 Rosenthal, L. ¢. %), S. 487.

%) A., Nr. 9.
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3. Ehe wir zum Beweise des in Nr. 1 aufgestellten Satzes, in der
aus Nr. 2 sich ergebenden Fassung, iibergehen, sei an folgendes erinnert'¢):
Es bedeute 9B einen Jordanbogen mit den (voneinander verschiedenen)
Endpunkten P, und P,. Dabei kann 9B selbst eine Strecke sein oder B
kann Strecken als Teilbogen enthalten. Wir bezeichnen mit Ky die (ab-
geschlossene) konvexe Hiille von B, mit ® (Kg) die Begrenzung von Ksg.
Ist B Teilmenge von & (Ky) oder auch mit & (Kg) identisch, so heifit B
konvex. .

Im Falle B ein beliebiger (nicht notwendig konvexer) Jordanbogen
ist, besteht & (Kgp) aus Punkien der beiden folgenden Arten:

I. Der Punkt B (Punkt erster Art) von & (Ky) gehort zu %B. Falls
B keine Strecke ist, gibt es immer mindestens drei verschiedene derartige
Punkte, die nicht der gleichen Geraden angehdren.

II. Der Punkt I' (Punkt zweiter Art) von & (Ky) gehort nicht zu B,
sondern ist innerer Punkt der abgeschlossenen Verbindungsstrecke BB’
zweier Punkte B und B’ erster Art von & (Ky). Jeder Punkt im Innern
der Strecke BB’ ist ebenfalls ein Punkt [T zweiter Art. Die Gerade §,
welche B und B’ verbindet, ist Stiitzgerade an Ky lings der Strecke BB’
Durch I sind B und B’ eindeutig- bestimmt.

Es gilt der, fiir das Folgende niitzliche, Hilfssatz: Es sei ¥ nichi-
konvez, es bezeichne I einen Punkt zweiter Art auf @& (Ky), ferner B und B’
die beiden, durch I bestimmten, Punkte erster Art auf @ (Ky) und B ihre
Verbindungsgerade. Dann gibt es auf ®(Ky) immer Punkte I' der fol-
genden Beschaffenheit: Mindestens einer der Punkte B und B’ ist weder
ein Endpunkt von ¥ noch Endpunkt einer auf B liegenden, nur Punkte
von B enthaltenden, abgeschlossenen Strecke, deren zweiter Endpunkt mit
einem Endpunkt von B zusammenfillt.

Der Beweis des Hilfssatzes wird in Nr. 7 nachgetragen.

4. Wir wenden uns zum Beweise unserer Behauptung, daB eine hin-
reichend kleine Umgebung des Endpunktes eines Jordanbogens 3. Ord-
nung konvex ist. Dieser Beweis soll indirekt gefiihrt werden.

Der zu betrachtende Jordanbogen B von 3. Ordnung sei umkehrbar
eindeutiges und stetiges Abbild der Strecke 0 <#<1; dabei entspreche
P, dem Parameterwerte ¢, = 0, in Zeichen: P, {¢,}. Die zu untersuchende
Umgebung N (e) {t, <t <t +e=1,} von P, auf B mit dem zweiten

10) Siehe etwa: J. Hjelmslev, Contribution & la géométrie infinitésimale de la
courbe réelle (Oversigt over det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forh. 1911, Nr. 5, § 1,
8. 434—442).
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Endpunkte P, {t,} sei so gewdhit'*)," daB erstens U (e) von P, aus unter
esnem Winkel ¢ <% erschesnt und daB zweitens U (e) relativ einfach ist

beziiglich P,; letzteres soll besagen'?), daB 1 (e) mit jedem von P, aus-
gehenden Halbstrahle s hochstens einen, von P, verschiedenen gewdhn-
lichen Punkt oder eine, P, nicht enthaltende, Strecke (d. h. einen ,,von P,
verschiedenen, auf s verldngerten'®) Punkt von B) gemeinsam hat.

Diese Wahl von U (¢) ist moglich: Es gibt ein 2, > 0, so daf fir
0 < & <, alle 1 (¢) diese Eigenschaften besitzen. Denn erstens ist jeder
Bogen endlicher Ordnung fiiberall vorn und hinten differenzierbar?), so
daB eine geniigend kleine, einseitige Umgebung jedes Punktes von eben
diesem Punkte aus unter beliebig kleinem Winkel erscheint; zweitens ist
jeder Bogen 3. Ordnung in endlich viele, relativ einfache Bogen zerlegbar 14y,

Es sei von jetzt ab smmer 0 < ¢ < 1, vorausgesetzi. Jeder auf einem
Halbstrahl s durch P, gelegene innere (gewdhnliche oder auf s verlingerte)
Punkt P von U(¢) ist dann Schnstipunkt auf s *°).

Ist U (e) nicht konvex, so gibt es nach dem Hilfssatze der Nr.3
mindestens zwei voneinander verschiedene gewohnliche Punkte B {7(e)}
und B’{t'(¢)} von U(e), deren Verbindungsstrecke BB’ zwar zu & (Kue))
nicht aber zu U (e) gehort und wobei B und B’ nicht gleichzeitig mit den
beiden (gewdhnlichen oder auf der Verbindungsgeraden § von B und B’
verlingerten) Endpunkten von U(e) zusammenfallen'®). Dabei sei etwa
L<t(e) <t (6) <t =1, + e

Unter der westeren Annahme, daB 1 (e) von 3. Ordnung®?) sei, wer-
den wir jetzt (Nrt. 5) zeigen: Der eben genannte Punkt B’ muB fiir jedes ¢
(0 < & < 7,) zusammenfallen mit dem (von P, verschiedenen) Endpunkte
P, von U (e), der evtl. auf B verlingert ist; dabei ist, um es nochmals
hervorzuheben, U (¢) als nicht-konvex angenommen. Und von da aus
‘werden wir schlieBlich (Nr. 6) zu einem Widerspruch gelangen.

11) Dabei ist ¢ >0 eine reelle, beliebig klein gewdhlte Zahl. 1 (¢) ist nach den
in Nr. 2 gemachten Voraussetzungen keine Strecke.

) A, Nr. 6.

13) A, Nr. 21, FuBnote *').

4y A, Nr. 19.

%) A., Nr. 16. — Definition von ,Schnittpunkt* und , Stiitzpunkt* a.a. 0. (Nr. 12).

1%) Die Ausdrucksweise: ,,B (bzw. B/) fallt mit einem auf B verlingerten inneren
Punkte (bzw. Endpunkt) von 11(z) zusammen® soll besagen, daB z. B. B einer auf 8
liegenden abgeschlossenen, nur aus Punkten von 1 (¢) bestehenden Strecke angehort,
die nur innere Punkte (bzw. die einen Endpunkt) von U (2) enthilt.

%) Wir nehmen an, daf U(s) von 3. Ordnung sei, weil jeder Bogen von 2.
(bzw. 1.) Ordnung konvex ist.
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5. Zuniichst konnen die eben -(Nr. 4) erwihnten Punkte B und B’
nicht beide mit snneren (gewohnlichen oder auf § verlingerten) Punkten
von 11(e) zusammenfallen. Denn andernfalls ist § (die Verbindungsgerade
von B und B’) Stiitzgerade von U(e) mit den Stitzpunkten®®) B und B';
folglich®) hitte eine zu § hinreichend benachbarte Parallele mit W (e)
mindestens vier verschiedene (gewdhnliche oder verlingerte'?)) Punkte ge-
meinsam, wihrend doch 1 (&) von der Ordnung 3 sein soll.

Ferner kinnen die in Rede stehenden Punkte B und B’ auch nicht
mit P, zusammenfallen. Fiir B’ ist dies wegen der oben getrofienen Fest-
setzung £, < ¢ < t' < ¢, von selbst ausgeschlossen. Nimmt man aber an,
es falle B mit P, zusammen, so wiirde (vgl. Nr.4) der durch B mit-
bestimmte Punkt B’ mit einem ¢nneren (gewdhnlichen oder auf g ver-
lingerten) Punkt S von 11(e) zusammenfallen; einer der von P, ausgehen-
den, auf B liegenden, Halbstrahlen hitte also mit U(e) den Stitzpunkt S
gemeinsam, wilirend doch (gemdB Nr. 4) U(e) als relativ einfach beziig-
lich P, vorausgesetzt war. P, kann iibrigens nach den (in Nr. 2) ge-
machten Annahmen auf keiner Geraden verlingerter Endpunkt von 11(e) sein.

Falls U(e) nicht-konvex, ist es also, wie behauptet, immer moglich,
durch den Endpunkt P, von U(¢) eine Gerade § zu legen, welche 11(¢)
in einem, von P, verschiedenen, inneren Punkte B stiitzt. P, und B
konnen dabei auf 3 verlingerte Punkte von U (e) sein?). AuBer P, und
B hat § keine Punkte mit 11(¢) gemeinsam, weil 1(¢) von 3. Ordnung
sein soll und weil B Stiitzpunkt ist*®).

6. Es sei jetzt ¢ = ¢, fest gewihlt gemiB der Bedingung 0 < e, <,
und es werde wieder 11, = U (¢,) als nicht-konvex angenommen. Es be-
zeichne weiter §, die (zufolge Nr. 5 vorhandene) durch den Endpunkt P,
von U, laufende Gerade, weiche 1I, in dem von P, verschiedenen Inneren
Punkte B, von 1, stiitzt. SchlieSlich bedeute g diejenige der beiden,-
von B, gebildeten offenen Halbebenen, in der, weil 8, Stiitzgerade von Ku,
ist, P, und iiberhaupt alle Punkte von 1, liegen, mit Ausnahme der (evtl.
auf B, verlingerten) Punkte P, und B,.

Sei zundchst By {t(e,)} gewchnlicher Punkt von U, auf f,. Der von
B, ausgehende, in ©; verlaufende Halbstrahl s, durch P, zerlegt 9. in
zwei (offene) Winkelgebiete: <[P, B,P,] und < [P,B,R,]; dabei bedeutet

18 A, Nr. 12. Fillt B oder B’ mit einem auf B verlingerten Punkt von 11 (e)
zusammen, so ist unter dem ,Stiitzpunkt® eben dieser verlingerte Punkt zu ver-
stehen. — Die Bezeichnungen der Nr. 4 des Textes sind auch in gegenwirtiger Nr. 5
beibehalten.

19) Zwei verlingerte Punkte eines Bogens auf der gleichen Geraden heiflen ,ver-
schieden“, wenn die sie bildenden, abgeschlossenen Strecken punkifremd sind.
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R, einen von B, verschiedenen Punkt des auf B, liegenden, von B, aus-
gehenden, P, mcht enthaltenden Halbstrahles. Die den Intervallen

L <t <t(e,) bzw. t(g) <t <1, entsprechenden Teilbogen P B, bzw.

B P von 1, verlaufen, abgesehen von den Endpunkten P, und B, bzw. B,
und (dem evtl. anf B, verlingerten Endpunkte) P;, ganz in <):[P B RO]
bzw. in < [P,B,P,] ). Denn1l,ist (Nr. 4) relativ einfach beziiglich P,,
kann also mit dem von B, ausgehenden Halbstrahl s,, auBer Py und B,
hochstens einen weiteren Punkt gemeinsam haben, der iiberdies nich¢ auf
der Strecke B P, liegen darf. Dies ist-aber ausgeschlossen, weil 11, von

P, aus unter einem Winkel ¢ <—g~ erscheint (Nr. 4). B, ist iiberdies
Schnittpunkt von 1, auf s,.

Wire nun auch 1/3:)?0, d h U, =U(e){t, Lt Lt (eg) =1, + &}
(0 < & < &,), nicht konvex, so lieBe sich durch B, die Gerade f; legen,
welche U1, in dem inneren (evtl. auf f, verlingerten) Punkte B, stitzt.
B, ist verschieden von P, und von dem (evtl. auf §, verlingerten) End-
punkte von U,, mit welchem B, zusammenfillt. Folglich ist B, innerer
Punkt von < [P,B,R,] und P, ist daher (innerer) Punkt des Winkel-
gebietes < [P,B,B,]. Auf g, muB B, Schnittpunkt von U, sein oder mit
einem auf B, verlingerten derartigen Schnittpunkte zusammenfallen®?);
denn sonst wiirde B, mit einem Stiitzpunkte von U, auf §; zusammen-
fallen und dann hitte eine geeignet gewdhlte, zu f, benachbarte Gerade
mit 11, mindestens vier verschiedene Punkte gemeinsam — einerlei ob die
Umgebungen von B, und B, auf 11, beide in der gleichen, durch B, be-
stimmten Halbebene verlaufen oder in verschiedenen Halbebenen*?).

Es tritt also 1, im Punkte B, aus dem Gebiete << [P, B,B,] iiber
in das Gebiet <« [B,ByR,]. Da P, in <« [P,B,B,] liegt, so mull 1,
auBer B,, noch mindestens einen weiteren Schnitipunkt auf f, besitzen**).
Da andererseits §, mit U, auBer dem Schnittpunkt B, und dem Stiitz-
punkt B, weitere Punkte nicht gemeinsam haben kann (Nr. 5), sind wir
bei einem Widerspruche angelangt.

Die oben gemachte Einschrinkung, daB B, gewdhnlicher Punkt von
U, auf B, sei, sollte nur eine bequemere Formulierung unserer Uber-
legungen ermoglichen. Diese lassen sich unverdndert durchfithren auch
im Falle eines auf B, verlingerten Punktes B, von 1,.

20y B, kann nicht mit einem auf s, verldngerten Punkte von i, zusammenfallen.
Denn sonst wiirde B, anf §, (sieche im Text weiter unten) einen Stiitzpunkt von U,
liefern. Vgl. auch ).

21) Das wére nicht der Fall, wenn B, mit einem auf s, verlingerten Punkte
von I, zusammenfiele.

22) A., Nr. 13-
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7. Nachtrag zu Nr. 3. Der Beweis des Hilfssatzes der Nr. 3 148t sich
etwa so fiithren: Es gibt Punkte I zweiter Art auf & (Kg). Denn andern-
falls wiren alle Punkte der einfachen geschlossenen Jordankurve @& (Kgy)
Punkte B erster Art; diese geschlossene Kurve wire also Teilmenge des
Bogens ¥, was unmdglich ist.

Es seien P, und P, die Endpunkte von 8. Angenommen nun, der
Hilfssatz wire nicht, richtig, dann miiite die Gesamtheit der Punkte

von ® (Ks) das Innere einer einzigen Strecke PyP; bilden, welche Teil-
menge der Strecke P, P, oder (wean P, mit P, und P, mit P, zusammen-
fallt) mit ihr identisch ist; die abgeschlossenen Strecken P,P, und P, P,
gehoren zu ®(Ky).?®) Die nicht zum Tnnern von P; P, gehérigen Punkte
von & (Ky) wiren somit sdmitlich von erster Art und folglich der von
ihnen gebildete Jordanbogen 5™ mit den Endpunkten Py und P Teilmenge
von B. Da andererseits aber P, und P, innere oder Endpunkte von B*
sind, so muB B mit B* identisch sein; d.h. B ist konvex gegen die
Voraussetzung.

Erlangen, Math. Seminar d. Univ., 1. XII. 1923.

23) Dabei soll P} auf P, P, zwischen P, und P/ liegen.

(Eingegangen am 8, 12. 1923.)



