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Uber Greensche Randbedingungen.

Von
0. Haupt in Erlangen und E. Hilb in Wiirzburg.

§ 1.
Fragestellung.

1. Es bedeute & die Peripherie des Einheitskreises in der Ebene der
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten z, y. Die Bogenlinge auf & sei
mit s bezeichnet (0 < s < 2x), das Innere 2%+ y? <1 des Einheitskreises
mit §*.

Eine bekannte Randwertaufgabe besteht dann in der Bestimmung aller

2" u

Werte des Parameters 1, fiir welche die Differentialgleichung v —f—g—;

- du=0 eine in & + & stetig differenzierbare, eindeutige und auf §
verschwindende Losung w(z,y) besitzt. Wie man weil, gibt es abzihl-
bar unendlich viele, ausnahmslos reelle derartige Werte 4 und dement-
sprechend abzihlbar unendlich viele Lésungen w;(z, y), j=1,2,....

Es seien w,(z,y) und u,(z, y) irgend zwei derartige Losungen. Ihre
Werte auf & (ihre ,,Randwerte’) wollen wir kurz mit %,(s) und u,(s)
bezeichnen und die Werte der Normalableitung von %, bzw. u, beziiglich
£ mit vl(s)=%% bzw. v, (s =%q% (0<s<L2q). Wegen u(s)=0,

u,(8) =0 gilt dann die Relation

(@) Ten(s) 03(5) — (8 m,(5)] ds = 0.

Wir wollen dafiir sagen: ,,Die Randwerte (u,, v,) und (u,,v,) stehen in
G-Relation*.
Allgemein stehen irgend zwei lineare Aggregate von Randwerten:

O;_;w

=1

m m n n
(Zeuuu, 3cuv,) baw. (Y y,u,, 3 v,v,) mit konstanten Koeffizienten
=1 £2=1 y=1
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€« y» in G-Relation; dies driicken wir so aus: ,,Dre (u,v,), 1=1,2,...,
bilden ein G-System*. Die (u,, v,) nennen wir die ,,Elemente” des Systems.

Unabhingig von diesem Ausgangspunkt legen wir den Begriff eines
G -Systems fest wie folgt: Gegeben sei eine Menge von Funktionspaaren
(u(s), v(s)), wo u und v esndeutige, reellwertige endliche Funktionen der
reellen Verdinderlichen s (0 < s < 2n) bedeuten, die nebst ihrem Quadrate
im Lebesqueschen Sinne integrierbar (summierbar) sind; kurz gesagt:
« und v sollen ,,Funktionen der Klasse L« sein?). Die Menge liefert ein
G-System, wenn irgend zwei ibrer ,,Elemente* (w,, »,) und (u,,?,) in
G-Relation stehen, d. h. wenn

27

(@) 6“:”1(8) vy (8) — uy(s) v, ()] ds = 0.
Man beachte dabei, daB das Produkt v im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbar ist, wenn % und v zur Klasse L® gehoren.

Beispiel eines G-Systems ist die Menge der Elemente (u, v), wobei
u(s)=0 in 0<Ls<2n, wihrend v(s) eine beliebige Funktion der
Klasse L® ist. Dieses @-System Iy hat zudem die Eigenschaft, daB es
keiner Erweiterung mehr fihig ist im folgenden Sinne: Irgendein zur
Klasse L® gehoriges Element (u, v), welches zu allen Elementen von I,
in @- Relation steht, gehort selbst zu Iy, d. h. es ist u(s)=0, 0<s< 2x.
In der Tat: Ist u=f(s), v =g(s) gegeben und soll dieses Element mit
allen Elementen von I', in G-Relation stehen, so muf das insbesondere
fiir das Element u, = 0, v, = f(s) von I, gelten, also

2z

JTu(6) () = () o(s)] ds = 0 = f7(5)1"ds,

0

woraus f(s)=0 (bis auf eine Nullmenge)) in 0 <s < 2z sich ergibt.
Ein in diesem Sinne vollstindiges G-System, wie es I, ist, nennen

wir kurz ein , komplettes G-System“. Und die, eine ,willkiirliche* Funk-

tion ¢ (s), d. h. eine beliebige Funktion ¢ (s) der Klasse L*, enthaltende

Darstellung % (s) = 0, v(s)= ¢ (s) fiir die Elemente von I'; heifle die

»Parameterdarstellung von I'“.

) Wir betrachten also im folgenden nur endliche Funktionen. Dies ist keine
wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, da es zu jeder iiber 0 < s < 2 summier-
baren Funktion eine zu ihr dgquivalente, d.h. hochstens in den Punkten einer Null-
menge von der ersten verschiedene, endliche Funktion gibt. Vgl. etwa C. Carathéodory,
Vorlesungen iiber reelle Funktionen (Leipzig 1918, § 387 und 391). Im Interesse einer
kurzen Ausdrucksweise werden wir iibrigens im folgenden durchweg zwei (endliche)
Funktionen als nicht verschieden ansehen, wenn sie dquivalent sind.
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Jedes komplette G-System gibt AnlaB zu einer Greenschen Rand-
bedingung bzw. zu einer Greenschen Randwertaufgabe?).

2. AufBler I, sind noch andere Beispiele von kompletten G- Systemen
(bzw. Greenschen Randbedingungen) bekannt?), die wir kurz anfithren wollen:

a) Der Randwertaufgabe, bei welcher g% = 0 gefordert wird, entspricht
das komplette G'-System mit der Parameterdarstellung % =y (s), v =0,
unter y (s) wieder eine ,,willkiirliche* Funktion verstanden. (,,Zweite Rand-
wertaufgabe“.)

b) Ein komplettes G'-System bildet ferner die Gesamtheit aller (zur
Klasse L® gehérigen) Elemente (u, v), fir welche

f1(3> u(s)+ f:z(s) v(s)=0,
unter f,(s), f,(s) gegebene beschrinkte Funktionen der Klasse L° ver-
standen, fiir die etwa £, (s) > 1, (0 < s < 2x) bleibt. (,,Sturmsche Aufgabe®-.)

Eine Parameterdarstellung des Systems ist: u = ¢ (s), v = ——2 gzg p(s).%)

Man verifiziert wie oben, daB die so dargestellten Elemente tatsichlich ein
Jkomplettes G-System bilden.

¢) Die ,allgemeinste Sturmsche Aufgabe® wird bestimmt durch ein
komplettes @ -System mit der Parameterdarstellung

u(s) =g (s), v(s)xf(s)qo(s)+(fK(s,t)<p(t) dt.

Dabei ist f(s) eine gegebene beschrinkte Funktion der Klasse L*, so daB
auch f(s)-¢(s) zur Klasse L° gehort®); K (s, t) hingt von den beiden
reellen Variablen s und ¢ ab, ist symmetrisch in s und # und iiberdies so

27
beschaffen, daf fiir willkiirliches ¢ (s) der Klasse L® auch [ K (s,#) ¢(t) dt
0

zur Klasse L® gehort; dies ist gewiB der Fall, wenn JJIKk (s,2)1*ds dt
existiert.

d) Die ,,pseudoperiodische Randwertaufgabe* entspricht einem G-Sy-
stem, dessen simtliche Elemente (u, v) den Bedingungen geniigen

u(s+z)=wv(s) —{—fA(s,t) u(t)dt l

u(s)=wv(s-+ =)

%) Vgl. R. Bir, Uber Greensche Randwertaufgaben bei der Schwingungsgleichung
(Diss. Wiirzburg 1915, S. 18—25).

3) Da f 1 (8)
fa(s) R
liche, summierbare Funktion ist, so wird auch v(s) bzw. [v(s)]" summierbar. Vgl
Carathéodory, 1. c. 1), § 398.
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fir 0<s<a.

nach Voraussetzung eine beschrinkte, ¢ (s) bzw. [tp(s)]2 eine end-
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Die gegebene Funktion A (s, t) erfiillt die gleichen Bedingungen wie K (s, 1)
in ¢); speziell ist also A(s,?)== A(t, s). Als Parameterdarstellung fiir die
Elemente des Systems hat man

u(s) = g(s), 0<s<2x,
v(s8)=¢ s—}—n)—-—f/ist)tp(t) 0<s<m,
=@(s—a), a<s<2n.

Dabei ist wieder ¢(s) die ,willkiirliche Funktion. Das System erweist
sich ebenfalls als komplett.

e) SchlieBlich sind zu erwihnen die Aufgaben, bei denen lings der
Strecke 0 < s < 2x stilckweise verschiedene der eben aufgefiihrten Rand-
bedingungen vorgeschrieben sind.

3. Allen bisher betrachteten Beispielen ist gemeinsam, daf die be-
trefienden kompletten G-Systeme eine Parameterdarsiellung besitzen im
“folgenden Sinne: Es kann entweder u (s) oder v (s) oder, allgemein zu reden,
ein linearer Ausdruck e(s) u(s) -+ f(s) v(s) als willkiirliche Funktion von s
vorgeschrieben werden: @(s)= e(s) u(s) -+ p(s)»(s). *) Ferner war dann
u(s)=L,(p), v(s)=L,(¢), wobei L, und L, je eine passend gewihlte
Schar von Linearoperationen bedeuten. Durch die Parameterdarstellung
war das G-System jeweils vollkommen bestimmt.

Um alle diese Beispiele als spezielle Fille einer allgemeinen Klasse
von kompletien G-Systemen einzuordnen, haben wir daher folgende Aujf-
gabe zu stellen:

Gegeben seien die beiden beschrinkten Funktionen «(s)und (s) der
Klasse L®; iiberdies sei [a(s)]+-[B(s)]"=1, 0 <s < 2a.

Gesucht werden alle (kompletten®)) G-Systeme (bzw. ihre Parameter-
darstellungen), in welchen zu willkiirlich vorgegebenem, zur Klasse L® ge-
horigem ¢ (s) ein Element (u,v) existiert, so daf

«(s) u(s)+ B(s) v(s) =@ (s)s

wobei « und v ebenfalls der Klasse L® angehdren sollen®).

4) Die iiber «(s) und f(s) zu machenden Annahmen werden weiter unten an-
gegeben.

3) Es ergibt sich hinterher, daB das G--System ohne weiteres komplett ist, falls
es die iibrigen Bedingungen erfiillt (vgl. Nr. 7).

¢) Zufolge der iiber o(s) und f(s) gemachten Annahmen gehdrt ¢ (s) zur
Klasse L®, wenn letzteres fiir u (s) und » (s) zatrifit. Vgl. Carathéodory 1. c. ?).
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§2.
Losung.
4. Zur Losung der Aufgabe sei vorerst bemerkt: Zu «(s) und g(s)

kann man auf mannigfach verschiedene Arten zwei zur Klasse L® gehérige,
beschrinkte Funktionen y(s) und d(s) bestimmen, so daf

a(s)8(s) = (s) p(s) =1, 0 <5< 2a.7)
Setzt man
U(s) =a(s)u(s)+B(s)v(s),

(8) V(s)=7(s) u(s)+8(s) v(s),

so gilt der

0L s<2n7,

Satz. Einem kompletten G-System (u,v) entspricht vermoge (S)
wiederum ein komplettes G-System (U, V) und umgekehrt.

Zum Beweise mufl man vorab bemerken, dall zugleich mit u(s) und
v(s) auch U(s) und V(s) zur Klasse L* gehoren®).

Ist ferner U =au —}—ﬂv, ,-—yu —rdv 7=1,2, so gilt

27

2x
J[Ul V‘z — Uz V1] ds =.!(“6 — :37) (u1 Uy — u2'01)d8=.0f(u1 Vg — U, v1)d8'

Es stehen also (U,, V;) und (U,, V,) in G-Relation, wenn dies fiir (u,, v,)
und (u,, v,) zutrifft und umgekebrt.

SchlieBlich ist das G-System (U, V) dann und nur dann komplett
wenn das System der (u, ») komplett ist. Es sei ndmlich (U™, V* ) irgend-
ein zur Klasse L° gehoriges Funktlonenpaar welches mit allen Elementen
(U=au—+pv, V=yu-+3dv) in G-Relation steht, unter (u,») die Ele-
mente eines kompletten G-Systems verstanden. Aus

25

of[V*(wu—%ﬁv)—— U*(yu-+060)]ds =0

=f”[u(uV*—— yU*)— 0 (80U — V™) ds

folgt, daBl die (zur Klasse L® gehorigen) Funktionen & — 6 U* — BV und
T=aV*— yU" ebenfalls dem (kompletten) G-System der (u, v) ange-

7 Beispicl: y(s) =0, 6(s)=¢x}s)

1@ (8)|=1:Y2. p(s)=—1:8(s), 8(s)=0 fir alle s mit '«(s)]<1:}2. Es ist
somit 'y (s) und J(s) meBbar auf 0 <s<2ax. Uberdxes gilb: }6(s)|<¥2 und
{7(8)| S V2; letatere Ungleichung folgt aus | (s)I°=1—|a(s)’ *>1 fiir alle 5 mit
a(s)|<1:Y2.

fiir alle s ams 0= s<2= fiir welche

'7*
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horen; denn sie stehen mit allen (u,v) in G-Relation. Demnach gehiren
U'=at+ 85, V'=y@+ 6% zum G-System der (U, V); dieses ist mit-
hin komplett. Ebenso ergibt sich die Umkehrung.

5. Den in Nr. 4 gemachten Feststellungen zufolge haben wir zur
Lésung unserer Aufgabe, d. h. zur Bestimmung aller in Nr. 3 charakteri-
sierten, kompletten @-Systeme, lediglich diejenigen Systeme zu betrachten,
tiir welche «(s) =1, g(s)=0 ist. Denn das (vermége (8) transformierte)
System (U, V) ist so beschaffen, daB U(s) = a(s) u(s)+ B(s) v(s) =@ (s)
willkiirlich (aus der Klasse L2) gewdhlt werden kann, und wenn alle der-
artigen G -Systeme bekannt sind, erhélt man durch eine Transformation (S)
das allgemeine (-System von der in Nr. 3 festgelegten Art.

Zur Losung der gestellten Aufgabe miissen wir also lediglich fess-
stellen, auf welche Weise in einem kompletien®) G-Sysiem von Elementen
(U, V), in welchem U(s) willkiirlich (aus der Klasse L) vorgeschrieben
werden kann, die Funktion V(s) von U(s) abhdngt.

6. Es sei ein G-System (U, V) der eben erwahnten Beschaffenheit
gegeben. Wir wihlen fiir die willkiirliche Funktion U(s) der Rethe nach
die (sicher zur Klasse L’ gehorigen) Elemente f,(s), f,(s), -.. eines nor-
mierten, vollstindigen Orthogonalsystems von stetigen Funktionen in bezug
auf das Intervall 0 < s < 2x. Es seien bezeichnet: Eine, zu U(s) = f,(s)
im gegebenen G-System gehdrige, Funktion V(s) mit g,(s), ferner die
Fourierkoeffizienten von U(s) bzw. V(s) bzw. g,(s) beziiglich des Ortho-
gonalsystems der f,(s) mit U, bzw. V, baw. ¢,, (v,0=1,2,...).

Die G-Relation zwischen (f,(s), 9,(s)) und einem beliebigen anderen
Elemente (U(s), V(s)) des gegebenen G'-Systems liefert

2x

b” fo()V(s) —g,(s)U(s)] ds—ffg(s V(s)ds-fgo(s (s)ds.

Bedenkt man, daB das erste Integral rechter Hand V, ist, und wendet
auf das zweite Integral den Parsevalschen Satz an, so kommt:

l‘ﬁg

(67) Vo= 9,0, (6=1,2,...).

1

T

it

Da simtliche vorkommende Funktionen zur Klasse L® gehoren, kon-

vergieren S’U, s 2 95.; und daher konvergiert auch )9; go. U,. Umgekehrt
=1 =1 = L
gehort nach dem Riesz-Fischerschen Satze zu jeder Folge reeller Zahlen

ﬁl, U, ... mit konvergenter Quadratsumme eine Funktion f](s) der
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2z
Klasse L2, fir die [U(s)fo(s)ds = U,.%) Daraus folgt, daB die in (GF)
auftretenden Koefﬁ;ienten U, nur konvergente Quadratsumme zu besitzen
brauchen und im iibrigen beliebig sind, entsprechend der Willkiirlichkeit
von U(s). Weiter folgt, daB die zu jedem beliebigen derartigen System
von Zahlen U,, U,, ... aus (Gr: ) sich ergebenden Zahlen V,, als Fourier-
koeffizienten einer Funktion der Klasse L?, wiederum konvergente Quadrat-
summe besitzen miissen. Die Bilinearform, welche durch das System der
gve (¥,0=1,2,...) definfert wird, ist mithin beschrdnkt ®). Die eben
genannte Bilinearform 3 g,, %, y» muf iiberdies symmeirisch sein, d. h. es

muB g,, = gvo gelten (v,0=1,2,...), falls die Gleichungen (G;) zu
einem @-System gehdren sollen. Betrachtet man namlich zwei Elemente
(U(s), V(s)) und (U*(s), V*(s)) des vorgelegten (-Systems, so liefert
die G-Relation zwischen (U, V) und (U V)

2z

0= [(UV* —U*V)ds = 3(U VS =T, V).
o=1

S ¢

Setzt man fiir V, und ¥, ihre Werte aus (G;) ein, so ergibt sich:

90»U>)]

be

(6*) = 3029, UF) = U2

o=1 r=1

= ()-_-/S;Ue [;:Yl(gev - gr@) U"*]' 10)

Wihlt man jetzt speziell U(s) und U*(s) so, daB ihre Fourier-
koeffizienten mit Ausnahme je eines einzigen sdmtlich verschwinden, setzt
also etwa:

U,=0, o+ ki, UQ*=0, o= ks,
;—_1, Q:kl’ == 5 9::/52’

wo k, und k, voneinander verschiedene natiirliche Zahlen bedeuten, so
liefert die letzte Beziehung:

I, T, =0

Umgekehrt 148t ( G**) erkennen, daB die Gleichungen (GJF) immer
dann zu einem G-System AnlaB geben, falls die Bilinearform 3'g,,2, 9,
beschrinkt und symmetrisch ist. ve

8 [ (s) kann immer als endlich vorausgesetzt werden. Vgl. FuBlnote ).

%) E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen
Matrizen. Math. Ann. 69 (1910), § 10. Vgl. auch F. Riesz, Les systémes d’équations
linéaires 5 une infinité d’inconnues (Paris 1913, S.81).

10) Die Summationen nach v und ¢ sind miteinander vertauschbar, weil die
Bilinearform beschrinkt ist. Vgl. Hellinger-Toeplitz, L ¢c. %), § 2.
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Jedes durch Vermittelung einer derartigen Bilinearform definierte
G-System ist von selbst komplett. Sei namlich irgendein der Klasse L*
angehériges Element (U *(8), V*(s)) gegeben, welches zu allen Elementen
eines G'-Systems der eben erwihnten Art in G-Relation steht, so liefert
die @-Relation bei Benutzung der Beziehungen (G,’) wie oben:

0= S0V =~ VU = 2 (0.7 — U} (39,. U]

o=1
= S;Ue {Ve* - ‘fig@v U,*] .

Wahlt man wieder U(s) so, daBl etwa: U,=0, o+ k; U,=1,
so folgt

* & % \
V= 240.0, (k=1,2,...),

und (U *(8), V*(s)) ist demnach selbst ein Element unseres G-Systems,
w. z. b. w.

Zusammenfassend kénnen wir somit sagen: Ein System von Ele-
menten (U(s), V(s)), wo U(s) irgendeine willkiirliche Funktion (der
Klasse I7) sein kanmn, ist dann wund nur dann ein komplettes G-System,
wenn die Fourierkoeffizienten wvon V(s) durch lineare Transformation
aus den Fourierkoeffizienten von U(s) hervorgehen und wenn dabei die-
jenige Bilinearform (in wunendlich wvielen Variablen), welche mit den
Koeffizienten jemer Transformation gebildet wird, beschrinkt und sym-
metrisch ist.

7. Durch Riickgang zu den Punktionen') erhilt man jetzt die Para-
meterdarstellung fiir unsere kompletten G-Systeme.

Wir gehen aus von den Beziehungen

(G:) Vezégngv (9= ,2,...)
und bilden
(1) ZVl()= (300U l(s) = ST S gele(o)]:

o= =1 r= y== y=

dabei ist gesetzt
(1) l(s)=J f(0)do (6=1,2,...);

und wegen ' (1,(s))*< 1 konvergiertm 3 V,l,(s), wahrend die weiter vor-
=1 o=1

1) Nach Hellinger, Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von un-
endlich vielen Variablen. Diss, Gottingen 1907, Anhang (§ 12), S.83/84.
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genommene Vertauschung der Summationsfolgen wegen der Beschrinktheit
der Bilinearform 2 Gro %y Yo = B (2, y) zulissig lst 10),

Nun gibt es aber eine zur Klasse L* gehorige Funktion ®(s, t) von ¢,
welche auBerdem von s abhingt und die Eigenschaft hat, da'?)

(@) [2(6, 000 a1 = 5 [ 50.aL () 0.

»=1 Q—-
Bei diesem Schlusse ist ebenfalls die Beschrinktheit von B (2, y)
benutzt. Des ndheren ist (fast iiberall): **)

(II)  D(s, 1) = dt{K(s 1)], wobei K(s,1)=23 3 gob(s)l,(t).

= =1

—

[

Aus (1) und (2) folgt
27
(3) glvez@(s) ={q5(s, HU(1)dt.

Aus (3) ergibt sich schlieBlich®) (hochstens mit Ausnahme einer
Nullmenge ):

(i V(s =] qus Det)dl], Ul =pls) (0<s<2a).

Und dies ist die gewiinschte Parameterdarstellung.

Zusammenfassung. Jedes G-System der in Nr.5 fesigelegten Art
ist charakterisiert durch eine Funktion K (s,t) von der in Formel (II)
angegebenen Form, wobei die Konstanten g,, die Koeffizienten einer be-
schrankten symmetrischen Bilinearform darstellen und die Funktionen 1, (s)
durch (1) definiert sind. Vermittelst K(s,t) ergibt sich die Parameter-
darstellung des Systems in der durch (II) und (IIL) bezeichneten Weise.
Das G-System ist komplett.

12) Hahn, Uber die Integrale des Herrn Hellinger usw. Monatshefte f. Math. u.

Physik 23 (1912), S.184/185.
13) Hellinger, 1. c. %), S.81/82

(Eingegangen am 26. 11. 1923.)



