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Ein Satz iiber Dirichletsche Reihen.
Von

Werner Rogosinski in Kénigsberg i. Pr

¢

Im folgenden bezeichne die formal gebildete

) S, e
=0
mit
(2) I I A R P e T o

und komplexen Koeffizienten @, <+ 0 eine allgemeine Dirichletsche Reihe
der komplexen Variablen

(3) s=o0-1t.
Wenn fiir irgendein » > 0 und ein festds s der Grenzwert
. N A\~
4 im Ya,e (1 —2)=f(s
( ) z>x inSa ( III> f( )

existiert, so soll fiir dieses s die Reihe (1) nach Riesz') (4, x)-summierbar
zum Werte f(s) heien. (4, 0)-Summabilitit bedeutet also Konvergenz
von (1).

Herr Bohr?) hat 1913 den folgenden, bei den damaligen Kenntnissen
itber die Reihen (1) sehr merkwiirdigen Satz bewiesen:

Satz 1. Es ses (1) in esmer Hulbebene o> ¢ absolut konvergent.
Das durch (1) hier erkldrte Funkiionselement f(s) sei in der Viertelebene

(5) o>y, t>t

1) Vgl. etwa G. H. Hardy und M. Riesz, The General Theory of Dirichlet’s
Series, Cambridge Tracts 18 (1915), 8. 21 (hinfort ,H. B.* zitiert).

) H. Bohr, Ein Satz iiber Dirichletsche Reihen, Sitzungsberichte der Konigl.
Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mathem. physikalische Klasse (1913),
S. 557—562.
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reguldr, und daselbst fir een M >0
(6) MO

erfills.

Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o >y regulir, und
daselbst gilt (6).

Neuere Untersuchungen des Herrn Bohr?®) iiber die ,,Quasipersodizitii‘
der Reihen (1) machen die Aussage dieses Satzes im Rahmen der Theorie
viel einleuchtender und legen seine Verallgemeinerungsfahigkeit nahe. In
der Tat 148t er sich, und zwar in der Hauptsache unter Beibehaltung der
Bohrschen Beweismethode, die auf der Anwendung von diophaniischen
Approximationen beruht, sehr wesentlich erweitern. Insbesondere erweist
sich die Voraussetzung einer Halbebene absoluter Konvergenz als iiber-
fliissig. Ich behaupte nimlich den folgenden

Satz 2. Es sei (1) in einer Halbebene ¢ > « fir irgendein = >0
(4, %)-summserbar. Das durch (4) hier erklirte Funktionselement f (s) ses
in der Viertelebene (5) reguldr, und daselbst fiir zwei komplexe Werte a <= b

(7) f(s)+a und =+0.

Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o > y reguldr und
daselbst (7) erfillt.

Zunichst mochte ich an einige, im folgenden bendtigte, einfache
Haupttatsachen der durch (4) erklirten Summabilititsmethode erinnern.

1. Wenn (1) in einem Punkte s = s, = 6,4 ¢ ¢, fiirein x > 0 (4, x)-
summierbar ist, so auch in der ganzen Halbebene ¢ > o,, und zwar gleich-
miBig in jedem Winkelraum

{ampl.(s——so)i§0<%.

Das durch (4) in 6 > o, erklirte Funktionselement f(s) ist also daselbst
regular*).

2. Wenn (1) in s, (4, x)-summierbar ist zum Werte f(s,), so auch
(Z,%,) mit %, > » zum gleichen Werte?).

3. Wenn (1) in s, (4, #)-summierbar ist, so gilt fiir jedes feste ¢ > 0

(8) fls)=o(j2]"™™)
gleichmiBig in 6 > o, + ¢.%)

%) H. Bohr, Uber eine quasi-periodische Eigenschaft Dirichletscher Reihen ...,
Math. Annalen 85 (1922), S. 115—122.

#) H. R., Theorem 23, S. 39.

5) H. R., Theorem 16, S. 29.

% H. R., Theorem 38, S. 49.
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Nunmehr will ich zuerst zeigen, daf unsere Voraussetzung (7) nicht
wesentlich mehr als (6) besagt. Es gilt nidmlich in leichter Modifikation
eines Satzes von Herrn Wennberg?) der folgende

Hilfssatz. Es set 6 und ¢ > 0. Unter den Voraussetzungen von
Satz 2 gibt es esm M= M(d,¢) >0, so dafs in jeder Viertelebene

o>yt t=Tr+6
sogar (6) erfillt ist.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
(a). a=0 und b=1,
anderenfalls man f—g—s%:af statt f(s) betrachte.

Fir 6 >« ist

O fom et st 5 (A )

C B> S O
=age {1l —e~(hR)s.p(s)}.

Hierin ist, da f(s) nach Bemerkung 1 jedenfalls auf der Halbgeraden

{e) o2ue+1;, t=1+94
gleichmaBig (1, »)-summabel ist, daselbst fiir ein passendes K > 0
(d) i@ (s) < K.
Es bezeichne nunmehr

. . g:
(e) th(z)—"gé‘—ng’
mit

’ 1 ’ 1
f L=60 S 1 . o140 vl
() 92 2 it % %’ P ——
Iml+ini%0 m |+ |0

die ,,Modulfunktion®), welche die Halbebene §(z) > 0, wo sie regulir
ist, auf die bei { =10, 1, oo verzweigte, unendlichblittrige ,,Modulfliche*
der /-Ebene abbildet.

Die inverse Funktion z = w ({) ist umgekehrt fiir alle {40, 1, co
regulir, jedoch unendlich-vieldeutig. Stets ist aber §(w) > 0.

"} Sven Wennberg, Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Inauguraldissertation,
Uppsala (1920). Vgl. Satz VI auf S. 30, dessen Beweis hier, nur fiir unsere Zwecke
zurecht gemacht, wiedergegeben ist.

8) Vgl. etwa Hurwitz-Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische
Funktionen, Berlin bei Springer (1922), II. Abschn., 4. Kapitel, S. 206—216 und
III. Abschn., 4. Kapitel, § 9, S. 812-317.
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Nun kann man bekanntlich®) einen solchen ,,Zweig“ von w () heraus-
greifen, daB

PR v Lo F 0,1

(g) w(é‘) w(co) w“(c é‘0)5131(&‘ Co)fur C—'Zo{<Mln{ICm,IC0"1'\}’
(®) o)~ =B, fiir ¢ <15 £ 40,

(i) o(t)—i =V —1R, (-1 farit—1 <1; I+1

wird, wo ,, B,, P, gewisse Potenzreihen ihres Arguments symbolisieren.
Die Funktion

(i) g(s)=wo(f(s))

ist in der Viertelebene (5) unserer Voraussetzung nach regulir, aber

natiirlich unendlich vieldeutig. Ein willkiirlich herausgegriffener Zweig von

o fithrt aber zu einer in (5 ) eindeutigen reguliren Funktion. Stets ist in (5)

(k) Jg(s)>0.
I. 42,=0. Auf der Halbgeraden (c¢) ist nach (b) und (d)
D f(s) —ay| <|ay|-K-e~he.
Es gibt daher ein g, 2> « -+ 1, so daB insbesondere fiir 6 > 8,, t =746
1 e .
5 Min{{a,}, |a, — 11}, a+1,
{m) fls)—a, < . falls
5 Ay = 1.

Fir diese s ist dann nach (g), (i) und (1), nachdem der Zweig von
o fixiert ist, fiir ein gewisses K, >0

g(s)—o(ay) <eh K, ay+1,
(n) e -falls
lg(s)—17] <e K, ay=1.
IL. %, > 0. Jetat gilt auf (c)
(©) 17(5) < lap|-e=r {1 4 e=taion- K}
Fir 6 > 6,, t =1+ 6 wird daher
) () <3
und also nach (h) fiir den betrachteten Zweig von » und ein gewisses K, >0
(@) PIOEELLIIE &

i

Es bezeichne nunmehr, je nach dem vorliegenden Falle, % (s) die in
(n) bzw. (q) links auftretende Funktion, u > 0 den daselbst rechts auf-
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tretenden Faktor von — ¢ und K, die Konstante K, oder K,, so daB
also fiir alle 6 > f#,, ¢ =1+ 0 bei geniigend groBem B,

(r) h{s) < e 'K,
gilt.

Die Funktion
(s) F(s)= ews (e840 — 1)

ist in der Viertelebene (5) regulir, und daselbst gilt unter Beachtung von
(k) die Abschitzung
(t) F(s)=0{(e“").

Insbesondere ist also F(s) auf der vertikalen Halbgeraden o = g,,
t>17-+ 6 gleichméafBig beschrinkt. Dasselbe ist aber auch auf der hori-
zontalen Halbgeraden 6> 8,, ¢t =7 -+ 6 der Fall, wie aus (7) unmittelbar
folgt. Ein bekanntes Theorem von Lindelof-Phragmén®) lehrt jetzt
unter Beachtung von (#), daB F(s) sogar in der ganzen Viertelebene
62> p,, =71+ 6 gleichmaBig beschrinkt ist. Es gibt also ein X, > 0,
so daBl daselbst
(w o — 1] S K, om0
gilt. Da nun nach (r) auf ¢2>8,, t=7+0 mit wachsendem o
h(s)— 0 gilt, so folgt aus (u), daB A(s) sogar in unserer Viertel-
ebene mit wachsendem o gleichmiBig gegen 0 strebt. g(s) muf also da-
selbst, je nach dem vorliegenden Falle, gleichmaBig gegen w(a,), ¢ oder
:Hém”/% mit wachsendem ¢ streben. Daraus folgt nun aber weiter, daB

(v) f(s)=J(w(f(5)))=I(g(s))
gleichmaBig daselbst gegen @, strebt; jedenfalls gibt es also ein

M, = M,(6)>0, so daB bei geniigend groBem B, in der Viertelebene
o=p,t=Tt+6

(W) fl)l <M,
gils.

%) E. Lindeldf et E. Phragmén, Sur une extension d’un principe classique de
Vanalyse ..., Acta Math. 81 (1908); vgl. 8. 385—386. Wir konnen den Satz so for-
mulieren:

»Es sei F(s) im Innern und auf dem Rande eines Winkelraums der Offnung
v in der s-Ebene eindeutig regulir. Auf den Schenkeln gelte fiir ¢in K >0, daB

F(s)' = K ist, wihrend im Innern mit wachsendem r fiir jedes ¢ >0 eine gleich-

T

v
miBige Abschitzung F (s)=0<e” ) gilt, wo r den Abstand von s gegen denm
Scheitel bezeichnet. Dann ist sogar im ganzen Winkelraum | F(s) | < K richtig.“

In unserem Falle ist ¢ = g,, und die Abschitzung (t) kann fiir jedes ¢>>0 in

der Form F(s)=0(e°"") geschrieben werden.
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Wir diirfen uns weiterhin auf 8, >y + & beschranken. Dann ist
die Existenz eines M, — M, (e, 8) > 0 evident, so daf in dem Rechteck

yre<o<p, tHo<t<i+o+(B—r—3)
(x) [F(8)I < M,

richtig ist.
Jeder Punkt des restlichen Halbstreifens

(¥) yre<o<ps ot (Bi—r—g) St

liegt nun im Innern oder auf dem Rande eines Kreises & (), der um den
Punkt 8, +4¢ mit dem Radius g, — (y + &) geschlagen ist. In dem kon-

zentrischen groBeren Kreise mit dem Radius g, — (y -+ -;—) ist f(s) reguldr,
und daselbst ist f(s) 40 und <+ 1. Im iibrigen beachte man (w).
Aus einem Zusatz von Herrn Landau®) zu dem bekannten Schottkyschen

Satze ergibt sich nun unmittelbar die Existenz eines M, = M; (e, 6) >0,
so da in (y)

() F(s) <My

gilt.
Mit (w), (x) und (z) ist aber die Behauptung bewiesen.
Wir beginnen nunmehr mit dem

Beweis von Satz 2. Durch eine einfache Variablentransformation
kénnen wir offenbar die Normierung

(a) «=1=0

verwirklichen. Mit g = Max (0, y) ist dann (1) fir ¢ > und ein ge-
wisses » > 0 nach Voraussetzung (4, )-summierbar. Daher gilt gleich-
mibig in 6 > f -+ 1 nach (8) die Abschitzung

(b) f(s)=o([t["").
Ferner gibt es nach unserem Hilfssatze ein M(&) > 0, so dall in der
Viertelebene 6 >y -e, t>1, wo 0<e<} sel

(c) ifs)h =M
gilt.

10) C. Carathéodory und E. Landau, Beitrige zur Konvergenz von Funktionen-
folgen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie (1911), Satz V auf S. 596. Wir wollen
ihn so formulieren:

#Bs sei fir | 2| < 1 die Funktion f (2) eindeutig requlir, =0 und = 1, f(0), £C.
Dann gibt es em nicht von f(z) abhingendes M= M (8, C)>0, so dab fir 2z, =%
mit 09 < 1 die Beschrinkung |f(z)! < M gilf.«
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Nun kénnen wir fiir 6 > 8+ %, alle reellen z und ganzes m > » - 2
die Identitat'?)

s (1 staes s f(t+s)
(d) l’%'“e (1 —et=n)" = 2m c<:+1)(:+2) A+ m)dc

ansetzen, in der das Integral rechts, uber d1e Gerade () =1 erstreckt,
wegen (b) gewil sogar absolut konvergiert.

Nach Cauchy kénnen wir hierin wegen (b) das Integral unter Beachtung
des Residuums des Integranden fiir { =0 auf die Gerade R({)= —1
iibertragen, und erhalten

e oym_ e f(L+
(e) Za et (1—ehne)" = f(s) + 5 fmm e e

Es ist aber wegen (b) gleichmiBig fiir alle 6 >+ 1 und alle = bei
festem m

“f(C+s) '
() fc(:-l)(u—z) T %
—0 e“é jzot dr
_l_‘_it i_l.z'; }-7—4—’1:‘[ 4m——.1+21‘l
— \ ‘ 4" g7t i

und in der Viertelebene ¢ > 43, t > 1 sogar gleichmafiiz wegen (c)

e*> f(E+5) ¢
(8) | SEFDE+2). Erm %
—t
=O(e_z{f i dr
4m—1 |
o — it —+ir! 2 +’”;

1) H. R., Theorem 40 auf 8. 51. Wir arbeiten hier also mit Rieszschen (I, m)-
Mitteln, was wegen Theorem 30 auf S. 45 natiirlich gestattet ist. Die Identitit (d)
gilt sogar fiilr m == ». Beachte auch unsere Bemerkung 2.

%) Dies ist die entscheidende Stelle des Beweises von der an der Bohrsche
Beweisgang kaum veriindert einsetzt.
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Es sei nunmehr s, = g, + 41, ein beliebiger Punkt mit o, > y. Unser
Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daB f(s) in 8, regulir und
daselbst == a und = b ist.

Es bezeichne of — Max (o,, 8 +1), 8] =0, +¢4,, ® den Kreis um
s; mit dem Radius ¢ = 6] — y — &, wo das bei (c) auftretende ¢ noch iiber-
dies < o, —y gewihlt werde, & den konzentrischen kleineren Kreis mit
dem Radius }. s, liegt jedenfalls im Innern von §.

Ferner sei mit
(h) Nys Ngs v nvs gy voo —>0

eine positive Nullfolge vorgelegt.

Fir zwei Punkte s =o6--4¢ und s'= 06 --4¢ mit 6>0;—1 gils
nach (e)

(i) 2 @, €7 e (67 it — g=iait') (1 — ghu—z)™
e e [ E e~
~f(8)-f(8)+§n7( A T+~ ... Ccxm %

L

Ist hierin s” auf den Kreis ® und s auf £ > 1 beschrinkt, so folgt
aus (f) und (g), da ja bei festem s, die || beschrinkt sind, gleichmiBig
in diesen s und s’ fiir ein geeignetes © = z, — z(7;,) bei festem m

- 'm! Czk:{f(c-}-s)“f(é-'}‘s,)} \ nk

@ i ) T m % =3
Ferner kann sodann, wegen

(k) 3 @, e~ in0 (= init — g=init') (] _ gin2x )

inS ap

é 2 an e”iﬂ(ﬂT%)(e“zni(tLi')_ 1 s
—_;vnéxk

nach einem klassischen Dirichlet- Kroneckerschen Satze 1%) tiber diophantische
Approximationen die Differenz d =3¢ — ¢’ als ein d,=d(7,), und zwar

13) Siehe etwa die einfache Darstellung bei F. Lettenmeyer, Neuer Beweis des
allgemeinen Kroneckerschen Approximationssatzes, Proc. of the London Math. Soc.
21 (1922), S. 306—314.

Die hier allein bendtigte Formulierung lautet: »Es seien y,,y,, ..., Yy, belichige
reelle Zahlen. Dann gibt es zu jedem D und Jedem ¢ >0 ein d=d(s)> D. so daB
fir i=1,2,...,r zugleich dy, —[dy;} <& oder [dy:]+1—dy < & wird.«

- In unserem Falle ist y, =§L;—z zu setzen.
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belzebig grof, so gewahlt werden, daB die rechts in (k) auftretenden

e~ *tt=t) — 1 simtlich geniigend klein werden, um auch

(1 . D), om0 (e it h) _ g=hnit) (1 — gra=a)™ < zz’i
inSay

zu machen, und zwar gleichmiBig fiir alle unsere s’ aus §’.

Aus (i), (j) und (1) folgt jetzt fiir alle s" aus &’

(m) !f(s’_}":dk)“f(s,)]g’?m
wenn noch ¢’ -+d, > 1 wird, was durch die erfiillbare Auswahl
(n) dy=o0—1t+1

reichlich geschieht.
Setzen wir nun
(o) fi(s)=1(s +1dy),
so wird nach (¢) und (n) fiir alle k=1, 2,3, ... £, (s) in & regulir sein
und daselbst

(p) (=M

gelten, wihrend nach (m) gleichmaBig im konzentrischen &
(a) fu(s) — £ (s)

ist.

Nach einem bekannten Lemma von Stieltjes'*) folgt nun aus (p) und (q)
die Regularitat von f(s) im Innern von § und also insbesondere im Punkte s, .

f(s) ist also in der ganzen Halbebene o > y regulir. Wir haben noch
zu zeigen, daB f(s,)=a und = b wird®s).

Es bezeichne &, einen zu & konzentrischen kleineren Kreis, der aber
auch noch s, in seinem Innern enthalte. Nach dem Lemma von Stieltjes
bleibt dann (q) auch in &, gleichmaBig richtig.

Da f(s) in s, reguldr ist, kann man offenbar einen gewissen Kreis ¢
um s,, der iiberdies ganz in &, liegt, angeben, so daB fiir ein geeignetes
6 > 0 auf der Peripherie von €

(r) [f(s) —1(s1)| > 20,

14) Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Paris 1905, II, S. 369—370.

Das Lemma lautet: ,Es seien fiir alle k=1,-2,8, ... die Funktionen f;,(2) in
2| <1 regulir und daselbst |f,(z) < M, wihrend in |z <o mit 0 <o <1 gleich-
mabBig f,(2)—~>f(z) gill. Dann gilt dies letztere sogar gleichmdbig in z| < mit
irgendeinem 0 < 9 < 1, und insbesondere ist also f(z) in |z | <1 regulir.®

Uber die weitgehenden Verallgemeinerungen dieses Satzes, die wir hier aber nicht
benétigen, vgl. die Abhandlg. unter 9).

13) Vgl. die Wennbergsche Dissertation unter 7), S. 23.
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wird. Ebenda wird aber nach (q) fiir ein geniigend grofles k =k(d)
(s) o (s)—F(s)] < 8, *
woraus, immer auf der Peripherie von €,
(6)  fuls)—F(s)] = 1 1(s)—F(s)| = [fi(s)—f(8)[ >8> fi(s) —F(s)

folgt.

Wire nun etwa f(s,)=a, also f,(s)—f(s;)=f(s+7id,)—a
wegen (7) 4+ 0 im Innern und auf dem Rande von €, so folgte ebenda
iiberall aus (t)

fu(s)—F(s)
) IAOETS ‘< L.
Die in € giiltige Identitat :
. oy —e= (i~ 1 =B

filhrte nun mit s = s, zum Widerspruch.
Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.
Als interessante Folgerung aus Satz 2 wollen wir noch formulieren

Satz 8. Es sei (1) in einer Halbebene o >« fir irgendein » = 0
(1, »)-summierbar. Das hier erklirte f(s) ses fiir 6 =y, 1 =7 regquldr,
und es gelte daselbst fiir ein gewisses k gleichmdfig mit wachsendem 1

(9) f(s)=0(t").

Ferner sei auf dem Halbstrahle o =1y, t >t etwa die ,einsetige”
Beschrinkung
(10) R(f(s)=u(s)=0

erfills.
Dann ist f(s) sogar in der ganzen Halbebene o >y requlir und
daselbst (10) erfills.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei v=10. Ferner
setzen wir zum Beweise in (1) 4,=0 voraus und lassen dafiir eventuell

g, =0 zu.
Wegen
(a) lim f(o) = q,
g—>»®
(nach Bemerk. 1) existiert
(b) m = Minu (o). %)
6Zy

16) Min soll hier als ,untere Grenze“ verstanden sein.
Mathematische Annalen. 92 8
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Aus (10), (b) und (9) folgt nun leicht'”) durch Betrachtung von
F(s)=e~7® nach Lindelof--Phragmén®), daB in der Viertelebene o > y,
t=>0

(¢) u(s)=Min{m, 0} =m,

ist.

Satz 2 lehrt also die Regularitét von f(s) in o > y und die Giiltigkeit
von (c) daselbst. Wenn nun m, = m ist, so folgt, da doch % (s)in keinem
Punkte s =06 mit ¢ >y ein Minimum haben kann (auBler wenn f(s)=gq,
ist) in jedem Falle
(d) m=wu(y) oder =xR(q,).

Im ersteren Falle mufl dann wegen %(y)=>0, m =0 also m, =0 sein.
Aber auch im zweiten Falle folgt, wie ich a.a. 0.2%) gezeigt habe, zu-
nichst, daB f(s)=q, ist, und also wegen (10), daB m = 0 ist.

(c) ist also mit
(e) u(s)20
gleichbedeutend, wie behauptet.

Koénigsberg i. Pr., den 1. Januar 1924.

1) Vgl. des Verfassers Zur Theorie der Dirichletschen Reihen, Mathem. Zeit-
schrift 20 (1924), S. 280—320, Beweis von Satz III.
1%) Siehe unter %), S. 307.

(Eingegangen am 20. 2. 1924.)



