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Einige Sitze iiber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf
die Theorie der Diophantischen Approximationen.

Von
A. Khintchine in Moskau.

In der vorliegenden Arbeit behandle ich einige Gesetze iiber die
Approximation irrationaler Zahlen mittels rationaler Briiche. Diese Gesetze
gelten fast diberall, d.h. fiir alle Irrationalzahlen mit Ausnahme einer
Menge vom Lebesgueschen Mafe Null. Sie gehdren also, wenn ich mich
so ausdriicken darf, zur metrischen Theorie der Diophantischen Approxi-
mationen. Als Stiitze gebrauche ich hierbei einige Sitze iiber Kettenbriiche,
welche vielleicht auch ein selbstindiges Interesse bieten.

§ 1.
Das geometrische Mittel der Kettenbruchnenner.
- Hilissatz 1. Es ¢st

5 .
a1a2wangg(alaz..,a,,) g

dabei ist g > 1, n ganz positiv, und die Summation erstreckt sich diber
alle ganzen positiven Wertkombinationen der a,, a, ..., a,, deren Pro-
dukt = g ist.

Beweis. Fiir ein beliebiges Glied der linksstehenden Summe findet
man die Abschitzung

n n
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Folglich ist
dz,dz, .
Z( <"”ff fx‘z s~»~2 J.(9),
Hayzg i=1 a'z.
wo das n-fache Integral iiber den durch
Xy Xy X, 2g, x>1 (r=1,2,...,2)

bestimmten Bereich zu erstrecken ist. Mittels einer einfachen Substitution
findet man leicht

(lg g)’
§ 3

womit Hilfssatz I bewiesen ist.

Im folgenden sollen a,, a,, ..., a,, ... die Kettenbruchnenner der
regelméfigen Kettenbruchentwicklung einer Irrationalzahl bedeuten.

Satz 1. Es st fast diberall

. e V2ige
limsup Va, a,... a, < e .
n->x

Beweis. Bekanntlich?) bilden die Zahlen, deren n erste Kettenbruch-
nenner a,, a,, ..., a, sind, ein Intervall, dessen Lange

8 < ——
qa

ist, wo ¢ den Nenner des endlichen Kettenbruchs

= [ala A2y 0nny Oy

bedeutet. Wegen
qga;ag,..a,,..l

n
1
6<]]_’2'
i=1 %

Folglich ist das MaB der Menge der Zahlen, welche der Bedingung

18t also

a,a,...aq,=>9g

geniigen, nach Hilfssatz I kleiner als

gn, 1 2 <1g9~>‘

1,—..:0

) Biehe z. B. F, Bernstein, Math. Ann, 71 (1912), S.417.
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Ich bezeichne diese Menge mit E,(g) und setze jetzt g —edn, wo
A > ¢V2182 konstant und sonst beheblg sein soll. Ich erhalte somit?)

ME,(g) < 2" e Anz(“‘”’”.

Nun ist, wie leicht einzusehen, jedes Glied der Summe rechts kleiner als
(4n)*
, also
n!
n
< 2%e~4n.q. (0, - “in ——
n"e ) 2an

B,(g) < 2"e~4n.n 40"

— — D -1
<O’2\/ne nld—-1g2—-igd 1,

wo O, und C, absolute Konstanten bedeuten,
Nun ist
A-—~1~—lgA> 1974 > 1g2,
also
e=A—1g2—-lgd—1>0,
und folglich ist
ME,(9) < CyVne=»

in bezug auf n das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe,

In bekannter Weise folgert man daraus, daB jede Zahl mit eventueller
Ausnahme einer Menge vom MaBe Null hochstens einer endlichen Anzahl
der Mengen E, angehdren kann und folglich fiir geniigend groBes n der
Bedingung

7
]Z’a, < e4n

Geniige leisten muB. Damit ist aber Satz I bewiesen, denn A darf beliebig
nahe an eV?2 genommen werden.

Folgerung. Ich bezeichne mit 22 0 " den n-ten Niherungsbruch einer

irrationalen Zahl. Dann ist ¢, =a,, und fir = >1

qn < qﬂ_l(a"+ 1) é 2aﬂqn—1>
also

n
n
Qn<2 :qair
=

also, wegen Satz I, fast iiberall fiir geniigend groBes » und B > eV?e2 — 1g2
qn < eBn

%) ME bedeutet das MaB der Menge E (im Lebesguesehe;n Sinne).
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§2.
Ordonung der Anniherung.

Wenn 2z eine beliebige Irrationalzahl bedeutet, kann man bekanntlich
unendlich viele irreduzible Briiche —g— finden von der Beschaffenheit, daB

o2 ]
| 4. 1547
gilt. GroBer als V5 kann der konstante Faktor im Nenner rechts bekannt-
lich im allgemeinen nicht gemacht werden®). A fortiori kann also auch
die Ordnung (in bezug auf ¢) der Anndherung im allgemeinen nicht ver-
groBert werden. Nun fragt es sich aber, wie die Sache steht, wenn man
auf eine Menge vom Mafie Null von Irrationalzahlen verzichten will. Wie
weit kann unter dieser Bedingung die Annidherung gefordert werden?
Vollstdndige Auskunft dariiber gibt der folgende
Satz II. Es ser f(x) eine positive stetige Funktion des positiven
Argumentes x, und zf(z) nehme bestindig ab. Die Ungleichung
g2 1)
! q. q
hat fast iberall (in bezug auf «) eine unendliche Anzahl von Loésungen
in ganzen P, q, wenn f f(z)dx divergiert, und hat fast iiberall hochstens

eine endliche Zahl von Lésungen, wenn [ f(x)dx konpergiert.

Beweis. 1. Das Integral [ f(z)dz, also auch die Reihe j’f(n},

n=1
sei konvergent. Ich bezeichne mit 3, die Menge der Zahlen « des
Intervalls (0, 1), welche bei geeignet gewahltem ganzen % der Ungleichung

geniigen. Offenbar ist

MM, <2f(n),
also das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe. Bekanntlich gehért
daher jede Zahl « der Strecke (0, 1) mit Ausnahme einer Menge vom
MaBe Null hochstens einer endlichen Anzahl der Mengen M, an. Damit
ist aber die zweite Halfte von Satz II bewiesen, denn die Beschrinkung
auf das Intervall (0, 1) ist natiirlich unwesentlich.

2. Das Integral f f(z)dz, also auch die Reihe f’ f(n) sei divergent.
Man setze ‘ n=t
p(x)=eB2f(eB®), B> evV?ie2 L 1g 2 konst.

%) Vgl. z. B. Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), S.279-284.
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Die Funktion ¢ (z) ist stetig, positiv und abnehmend, und wir erhalten

A eB4

lim | ¢(z)dz =lim ff(u)du= + 0.
A>x
eBa

A>wo
a

Daher folgt nach einem Satze von Herrn F. Bernstein?), daBl fast iiberall
fir unendlich viele 7

1
Qiy >W”‘)
ist; daraus folgt aber
;a ?, 1 - 1 @ (1)
UG Tqe e, al

Nun ist aber nach Satz I fiir geniigend grofie 7 fast iiberall

lgg,
B Ed

g, <eB?, also >
und folglich

womit auch die-erste Hafte von Satz II bewiesen ist.

§ 3.
Das arithmetische Mittel der Kettenbruchnenner.

Hilfssatz IL. Es selen o, <1, < ... <t, ganze positive Zahlen
und g > 0. E_(g) ses die Menge der Zahlen®), welche den Bedingungen
a;, >g (k=1,2,...,r) geniigen. Dann ust

2 r
ME,(5) < (5 -

Beweis. 1. r=1. Die Zahlen, fiir welche ay, @, ..., @;,—1 be-
stimmte Werte haben, bilden ein Intervall, dessen Léinge ich mit
a;,ay.....a, -1 bezeichne. Die Punkte dieses Intervalls, welche der Bedingung
a;, > g geniigen, bilden ein Intervall, dessen Linge nach Herrn F. Bernsteins
zitierten Resultaten kleiner als

2
[g]+1 "1 G2 eer 05—y < % 6“1: Ba» oo By 1"

Folglich ist
ME, (9) <%25=§ .

HLe?).
5) Wir beschrinken uns hier und im folgenden auf das Intervall (0, 1).
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2. r sei >1, und fiir r —1 der Satz wahr. Alles bleibt wie fiir
den Fall r=1; nur betrachten wir jetzt natiirlich ausschlieBlich solche
04y, 04, .., o 1> fiir welche a;, >g fir k=1,2,...,r—1 ist. Wir er-

halten
ME,(g) <2 o< 2 (2] ),

w.z. b. w.

Hilfssatz III. 4, <4, <... <1, seien ganz posztw 9>0, E, (9)
set die Menge der Zahlen, fur welche mehr als r®) von den Zahlen
@iy, Wiy, « .., @i, grofer als g ausfallen. Dann ist (C absolut konstant)

WE, ,(9) < C(22) .

Beweis. G sei eine bestimmte Kombination von [#] 41 aus den
n Indizes ¢,,%,, ..., 4, und Eg bedeute die Menge der Zahlen, fiir welche
alle @, mit den zur gewihlten Kombination gehérigen Indizes groBer als
g sind. Offenbar gehort jeder Punkt der Menge E, .(g) wenigstens einer
der Mengen Eg; nach Hilfssatz IT ist aber

[r]+1
ME< ().
Folglich erhalten wir

2>[T]+1

%Enr(g)<29‘nEG< ( 'ryi}-1> <:‘;

2en \MH1 s /2em\ L
<CGomrn) <005
also auch

MNE,,(g)< 022

(denn im Falle 2en > rg kénnen wir ja immer durch €' > 1 die Be-
hauptung trivial machen), w. z. b w.
Hilfssatz IV. y(n) ses eine positive zunehmende Funkiion; dabes

®x

sei y(n)<n? fir n>1 und die Rehe 2 konvergent. Ferner

v(n)

seten m und i, <7, < ... <i,. ganze posztwe Zahlen. Endlich se B,
die Menge der Zahlen, welche folgender Bedingung geniigen: Fiir wenigstens
ein ganzes k, 0 <k < m, sind mehr als

2¢2.2%
v (k)

Hosr<nm.
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unter den Zahlen Qi @i, s oo By, grofer als

27 %y (m).

Dann zst, wenn C, eine absolute Konstante bedeutet,
EYJEE <G
w (m)’
Beweis. Ich bezeichne mit E, . die Menge der Zahlen, fiir welche
die Bedingung des Satzes fiir ein bestlmmtes k erfiillt ist. Dann folgt aus
Hilfssatz 111, daB

24°.2% 2¢72%

2e2™ y (k) wiE (k) \vE
W E, k<0<9822k-2m”ky)(m)> _O(W(m))

ist. Andererseits gehort jeder Punkt der Menge Z, wenigstens einer der
Mengen £, , (O <k <m)} an. Folglich ist

2¢°2%

ME,, <CZ(1”U‘) )W

ey (m)

Die Glieder der rechtsstehenden Summe teilen wir nun in zwei Gruppen,

2, und 2. Dabei nehmen wir in 3, solche Glieder auf, fiir welche

Vky (k)< Vy(m) ist. Die Anzahl solcher Glieder sei
K—1 (k=1,2,...,K—1).
Es ist leicht einzusehen, daf unter den iiber w(n) gemachten Voraus-

setzungen immer
2¢% 2%

Yk 72
ist. Folglich ist jedes Glied von 3, kleiner als
<w<K—1>>“’< ym) 1
vim) ) = (H=Dly(m)" (E=Dym)
also
. K-1 1 1
\1) S S ST T

(K wichst ersichtlich mit m ins Unendliche). Andererseits istin 3, jedes
Glied offenbar nicht groBer als

207 2% 2¢%.0%

e vE o K
Nun ist

und folglich
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ferner ist, wie aus den Voraussetzungen iiber y (n) folgt, fiir grole m - Werte

y (m) > m,
also
K>ms;
endlich ist die Anzahl der Glieder von Y, nicht gréBer als m.
Folglich ist fiir groBe m- Werte .

1
° .0
2e°2™

- ?
(2) S<me & <me ™ <l 1

222K

Aus (1) und (2) folgt, daB fiir grofe m
ME, <C(2+ %)<

ist, womit Hilfssatz IV bewiesen ist.

y (m)

Hilfssatz V. Unter denselben Voraussetzungen sei F, die Menge
der Zahlen, fir welche wenigstens eine der Zahlen @i, Qi -5 iy, grofer
als 2™y (m) ist. Dann ist )

MF, <w<m

Beweis. Folgt sofort aus Hilfssatz II, r — 1.
Hilfssatz VI. Unter denselben Vorausseizungen ist fir jeden Punkt,
welcher weder der Menge E,, noch der Menge F, angehort,
s=a; +a, ... +a, < 02"y (m),
wo C, von m unabhingig ist.

Beweis. Ich bezeichne mit n, die Anzahl derjenigen unter den
Zahlen a;, a; , . . ., 4;,,, welche zwischen 2™ %4 (m) exkl. und 2™ ¥y (m)
inkl. (k=1,2,..., m) enthalten sind. Ferner soll N die Anzahl derer
unter diesen Zahlen bezeichnen, welche y (m) nicht iibersteigen. Da der
gewihlte Punkt F, nicht angehort, ist

s <Ny (m) 4y, 29 (m) + npey 2% (m) —
+ny-2" p(m) + 0y 2™ (m)

=y (m){N+ 227@9"‘ “}.

Nun ist, da der gewihlte Punkt nicht der Menge £, angehort, jedes

22 k
n, < oK

also

s<w(m)IN—¥—4e 9’"’2%]‘:)}
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gesetzt wird,

m _ v 1
oder, da N < 2™ ist, wenn noch D _k%: e

s<2™p(m)[1+4e°D],
womit Hilfssatz VI bewiesen ist.

Satz III. Unter denselben Voraussetzungen iiber die Funktion v (n)
28t fast iberall

n
- Sll
Beweis. Ich setze s, = __§7a,, also o, ==

Aus den Hilfssitzen IV und V entnimmt man in bekannter Weise
folgendes.
E,, sei die Menge K, unter der Voraussetzung i, ==k, und E,, die
dhnliche Menge unter der Voraussetzung ¢, ™+ k. Die Mengen F, des
Hilfssatzes V seien fiir diese beiden Voraussetzungen resp. Fi, und P
genannt. Dann ist jeder Punkt, mit Ausnahme einer Menge vom MaBe
Null, héchstens fiir eine endliche Anzahl von m-Werten in einer der Mengen
E,, Fy, E,, F,, enthalten.
Nun ist wegen Hilfssatz VI fiir einen solchen Punkt, wenn L eine
nar von der Natur der Funktion v (n) abhingende Konstante bedeutet,
fiir groBe m-Werte erstens

Sgm < L2™y(m)
und zweltens
Sgmt1 — Sy < L 2™y (m),
also, wenn
2" Ln< 2™
ist, B
8, < Syutr = Sym - (Symar — Sm) < 2L 2"y (m) L 2Lny(lgn),

womit Satz III bewiesen ist.

Korollar. Es sei q)(n) eine positive Funktion, so daf3 ‘p—%” be-

standig zunimmt und z konvergiert. Dann ist fast iberall

@ (n)
s, = O (¢ (n)).

) Der Bequemlichkeit halber nehme ich die Logarithmen zur Basis 2.
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Beweis. Ich setze y (n)= 2—1”— @ (2"). Dann ist y (n) eine zunehmende

positive Funktion, und bekanntlich ist

_2¢(2n

konvergent. Die Annahme wy(n) < n?, die wir in Hilfssatz IV gemacht
haben, kann natiirlich bei Satz III ohne weiteres weggelassen werden.
Wir kénnen somit Satz III anwenden, und erhalten fast iiberall

y(n)

s, = Sa,=0(ny (Ign) = 0(p(n),

w. z. b. w.

Das bewiesene Korollar ist eine wesentliche Verschirfung des Haupt-
satzes der zitierten Betrachtungen Herrn F. Bernsteins. Dieser Hauptsatz
behauptet niamlich, daB unter der Voraussetzung der Konvergenz von

5’ ) fast iiberall

a, = 0(g(n)
ist. Unser Korollar zeigt, daB auch
5,=0(p(n)

fast iiberall erfiillt ist; und zwar braucht dazu ¢ (n) nicht schneller zu
wachsen, als es der Bernsteinsche Satz verlangt. Nur ist die Forderung

g (n)

an die Regelmifigkeit des Wachstums hier eine grofere, denn muf

immer zunehmen.

§ 4.
Die Hardy-Littlewoodschen Summen.,

Die grundlegenden Arbeiten der Herren Hardy und Littlewood iber
die Summen der Gestalt

e 1
8,(2) =2 (ke — [ke] - 3),
k=1
die mit dem Problem der Anzahl der Gitterpunkte in Polygonen eng
zusammenhingen, sind mir leider nicht zugiinglich geworden. Einiges habe
ich dariiber veriffentlicht®). Dank einer liebenswiirdigen Sendung von

¢) Bulletin de V'Institut Polytechnique & Jvanowo-Wosniessensk Nr. 5, Janvier
1922, p. 27—41. Vgl auch meine wahrend des Druckes erschienene Abhandlung ,Ein
Satz iiber Kettenbriiche usw.%, Mathematische Zeitschrift 18 (1928), 8. 289—306.
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Herrn Ostrowski habe ich erfahren, da ihm einige von meinen Resultaten
schon 1921 bekannt und von ihm publiziert waren®).

Insbesondere reichen die Formeln der Seite 80 der zitierten Arbeit
von Herrn Ostrowski (sowie auch die Formeln der Seiten 33—34 meiner
Abhandlung) vollstindig aus, um folgenden Satz sehr leicht zu beweisen:

Satz IV. Es ses @(n) eine positive Funktion und ?%) bestandig
zunehmend. Die Abschdtzung

8, (z)=0(¢(ign))

38t fast diberall richtrg oder fast iberall falsch, je nachdem die Reihe
2 %n) konvergent oder divergent ist.

Die Stiitze beim Beweise bilden Satz I und Satz III mit ihren
Folgerungen.

Endlich sei noch bemerkt, daB mit der von Herrn Ostrowski und
mir entwickelten Methode die bewiesenen kettenbruchtheoretischen Ab-
schitzungen noch auf viele andere metrischen Probleme der Theorie der
Diophantischen Approximationen Anwendung finden kénnen. So erhilt man
zum Beispiel ein Analogon zu Satz IV iiber die Hiufigkeit der Zahlen

kx — [kx] in bestimmten Intervallen u. dgl. m.
Moskau, den 7. IX. 1923.

9) Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni-
versitit 1 (1921), Heft 1, S. 77—98.

(Eingegangen am 15. 9. 1923.)



