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Uber eine Klasse meromorpher Funktionen.

Von
Rolf Nevanlinna in Helsingfors.

Auf den folgenden Seiten wird ein Kriterium dafiir gegeben, daf
eine analytische Funktion, die innerhalb eines zusammenhingenden Ge-
bietes G eindeutig und meromorph ist, sich als Quotient von zwei be-
schrinkten Funktionen darstellen 148t. In dem besonderen Fall, wo @

ein Kreis ist, konnen unsere Ergebnisse in folgendem Satze zusammen-
gefallt werden:

Sei f(x) eine analytische Funktion der komplexen Variablen x = ret?,
die fiir jx < R eindeutig und meromorph ist und fir x =0 einen
endlichen Wert annimmt. Es bezeichne ferner n(t) die Anzahl der Pole

von f(x) fur 'x' <t, und Io+g f, die Zahl log f oder Null, je nachdem
if, =1 oder fl<1.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Summe

T(r)= %flggjf(rew):dqn ~+ fﬁ%—)dt
0 0

eine wachsende, konvexe Funkiion wvon logr.

Notwendig und hinreichend, damit die Funkton f(x) als Quotient
von zwer innerhald des Kreises x, << R beschrinkten Funktionen dar-
gestellt werden kann, ist, daf3 T(r) fiir r << B beschrinkt ist.

Wenn f(z) insbesondere fiir | x| < R reguldr ist, so verschwindet n (#)
identisch, und es wird also

2x
T(r)= é};j‘lggv(’rew) de.
0
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146 R. Nevanlinna.

In diesem speziellen Fall wurde der obige Satz frither in einer Arbeit
von F. Nevanlinna und dem Verfasser bewiesen?)2).

Unter Anwendung eines bekannten Fatouschen Satzes itber die Existenz
von Randwerten beschrinkter Funktionen folgt aus unserem Satze u. a.,
daB eine fiir |2 | < R meromorphe Funktion, fiir welche der Ausdruck 7'(r)
fiir r < R beschrinkt ist, bei radialer Anndherung an die Punkte |z|= R
fast iiberall wohlbestimmte Randwerte besitzt. Im Falle einer fir |x| < R
reguliren Funktion wurde dieser Satz zuerst in der in der FuBnote )
zitierten Arbeit bewiesen; unabhingig hiervon hat ihn auch Ostrowski?)
gefunden.

1. Es sei f(x) eine analytische Funktion der komplexen Variablen
@ =reiv, die innerhalb eines zusammenhingenden Gebietes G~ eindeutig
und meromorph ist. Sei ferner G ein von einer endlichen Anzahl analy-
tischer Kurvenstiicke I" begrenztes, zusammenhingendes Gebiet, dessen
Rand vollstéindig innerhalb G* verlauft; ein solches Gebiet werden wir
kurz ein inneres Gebiet von G* nennen. Wenn z ein innerer Punkt von @
ist, so 148t sich log|f(x)| durch die Formel

(1) log| (@) = o [ log. ()| 22D a5 — g(a,a,)+ g (e, b)
r G @

berechnen, wo g(z, z) die Greensche Funktion des Gebietes @ mit ihrem
Pol in dem Punkt z = 2z bezeichnet, und die Summen rechts iiber simt-
liche innerhalb G gelegenen Nullstellen @, und Pole b, der Funktion f(z)
zu erstrecken sind*). Um diese Formel auf eine fiir die folgende Unter-

1) F. und R. Nevanlinna, Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen in
der Umgebung einer singuldren Stelle oder Linie, Acta Soc. Sc. Fennicae, 50
(1922), N. 5.

2) In einer neuerdings erschienenen Arbeit (Uber die Randwerte einer analytischen
Funktion, Math. Zeitschrift, 18, Heft 1/2, (1923), S. 87—95) hat F. Riesz folgenden
Zerlegungssatz bewiesen: Wenn f(z) eine innerhalb des Einheitskreises regulire,
analytische Funktion ist, wofiir das Integral 7' () fiir r — 1 beschrinkt ist, so kann
sie in der Form f(2) = g (z) h (x) geschrieben werden, wo % () fiir |2 | < 1 beschrinkt,
und ¢ (z) eine im Embheitskreise nirgends verschwindende, regulire Funktion ist, fiir
welche der Mittelwert T'(r) ebenfalls beschrinkt ist. Dieses Ergebnis ist offenbar in
unserem oben angegebenen Satze (in der spezielleren Fassung, in welcher er schon in
der in der FuBinote 1) zitierten Arbeit bewiesen wurde) enthalten; nach diesem Satze

ist namlich f= 1%, wo ¢ und vy im FEinheitskreise beschrinkt sind, und v =+ 0 ist.
%) A, Ostrowski, Uber die Bedeutung der Jensenschen Formel fiir einige
Fragen der komplexen Funktionentheorie, Acta litt. ac scient. regiae univ. hung.

Francisco-Josephinae 1 (1923), £. 2, 8. 1-8.
4 Vgl. die in der FuBincte !) zitierte Arbeit von F. und R. Nevanlinna, ins-

besondere S. 7.



Meromorphe Funktionen. 147

suchung zweckmiBige Form zu bringen, filhren wir folgende Bezeich-
nungen ein:

(2) Vsl f)= s [ el /(0| 224, Vo(z, 1) =2 g(a, ).
r q

Setzt man noch

(3) TG(xa f)ng(x, f)+VG(xrf)>
so 158t sich die Formel (1) in der einfachen Form
(1) log | f(2) | = Ta(2, ) — To (2, =)

schreiben. Man bemerke, daB der Ausdruck 7% (z, f) nach seiner Definition
eine innerhalb @ nichinegative, harmonische Funktion ist, die auf I" die

Randwerte lgg |f(%)| annimmt und in den innerhalb G gelegenen Polen
der Funktion f(x) positive, logarithmische Stellen besitzt.
2. Der Ausdruck Tg(z, f) besitzt folgende fundamentale Eigenschaft:
Satz I. Wenn G, und G, innere Gebiete von Q" sind, und G, als
Teilgebiet in G, enthalten ist, so gilt fiir jedes x innerhalb G,
Te,(2, f) £ Te, (@, 1)

Zum Beweise nehmen wir einen beliebigen Punkt a, innerhalb G,.
Nach (1) ist in jedem Punkt z innerhalb G,

logf(z) = Te, (2, ) — T, 2, +) < Tay (=, 1),
f

und, da die rechte Seite nichinegaisv ist, auch

+
log|/(z)| < Ta, (2, f)-
Diese Ungleichung besteht insbesondere in jedem Randpunkt von G,.

09, (=,

Multipliziert man beide Seiten mit "), wo g, (%, x,) die Greensche
on

. Funktion von @, ist, so folgt durch Integration lings der Randkurve I';
von G, dal

@ a0 1) < g | Tos (2, ) S50,
Iy

Zur Berechnung des letszten Integrals bemerke man, daB die Funktion
T, (2, f) — Ve, (2, f) innerhalb @, harmonisch und reguldr ist und auf
der Randkurve I, die Randwerte T, (2, f) annimmt. Daher wird:

5 f T, (. 1) 22 a5 = L | (T4, (2, 1) — Vo (2, 1) Lo ds
I

= TG; (xo: f) - VG:(xO’ f)'
10%
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Nach (4) ist somit
Ug, (29, ) £ Ta, (5, f) — Ve, (2, 1),
oder also, gemiB der Definition (3) des Ausdrucks T,
Te, (%4, ) £ To,(y, f), W.z b.w.

3. Es sei G ein inneres Gebiet von G*, und «, ein innerer Punkt
von G; die Greensche Funktion des Gebietes G mit ihrem Pol in z =z,
wird wie vorher mit g(z, x,) bezeichnet. Wir betrachten das von der
Niveaulinie

9(2, ) =12 (4=0)
begrenzte Gebiet G;, das fiir 1= 0 in G iibergeht, und fiir 4— oo sich
zu dem Punkt 2z, zusammenzieht. Nach dem Satz I ist der Ausdruck
Te,(z,, f) eine niemals zunehmende Funktion von A, Wir werden jetzt
folgenden Zusatz beweisen, von dem wir zwar in der Folge keinen Gebrauch
machen werden, der aber an sich nicht ohne Interesse sein diirfte:

Satz II. Der Ausdruck Tg,(z,, f) ist eine konvexe Funktion von 1.

Beweis. Wir wahlen zwei beliebige positive Zahlen 4, und 2, (1, > 1,);
das von den Niveaulinien g =1, und g =1, begrenzte Gebiet bezeichnen
wir mit H. Nach der Grundformel (1)’ ist dann in jedem Punkt z dieses
Gebietes

log| £(x)| = Ta (e, 1) — Ta (@, ) < Tu(=, 1),

und also auch, da 7'z (2, f) nichtnegativ ist,

log |f' < Tu(z, f).
Diese Ungleichung besteht demnach insbesondere auf der Niveaulinie g = 1,

falls 14, > 22> 1,. Durch Multiplikation mit ﬁ“%}l und Integration
lings der genannten Niveaulinie folgt also, daBl

g_.

Andererseits ergibt sich, da die Funktion Ve, (%, f) — Vg, () inner-
halb @, harmonisch und regulir ist und auf der Kurve g =4 die Werte
Ve, (z, f) annimmt, daB

él;fVG)2<x: f)?i(—a?;;-%‘)d*S‘:Z_l;f (VG;&(QU f)“' VG’;_(x: f))g—ids

g=i g=2

= VGlz(xw f) - VGZ (xo: f):
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woraus fiir Vg, (x,, f) der Wert

Ve, (02 1) = Ve, (00 ) = 5 | Ves, (2 )22 ds

y:l
1 0
o | Ve, @00 1) — Ve, (2 10) s
=7
folgt. ?
Wird diese Gleichung zu der Ungleichung (5) addiert, so ergibt sich
(6) Te, (200 )< g | W(2) 28500
g:l

wo

W(z)="Ta(x,f)— VGz,z(x’ )+ VG‘).Z(ZO’ f)-
Die Funktion W(z) ist innerhalb H harmonisch und regulir; mittels der
Greenschen Formel folgt hieraus leicht, daB der Ausdruck rechts in (6)

eine lineare Funktion von 1 ist®). Fir A=21, und 4 =1, kann sein Wert
leicht ermittelt werden. Auf der Kurve g = 1, ist namlich

Ta(z, f) =1og|f| = Te, (=, ),
und daher

;———ﬂf W(x)%%ds = ‘Q%f (TGll(x’ f) ha VG;.z(x, f) + VG;q(xo, f)) ag ds

=7, 9=

= TG;,I(%: f)'
Fiir g =1, ist wieder Ty (z, f)=10g|f|, Ve, (,f)=0, und also

1 0
o | W) L s = Uy (w0 1) 4 Ve (200 1) = Ty (200 1)
9=l
Die Ungleichung (6), wo die rechte Seite im Intervall 1, <1<, eine
lineare Funktion von 1 ist, geht also fiir i=4, und A=14, in eine
Gleichhest iiber. Hieraus folgt die Behauptung unmittelbar.

5) Wird namlich die Formel J. ( ZZ— g::) ds=0 in dem von den Niveau-

linien g =14, und g=4% begrenzten Gebiete mit w =W und v=g— 1 angewandt, so
folgt unmittelbar, dafl

?
J.W-a—%ds:ql—i—cg,

wo ¢, und ¢, die von 1 unabhéngigen GroBen

6= f?ﬂds b= fw%azsqlz1

. 9=, 9=
bezeichnen.
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4. Wir betrachten jetzt eine unendliche Folge von Gebieten
G,,G,y,..., 04

die simtlich innere Gebiete von G* sind, und von denen @, fiir jedes n
als Teilgebiet in @, , enthalten ist, Fiir » — co néhere sich die Rand-
kurve I, von G, dem Rande I'* von @* derart, daB jedes vorgegebene

innere Gebiet von @* schlieBlich innerhalb @G, liegt. Nach dem Satz I
ist dann

(7) Te (2, f) < To, (2, ) L. . L T (2, ) - v

Wir wollen jetzt annehmen, es existiere innerhalb G* ein Punkt z,,
in welchem die Folge Tg, (2, f) beschrankt ist. Dann existiert der end-
liche Grenzwert

PEIRRRE)

lini TG,. (xo: f):

woraus durch eine wohlbekannte SchluBweise folgt, daB die Folge (7) in
jedem Punkt z innerhalb @* konvergiert und zwar gleichmiBig in jedem
inneren Gebiet von G*. Der Grenzwert

lim Tg, (z, f) = T(x, f)
ist eine innerhalb G* nichtnegative, endliche, harmonische Funktion, mit
Ausnahme der Pole von f(z), wo T'(x, f) positive, logarithmische Pole
besitzt.

Wir wenden dann unseren Satz I auf die Funktion —;; an und finden so:
1 1 1
(8) Tal(x,7)gT(;z(x,?)g...g_'j'@,,(x,?)g....

Man nehme zuniichst an, daf die betrachtete Funktion f(2) nicht
identisch verschwindet; sei dann z, ein Punkt, wo f(z)==0 und endlich
ist. Die Ausdriicke (7) sind fiir =2, nicht groBer als die endliche
Zahl T(z,, f); wendet man nun die Formel (1)’ fiir 2 =, an, so folgt
also, dafB )

1

Te, (2, 7) - log{?.(_;sH Te. (z,, f)z_{logfﬂ%—){ + T(z,, f).

Die Ausdriicke (8) sind somit fiir # =z, gleichmaBig beschrinkt, woraus
man schlieft, daB auch der Grenzwert

- 1 1

lim Ty, (=, 7) = 7{2, 7)
in jedem inneren Punkt von @* existiert. Die Grenzfunktion T(w, lf)

ist innerhalb G* nichtnegativ und harmonisch, auSer in den Polen von —}-

(Nullstellen von f), wo sie positive logarithmische Pole besitat.
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Mittels der Grundformel (1) ergibt sich nun, wenn man G, statt @
schreibt und » unbeschrinkt wachsen 1a8t, fiir log | f(x)| der Wert

(9) log | f(z)| = T(=, f)——T(x,—;:).

Es sei T(z, f) die bis auf eine reelle Konstante wohlbestimmte, zu T'(z, f)
konjugierte harmonische Funktion, und

(10) (2, f) = e~T@N=iT (@0,
Diese Funktion, die innerhalb G* regulir ist, geniigt der Be dingung
(2, 1) L1

und verschwindet in den Polen von f(x). Durch geeignete Wahl der in T
enthaltenen willkiirlichen Konstante findet man nach (9) fiir f(x) die inner-
halb G* giiltige Darstellung
1
(o}

Dieses Resultat haben wir unter der Annahme hergeleitet, daB f(z)
nicht identisch verschwindet. Ist nun f(z)= 0, so bleibt die Darstellung
(11) giiltig, falls man T(x, %) = 4 o0, und also ¢ (x, }1;) = 0 setzt. Zu-
sammenfassend haben wir somit folgendes Ergebnis:

Satz III. Es sei f(x) eine innerhalb eines zusammenhingenden
Gebietes G eindeutige meromorphe Funktion, und G,,G,,....4,, ...
eine Folge von inneren Gebieten, von denen G, fir jedes n als Teilgebiet
n G,., enthalten ist. Die Randkurve I', von G, ndihere sich mit
wachsendem n unbeschrinkt dem Rande von G, so daf schlieflich jedes
gegebene innere Gebiet von G wvollstindig innerhalb G, liegt.

Eaxistiert innerhalb G~ ein Punkt, wo der Ausdruck Te, (x, f) unter
etner festen, von n unabhdngigen, endlichen Schranke liegt, so konvergiert
er fiir n— oo in jedem inneren Punkt von G~ gegen eine harmonische
Funktion T(z,f). Die meromorphe Funktion f(z) lipt sich dann als
Quotient von zwei, durch die Formel (10) definierten, beschrinkten Funk-
tionen (p(x, %) und ¢ (x, f) darstellen, von denen wenigstens die letzi-
genannte nicht identisch verschwindet.

5. Es seien umgekehrt p, (z) und y, (z) zwei beliebige analytische
Funktionen, die innerhalb G* reguldr und beschrinkt sind:

(12) lm (@) <L w21
und von denen v, nicht identisch gleich Null ist. Wir werden zeigen,

daB die meromorphe Funktion

__ ()
&)= @
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zu der oben betrachteten Klasse gehort, d.h. daB die Folge Tg,(, f)
(n=1,2,...) in jedem von den Polen der Funktion f (%) verschiedenen
Punkt von G* beschrinkt ist.

Sei in der Tat x, ein Punkt, wo wy,(z)==0. Nach den Bedingungen

(12) ist {f}:i%%éii%, und also

_1
wy () |
Sobald die Kurve I', den Punkt z, umfafit, ist demnach
1
Ugn(x()’ f) g. UGn (""o’ %) *

Weil die Pole von f(xz) simtlich in den Nullstellen von y,(z) enthalten
sind, so wird auch

log| f(2) < log |

1
VG,‘<$0, f) é VGn (x()’ %) .
Durch Addition der letzten zwei Ungleichungen folgt nun, daB
1
(13) Tew (2, 1) < Ty (7o) ;p—)

Der Wert des letzten Ausdruckes kann leicht berechnet werden. Nach
den Ungleichungen (12) ist ndmlich Io+g |y, =0, und also Ug, (%,,v,) = 0;
weil y, () innerhalb G* reguldr ist, so verschwindet auch der Ausdruck
Ve, (%y, v,), und es ist also

Te, (%9, y5) = 0.

Mittels der Formel (1)’ ergibt sich nun fiir die rechte Seite von (13) der
endliche Wert

RN TON N
Tex (xo’ W2> log lx vy (%) [ )
Man sieht also, daB die Ungleichung

|1 |
(14) TGn(xO’ f)glog‘,% (25) |

fiir jedes n besteht, womit die Behauptung nachgewiesen ist. Wir haben
also den

Satz IV. Notwendig wund hinreichend, damit eine innerhald q*
meromorphe Funktion sich als Quotient von zwei beschrdnkten Funktionen
darstellen 1Gft, ist, daff ein innerer Punkt existierf, wo dve Folge
To (2, f) (n=1,2,...) gleschmdipig beschrankt ist.

6. Wenn eine meromorphe Funktion zu der oben betrachteten Klasse
gehort, so kann sie selbstverstindlich in unendlich vielen Weisen als
Quotient von zwei beschrinkten Funktionen dargestellt werden. Unter
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diesen Darstellungen zeichnet sich die in (11) gegebene, wo ¢ (z, f) durch
die Formel (10) definiert ist, durch folgende Eigenschaft aus:

Satz V. Es seten v, (2) und v, (z) zwei snnerhalb G* reguldre,
beschrinkie Funktionen (|p, | <1, |y, L1), und

Y1\Z) (z)
f( ) Ty, (z)

Dann g¢ilt in jedem inneren Punkt von G
oz NIZlw@)]  |o(@3)]| 2@l

Der Nachweis ergibt sich unmittelbar aus der oben bewiesenen Un-
gleichung (14), die fiir jeden inneren Punkt z, des Gebietes G besteht.
Weil nimlich lim 7, (2, f) = T(2, f), so ist demnach auch

n=w

T(z, f) <10gi (m)[

oder also, nach der Definition (10),
lo(z, )] = [wa(2)]-

Der die Funktion cp(x, %) betreﬂende Teil folgt, wenn man dieselbe

SchluBweise auf die Funktion —-— anwendet.

f()

Aus dem Satz V geht insbesondere hervor, daB die zu einer mero-
morphen Funktion gehdrigen beschrinkten Funktionen ¢ (z, f) und ¢ (x, %)

esndeutig bestimmt sind, d. h. daB sie von der besonderen Wahl der Ge-
bietfolge @, unabhiingig sind, wenn diese nur den im Satz IIT angegebenen
Bedingungen geniigt.

7. Um zu dem in der Einleitung angegebenen Satz zu gelangen,
wollen wir zum Schlufl die oben erzielten Ergebnisse auf den Fall an-
wenden, wo das Gebiet G@* ein Kreis |z| < R ist. Wahlen wir als Ge-
biet G, einen konzentrischen Kreis €, vom Radius ¢ (¢ < R), so wird
fir x =re®? (r <o)

<15) TC' (x’ f)'———'floglf(gezﬂ)l ot rie 39.;:03(19 ?) ad

o —b x
—{—!“2<’010g} e

wo b, die Pole von f(z) bezeichnen. Der in der Einleitung angegebene
Satz ergibt sich nun aus den oben bewiesenen Satzen I, IT, IIT und IV,
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wenn man in (15) insbesondere = 0 wiahlt und bemerkt, da dieser Aus-
druck durch eine leichte Umformung auf die Form

27 o
(16) o [ 16| rleeie) | an + [ 2 gy
0 0

gebracht werden kann, wobei n(r) die Anzahl der Pole von f(z) fiir
|z | < r bezeichnet,.
Man sieht leicht ein, daB das Integral

R
[0,
r
0

mit der Reihe
(17) 2/ (B—18,)
y=1

gleichzeitig konvergent oder divergent ist. Das genannte Integral ist
ndmlich in bezug auf Konvergenz und Divergenz mit dem Integral

fn(r)dr

gleichwertig; und aus der Identitdt

fuyar=faiae—m =~ (=)o) + SR~ 0.

ersiecht man unmittelbar, daB das linksstehende Integral mit der Reihe
(17) gleichzeitig konvergent oder divergent ist.

Das in der Einleitung angegebene Kriterium (Beschrinktheit des
Ausdruckes (16)) ist also damit gleichbedeutend, dafs das Integral

27
1 + R
g;floglf(fe“”)‘d¢
0
fiir r < R beschrankt und die Reihe (17) konvergent ist.

(Eingegangen am 3. 2. 1924.)



