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Algebraische Theorie der zerlegbaren Ringe.
(Algebraische Theorie der Ringe. II1)

Von

Wolfgang Krull in Freiburg i. Br.

Die vorliegende Arbeit soll eine Fortfiihrung und Erginzung der Ab-
handlungen ,,Algebraische Theorie der Ringe I und I1*?) darstellen. Dort
wurde fiir eine gewisse Klasse von Ringen, die im wesentlichen endliche
oder unendliche Systeme hyperkomplexer Grofen mit kommutativer Multi-
plikation sind, der Begriff der algebraischen und transzendenten Erweite-
rung nach dem Vorbild der Kérpertheorie eingefithrt. Mit Hilfe der Uber-
tragung der korpertheoretischen Methoden gelangt man dann zu einer
Typisierung der betrachteten Ringe, wenigstens der vollkommenen, die
dadurch ausgezeichnet sind, daB ihnen ein vollkommener Korper zugeordnet
werden kann.

Im folgenden soll mun untersucht werden, wre dee Verhdélinisse, ins-
besondere” die Fragen der Typisierung, in einem gewissen ausgezeichneten
Falle, nimlich bei den sogenannten zerlegbaren Ringen, liegen. Der Be-
griff des zerlegbaren Ringes wurde von Herrn Fraenkel in seiner Disser-
tation?) axiomatisch festgelegt. Die zerlegbaren Ringe sind dadurch ge-
kennzeichnet, daB sich in ihnen die Null im wesentlichen eindeutig als
Produkt von Potenzen von ,,Primteilern® (der Null) darstellen 1a8t. Axio-
matisch kann man sie, wie in § 1 der vorliegenden Arbeit gezeigt wird,
auch charakterisieren als ,,Ringe, in denen es nur Nullteiler und Ein-
heiten gibt, wund in denen auferdem jedes Ideal ein Hauptideal ist, also
aus der Gesamiheit aller durch ein festes Element teilbaren Ringelemente

1) Math. Annalen 88, S.80—122, bzw. Math. Annalen 91, S. 1—46. Diese Ar-
beiten werden in Zukunft mit A. I und A. IT zitiert.

2) ,,Uber die Teiler der Null und Zerlegung von Ringen“. Journal f. Math. 145,
S.189—176. Diese Arbeit wird im folgenden mit ,F.“ zitiert. Ferner wollen wir
unver ,N.“ die Arbeit ,Idealtheorie in Ringbereichen“, Math. Annalen 83, 5. 24—67
von E. Noether verstehen.
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besteht“. Nach den allgemeinen Ergebnissen von A.II bzw. nach den
Resultaten der Fraenkelschen Dissertation 148t sich jeder zerlegbare Ring
als Summe von endlich vielen speziellen Ringen darstellen, wobei ein spe-
zieller Ring dadurch ausgezeichnet ist, daB in ihm sich jeder Nullteiler
als Produkt einer eindeutig bestimmten Potenz eines ein fiir allemal fest-
gelegten Primteilers mit einer Einheit darstellen 1aBt. Wir hatten bereits
in A.II mit einer ausgezeichneten Klasse von speziellen zerlegbaren
Ringen, nimlich mit den sogenannten ,Grundringen® zu tun. Im folgen-
den beschiftigen wir uns genau wie in den vorangehenden Arbeiten vor-
wiegend mit Ringen des speziellen Typs.

Zunichst werden die Vereinfachungen dargelegt, die sich hinsichtlich
der Theorie der algebraischen und transzendenten Erweiterungen bei den
zerlegbaren Ringen gegeniiber dem allgemeinen Fall ergeben. Die leicht
zugingliche Natur der zerlegbaren Ringe zeigt sich u. a. darin, daf wir
den Aufbau der Polynomideale einer Variablen besser iibersehen konnen
als im allgemeinen Fall, und daB sich insbesondere fiir jedes Polynom-
ideal eine Normalbasis einfacher Art aufstellen 14Bt. Des ferneren lassen
sich, wie in § 3 gezeigt wird, die reguliren Erweiterungen eingehender
charakterisieren als im allgemeinen Fall und zwar durch den wichtigen Satz:

Die reguldren Erweiterungen eines zerlegbaren speziellen Ringes sind
die einzigen Erweiterungen, die wieder zu einem speziellen zerlegbaren Ring
mst dem gleichen charakteristischen Exponenten fiihren.

Die Bedeutung dieses Theorems zeigt sich u. a. bei der Typisierung
der vollkommenen Ringe. Man kann z. B. mit Hilfe unseres Satzes un-
mittelbar einsehen, daB die vollkommenen Grundringe die einzigen voll-
kommenen speziellen zerlegbaren Ringe sind, die den gleichen charakteri-
stischen Exponenten wie ihr Primring besitzen.

Von besonderer Wichtigkeit ist bei der Typisierung noch eine wei-
tere Untersuchung, die nur bei zerlegbaren Ringen durchfiihrbar ist.
Im allgemeinen Fall muBten wir uns, um zu befriedigenden Ergeb-
nissen zu gelangen, auf ,regulire Erweiterungen beschrinken, durch
die dem gegebenen Ring nach einer in A. IT verwandten Ausdrucks-
weise gleichsam nur regulire Elemente zugefiigt werden. Bes zerlegbaren
Ringen beschiftigen wir uns auch mit allgemeinen algebraischen Erweite-
rungen, durch die neue Nullteiler eingefiihrt werden, und zwar met sol-
chen, die einen zerlegbaren Ring wieder tn einen zerlegbaren verwandeln.
Es gelingt, derartige Erweiterungen erschopfend zu charakterisieren, und
einen genauen Einblick in ihren Aufbau zu gewinnen.

Aus dem gewonnenen Resultat ergeben sich wichtige Folgerungen fiir
die Typisierung der zerlegbaren Ringe. Zunichst gewinnen wir mit Hilfe
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der allgemeinen algebraischen Erweiterungen einen befriedigenden Einblick
in die Natur der endlichen zerlegbaren Ringe, und zwar zeigt es sich, dafl
man fiir alle hier in Betracht kommenden Typen Beispiele gewinnen kann,
wenn man Restklassensysteme nach geeignet gewidhlten Idealen aus alge-
braischen Zahlkorpern betrachtet. Allerdings ist damit noch nicht bewie-
sen, daB jeder endliche zerlegbare Ring dem Restklassensystem eines alge-
braischen Ideales isomorph ist. Um diese Frage beantworten zu konnen,
miiBte man, wie im Texte dargelegt wird, jedenfalls erst iiber eine Reihe
von Existenzsitzen aus der algebraischen Zahlentheorie Bescheid wissen.

Ahnlich wie bei den endlichen liegen die Verhaltnisse bei beliebigen
vollkommenen zerlegbaren Ringen. Auch hier gelangen wir auf Grund der
Tatsache, daB jeder vollkommene zerlegbare Ring aus seimem Grundring
durch allgemeine algebraische Erweiterung entsteht, zu einer genauen Cha-
rakterisierung der untersuchten Bereiche. Besonders interessant sind die
Verhdlinisse bei den algebraisch abgeschlossenen zerlegbaren Ringen. Hier
gelingt es uns namlich, motwendige und hinreichende Kennzeichen dafiir
2u gewinnen, wann ein solcher Ring durch Grundring wnd charakieristi-
schen Bxponenien eindeutig bestimmt ist und wann nichi. Dabei zeigh
sich eine neue beachtenswerte Analogie mit der Korpertheorie: Der Unter-
schied zwischen den durch Grundring und charakteristischen Exponenten
eindeutig bestimmten Ringen und den andern ist ganz &hnlich dem Unter-
schied zwischen vollkommenen und unvollkommenen Kérpern (obwohl
alle hier in Betracht kommenden Ringe in unserer in A.Tund A.II ein-
gefiihrten Ausdrucksweise vollkommen sind) — die Primteiler der Null
spielen eine analoge Rolle wie die transzendenten Elemente in der Kor-
pertheorie.

AuBer diesen neuen Beziehungen zur Korpertheorie ergibt sich bei
den zuletzt besprochenen Untersuchungen noch eine Reihe merkwiirdiger
Fragen, so daB es scheint, als ob die hier entwickelte algebraische Be-
handlungsweise nicht nur hinsichtlich der Typisierung der zerlegbaren
Ringe zu einem gewissen AbschluB fiihrte, sondern auch den geeigneten
Ausgangspunkt zu einer weiteren Untersuchung dieser Bereiche bote.

§ 1.
Die allgemeinen zerlegbaren Ringe.

Ein allgemeiner zerlegbarer Ring ist ein -Ringbereich mit kommu-
tativer Multiplikation und universellem Einheitselement?) r., der folgenden
Axiomen geniigt:

3) Zu der Definition des allgemeinsten kommutativen Ringbereichs vgl. A.T § 1.
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I. Ein Element a aus R ist entweder Nullieiler oder Einhest, d. h.
es besteht stels entweder eine Gleichung a-G=0; @==0 oder eine Qlei-
chung a-a "t =r,.

II. Jedes Ideal aus R ist ein Hauptideal (a), besteht also aus der
Gesamtheit der durch ein festes Element a teilbaren Ringelemente.

Auf Grund dieser- beiden Axiome..beweisen wir zunichst folgen-
den Satz?): A h

Hilfssatz 1. Besitzt das Ideal a = (a) einen vom Einheitsideal o
verschiedenen echten Teiler b= (b), so lafit es sich auch als Produki
echter Teiler darstellen.

Da die Ideale a und b vom Einheitsideal verschieden sind, so miissen
infolge von Axiom I die Elemente a und b Nullteiler sein, und wegen
der Teilbarkeit von a durch b muB eine Gleichung @ = b-¢ bestehen, aus
der dann die Idealgleichung (@)= (b)-(c) folgt. Sollte nun (¢) ein echter
Teiler von a sein, so ist unsere Behauptung bewiesen, im andern Falle
muB jedenfalls eine Gleichung ¢ = d-a bestehen. Ist dann b = 0 ein nach
Vor. existierendes Element, das der Gleichung b-b = 0 geniigt, so kann b
und folglich auch & - d-a = b - ¢ nicht durch a teilbar sein, weil sonst
entgegen der Wahl von & die Gleichung b—=¢-a=e¢-b-c=e-a-b-d=b-b-d=0
besténde. Die Ideale (b + ¢) und a sind mithin verschieden, und aus der
Gleichung a = (b +¢)-(b) folgt die Behauptung des Hilissatzes.

Da ein Primideal seiner Definition gem#f nicht als das Produkt von
echten Teilern darstellbar ist, so folgt aus dem gewonnenen Ergebnis un-
mittelbar, daBl in R kein Primideal einen von o verschiedenen echten Teiler
besitzen kann. Daraus ergibt sich weiter, dall die zerlegbaren Ringe dem
allgemeinen in A 11 § 1 w. §2 charakierisierten Ringtypus angehoren, und
wir konnen aus A.II die folgenden Sitze iibernehmen, die sich fiir zerleg-
bare Ringe mit Benutzung von Hilfssatz 1 auch direkt beweisen lassen:

Jeder allgemeine zerlegbare Ring lifit sich als eindeutige Summe von
endlich wviel speziellen Ringen, in denen die Gesamtheit der Nullteiler
ein Primideal bildet, darstellen®).

Ist a ern beliebiges Ideal aus R, so ¢ilt eine eindeutige Produkt-
zerlegung a = q,-q,- ... -q,, wobel die g, gegenseitig teilerfremde Primdr-
ideale bedeuten®).

Zu jedem Ideal a gibt es esmen endlichen Expomenten o , so daf

+1 . . . ge . 7. .
a% = a% 7" wird, insbesondere existiert zu einem beliebigen speziellen zer-

4) Hilfssatz 1 ist im wesentlichen mit Satz 2, F. § 2 identisch.

% A.II §2, vgl. ferner die Entwicklungen bei F. §4, wo der Zerlegungssatz
obne idealtheoretische Hilfsmittel bewiesen ist.

%) A IL § 2.
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legbaren Ring eine natirlicke Zahl g, so daf fir a= 0 immer a®=(0)
ist, oder, was dasselbe bedeutet, ein Produkti wvon o Nullieilern stets ver-
schwindet?).

Aus der Tatsache, daB jedes Ideal aus R ein Hauptideal ist, ergibt
sich ferner die wichtige Folgerung: Es gibt in R keine ins Unendliche
laufende Kette von Idealen a,, Gy, ..., G;, .. ., bei der allgemein das Ideal a;
ein echter Teiler von a,_, ist®).

Denn der groBte gemeinschaftliche Teiler der Ideale a; ist selbst ein
Ideal = (d) und unter unsern Vor. muf das Element d fiir em end-
liches » im Ideale a, auftreten. Dann aber wird a, = (d), und die Kette
bricht mit a, ab.

Aus dem zuletzt gewonnenen Ergebms und gus Hilfssatz 1 folgt leicht:

Satz 1. Fir jedes Ideal a aus R gzlt eme Gleichung
fpfe L ple,

wobei die p,; teilerfremde Primideale bedeuten.

Da in einem zerlegbaren Ring zwei verschiedene Primideale stets
teilerfremd sind, so brauchen wir nur zu zeigen, daf sich jedes Ideal a
als Produkt von Primidealen darstellen 1a8t, dann ergibt sich durch Zu-
sammenfassung gleicher Faktoren die Behauptung.

Sollte nun a nicht als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar
sein, so miiBte nach Hilfssatz 1 sicher eine Gleichung a = a,-a, bestehen,
wobei a, und @, echte Teiler von a wiren (denn jedes Ideal ohne von o
verschiedenen echten Teiler ist ja evidenterweise selbst Primideal). a, unda,
konnen nun nicht beide als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar
sein, denn sonst gilte ja wegen a = a,-a, das gleiche von a. Istnuna,
nicht als Produkt endlich vieler Primideale darstellbar, so haben wir eine
Gleichung a, = a,,-a,,, wobei, wie aus den vorhin bei a angewandten
Schliissen folgt, bei geeigneter Bezeichnung a,, einen nicht als Produkt
von endlich viel Primidealen darstellbaren echten Teiler von a, bedeutet.
Indem man jetzt auf a,, dieselbe SchluBweise anwendet, wie frither auf
a und a, usw., erkennt man, dal jedes Ideal a aus R als Produkt endlich
vieler Primideale darstellbar sein muB, weil es andernfalls in R eine ins
Unendliche laufende echte Teilerkette a, a,, a,,, ... gébe.

Da in einem zerlegbaren Ring nach den in A. Il gewonnenen allge-
meinen Resultaten®) ein Ideal q dann und nur dann Primérideal ist, wenn

7 ATL § 2.

8§ Vgl. N. §1 S.80, wo der entsprechende Satz unter der allgemeineren Vor.
bewiesen ist, da8 jedes Ideal aus R eine endliche Basis besitzt.

% Vgl. A. IL
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es durch ein einziges (von o verschiedenes) Primideal teilbar ist, so konnen
wir aus Satz 1 unmittelbar folgern:

Satz 2. Die Potenzen der Primideale, und nur diese, sind in R
Primdrideale™®).

Die Produktzerlegung a = p;*- ... -pj” ist also mit der Produkt-
zerlegung @ = G, -Gy~ - .. -q,, die wir oben auf Grund der allgemeinen Er-
gebnisse von A.1L eingefiihrt haben, identisch, d.h. es ist bet geeigneter
Numerierung pf"-——— q, (1=1,2,...,6). Dabes sind die Exponenten o,
esndeutig bestimmi, falls man sie stets so kletn wdhlt, daf pf"_1+ pf‘ wird.

Aus Satz 1 und 2 geht hervor, dafi die durch Axiom 1 wund II
charakterisierten zerlegbaren Ringe mit den von Herrn Fraenkel behandelien
,zerlegbaren Ringen mit endlich viel Svesentlich verschiedenen Nullteilern'
sdentisch sind.

Sind @, und a, zwei Basiselemente desselben Ideals — wir wollen a,
und @, in diesem Fall iquivalent nennen —, so unterscheiden sich a, und
a, nach den allgemeinen Ergebnissen von A.II bzw. F. nur um einen Ein-
heitsfaktor. Bezeichnen wir jedes Basiselement eines Primideals als ,,Prim-
teiler (der Null), so kénnen wir daher sagen: Die zerlegbaren Ringe sind
diejenigen Ringbereiche, in denen es mur Nulltesler und Einheiten g¢ibt,
und in denen sich jedes Hlement bis auf Binhestsfakioren eindeutig als
Produkt von Primieilern darstellen lift. Von dieser Definition der zer-
legbaren Ringe kann man ausgehen, falls man die Idealtheorie ver-
meiden will. .

Die speziellen Ringe, aunf die man einen allgemeinen zerlegbaren Ring
zuriickfiihren kann, sind, wie aus den Ergebnissen des zweiten Teils bzw.
der Fraenkelschen Arbeit folgt, und wie man iibrigens auch leicht mit
Hilfe der Sitze 1 und 2 zeigen kann, ebenfalls zerlegbar, und zwar be-
stehen die simtlichen vom Einheitsideal verschiedenen Ideale eines speziellen
zerlegbaren Rings aus dem Nullteslerprimideal p* = (p) und dessen Po-
tenzen p*° = (p2), ..., p* = (p°) = (0). 1) Es ist somit bei den speziellen
zerlegbaren Ringen eine noch viel weitergehende Analogie mit dem Rest-

_klassensystem nach einer Primzahlpotenz vorhanden, als wie wir sie bei
-'dem im ersten Teil behandelten umfassenderen Fall fanden.

10) Man beachte, daB gleichzeitiz mit p auch jede Potenz von p zu allen von p

verschiedenen Primidealen teilerfremd ist!

11y Vgl, den Hilfssatz von A.II § 2, sowie F. § 4 Satz 7. (Nach der bei F.
gegebenen Definition sind ja die bei F. als ,einfach®, hier als »Speziell* bezeichneten
zerleghbaren Ringe im wesentlichen durch die eben formulierte Eigenschaft der Ideale
charakterisiert.)
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Die wichtigsten Beispiele fiir zerleghare Ringe sind neben den Rest-
klassensystemen nach einer natiirlichen Zahl die Restklassensysteme nach
einem Ideal eines algebraischen Zahlkérpers. Wir werden auf das letztere
Beispiel in §4 bei Behandlung der endlichen zerlegbaren Ringe zuriick-
kommen.

§2.

Polynomideale in speziellen zerlegbaren Ringen.

Es sel B ein beliebiger spezieller zerlegbarer Ring. Mit p* bezeichnen
wir gemif der bereits in § 1 benutzten Terminologie sein Nullteilerprimideal,
unter p wollen wir stets einen Primteiler, also ein Basiselement von p*,
verstehen. Da nach eimer in § 1 gemachten Bemerkung die Ideale
0, p*, p*°, ..., p*e= (0) die einzigen in R wvorkommenden Ideale sind, so
lapt sich jedes Element aus R in der Form a = r-p° darstellen, wobei r
eine Hinheit bedeutet. Dabes ist der Exponent o fir a==0 eindeutig
bestimmi.

Die Theorie der algebraischen und transzendenten Erweiterungen eines
speziellen zerlegbaren Ringes 148t sich nun z. T. wesentlich einfacher ge-
stalten, z. T. betrichtlich weiter ausbauen, als es im allgemeinen méglich
gewesen war, und zwar ist einer der Griinde der, daB, wie in diesem
Paragraphen gezeigt werden soll, in unserm Sonderfall ein tieferer Einblick
in die Natur des zu R gehorigen Polynomrings R, moglich ist.

Es sollen zundchst die Ideale aus B, untersucht werden. Unter pF
wollen wir in iiblicher Weise das aus allen Nullteilern bestehende Prim-
ideal verstehen. Die Ideale pf*i (¢=1,2,...,0) sind dann (ebenso wie
die Ideale p** aus R) Hauptideale, denn es ist p;“’: (p*). Es sei jetat
a ein beliebiges regulires oder nicht regulires Ideal aus R;. Wir betrachten
die Reihe der Ideale a =a,=a:p*°; 0, =a:p*; 0, =a:p*” usw. Nach
der Definition des Idealquotienten??) ist a, der groBte gemeinschaftliche
Teiler aller derjenigen Ideale b, fiir die die Kongruenz b-p**=0(a) gilt,
und es stellt daher a;,, einen (echten oder unechten) Teiler von g, dar.
Wegen a:p*‘=a:(0)= (r.) kommt in der Reihe a,q,,..., a, sicher
ein reguldres Ideal vor.

Satz 8. Ist 1 die kleinste natiirliche Zahl, fir die a; reguldr ist,
so gilt die Qleschung a = a;-p**.

Es ist wegen q;-p*'= 0(a) nur nachzuweisen, daB auch umgekehrt
die Kongruenz a =0(a;-p**) gilt. Das ist aber unter unsern Voraus-
setzungen iiber 1 trivial, denn es muB jedes Element aus a die Gestalt

%) Vgl A.I§1.
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a(z) = p*-a’ (x) besitzen, wobei p? durch p** und a’(z) durch g teilbar
ist, Satz 3 zeigt, daB sich in R, die Theorie der nicht reguliren Ideale
auf die der reguliren zuriickfilhren liBt. Wir beschiiftigen uns daher in
Zukunft im wesentlichen mit den reguldren Idealen.

Satz 4. Jedes regulire'®) Ideal aus R, besitzt eine endliche Basis,
und zwar von hochstens o Elementen.

Bedeutet namlich f;(x) eine regulire Funktion niedrigsten Grades aus
q (6=0,1,...,0—1), so gilt die Gleichung

(fol@), P Fu(@)s evos DT ooy (2) = @
In der Tat, ist a(z) ein beliebiges Element aus a, so haben wir
a(z)="0by(z)fy(x)+p-a,(2); @a(z)=0(a),
also
a (@) =by(2)-fo(2) + p- by (2) £, (2) + P*-a, (2); ay(2) =0(az); -3
a (@) =by(2)fo () + oo + P b, 4 (2) fa (@) + 0-¢ (2)
S ORONS

Eine Basis der eben angegebenen Art, bei der das 74 1-te Glied das
Produkt von p¢ mit einer reguliren Funktion niedrigsten Grades aus a,
ist, soll als Normalbasis wom a bezeichnet werden. Besitzen nun die
Funktionen niedrigsten Grades aus a; und a,,, den gleichen Grad, so ist
jede Funktion niedrigsten Grades aus a; auch eine solche aus ;. ,, und daraus
folgt unmittelbar, dafi unter diesen Umstinden das ¢ -+ 2-te Glied in einer
Normalbasis von a einfach weggelassen werden kann. Auf Grund dieser
Tatsache konnen wir zu jedem Ideal a eine ,gekirzte Normalbasis“

@ = (£, (), p"1-1, (@), P20 £, (@), ..., P2 T0T T e f (2))

konstruieren, bei der f;(z) eine Funktion niedrigsten Grades aus @y 4u,+ ... +4,
bedeutet, und bei der insbesondere der Grad von f;(x) stets niedriger ist,
als der von f,_,(z) ({=1,2,...,0). Wir bemerken noch:

Ist g(x) Primfunktion, und ist a esn zum Primideal
p— (9= p}) = (g(2),p)

gehoriges Primdrideal, bedeutet ferner (fy(x), p-fi (), p*:fy(z),...) ene
Normalbasis von a, so sind die Funktionen f,(x) sémilich zup gehorige
Primdrfunkiionen oder Einheiten.

13y Also wegen Satz 3 und wegen der Gleichung p* L (p") auch jedes nichtregulare.
1) Vgl. A.1 § 6 Satz 11.
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In der Tat, zuniéichst ist nack A.I § 6 Satz 12 jedenfalls f, (z) eine
zu p gehorige Primarfunktion. Esseinun (fiir ¢ > 1) f;(z)=h;(z) b, (),
wobei () eine zu p gehorige Primérfunktion oder eine Einheit bedeutet,
wahrend %, (z) zu p teilerfremd ist. Dann ist neben p? -hy(z)-k;(z) auch
pi-f,(z) durch a teilbar, und daraus ergeben sich wegen der Teilerfremd-
heit von £, (¢) und %, () die Kongruenzen pi-h,;(2)=0(a), k;(z)=0(a;).
‘Da nun f;(z) eine Funktion niedrigsten Grades aus q; bedeutet, so muf3
h;(x) eine Einheit sein, d. h. f;() ist, wie behauptet, primir, und gehdrt
zu p, oder es ist selbst Einheit. Wir konnen in Anbetracht von A.T1 §6
Satz 12 das gewonnene Resultat auch so formulieren:

Ist a primdr, so sind auch die Ideale a;= a:p*", sowert sie vom
Einheitsideal verschieden sind, similich primdr und gehoren zum selben
Primideal wie a.'?)

Fiir das Folgende wollen wir noch eine kurze Bemerkung machen.

Es sei a ein zum Primideal p= (g(x),p) gehoriges Primdrideal,
(g(2)“+q(2), p-f;(2)...) sei eine Normalbasis von a, und es set p>1,
es moge also a keine Primfunktion enthalten. Wer fragen uns, wann
dann a durch p* terlbar ist.

Soll a durch p? teilbar sein, so darf f, (x) keine Einheit sein, es muf}
also die Kongruenz f, ()= 0(p) bestehen. Ist diese Bedingung erfiillt,
so sind p-f,(2), p*-fa(x), ... simtlich durch p* teilbar, es dreht sich
also nur noch um die Frage, wann g(x)“- ¢(z) in p? enthalten ist.
Soll die Kongruenz g(z)“-+g(z)=0(p?) bestehen, so mull um so
mehr g(z)“+¢g(z)=0 ((g(x), pg)) sein. Aus der letzteren Kongruenz
folgt, daB g¢(z) die Gestalt g(z)=p-g(x)-h(x)+ p®-h,(z) besitzen,
also durch p?:(g(x)g, p-g(z), p?) teilbar sein muB. Wegen p>1 ist
dann auch g(x)* durch p? teilbar, es folgt also fiir 4 > 1 aus der Kongruenz
g+ qx)=0 ((g (), p")} riickwirts die Kongruenz g (z)“+ ¢ (z)=0(p?)
und daraus weiter a = 0(p?).

Das gewonnene Resultat formulieren wir mit Riicksicht auf das
Folgende etwas spezieller als nétig so:

Es ses a ein zum reguliren Primideal p gehoriges Primdrideal, das
weder eine Primfunktion noch ein Element aus R, also insbesondere keinen -
Primieiler aus R enthdlt, f{x) sei ein reguldres Polynom niedrigsten Grades
aus a, g(z) sei eine beliebige Primfunktion aus p. Dann ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung fir die Teilbarkeit von o durch p*
das Bestehen der Kongruenz f(x) EO((g(x), p"")).

15) Dies Ergebnis kann auch als Spezialfall aus Satz 3 der Note von W. Krull:
Ein neuer Beweis fiir die Hauptsitze der allgemeinen Idealtheorie, Math. Annalen 90,
S. 55—65, abgeleitet werden.
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§ 3.

Regulire Erweiterungen spezieller zerlegbarer Ringe.

Wir hatten in A. IT § 7 einen speziellen Erweiterungsring R des
speziellen Ringes B — wo R also auch wieder nur Nullteiler und Ein-
heiten enthdlt und das System aller Nullteiler ein Primideal bildet — eine
reguldre Erweiterung von E genannt, wenn R eine regulare Modulbasis
hinsichtlich R besitzt, d.h. wenn sich aus E eine (endliche oder unend-
liche) Menge von Elementen ¢, &, ..., &, ... herausgreifen 1aBt, derart,

daB fiir jedes Element « aus R eine eindeutig bestimmte Darstellung
=3 a;¢, durch endlich viele der «, mit Koeffizienten a aus R gilt, wo-
i=1

bei insbesondere bei einem Nullteiler ¢ ausschlieBlich Nullteiler aus R als
Koeffizienten auftreten. Im Bereich der zerlegbaren Ringe gilt nun fiir
regulire Erweiterungen folgender grundlegender Doppelsatz:

Satz 5. Jede reguldre Erwesterung R eines speziellen zerlegbaren
Ringes R ist selbst wieder ein spezieller zerlegbarer Ring, und zwar st
jeder Primieiler aus R auch in R Primteiler. Ist umgekehrt R ein spe-
zieller zerlegbarer Erweiterungsring des speziellen zerlegbaren Ringes R
und ist ein Primteiler aus R auch Primteiler in R, so ist R eine regu-
lire Erwesterung von E.

Der erste Teil unserer Behauptung folgt aus der Definition der regu-

liren Modulbasis einfach so: Es sei ¢ = Y a;o, ein beliebiges Element
- i=1 2
aus R, p sei ein beliebiger Primteiler aus ;? Dann stellt jedes Element o,

das Produkt einer Potenz von p mit einer Einheit aus B dar, und wir kénnen
daher o so bestimmen, daB » Gleichungen a;=p"b, (1=1,2,...,7)
bestehen, wobei die 5, Elemente aus B und nicht simtlich Nullteiler
sind. Dann aber haben wir: «=p°- Zy b;e, und das Element ¥ b, e,

i A_l 2

v=1 = —
muB gemiB der Definition der reguléren Erweiterung eine Einheit aus R

sein. Es stellt also jedes Element aus B das Produkt einer Potenz von p
mit einer Einheit dar, d. h. R ist ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem
Primteiler p.

Nehmen wir nun umgekehrt von vornherein an, dafl R ein spezieller
zerlegbarer Ring und p gleichzeitig in R und R Primteiler ist, so konnen
wir zundchst folgendes bemerken: Sind die Elemente &, oy . -vy 6y - -
aus R linear unabhingig, d.h. besteht zwischen endlich vielen von ihnen
keine Relation 3 a;¢; =0 mit nicht samtlich verschwindenden Koeffizienten

i=1
aus R, so ist ein Element von der Form 3 a;c; nur dann Nullteiler,

wenn simtliche @; Nullteiler sind. =

i -
e o e . b
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In der Tat, soll Z a;¢,, ein Nullteiler sein, so haben wir unter unsern
=1

Vor. Zaz  =p°-f; 6>0. Daraus folgt aber durch Multiplikation

=1
mit pe=<=0:%) Z(p@"’ @) 0, = PO- ﬁ 0. Wegen der linearen Un-
abhingigkeit der a folgt dann weiter pe—°.a,=0 (:=1,2,...,7), d. h

es miissen alle g, durch p9 teilbar, also gemaB unserer Behauptung Null—
teiler sein.

Sind pun die Elemente @, @, ..., &, ... hinsichtlich R linear un-
abhingig, und ist « ein beliebiges Element aus R, so ist entweder o von
den «, linear unabhingig, oder es besteht eine Kongruenz « = 2, a; e, {(P))-

=1
Soll namlich die Gesamtheit der Elemente ¢, ¢, ..., &,..., ¢ nicht

linear unabhingig sein, so muf Wegen der linearen Unabhﬁngigkeit von
€, Cay oeny Oyy .. eine Gleichung 2 i, +a-0= 0 mit von O verschie-

denem @ bestehen. Ist nun p° (o< 9) die hochste in ay, s, ..., a,, 0
aunfgehende Potenz von p, und setzen wir @; = p°-b;, @ =p’-b, so folgt
aus unserer Gleichung die Kongruenz }:‘ bi~a,,+b-a =0(pe°).) Wire

i=1
nun b ein Nullteiler, so miifite mindestens ein b, eine Einheit sein, und

es wire wegen o — ¢ > 0 das Element Zb ¢, durch p teilbar und folg-

lich ein Nullteiler, was nach dem obe; Festgestellten mit der linearen
Unabhingigkeit von @, &, ..., &, ... im Widerspruch stinde. Es muf

mithin b eine Einheit sein, und wir haben « = — Zv'(b—l-bi)va,i ((p)-
=1

Mit Hilfe der beiden eben gemachten Bemerkungen sind wir nunmehr
imstande, eine regulire Modulbasis von R hinsichtlich B zu konstruieren.
Es selen e, ¢, ..., &, ... samtliche Elemente von R in einer beliebigen
Wohlordnung*$). Nur wollen wir der Einfachheit halber ¢, als Einheit
voraussetzen. Wir zeigen dann durch transfinite Induktion: Fir jedes 7
kann man aus den Elementen «; (1 <t bzw. ¢ <7, falls v —1 nicht
existiert) eine Teslmenge M, = {eto, =B, toy=P,, - . .} linear unabhdingiger
Elemente herausgreifen, derart, daf jedes « fir ¢ <v baw. i <7t erner

Kongruenz o; = 3 a;f., (p)) gentgt. Dabe:i kann insbesondere I, stels
=1 -

16) Unter o verstehen wir immer den charakteristischen Exponenten von R, so
daB p2~1 £ 0; pé’ 0 ist.
17y Man beachte, da8 hier die Vor. benutzt wird, daB p einen Primteiler aus E
bedeutet!
18) Falls z— 1 nicht existiert, entspricht der Ordnungszahl 7 kein ‘Element o;!
Mathematische Annalen, 92. 13
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so gewdhlt werden, daf M, die simtlichen Mengen M., (7, <t) enthdlt.
In der Tat, fiir z==1 ist M, = {«,} die gewiinschte Menge, gibt es ferner
fiir v — 1 eine Menge 9%,_,, so kdnnen wir nach dem oben Festgestellten
M, = {M, 1, & } bzw. M, = M, _, setzen, je nachdem «, von den Elementen
der Menge 9,_, linear unabhingig ist oder nicht; und ist schlieBlich die
Behauptung im Falle, daB 7 — 1 nicht existiert, fiir alle 7, <7 richtig,
so gilt sie auch fiir v, = 7, denn man braucht fiir ¢, dann nur die Ver-
einigungsmenge aller M,, (7, < r) zu wihlen??).

Verstehen wir nun unter M = {B,, Bss .- -» Bs» . ..} die Vereinigungs-
menge aller M, , so sind die Elemente g, ersichtlioh alle linear unabhéngig,

und es kann daher, wie oben festgestellt, f = Z,’a@ B., nur dann Nullteiler

sein, wenn alle @, Nullteiler sind. Daraus folgt daf die Elemente f, eine
reguldre Modulbaszs von R hinsichtlich R bilden, sofern wir nur zeigen
konnen, daf sich jedes Element aus B linear durch die B, darstellen lifst.
Das ergibt sich aber ohne Schwierigkeit aus dem in A. IT so oft benutzten
,,Korrektionsgliederverfahren“. In der Tat, ist « ein beliebiges Element
aus R, so haben wir angesichts der Konstruktion der Menge I eine Glei-

chung ¢ = 2’ aé”ﬁ,;n—}—pal. Indem wir jetzt ¢, modulo p durch die g,
i=1

Y2
ausdriicken, kommen wir weiter zu einer Gleichung ¢ = Y a;” 8.0 + p°- e
=1

und nach p Schritten finden wir: « = Za@) Bro. Die Elemente §, bilden

also wirklich eine regulire Modulbasis von R hinsichtlich R, es gilt nicht
nur der erste Teil von Satz 5, sondern auch die Umkehrung.

Die fiir Satz 5 wesentliche Bedingung, daf R und R den gleichen
Primtesler p besitzen, ist mit der Forderung identisch, daff der charak-
teristische Exponent o' von B gleich dem charakteristischen Exponenten o
von R ¢st. In der Tat, ist p’ ein Primteiler aus B, p ein solcher aus R,
s0 ist p = r-p’*, wobei  eine Einheit bedeutet, und wegen p2=1=0; p¢=0
ergibt sich da.raus fir o die Ungleichung: (¢ —1)-4 <9’ <L ¢-4. Daraus
folgt, daBl o dann und nur dann gleich o’ ist, wenn die Gleichung 2 =1
gilt, d. h. wenn p auch in R Primteiler ist.

Auf Grund der gemachten Bemerkung konnen wir Satz 5 kurz so
aussprechen: ’

Die reguldren Erweiterungen des speziellen zerlegbaren Ringes R sind
die einzigen speziellen zerlegbaren Erweiterungsringe mit dem gleichen
charakteristischen Exponenten.

%) Vgl. zu diesem Beweis den ganz analogen Beweis von Satz 21, A. IT § 8!
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Aus dem gewonnenen Ergebnis folgt insbesondere:

Ist R ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Primieiler p, so st
jede requldr algebraische und transzendente Erweiterung R ein spezieller
zerlegbarer Ring mit dem gleichen Primtesler.

Denn die regulir algebraischen und transzendenten Erweiterungen be-
sitzen ja, wie in A.IT § 7 gezeigt wurde, stets eine regulire Modulbasis
hinsichtlich des Ausgangsringes.

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch einen Satz be-
weisen, aus dem hervorgeht, daB die in A.I und A.II gewonnenen
Resultate bei zerlegbaren Ringen in wesentlich einfacherer Weise ab-
geleitet werden konnen, als es im umfassenden Fall méglich war. Wir
zeigen namlich:

Satz 6. Ist o« esn Element aus einer belzebigen, speziellen Erweite-
rung des speziellen zerlegbaren Ringes R, so ist « hinsichtlich R regulir
algebraisch, wenn es Nullstelle einer Primfunktion aus B, ist, es ist hin-
sichtlich R requlir transzendent, wenn es Nullstelle keiner requldren Funk-
tion aus R isi.

Um den ersten Teil unseres Satzes zu beweisen, miissen wir zeigen,
daB « als Nullstelle von g(z) keiner Gleichung von niedrigerem Grade
als g(«) mit Koeffizienten aus B geniigen kann. In der Tat, ist a(z)=0
eine solche Gleichung, so kénnen wir a(z) auf die Gestalt a(z) = p“-f(z)
bringen, wobei f(x) eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g ()
bedeutet. Dann aber miissen f(z) und g(z) teilerfremd sein, und aus
g(e)=0, a(¢)=0 folgt p*=10, d.h. a(2) muB identisch verschwin-
den. — In #hnlicher Weise zeigen wir zum Beweise des zweiten Teiles
unseres Satzes, daB « notwendig Nullstelle eines reguliren Polynoms sein
muB, falls es iiberhaupt einer nicht identisch bestehenden Gleichung mit
Koeffizienten aus R geniigt. Ist nimlich a(«)=0, so setzen wir wie oben
a(x)=p*-f(x), wobei f(x) ein regulires Polynom bedeutet. Sollte nun
pe =0 sein, so ist f(«) ein Nullteiler des Erweiterungsringes, dem «
angehort. Da aber dieser Erweiterungsring nach Vor. speziell ist, so
haben wir fiir eine gewisse natiirliche Zahl ¢’: f 9'( «)=0, d. h. ¢ ist Null-
stelle des reguliren Polynoms ().

Satz 6 konnte im umfassenden Fall nur unter der einschrinkenden
Vor. bewiesen werden, daB « einer reguldren Erweiterung von R an-
gehort. Man konnte nun vielleicht auf Grund des hier gewonnenen weiter-
gehenden Resultats annehmen, daB sich etwa die Theorie der unvoll-
kommenen zerlegbaren Ringe wesentlich griindlicher ausbauen liefle, als es
im umfassenden Fall moglich war. DaB dem nicht so ist, lehren die
Gegenbeispiele, durch die wir in A. I und A. If zeigten, daB man bei

18*%
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unvollkommenen Ringen nicht zu den gleichen Isomorphiekriterien gelangen
kann wie bei den vollkommenen; denn diese Gegenbeispiele sind dem Ge-
biet der zerlegbaren Ringe entnommen.

§ 4.

Allgemeine einfache algebraische Erweiterungen zerlegharer Ringe.

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, den allgemeinsten
Fall zu untersuchen, in dem wir von dem speziellen zerlegbaren Ringe B
durch Adjunktion eines einzigen Elementes « wiederum zu einem speziellen
zerlegbaren Ringe R (&) gelangen. Ohne Interesse ist die Moglichkeit, da8
« Nullstelle von iiberhaupt keiner Funktion aus R, ist. Denn dann ge-
langen wir offenbar zu einer regulér transzendenten Erweiterung von R,
wenn wir die Gesamtheit aller rationalen Funktionen in ¢ mit Koeffizienten
aus R bilden, bei denen das Nennerpolynom mindestens einen reguliren
Koeffizienten besitzt.

Wir beschiiftigen uns daher in Zukunft nur mit den Fillen, in denen
« Nullstelle mindestens eines Polynoms aus R, ist — es soll («) dann
als allgemeine algebraische Erweiterung von R bezeichnet werden. Die
Gesamthest der Polynome in z, die fir x = o verschwinden, bilden ein
ldeal a aus R, und dieses Ideal muf, wie aus dem Satz 6 des voran-
gehenden Paragraphen folgt, mindestens eine regulire Funktion enthalten.
Ferner ist ohne weiteres klar, daB in a kein von O verschiedenes Element
aus R vorkommen kann, denn ein Element aus R soll ja in dem Erwei-
terungsring B nur dann verschwinden, wenn es bereits in R verschwindet.
Schlieplich erkennt man leicht, dap das Ideal a primdr sein muf, falls
R («) ein spezieller zerlegbarer Ring sein soll.

Wire nimlich a nicht primér, so wire es das Produkt von zwei teiler-
fremden Idealen a, und a,. Dann aber kénnte man aus a, und a, zwei
Funktionen f,(x) und £, (x) auswahlen, die teilerfremd, und daher sicher
nicht durch a teilbar wiren. Es gibe mithin wegen f,(z)-f,(x) =0 (a)
und der daraus folgenden Gleichung f, («)-f,(¢)=0 in R («) zwel teiler-
fremde Nullteiler, nédmlich f,(«) und f,(«), R(«) wire also sicher nicht
speziell. Als primires Ideal muB a nach den Entwicklungen von § 2 eine
gekiirzte Normalbasis

a= (h (x)s pyl'}ﬁ (x)> p.llx-l'#z.he (x)) L] pulf#rk. '+Iu6'ha(x))

besitzen, wobei p einen Primteiler aus B bedeutet, und die Funktionen
h(z)=ho(2), by (2), ..., ho(x) sémtlich zum Primideal p = (g (=), p) ge-
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hérige Primirfunktionen sind %), mithin die Gestalt h;(z)= l,(w)gg( z)
besitzen. Nzt

Wir behandeln zunichst den Fall, da8 R = R () denselben cha.rakte-
ristischen Exponenten wie R hat, und daB infolgedessen ein Primteiler p
aus R auch in B Primteiler ist. Aus den Entwicklungen von § 8 kann
man leicht schlieBen, daB in diesem Falle R eine reguldr algebraische
Erweiterung von R darstellen muB, man kann aber diese Tatsache auch
ohne die oben angestellten allgemeinen Uberlegungen einfach so einsehen:

Da das Element g(«) offenbar in B ein Nullteiler sein muf, und
da p auch in E Primteilereigenschaft besitzen soll, so muB eine Gleichung
p#-f(e) =g (&) bestehen, wobei f(«) ein regulires Element aus R be-
dentet, und diese Gleichung ist mit der Kongruenz p*-f(z)=g(«) (a)
identisch. @ enthilt also die Primfunktion ¢(z)— p#-f(z), und mulB
mit dem durch diese Primfunktion erzeugten Ideale (g(z)) identisch sein,
weil andernfalls in a entgegen unserer Voraussetzung ein von 0 ver-
schiedenes Element aus R auftrite?').

Der Ring R ist demnach dem Restklassensystem nach einer Prim-
funktion aus R, isomorph, d. h. er ist eine einfache regulire algebraische
Erweiterung Von R, und wir kénnen den Satz aussprechen:

Satz 7. Ist « nicht hinsichilich R transzendent und ist R(«)
ein spezieller zerlegbarer Ring mit den gleichen charakteristischen Expo-
nenten wie R, so ist R(«) eine regulir algebraische Erweiterung des
Ringes R.

In einfacher Weise 148t sich die Frage nach der allgemeinsten alge-
braischen Erweiterung noch in dem Falle beantworten, dal R ein Kérper
ist, also den charakteristischen Exponenten o =1 besitzt. Hier hat jedes
primare Ideal o aus B, die Gestalt (g(x))e wobei g(z) eine Primfunktion
bedeutet, und man smht unmittelbar, daf der durch Adjunktion einer
Nullstelle ¢ von a entstehende Ring R = R(«) einen zerlegbaren Ring
mit dem charakteristischen Exponenten ¢’ und dem Primteiler g(«)
darstellt.

Satz 8. Die allgemeinste einfache algebratsche Erwesterung, die von
einem Korper R zu einem speziellen zerlegbaren Ring mit dem charakte-
ristischen E’xponenten o fiikrt, enisteht aus R durch Adjunktion einer
Nullstelle der o'-ten Potenz einer Primfunkiion g(x) aus B,, d. h. sie ist
zu dem Restklassensystem nach (g (x)° ) isomorph.

20y Man beachte hier, daB die Moglichkeit, daB eine der Funktionen k() eine
Einheit ist, durch die Voraussetzung, & solle kein Element aus R enthalten, aus-
geschlossen ist!

1) Man beachte, daB g(xz) als Primfunktion zu jeder reguliren Funktion pie-
drigeren Grades teilerfremd ist.
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Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, da R einen von 0 ver-
schiedenen Primteiler p enthé’,lt, der im Ringe R die Primteilereigenschaft
verliert. Es sei dann p’ ein Primteiler aus B. Als Nullteiler mu p’ die
Gestalt p’ = g («)-k (&) + p-k,(«) besitzen, wobei wir k, («) von niedrigerem
Grade als g(«) annehmen diirfen. Wire namlich p —g(oc) k(w)+7r(a),
wobel 7 () eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g(z) be-
- deutet, so wiren h(z)= l(x)-g( )—f—q\x) und g(x) -k( x)ﬂ~r(x) teiler-

fremd. . SA NN - e b

Zwischen p und p muB eine Glelchung von der Form p-m (oz) ' (2>1)
bestehen, wobei m («) ein regulires Element aus R bedeutet. Aus diesem
Grunde miissen m (z) und g(z) teilerfremd sein und m (z) besitzt daher
die Form m (x) = m, (x)-g(x)+ r(x), wobei r(z) eine regulsre Funktion
bedeutet, deren Ordnung niedriger ist als der Grad von g(z). Die zwischen
p und p’ bestehende Gleichung ist identisch mit einer Kongruenz von
der Form

(1) p-my(2)-g(2)+p-r(z)— F(z)-g(z) —p*k ()= 0(a),

dabel bezeichnet F(z)-g(x) den durch g(z) teilbaren Bestandteil von
(k(z)-g(x) 4+ p-k,(x))". Ist nun a durch das Ideal (g(x), p?) teilbar,
80 geht aus der Kongruenz (1) die Kongruenz

(2) per(z)— ik (2) = 0((g (2), p*))

hervor, und daraus folgt weiter wegen 4 >1

(3) p-r(x) =0 ((g(x), p*))-

Die Kongruenz (3) ist aber unméglich, weil r(z) eine regulire Funktion
von niedrigerem Grade als g(z) ist. Als notwendige Bedingung dafir,
daf3 R einen speziellen zerlegbaren Ring darstellt, ergibt sich also, daf
das Ideal a und mithin nach einer oben gemachten Bemerkung alle
durch a teilbaren Funktionen niedrigsten Grades micht durch das Ideal
(g(z), p?), also auch nicht durch das Ideal {g(x), p)® teilbar sein diirfen.

Es ist nun zu untersuchen, wie weit diese Bedingung auch hinreicht.
Zunichst betrachten wir den Fall, daB a = (% (z)) ein Hauptideal ist. Jeder

Nullteiler des Ringes R besitzt dann die Gestalt k(&)-g(e)+p°-r(e), *

wobei r(e«) eine regulire Funktion von niedrigerem Grade als g(«) be-
deutet, und umgekehrt ist jedes Element dieser Form ein Nullteiler. Der
Beweis dieser Tatsache folgt miihelos daraus, da8 % () eine zum Prim-
ideal (g (), p) gehdrige Primirfunktion ist. Machen wir jetzt die An-
nahme, daB A (z) nicht durch das Ideal (g(x), p®) teilbar ist, so muB
h(z) die Gestalt k(x)=1(x)-g(z)-+ g(x) besitzen, wobei g(x) von

niedrigerem Grade als g(z) und nicht durch p? teilbar ist, d.h. wi{
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haben g (z) = p-r, (¢), wobei r, () eine regulire Funktion bedeutet, die von

niedrigerem Grade als g (z), und mithin zu g(z) und A4 () teilerfremd ist.
Da nun % () als Primirfunktion die Gestalt h(z)=e(z)-g(2)"+ Q(z) -

besitzen mufl, so ergibt sich aus der Gleichung % («)=0 eine Gleichung
von der Form g(«)=p-e~'(a) (F(a)-g(¢)+r,(¢)), und es muB
F(a)-g(¢)+ 7, («) eine Einheit aus R sein, weil, wie oben bemerkt,
b(z) und r (x), also auch k(z) und F(z)-g(z)-+r,(x) teilerfremd
sind. Daher gilt in B eine Gleichung p =g («)”-G(«) und jeder Null-

teiler aus R 148t sich als Produkt einer Einheit mit einer Potenz von T

g () darstellen, d. h. R ist ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Prim-

teiler g(«). Es handelt sich um die Bestimmung des zu R gehérigen ~

charakteristischen Exponenten o’. Jedenfalls ist ¢ («)“?=0, d.h. es ist

o Lu-o. Wire aber o’ < u-o, so wire wegen des Bestehens der Glei-
chung p = g(e)“-@(«) auch p™.g(«)* =0, wenn man

o' =vut g (<o, < pu)

Y1

setzte. Das ist aber unmoglich, weil g (z)™*-p"* von niedrigerem Grade
als h(z) und p*»+ 0 ist. Wenn also B das Restklassensystem nach
einer Primdrfunktion darstellt, so ist sein charakteristischer Exponent durch
u-0 gegeben.

Wir wenden uns jetzt zur Behandlung des allgemeinsten Falles. Die
bisher angestellten Uberlegungen, durch die wir zeigten, daB R ein
spezieller zerlegharer Ring ist, falls ¢ nicht durch (g(z), p)2 teilbar ist,
lassen sich unmittelbar hierauf iibertragen. Wir haben noch zu unter-
suchen, welchen Beschrinkungen das Ideal a dadurch unterworfen ist,
daB wir fordern, es solle keine Elemente aus R enthalten. Zu diesem
Zwecke betrachten wir eine gekiirzte Normalbasis von a:

(4) a=(h(x), pr-hy(x), patie-h,(x)...).

Dabei diirfen wir annehmen, daf in (4) allgemein u;,> 0 ist, und
daf die A,(z) zur Primfunktion g¢(z) gehorige Primérfunktionen von
niedrigerem Grade als % (z) bedeuten. Ist &, (z) =g (z)"+ ¢, () (u>»),

50 besteht infolge der speziellen Gestalt von % (z) eine Kongruenz von
der Form

(8) hy(2) = g(2)" -k (2) +9(2)" (h(2)).
(Man beachte, daB nach den fiir den Fall a= (k(x)) angestellten
Uberlegungen eine Kongruenz p = g ()" -G (z) ((h x))) gelten muB.)
Da nun die Funktionen A (z) und g(2)“™"-k, (2)+ r. teilerfremd _
sind, so gibt es eine reguldre Funktion £, (x) dle der Kongruenz °
k() hy(z)=g(z)” ((h(x))) Geniige leistet. Man kann also in der

e
W
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Basis von a die Funktion p“*-h, (z) durch p™.g(z)” ersetzen. Ferner
mul u, =9 —1 sein; denn aus der Gleichung p“.g(a)”"=0 folgt
p“*-g(@)“=0 und wegen des Bestehens der Gleichung % (e) =0 ergibt
sich hieraus wegen der Gleichheit der Ideale (p) und (g(«)”) die Glei-
chung p#+1=0. Es ist also gemif unserer Behauptung entweder u, = o,
und dann ist a ein Hauptideal, oder es ist u, = o —1, und a besitzt die
Basis (& (), p*™'-g(2)”) (0 <» < p). Im letzteren Falle ist der charakte-
ristische Exponent von R durch ¢'= u-(¢ —1)+» gegeben. Das Ge-
samtresultat unserer Untersuchung iiber nicht regulire algebraische Er-
weiterungen spezieller zerlegbarer Ringe fassen wir unter Beachtung der
‘Bemerkung vom Schlusse-ven-§.2 in dem folgenden Satze zusammen:

i S

Satz 9. Die allgemeinste esnfache algebraische Erweiterung, die von
dem speziellen zerlegbaren Ring B mit dem charakteristischen Exponenten
0>2 zu einem gleichfalls zerlegbaren speziellen Ringe R fihrt und die
Eigenschaft besitzt, daf alle in R verschiedenen Elemente auch in R ver-
schieden sind, besteht aus den Restklassen aller Polynome einer Variablen o
mit Koeffizienten aus R nach eimem mnicht durch das Quadrat seines
Primideals teilbaren Primdrideal o von der Form (g (z)* -+ g (), p® g (2)"),
wober g (x) eine Primfunktion aus dem zu a gehorigen Primideal be-
deutet, und die Ungleichung 0 <v < u besteht. Die niedrigste Potenz,
fir die der Primteiler p' = g («) aus R verschwindet, ist o' = pu(o — 1) + ».22)

Eine spezielle Folgerung aus dem eben formulierten Theorem ist
nachstehender Satz, der in einem Spezialfalle bereits von Herrn Fraenkel
bewiesen wurde ?®).

Satz 10. Ist R ein spezieller zerlegbarer Ring mit dem Exponenten
0==2, so ist jedes Restklassensystem nach einer irreduziblen Funktion
aus R, gleichfalls ein spezieller zerlegbarer Ring.

In der Tat, auf jeden Fall muf} eine irreduzible Funktion Primér-
funktion sein. Unter unseren Voraussetzungen ist aber ferner diese Primér-
funktion entweder eine Primfunktion, oder sie geniigt der in Satz 8 ge-
forderten Bedingung, weil man sonst von ihr eine Primfunktion als Faktor
abspalten konnte. Wir bemerken noch:

Das Restklassensystem nach einer reduziblen Primdrfunktion ist nie
ein spezieller zerlegbarer Ring, wenn der Ausgangsring kein Korper ist.

Ist nimlich & ()= (g(2)*+ ¢, (z))-(9(x)*+ ¢, (x)), so sind beide
Faktoren durch (g(z), p) und folglich % (z) durch (g (), p)? teilbar.

22) Besitzt das Ideal o eine eingliedrige Basis, s0 ist » = u zu setzen!
33) Uber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen. Leipzig b. Teubner
(1916), 8. 57.

¢
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§ 5.

Fortgesetzte Betrachtung der allgemeinen algebraischen Erweiterungen.

Wir wollen nun die allgemeinen algebraischen Erweiterungen noch
etwas eingehender untersuchen. Dabei miissen wir uns, wie durch ein Bei-
spiel gezeigt werden soll, um zu befriedigenden Ergebnissen zu kommen,
shnlich wie in A. I § 10 auf vollkommene Ringe beschrinken.

Satz 11. Ist R eine allgemeine einfache algebraische Erweiterung
des wvollkommenen Ringes R, so konnen wir zwischen R und R einen
Ring R derart einschalten, daf3 R eine reguldr algebraische Erweiterung
von R darstellt, wihrend R aus R einfach durch Adjunktion eines neuen
Primiteilers (also durch Adjunktion einer Nullstelle eines™ zum Prim-
ideal (x, p*) gehorigen Primidedls) entsteht.

Ist wmgekehrt R eine reguldr algebraische Erweiterung von R und
entsteht B aus B durch Adjunktion eines meuen Primteilers, so kann R
als einfache allgemeine algebraische Brweiterung von R aufgefaft werden.

Es sei R = R («), wobei « eine Nullstelle des zum Primideal (g (), p*)
gehorigen Primirideals a bedeuten mége. Dann ist g(«) ein Nullteiler
aus R, den wir mit p bezeichnen wollen, es ist mithin « Nullstelle der
Funktion g(z)— 7 aus R,. Es bezeichne nun K den dem Ringe R,
K den dem Ringe R im Smne von A.I §6 zugeordneten Korper?t),
g(z) bedeute das den modulo p* kongruenten Funktionen g(z) und
g(z) — p zugeordnete Polynom aus K,. g(w) ist in K, irreduzibel und
muB wegen der Vollkommenheit von K im Korper K, der eine algebra-
ische Erweiternng von K darstellt, in lauter teilerfremde irreduzible Fak-
toren zerfallen. Daraus ergibt sich nach A.I §7, daB die Funktionen
g(z) und g(z)— P in K, in teilerfremde Primfunktionen zerfallen miissen,
und zwar miissen bei geelgneter Zuordnung entsprechende Primfunktionen
der beiden Zerlegungen modulo p* kongruent sein. Daraus ergibt sich,
daB g(z) in R eine mit « modulo p* kongruente Nullstelle &’ besitzen
muB. « ist nach Satz 6 hinsichtlich R regulir algebraisch, der Ring
R =R(c') stellt eine regulire Erweiterung von R dar, und wegen der
Kongruenz «=«’(p*) ist den Ringen R und E derselbe Korper K zu-
geordnet, d. h. E enthilt aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Ele-
mente von B mindestens eines. Ad]ungleren wir nun zu R einen beliebigen
Primteiler 5 aus R, so kommen wir zu einem Bereiche R’, dem erstens
der Koérper K zugeordnet ist, und der zweitens aus jeder Klasse aqui-
valenter Primteiler von B mindestens einen Vertreter enthilt, Aus diesen

#) Also den Kérper, der aus B bzw. B dadurch entsteht, daB man alle Null-

teiler dem Nullelement gleichsetzt.
.
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beiden Tatsachen ergibt sich aber, nach dem in A.I und A. II hiufig be-
nutzten ,, Korrektionsgliederverfahren*?2®), die Identitit von R und R’,
und hiermit ist der erste Teil von Satz 11 bewiesen.

Zum Beweis des Schlusses nehmen wir an, es sei « ein Element,
durch dessen Adjunktion R aus R entsteht, wihrend P einen Primteiler
aus R bedeuten moge. Dann ist B = R (« - p). Sicher enthilt nimlich
R(«¢+ p) aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente von R min-
destens einen Vertreter. Wir haben also, wie genau wie oben aus dem
Korrektionsgliederverfahren folgt, zum Beweise der Gleichung E = R (« -+ P)
nur zu zeigen, daB R (« -+ P) einen Primteiler aus R enthalten muB. Das
ist aber der Fall, wir haben nidmlich nach der Taylorentwicklung:

gla+p)=g(e)+P 9" («)+p* k(a) =P (9" (&) + P - h(a)),
wobel ¢’(xz) die formal gebildete Ableitung von g(x) bedeutet. Wegen
der Voﬂkgg_@gghﬁit des Ringes R ist nun ¢'(z) zu g(2) teilerfremd,
und es 1st daher g’(e), also g'(e) ~5-h(e) ein regulires Element aus
R, es stellt mithin 5. (¢'(«) +P-h(«)) einen in R(« 4 p) auftretenden
Primteiler dar, und daraus folgt, wie oben bemerkt, die Gleichung
B =R(¢+p). Der Beweis von Satz 14 ist hiermit abgeschlossen.

Wir wollen nock durch ein Gegenbeispiel zeigen, dafi mindestens der
erste Teil des Satzes fiir unvollkommene Ringe seine Giliigkeit verliert.
Es sei R = K,(t) der Korper aller rationalen Funktionen von ¢ mit
Koeffizienten modulo 2, und es sei weiter B = R («), wobei « eine Null-
stelle des Ideals ((x® — ¢)?) bedeutet. ' Dann enthilt E kein hinsichtlich R
regular algebraisches, von den Elementen von R selbst verschiedenes
Element. Andernfalls miilte nimlich insbesondere in R ein Element
B =11 vorkommen, das der Glelchung j —=t=0 genugte 26), und dieses
Element miifite mit ¢ modulo” p* kongruent sein, weil ja « modulo p*
ebenfalls Nullstelle des Polynoms x? — ¢ ist. Bedeutet aber ¢ einen Null-
teiler, so haben wir wegen 2.9,=0; ¢?=0 stets (¢4 ¢)?=«?, und
wegen «? —t <=0 kann daher ein Element 8 von der gewiinschten Art
in R nicht existieren. Bei unvollkommenen Ringen ist es also mitunter
unméglich, zwischen B und R einen hinsichtlich R reguliir algebraischen
Ring R so einzuschalten, da8 B aus R durch Adjunktion eines Primteilers
entsteht, Satz 11 verliert seine Giiltigkeit.

Wir wenden uns wieder zu vollkommenen Ringen. Der Ring B soll
als eine allgemeine endliche algebraische Erweiterung des Ringes B be-

25) Vgl. die Anmerkung bei § 6, wo nochmals von der hier benutzten SchluB-
weise Gebrauch gemacht wird.
2%) Dies folgt einfach daraus, daB der dem Ringe B zugeordnete Karper K aus

R =K durch Adjunktion von /¢ entsteht.
L 4
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zeichnet werden, wenn R aus B durch sukzessive Ausfiihrung von endlich
vielen allgemeinen einfachen algebraischen Erweiterungen entsteht. Dann gilt

Satz 12. Jede allgemeine endliche algebraische Erweiterung eines
vollkommenen zerlegbaren Ringes ist einfach.

Es sei R der Ausgangs-, R der Erweiterungsring. Dann geniigt es
nach dem letzten Teil von Satz 11 zum Beweise von Satz 12, wenn wir
zeigen, daB sich zwischen R und R ein Erweiterungsring R so einschalten
148t, daB R eine einfache regulir algebraische Erweiterung yon R dar-
stellt, wihrend R aus B durch Adjunktion eines Primteilers erzeugt
werden kann. Wir fithren den Beweis dieser Tatsache der Einfachheit
halber fiir den Fall, daB R aus R durch zweimalige allgemeine algebraische
Erweiterung entsteht. Die Verallgemeinerung auf n-malige Erweiterung
ist dann trivial. Es sei also RY = R(«); E= R"“(8), wobei « ein hin-
_stehtlich R, f ein hinsichtlich R im allgemeinen Sinne algebraisches
Element bedeutet. Dann kénnen wir nach Satz 11 zwei Zwischenringe R
und B® so bestimmen, daB B™ hinsichtlich R, R® — R™(#’) hinsichtlich
R™ regulsr algebraisch ist, und daB R™ aus R®, R aus R® jeweils
durch Adjunktion eines Primteilers entsteht. Ist nun g(z) diejenige Prim-
funktion aus R", deren Nullstelle g’ ist, so kann man eine zu g(z)
modulo p* kongruente Primfunktion ¢’(z) aus lzﬁfm finden, da ja R™ aus
jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente von Ii‘” mindestens eines
enthilt. Wegen der Vollkommenheit von R™ und R™ folgt nun nach
bekannten Schliissen, daB es in B® eine mit g’ modulo p* kongruente
Nullstelle 8” von ¢’ (z) gibt und daB g” hinsichtlich R™ reguldr algebraisch
ist. Der Ring R=R" (ﬂ”) ist mithin eine endliche regulir algebraische,
also wegen der Vollkommenheit von R eine einfache regulire Erweiterung
von R. Ferner ist dem Ringe B, wie leicht (etwa durch Gradabzihlung)
einzusehen, derselbe Korper zugeordnet wie dem Ringe R® und folglich
wie dem Ringe B. R kann also aus B durch Adjunktion eines Prim-
teilers gewonnen werden. Hiermit ist, in Anbetracht von Satz 11, Satz 12
fiir eine zweifache Erweiterung bewiesen, und das Ergebnis 1a8t sich, wie
sofort zu sehen, unmittelbar auf n-fache Erweiterungen iibertragen.

Mit dem szuletzt gewonnenen Resultat wollen wir die Betrachtung
der allgemeinen endlichen Erweiterungen abschlieBen. Aus den Sitzen
11 und 12 folgt, daB man, um tiefer in die Natur dieser Erweiterungen
einzudringen, sich jedenfalls auf das Studium von solchen Erweiterungs-
ringen beschrinken darf, die aus dem Ausgangsring durch Adjunktion
eines Primteilers entstehen; denn die regulir algebraischen Erweiterungen
eines vollkommenen Ringes wurden ja bereits in A.I § 10 erschopfend
behandelt. -
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Man kénnte auch noch allgemeine unendliche Erweiterungen in Be-
tracht ziehen. Diese diirften in verschiedener Hinsicht von groBem Interesse
gein, sie fithren aber jedenfalls zu Bereichen, die keine zerlegbaren Ringe
im Sinne von § 1 mehr sind. Das Studium der allgemeinen unendlichen

" Erweiterungen fillt daher aus dem der vorliegenden Arbeit gesteckten

£

follh

Rahmen heraus.

§ 6.

. Die endlichen zerlegbaren Ringe.

Um samtliche Typen von endlichen zerlegbaren Ringen zu erhalten,
geniigt es natiirlich, die Typen der speziellen zerlegbaren Ringe auf-
zustellen, da man ja aus diesen nach der im zweiten Teil entwickelten
Method die “llgemeinen ableiten kann.

Was nun die speziellen zerlegbaren Ringe angeht, so ist zunéchst zu

bemerken, dafB jeder (endliche und nicht endliche) ,,Grundring**) Anens’
zerlegbaren Ring darstellt. Denn ein Grundring entsteht ja aus dem in
evidenter Weise zerlegbaren Ringe der Restklassen nach einer Primzahl-
potenz durch regulir algebraische und transzendente Erweiterungen, ist
also nach § 3 selbst zerlegbar, und zwar gibt es unter den Vielfachen des
Einheitselements einen Primteiler des Grundringes.
Es handelt sich nun darum, zu untersuchen, wie ein beliebig gegebener
spezieller zerlegbarer Ring aus seinem Grundring entsteht. Er ist jeden-
falls dann mit seinem Grundring identisch, wenn im Grundring ein Prim-
teiler *vorkommt; im anderen Falle kann er aus dem Grundring durch
Adjunktion eines Primteilers erzeugt werden. Ist nimlich R, ein Teil-
bereich von R, der den Grundring sowie einen Primteiler von R enthilt,
so enthilt R, aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente sowie
aus jeder Klasse Aquivalenter Nullteiler mindestens einen Vertreter und
muB daher nach einer im ersten und zweiten Teile verschiedentlich an-
gewandten SchluBweise mit R identisch sein ).

Es sei jetzt B ein von seinem Grundring R® verschiedener, zerleg-
barer Ring, p sei einer seiner Primteiler. Dann muB p hinsichtlich RW
algebraisch sein und die Adjunktion von p zu R® stellt daher eine der
in den beiden vorangehenden Paragraphen besprochenen, allgemeinen alge-
braischen Erweiterungen dar. Die in § 4 und § 5 hergeleiteten Sétze konnen
uns daher sofort zur Aufstellung eines Theorems iiber die endlichen zerleg-
baren Ringe dienen. Wir haben nur die Tatsache zu beachten, dal fiir
die in Satz 8 und Satz 9 auftretende Primfunktion g(z) im vorliegenden
Falle 2 gewihlt werden darf, da ja p der Gleichung p¢ =0 geniigt.

27) Zum Begriffe des Grundringes vgl. A. IT § 4 u. 6.
28) Vgl. A. T § 10 S.120, sowie A. II § 7.
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Satz 18. Es sei R ein endlicher, spezieller zerlegbarer Ring, p einer
sesner Primieiler, o sein charakteristischer Exponent, wihrend p, und g,
fiir den zugehorigen Grundring R™ dieselbe Bedeutung haben. Dann sind
folgende Félle moglich:

a) 0 =g, In diesem Falle ist R® mit R identisch.

b) o=p-(0—1)+»(u>1 0<r< ). In dzesem Falle entsteht
R aus R™ durch Adjunktion von p und dasjenige Ideal “Gus dem zu B®
gehsrigen Funkiionenring, dessen Nullstelle p ist, besitzt eine Basis von
der Form (z+ 4 q(2), p§~ ' x”), wobes q(x) fiir p,==0 mnicht durch
D tezlbar zst - (XA pix) o= xp,

Ferner erglbt sich aus den Resultaten von § 5 “folgender Satz, der
in der Theorie der Ideale eines algebraischen Zahlkorpers eine bedeutende
Rolle spielt ®%):

Satz 14. Jeder endliche spezielle zerlegbare Ring kann aus dem
(aus de &szelfacken des Binheitselements bestehenden) Primring R durch
einfache dlgebraische Erwesterung gewonnen werden.

Satz 14 ist eine unmittelbare Folge des zweiten Teils von Satz 1%.
Denn der Grundring ist ja eine endliche reguldr algebraische Erweiterung
des Primrings, wihrend R selbst, wie eben festgestellt, aus seinem Grund-
ring durch Adjunktion eines Primteilers entsteht.

Uber die Anzahl der Elemente eines endlichen speziellen zerlegbaren
Ringes gibt der folgende Satz AufschluB:

Satz 15. Ist o der charakteristische Exponent des endlichen speziellen
zerlegbaren Ringes R, und gibt es genau n® Klassen modulo p* tnkon-
gruenter Elemente aus R (n Primzahl)®®), so enthdlt B genaw =°¢ Elemente,
wunter denen sich 7°¢-(1 — n~°) reguldre befinden.

Es bedeute nimlich p einen Primteiler aus R, S einen Bereich, der
aus jeder Klasse modulo p* inkongruenter Elemente genau eines enthilt.
Dann erhilt man alle Elemente aus B und jedes nur einmal, wenn man

o—1
alle Polynome von der Form 3 a,p’ mit Koeffizienten aus S betrachtet.
i=0

-1
Ebenso lassen sich alle Nullteiler aus B eindeutig in der Form %Z’a,- P
darstellen. o

29) Vgl. z. B. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkorper. Jahresbericht
d. Deutschen Mathematikervereinigung 4 (1897), S. 193.

30) Die Anzahl der mod p* inkongruenten Elemente aus R ist sicher eine Prim-
zahlpotenz, sie ist ndmlich gleich der Anzahl der Elemente des dem Ringe R zu-
geordneten endlichen Korpers K.
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Jedes regulire Element aus dem endlichen speziellen zerlegbaren Ringe
R geniigt der Gleiehung #°"¢1-7"% — y, = 0. Doch hat dieses Analogon
zum kleinen Fermatschen Satz keine tiefere Bedeutung, da die Funktion

Bekanntlich sind zwei endliche Korper isomorph, wenn sie dieselbe
Elementezahl besitzen. Enisprechendes ¢ilt von zwel Grundringen, die in
der Anzahl threr Elemente und ¢m charakteristischen Exponenten vberern~
stimmen. Man kénnte vermuten, daf bei den endlichen speziellen zerleg-
baren Ringen die Verhdltnisse genau so liegen wie bei den Grundringen.
DaB dem aber night so ist, zeigt das folgende Beispiel.

Als Grundring wihlen wir das Restklassensystem modulo 8, und er-
zengen aus diesem Grundring durch Adjunktion von 12 bzw. 16 zwel
spezielle zerlegbare Ringe R, und R, mit den Primteilern 12 bzw. }6. Wire
nun R, zu R, isomorph, so miiite B, neben ¥2 auch V6 enthalten. Das

" kann aber nicht sein, denn sonst kime in B, — da 72 und V6 Primteiler

sind, sich _also nur um eine KEinheit unterscheiden kénnen®— auch
V6:32 =¥3 vor, und das ist, wie leicht einzusehen, unmaoglich, weil der

.Grundring }3 nicht enthilt, da ja 3 quadratischer Nichtrest nach 8 ist.

R, und R, sind daher nicht isomorph, trotzdem sie in der Elementezahl
und im charakteristischen Exponenten iibereinstimmen.

Als Beispiel fiir esnen endlichen zerlegbaren Ring moége das System
S der Restklassen nach einem beliebigen Ideale U aus esnem algebraischen
Zahlkcrper betrachtet werden. Zundchst haben wir uns zu iiberzeugen, dafl
8 tatsichlich einen zerlegbaren Ring darstellt. Das ist der Fall, denn:

1. S ist ein kommutativer Ring mit Einhestselement.

2. S enthdlt nur endlich viele Elemente, weil es nach N nur endlich
viele Restklassen g¢ibt. Jedes Element aus S ist daher nach den Ergeb-
nissen von Teil 11°) entweder Einheit oder Nullteiler.

3. In 8 ist jedes Ideal esn Houptideal, denn nach einem bekannten

Satz wird in einem algebraischen Zahlkorper modulo einem festen Ideale
jedes andere zum Hauptideal.

BEs sei jetzt A= ﬁ?Bfl, wobei die ; Primideale bedeuten, dann ist

eine beliebige Restklasse aus § ein Nullteiler, wenn einer, und folglich
jeder ihrer Reprisentanten durch eines der Ideale $B, teilbar ist, im andern
Fall ist die Restklasse eine Einheit. Zwei Restklassen sind dann und nur
dann teilerfremd, wenn nicht die Reprisentanten von beiden gleichzeitig
durch eines der Ideale %, teilbar sind. Aus diesen Tatsachen ergibt sich

s Vgl. A, II § 4.
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leicht, daf die speziellen zerlegbaren Ringe, auf die man 8 zuriickfihren
kann, durch die Restklassensysteme nach PP, P32, ..., B dargestellt
werden.

Wir betrachten also das Restklassensystem R nach der o-ten Potenz
eines Primideals . Offenbar ist o der charakteristische Exponent von B
und ein Element p aus R ist dann und nur dann Primteiler, wenn seine
Reprisentanten durch P, aber nicht durch R teilbar sind. Um nun zu
ermitteln, welcher der in Satz 13 charakterisierten Typen durch R dar-
gestellt wird, beachten wir, daB es eine natiirliche Ringzahl = gibt, die
durch B teilbar ist, und zwar mége 2= 0(P*), n==0(P“*") sein. Die
durch 7 reprisentierte Restklasse bezeichnen wir mit p,. Sie stellt sicher
einen Primteiler in dem zu R gehérigen Grundring R™ dar. Je nach dem
Verhaltnis der Zahlen u und @ ergeben swh uns folgende Fille (mit g,
wird der charakteristische Exponent von R bezelchnet)

a) uw=1. In diesem Falle ist B mat seznem Grundring RY iden-
tisch, denn p, stellt esnen Primteiler sowohl in R“ als auch in R dar.

b) u> 1. (Dieser Fall tritt bekanntlich dann wund nur dann ein,
wenn B in der Diskriminante des algebmz’schen Zahlkérpers, dem es ent-

nommen ist, aufgeht.) Setzt man o= u(g,— 1) +» (0 <» X u), so ist -

durch diese Gleichung o, eindeutig- bestzmmt und es stellt den charakte-
ristischen Exponenten von R® dar, wie man sofort erkennt, wenn man
sich tberlegt, welche Potenz von = unter unsern Vora.ussetzungen durch
B¢ teilbar wird, also verschwindet. — R entsteht aus R durch Adjunk-
tion von p und B ist Nullstelle eines 1deals (z* -+ q (), pg1a”) aus B; o,

Da es stets Primideale §§ gibt, die in der Diskriminante ihres Zahl-
korpers, also in ihrer Primzahl = in einer hoheren als der ersten Potenz
aufgehen, so lassen sich, wie man aus der eben durchgefiihrten Diskussion
erkennt, Beispiele fiir alle die in Satz 11 aufgezihlten Fille bereits unter
den Restklassensystemen nach Potenzen von Primidealen aus algebraischen
Zahlkorpern finden, der allgemeinste endliche zerlegbare Ring ist also nicht
wesentlich komplizierter gebaut als das Restklassensystem nach einem
geeignet gewihlten algebraischen Ideal. Mit dem eben Festgestellten ist
aber noch nicht nachgewiesen, daB sich jeder endliche zerlegbare Ring
durch ein derartiges Restklassensystem verkorpern laBt. Um iber die
Moglichkeit oder Unmoglichkeit einer solchen Darstellung entscheiden zu
kbnnen, miite man zunichst folgendes zahlentheoretische Problem lésen:

Es seien n,,m,, ..., 7, beliebige untereinander wverschiedene Prim-
zahlen, o, piy (E=1,2,...,n; k=1,2,...,m,) seien beliebige natiir-
liche Zahlen. Gibt es dann stets einen algebraischen Zahlkorper, in dem.

fir die Primzahlen n; eine Zerlegung m; = ?j‘,ﬁ;"‘& gilt, wobei die
k=1 “
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By, -zuesnander wund zu 2; teilerfremde Primideale bedeuten, und wobei

%

insbesondere das Resthlassensystem nach dem Primideal B, genaw n;'*
verschiedene Elemente enthdli?*) LBt sich die aufgeworfene Frage bejahen,
so ist damit folgendes gezeigt:

Es seten 7, (=1,2,...,n) beliebige, verschiedene natirliche Prim-
zahlen, oik,‘gg?, 0ix =1,2,..,m; k=1,2,...,m Qizx= @ﬂ)) seten
beliebige natiirliche Zahlen. Dann Gt sich stets ein algebraisches Ideal
A bestimmen, so daf das Restklassensystem nach U einen endlichen zer-
legbaren Ring S bildet, der sich als Summe von Zn,' m; speziellen Ringen

i=1
R"P (t=1,2,...,n; k=1,2,..., m,) darstellen ldft, wobes RY den
charakteristischen Exponenten 0;; und eimen Grundring mit 7% ver-
schiedenen Elementen und mit dem Grundringexponenten o) besitzt.

Bestimmt man nimlich w4, so, dal die Gleichung
Qik=/uik'(gzg(l):)—1)+yik (0 <7 < )

besteht, und sucht man dann einen algebraischen Zahlkorper auf, in dem
die Primzahlen 7; in der oben angegebenen Weise in Idealfaktoren zer-
fallen, so stellt nach dem frither gewonnenen Ergebnis das Restklassen-

m;
system nach ﬁ' k]i ‘,Bf;ﬁ" den gewiinschten Ring S dar.
i=1k=1 .oa

Ware nun ein endlicher spezieller Ring durch Grundring und charak-
. teristischen Exponenten eindeutig bestimmt, so wére mit der Losung des
oben formulierten zahlentheoretischen Problems die aufgeworfene Frage
erledigt. Da aber, wie gezeigt, zu gegebenem Grundring und charakte-
ristischem Exponenten mitunter mehrere wesentlich verschiedene Ringe
existieren, so sind zur vollen Erledigung des vorgelegten Problems noch
andere zahlentheoretische Untersuchungen als die oben angegebenen nétig.
Hier geniigt es, auf den ganzen Fragenkomplex nur hinzuweisen. Denn
mit Hilfe von Satz 13 beherrschen wir den Aufbau eines endlichen zerleg-
baren Ringes vollstindig, wir brauchen daher zur Typisierung dieser Be-
reiche die Darstellung durch das Restklassensystem nach einem algebraischen
Ideal gar nicht.

*) Vgl. die wihrend des Druckes erschienene Abhandlung: ,Zur Theorie der
Eisensteinschen Gleichungen® von Herrn Oynstein Ore (Math. Zeitschrift 20, S. 267—280),
in deren § 4 die hier aufgeworfene Frage fiir n=1 in bejahendem Sinne beant-
wortet ist.
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‘ §7.

Typisierung der allgemeinen vollkommenen zerlegharen Ringe.

Zum AbschluB der vorliegenden Arbeit sollen noch einige Be-
merkungen iiber die Typisierung von beliebigen vollkommenen zerlegbaren
Ringen gemacht werden. Da bei einem vollkommenen Ringe die Existenz
des Grundrings nach den Resultaten von A II feststeht, so konnen wir
sagen:

Satz 13a. Jeder wvollkommene zerlegbare Ring kann aus sernem
Grundring in derselben Weise wie ein endlicher zerlegbarer Ring durch
allgemeine algebraische Erweiterung erzeugt werden. ~

Mit Hilfe von Satz 13a konnen wir den Aufbau der vollkommenen
zerlegbaren Ringe in genau der gleichen Weise iibersehen wie den der
endlichen Ringe.

Es sollen nun noch einige weitergehende Untersuchungen angestellt
werden, die sich vorwiegend auf algebraisch abgeschlossene. Ringe be-
ziehen. Dabei wollen wir folgende Ausdrucks- und Schreibweise ge-
brauchen:

Es sei B der gegebene Ring. Dann bezeichnet R seinen Grundring,
o den charakteristischen Exponenten von R, o®@ denjenigen von R®, den
,,Grundringexponenten. Ist R® kein Korper, gibt es also eine Prim-
zahl n, so daB das Element z-7, einen von Null verschiedenen Prim-
teiler aus RV darstellt, so soll z# als ,kritische Primzahl“ von R be-
zeichnet werden, Fiir das Element z-.r, wollen wir alsdann stets die
Schreibweise p, benutzen, wihrend p, p’, ... Primteiler aus R selbst be-
deuten sollen. Als ,kritische Invariante“ u des Ringes R bezeichnen wir
schlieBlich die durch die Gleichung ¢ = (g, —1)-u+v (0 <» < u) ein-
deutig bestimmte positive Zahl u.

Wir gehen jetzt zur Behandlung der Isomorphiefrage bei voll-
kommenen zerlegbaren Ringen iiber. Natiirlich ist. wie das im voran-
gehenden Paragraphen gegebene Beispiel zeigt, ein vollkommener Ring
durch Grundring und charakteristischen Exponenten nicht eindeutig be-
stimmt. Doch sind zwei wichtige Fille hervorzuheben, bei denen die
Sache anders liegt.

Satz 16. Hin vollkommener zerlegbarer Ring, dessen Grundring ein
Korper ist,S%ist durch Grundring und charakteristischen Exponenten bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Der eben formulierte Satz ist beinahe trivial, da nach Satz 13a ein
vollkommener Ring R, dessen Grundring R ein Kérper ist, aus B® durch

Adjunktion einer Nullstelle des Ideals (2¢) entsteht. Zu einem interessanteren
Mathematische Annalen. 92. 14
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Falle gelangen wir, wenn wir algebraisch abgeschlossene Ringe betrachten.
Es ist natiirlich in Anbetracht von Satz 16 nur der Fall zu untersuchen,
in dem der Grundring kein Korper ist.

Satz 17. Es sel R ein algebraisch abgeschlossener zerlegbarer Ring.
Dann ist R in folgenden Féllen durch Grundring und charakteristischen
Exponenten eindeutig bestimmi:

«) Wenn R ein Korper ist.

B) Wenn die kritische Invariante p zur kritischen Primzahl mu teiler-

fremd ist.
y) Wenn @ =p-+1; o, =2 ist.
In allen dibrigen Fillen kann man stets zwei nicht isomorphe Ringe
mit gleichem Grundring und gleichem charakteristischen Exponenten an-

geben.

«) ist bereits durch Satz 16 erledigt. In den Fillen g) und y) fiihrt
uns der Nachweis zum Ziel, daB wir R stets aus R™ durch Adjunktion
einer Nullstelle p des Ideals (2# —p,, z”-p&~2) erhalten konnen, denn
das angeschriebene Ideal ist ja nur vom Grundring und von der kritischen
Invariante, also wegen des Zusammenhangs zwischen u und ¢ nur von R®
und von o abhingig. Um das Element p in der gewiinschten Weise zu
bestimmen, betrachte man einen beliebigen Primteiler p’ aus R. p’ ist
Nullstelle eines Ideals (2 —p,-f(z), "-p2"") aus R®, wobei £(p’)
ein regulires Element aus R bedeutet. Ist nun p zur kritischen Prim-
zahl n teilerfremd, so zerfillt in dem dem Ringe R zugeordneten, alge-
braisch abgeschlossenen Korper K die Funktion z# — f(p’) in lauter
teilerfremde Linearfaktoren, und es gilt daher nach AT §6 das gleiche
von dem Polynom x* — f(p’) aus R, Wir kénnen infolgedessen ein
regulires Element @ aus B so withlen, daf es der Gleichung z# — f(p") =0
geniigt. Setzt man p’=p-a, so ist p=p’-a~1 ebenfalls ein Primteiler,
und zwar ein solcher, der die Gleichung x# — p, = 0 befriedigt. Das
Ideal, dessen Nullstelle p ist, besitzt daher die gewiinschte Basis
(z# — p,, x*-pa~2). / Etwas anders muB man im Falle y) schlieBen.
Hier verschwindet das Produkt von p, mit einem beliebigen Nullteiler
aus R, und das Ideal, dessen Nullstelle p’ ist, besitzt daher eine Basis
(x* — a-p,, p,-x), wobei a ein modulo p* beliebig wihlbares Element
aus R bedeutet. Wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von R darf
man alsdann @ so gewihlt annehmen, daf die Gleichung z* —a =0 in R
eine Nullstelle @, besitzt. Setzt man p’ = p-a,, so ist p eine der ge-
suchten Nullstellen des Ideals (z“~— p,, z-p,). Die Fille ) und y) sind

hiermit erledigt,
Es bleibt nur noch zu zeigen, daB fir o=+ u 4 1; o, =2 stets zu
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einem gegebenen Grundring mit der kritischen Primzahl = zwei nicht
isomorphe Ringe mit derselben kritischen, zu z nicht teilerfremden In-
variante u aufgebaut werden konnen. Wir setzen pu=n?-u’; (u/,n)=1
und betrachten die Ideale

a=(z* —p,, p&~t-z”) und o' =(2*—p,-(z+7)), pft—loxfr).
Es sei p eine Nullstelle von a, p’ eine solche von a’;
R= R(l)(p), R’ — R(l) (pl)‘

Dann konnen R und R’ nicht isomorph sein.

Andernfalls miifite nimlich R ebenso wie R’ eine Nullstelle des
Ideals a’ enthalten, die wir der Einfachheit halber gleichfalls mit p’ be-
+ zeichnen wollen. Da p und p’ Primteiler sind, so besteht eine Gleichung
p’=a-p. Wirhabenalsoa*-p* — p,-(p’ +r.) = (a* — (p’ +r.))-p, =0.
Setzen wir mithin a# =7, 4 p' ¢, so muB ¢ der Gleichung ¢q-p, = 0
geniigen, und daraus ergibt sich wegen g, > 2; o > p -+ 1, daB ¢ mindestens
durch p’? teilbar sein mufl, wir haben also a# =r, -} p’-r, wobei 7 eine
Einheit bedeutet. Wir betrachten nun die Differenz s =17, — a’." Bs ist

§7 =1, + (— 1) cattp, - b=r.(1+ (— 1))+ (— 1) p’r +p,-b.

Danunr,-(1-+(—1)" )= {% ((Z: g ebenso wie 9, - b mindestens durch p’?

teilbar ist, so ist s7° = (— 1)”ap’(r-1—p’-c) =p’-r, das Produkt eines
Primteilers miv einer Hinheit, also selbst Primteiler. Enthielte mithin R
gleichzeitig die Elemente p und p’, so miite es in B ein Element s
geben, das #7-te Wurzel eines Primteilers wire®?). Da die Existenz eines
solchen Elementes der Natur des Primteilers widerspricht, so kann p’
nicht in R vorkommen, R und R’ sind also nicht isomorph. Mit dem
so gewonnenen Ergebnis ist der Beweis unseres Satzes abgeschlossen.

Aus Satz 17 ergibt sich, daB man zwei isomorphe Ringe erhilt, wenn
man die bei Besprechung der endlichen Ringe aufgebauten nicht isomorphen
Bereiche R, (¥2) und R, (¥6) zu algebraisch abgeschlossenen Ringen er-
ganzt. Hs ist also, wenn zwei nicht isomorphe Ringe mit gleichem Grund-
ring und gleicher kritischer Invariante vorgelegt sind, woh!l zu unterscheiden,

3%) Man vergleiche das hier gegebene Beispiel mit dem am Schlusse von A. I
angegebenen, durch das bewiesen wurde, daB bei unvollkommenen Ringen zwei
reguldr algebraische Erweiterungen desselben Ausgangsringes mit gleichem zugeord-
neten Korper nicht stets dquivalent sind. Die hier und dort benutzten Schliisse
laufen ganz parallel. Die aus der kritischen Primzahl entspringenden Schwierigkeiten
sind in beiden Fillen im ganzen dieselben. Der einzige wesentliche Unterschied ist
der, daB hier die Primteiler eine analoge Rolle spielen, wie in A. I die transzendenten
Elemente.

14*
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ob der Grund fiir die Nichtisomorphie an der algebraischen Natur des
Grundrings liegt, oder ob wir es mit einer Nichtisomorphie zu tun haben,
die mit der kritischen Primzahl zusammenhingt, und durch reguldr alge-
braische Erweiterung nicht behoben werden kann.

Im Anschluf an Satz 17 kann man sich noch folgende Frage vor-
legen. Es seien R und R’ zwei algebraisch abgeschlossene, nicht isomorphe
Ringe, mit gleichem Grundring und gleichem charakterischen Exponenten.
Wann kann man dann die Nichtisomorphie durch allgemeine algebraische
Erweiterung beheben, d. h. wann kann man einen Ring R finden, der
sowohl einen zu R als auch einen zu R’ isomorphen Teilbereich enthilt,
und der sich als allgemeine algebraische Erweiterung von B (bzw. von R’)
auffassen 1a86?

Die hier aufgeworfene Frage hingt, wie leicht zu sehen®?), mit folgendem
Problem aufs engste zusammen:

Es sei h(x) eine Primdrfunkiion p-ten Grades aus E,, von der wir
wegen der algebraischen Abgeschlossenheit von R ohne wesentliche Be-
schrinkung voraussetzen diirfen, daf sie zum Primideal (x, p) gehort.
Wann enthdlt dann R eine Nullstelle von h(x) wnd wann kann man
eine allgemeine algebraische Erweiterung R von R Tderart bestimmen,
dap h(z), wenn auch micht in R, so doch in R eine Nullstelle besitzi?

Die eben gestellte Frage bedeutet in gewissem Sinne eine Verall-
gemeinerung des Problems, das uns zur Einfithrung der allgemeinen alge-
braischen Erweiterungen hinleitete. Dort betrachteten wir eine Primér-
funktion h(z), die nicht durch das Quadrat des zugehorigen Primideals
teilbar war, und stellten fest, daBl man einfach durch Adjunktion einer
Nullstelle von %4 (x) zum gewiinschten Erweiterungsring kommt (falls nicht
h () bereits im Ausgangsring eine Nullstelle besitzt). Im allgemeinen Falle
liegt die Sache verwickelter. Da wiirde die Adjunktion einer Nullstelle
von k(z) selbst im allgemeinen zu einem Erweiterungsring fiihren, der

3% Man vergleiche das beim BeWGlse von Satz 17 angefiihrte Beispiel von zwei
nicht isomorphen Ringen R und B Dort wurde gezeigt: In einem Ring R, der
gleichzeitig einen zu R und einen zu R’ isomorphen Teilbereich enthilt, muB die
7%-te Wurzel eines gewissen, zu einem Primteiler” aus B Z4quivalenten Elementes
vorkommen. Das heifit aber nichts anderes, als dal eine gewisse, zum Primideal (z, p?)
gehorige Primdrfunktion x°-ten Grades aus Ry in R eine Nullstelle besitzen muB.
Dabei ist in unserem besonderen Falle die in Betracht kommende Priméarfunktion % (x)
nicht durch das Quadrat des Primideals (z, p;} teilbar. Man kann hier also E un-
mittelbar durch Adjunktion einer Nullstelle von % (z) aus R erzeugen. Der so auf-
gebaute Ring R enthilt dann, wie leicht zu sehen, wirklich einen zu B isomorphen
Teilbereich, in diesem besonderen Falle kann man also die Nichtisomorphie von R
und R’ sicher durch algebraische Erweiterung heben. Nicht so einfach gestaltet
sich, wie oben betont, die Sache im allgemeinen Fall.
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nicht mehr zerlegbar wire. Gleichwohl erscheint es durchaus nicht aus-
geschlossen, daB man durch Adjunktion einer Nullstelle einer anderen,
geeignet gewshlten Primérfunktion einen Erweiterungsring der gewiinschten
Art aufbauen konnte. Doch diirfte die allgemeine Beantwortung der auf-
geworfenen Frage nicht einfach sein. Wir miissen uns daher hier mit dem
Hinweis begniigen, daf die Einfilhrung der allgemeinen algebraischen Er-
weiterungen auf eine Reihe von interessanten, einer ausfiihrlichen Behand-
lung wohl wiirdigen Problemen hinleitet.

Fiir die vorliegende Arbeit reichen die mit Satz 13a und Satz 17
gewonnenen Ergebnisse vollstindig aus. Satz 13a leistet fiir die voll-
kommenen zerlegbaren Ringe dasselbe wie Satz 13 fiir die endlichen:
er gibt uns einen befriedigenden Einblick in diese Bereiche. Satz 17 hin-
gegen charakterisiert in erschopfender Weise diejenigen Fille, in denen
sich ein vollkommener Ring durch Grundring und -charakteristischen
Exponenten eindeutig bestimmen 1iBt. Am interessantesten ist dabei die
Erkenntnis von der grofien Bedeutung, die die kritische Primzahl fiir den
Aufbau der zerlegbaren Ringe besitzt. Hier zeigt sich am schirfsten der
Zusammenhang mit dér Korpertheorie (vgl. die Bemerkung am Schlusse
der Einleitung), der die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrte algebraische
Behandlung der zerlegbaren Ringe rechtfertigt.

(Eingegangen am 31. 12. 1923.)



