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Einleitung.
Die im folgenden entwickelte Transformationstheorie der Biegungs-
flichen vom Typus

(1) ds*=3 (udu?—2dudo+vdv?),
als dessen einfachster Vertreter die Translationsfiiche
3, & 2
z _ —é-(x 3 — y 8)

anzusprechen ist, stiitzt sich auf eine von Tazitzéica') gefundene Flachen-
transformation, die im Bereiche derjenigen Flichen gilt, fiir die das
KriimmungsmaB proportional mit der 4. Potenz des Abstandes der Tan-
gentialebene vom Koordinatenanfang ist. Tzitzéicas Transformation der

durch die Beziehung % = konst. charakterisierten Flichen gehdrt zu den

asymptotischen Flichentransformationen, bei denen die gegebene und die
transformierte Fliche die beiden Brennflichenmintel einer W-Kongruenz?)
bilden. Man gelangt zu ihr, wie ich in einer unlingst in den Annali di
Matematica erschienenen Abhandlung?) gezeigt habe, durch Spezialisierung
einer allgemeineren asymptotischen Transformation, die zwischen den Fléichen

derjenigen Klasse vermittelt, die bei Beziehung auf die Parameter der

Asymptotenlinien durch das Bestehen der Relation {121 } = {212} ausgezeichnet

ist. Die Anwendung des allgemeinen Bianchischen Kompositionstheorems
fiir die Moutardschen Transformationen gestattete die Aufstellung eines
Vertauschbarkeitssatzes, demzufolge sich die Tzitzéicaschen Transformationen,
die ich unter Hervorhebung einer charakteristischen Konstanten mit T,
bezeichnet habe, zu geschlossenen viergliedrigen Zyklen zusammensetzen
lassen. Als von ganz besonderer Bedeutung fiir die gegenwirtige Unter-
suchung erwies sich ein am SchluB der genannten Abhandlung gewonnenes
Ergebnis: Es lassen sich je drei zu dem gleichen Werte von n gehdrige
Transformationen 7', in der Weise aneinanderreihen, da8 die erste und
die letzte der vier durch sie verbundenen Flichen &hnlich und in bezug
auf den Koordinatenanfang dhnlich gelegen sind.

Verbindet man nun mit einer Fliche der Tzitzéicaschen Klasse eine
zweite, die ihr durch Polarreziprozitit beziiglich einer (reellen oder imagi-

%) Tyitzéica, Sur une nouvelle classe de surfaces. C. R. de I'Acad. des Se. 150
(1910), S. 955 u. 1227.

2) Auf den Brennflichenminteln einer W-Kongruenz entsprechen sich bekanntlich
die Asymptotenlinien und damit gleichzeitig die konjugierten Systeme.

%) Jonas, Sopra una classe di trasformazioni asintotiche etc. Annali di Mat. (3)
30 (1921), 8. 223.
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niren) Einheitskugel um den Koordinatenanfang zugeordnet ist, so fithrt
eine einfache Uberlegung, die von der bekannten Weingartenschen Be-
handlung des Biegungsproblems *) Gebrauch macht, zu der bemerkenswerten
Tatsache, daB sich die Flichen der durch (I) definierten isometrischen
Klasse mittels der Tzitzéicaschen Flichen konstruieren lassen. Wie weib
Tzitzéica selber seine Untersuchungen in dieser Richtung ausgedehnt hat,
geht aus seinen Verdffentlichungen nicht hervor. Den einzigen Anhaltspunkt
bieten die folgenden Zeilen, mit denen er die erste seiner beiden, 1908
und 1909 in den Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo erschienenen
Abhandlungen?) iiber die ,,neue Flichenklasse* einleitet: ,,L’étude de la
déformation des surfaces tétraédrales

(II) Ax*s - By*s + 02*s=1

conduit & la recherche des surfaces pour lesquelles la courbure totale est
proportionnelle 4 la 4me puissance de la distance d’un point fixe au plan
tangent. - Zu bemerken ist hierzu aber einmal, daB sich der typische
Ausdruck (I) fir das Quadrat des Linienelements in dem erwéhnten Zu-
sammenhange nicht findet und ebensowenig in zwei zeitlich vorauf-
gehenden, von Tzitzéica®) und von Egorof?) herriihrenden Noten in den
Comptes Rendus, die sich auf die Eigentiimlichkeit der Flichen der tetra-
edralen Klasse (1I) beziehen, isometrische Deformationen innerhalb dieser
selben Flachenklasse zuzulassen®). Uberdies ist anzunehmen, daB Tzitzéica,
als er die angefiihrten Worte schrieb, noch nicht im Besitze der Trans-
formation 7, gewesen ist; diese ist ndmlich in den beiden Abhandlungen
noch nicht enthalten, ist vielmehr erst Gegenstand der unter ') zitierten
Noten vom Jahre 1910.

4) Siehe z. B. Bianchi, Lezioni di geom. diff. 2 (1903), Cap. XIX.

5) Tzitzéica, Sur une nouvelle classe de surfaces. Palermo Rend. 25 (1908),
S.180; 28 (1909), S.210.

8) Tzitzéica, Sur la déformation de certaines surfaces liées aux surfaces du second
degré. C. R. de I’Ac. des Se. 128 (1899), S.1276.

% Egorov, Une classe nouvelle de surfaces algébriques. C. R. de P’Ac. des Se.
132 (1901), S.302.

%) Die beiden Noten beschrinken sich im wesentlichen auf den Nachweis, da8
innerhalb der tetraedralen Klasse (II) stetige Verbiegungen mit Erhaltung eines kon-
jugierten Systems m&glich sind. Betreffs der Reduktion des Linienelements auf die Form

ds*=2 x* (wdu = 2 dudv+0do?)

(# ist eine durch die Koeffizienten 4, B, C bestimmte Konstante) und der besonderen
Stellung dieser stetigen Deformationen innerhalb einer zwei-parametrigen Biegungs-
untergruppe sei verwiesen auf: Jonas, Uber eine mit den Flichen 2. Grades zusammen-
hangende zweifach-unendliche Schar aufeinander abwickelbarer Flichen. Berl. Math.
Ges. Ber. 22 (1923), 8. 49.
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Hinsichtlich unserer neuen, im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit
stehenden Transformation @,, vermdge deren man aus einer Biegungsfliche
vom Typus (I) beliebig viele weitere solche Flichen gewinnt, seil hier zu-
niichst festgestellt, daB ihre geometrischen Eigenschaften ihr eine durchaus
selbstindige Stellung neben der Tzitzéicaschen Transformation T, sichern.
Zwischen den Transformationen ©, und 7T, besteht ein dhnliches Verhaltnis
wie zwischen der Transformation der auf die Paraboloide abwickelbaren
Flachen und der Transformation der Flichen von konstanter Kriimmung.
Es lassen sich iibrigens, wenn man das Biegungsproblem fiir das Linien-
element (I) und das durch die klassischen Arbeiten von Thybaut, Calapso
und Bianchi durchaus noch nicht erschopfte Problem der Verbiegung der
Paraboloide gemeinsam ins Auge faBt, sehr weitgehende Analogien auf-
decken, und zwar, ohne daB irgendwelche Anzeichen auf einen inneren
Zusammenhang zwischen den beiden Differentialgleichungen

0. p=e® —e 20 und B,p=1e%—e®

schlieBen lieBen, deren Transformation den analytischen Kern der beiden
Theorien ausmacht. Erwihnt sei, daB gleichzeitig und in eigentiimlicher
Wechselwirkung mit der vorliegenden Arbeit eine andere, ihr in geo-
metrischer Hinsicht eng verwandte entstanden ist, in der ich die Trans-
formationen der Biegungsflichen des gleichseitigen hyperbolischen Para-
boloids behandelt habe?).

Die nachfolgenden Entwicklungen, deren Gliederung aus der vorauf-
geschickten Inhaltsangabe zu ersehen ist, sind auch dort, wo es sich um
Formeln der Transformation 7, handelt, unabhingig und ohne Bezug-
nahme auf die eingangs erwihnte Abhandlung in den Annali di Matematica
durchgefiihrt. Es schien an sich schon geboten, an Stelle des dort be-
nutzten Umwegs iiber eine Transformation allgemeineren Charakters hier
einen neuen, direkten Weg einzuschlagen. Uberdies fiel der Umstand ins
Gewicht, daB unsere Transformation ©, nicht schlechthin gleichwertig mit
zwei simultanen Transformationen 7T, und 7'y der beiden zur Tzitzéica-

schen Klasse gehorigen Hilfsflichen ist; die Koordinaten der transformierten
Hilfsflichen miissen namlich erst durch Multiplikation mit gewissen Kon-
stanten mormiers werden, damit die gewiinschte Beziehung zu der trans-
formierten Biegungsfliche hergestellt wird. Infolgedessen lieSen sich Ande-
rungen in den Bezeichnungen nicht umgehen.

Die Transformation ©, der Flichen vom Linienelement (I) ist, wie-
wohl auch bei ihr Korrespondenz der Asymptotenlinien zwischen der ge-
gebenen und der transformierten Fliche besteht, keine asymptotische Trans-

9) Jonas, Ricerche sulle trasformazioni delle superficie applicabili sul para-
boloide iperbolico equilatero. Annali di Mat. (im Druck).
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formation, sondern von komplizierterer Natur. Ein tieferes Eindringen in
den geometrischen Zusammenhang wird durch eine Tatsache ermdglicht,
die in eigenartiger Weise den Vertauschbarkeitssatz fiir die Transformation 6,
erginzt. Es ist das die Existenz dresgliedriger Transformationszyklen, die
zu dem oben erwihnten Ergebnis am SchluB meiner friiheren Arbeit in
engster Beziehung steht. Auf Grund dieser Eigenschaft gelingt es, die
Transformation O, in zwei aufeinanderfolgende asymptotische Trans-
jormationen aufzulosen, d.h. zwischen der gegebenen und der transfor-
mierten Biegungsfliche eine dritte Fliche einzuschalten, deren Punkte mit
den entsprechenden der beiden Biegungsflichen die Brennpunkte der Strahlen
zweier W-Kongruenzen bilden. Dieser, soweit es sich um die geometrische
Anschauung handelt, jedenfalls hochst einfache Sachverhalt erschien mir,
zumal da er sich durchaus nicht miihelos feststellen lieS, eher iiberraschend
als etwa im Hinblick auf bekannte Transformationstheorien selbstver-
stindlich. Die Darstellung folgt hier genau dem Gang der urspriinglichen
Untersuchung.

Das eben erwihnte Ergebnis, das unsere Transformationstheorie zu
einem gewissen AbschluB bringt, darf insofern ein ganz besonderes Interesse
beanspruchen, als es eine Erweiterung des von Bianchi verwendeten Prinzips
der durch W-Kongruenzen vermittelten Transformation von Biegungsflichen
bestimmter Typen darstellt. Die auBerordentlichen Erfolge, die Bianchi
selber im Bereiche der auf die Flichen 2. Grades abwickelbaren Flichen)
erzielte, sind der AnlaB zu, wie es scheint, allzu hoch gespannten Hofi-
nungen hinsichtlich der Leistungsfihigkeit dieses Prinzips gewesen. Jeden-
falls hat das nachstliegende Problem, die Bianchische Methode auf die
Biegungsflichen aller bzw. allgemeinerer Regelfiichen auszudehnen, bis
jetzt allen Versuchen beharrlich widerstanden, ja, es mehren sich neuer-
dings die Ergebnisse negativer Art, die darauf schlieBen lassen, dafl die
angestrebte Verallgemeinerung auch nicht annihernd in dem erwarteten
Umfange gelingen wird. Um so bedeutungsvoller erscheint die Tatsache,
daB man imstande ist, okne den Kreis der Bianchischen Ideen zu wer-
lassen, lediglich durch Paarung der asympiotischen Transformationen ein
Sestenstiick zur Transformationstheorie der auf die Flichen 2. Grades ab-
wickelbaren Flichen aufzubauen.

In betreff der speziellen Biegungsflichen vom Typus (I), die der
tetraedralen Flichenklasse (II) angehdren, ist zu bemerken, dal sie in
analytischer Hinsicht einen Ausartungsfall bilden und dementsprechend
bei der Aufstellung der Transformation ©, auszuschlieBen waren. Auf den
Nachweis, daB sich die gepaarten asymptotischen Transformationen auch

10) Siehe z. B. Bianchi, Lezioni di geometria diff. 3 (1909).
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zwischen diesen Flichen verwirklichen lassen, wurde mit Riicksicht auf
den Umfang der Arbeit verzichtet.

Hingewiesen sei schlieBlich auf die Beziehungen der durch {5"1 = konst.
charakterisierten Tzitzéicaschen Flichen zur affinen Geomeirie. Eine engere
Anpassung der ganzen Untersuchung an diesen jiingsten Zweig der Diffe-
rentialgeometrie, wie sie vielleicht zeitgemiB gewesen wire, erschien mir
bei der metrischen Natur des im Mittelpunkte stehenden Biegungsproblems
als unvorteilhaft.

§1.

Eigenschaften der Biegungsflichen vom Typus
ds2=%(udu2—— 2dudv +vdv?);

Einfiihrung der beiden zugehorigen Tzitzéicaschen Flichen, einer dritten
Hilfsfliche und einer Sehar vén Flichen (x®),...).
1. Es sei (2, y, 2) eine Fliche, fiir die das Quadrat des Linienelements
die Form

(1) ds‘“’=2dm2=%(udu‘~’—Zdudv—}—vd'»?) 1)
besitzt, also eine Biegungsfliche®) der Translationsfliche
e=(u—1"  y=(v—1)", z=—-—§i(u—v),

deren erzeugende Kurven in zueinander senkrechten Ebenen liegen und
deren Koordinatengleichung
3 2
(2) z:—z—(xz/a_y /3)
lautet.

Wir bilden fiir die quadratische Differentialform (1) die Christoffel-
schen Symbole

m__ v an_ 1 {121 120 _
) V1= 2tuv=1)° V2= Zuv—1)’ 1=\~
2 1 2w
117 2(mv—1)’ 121 2 (wv—1)
*) Die Hinzufiigung des Faktors £ erweist sich erst spiter als zweckmiBig. Sie

gestattet die Unterdriickung eines sonst auftretenden Faktors 3;)9- in einer Reihe von
Formeln,

1?) Die Ausdriicke Biegungsfliche, abwickelbar und Isometrie sind durchweg im
allgemeinsten Sinne zu verstehen. Sie beziehen sich lediglich auf die formale Uberein-
stimmung im Bau des Linienelements, ohne daf gemeinsame Wertbereiche der Variablen
ins Auge gefafit werden.
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und finden fiir das Kriimmungsmal den Ausdruck:
1
9(uv~1)2' .
Mit X, Y, Z seien die Normalenkosinus, mit L, M, N die Fundamental-

grofen 2. Ordnung bezeichnet, so daf also
—YdxdX = Ldu®*-+2Mdudv + Ndv?
ist. Mit Beriicksichtigung von (8) erhilt man:

VB + Ty _ Zutum,
(5) xuu—‘?-m—}-LX, xuv='MX’ xw—~m—}—NX 13)

und analoge Bezichungen fiir y und 2.'¥) Die GauBsche Relation und
die Codazzischen Gleichungen haben die folgende Gestalt:

(4) K=—

2 9
I e
3 N
(6) 1L"—M“+2l\uv—~1)M+2(uv—1)=O’
w L
N, — Mv+2(w«1)M+2(m—1)=O'

Ein Losungssystem L, M, N von (6) definiert intrinsek eine Biegungs-
fliche (z, y, z) vom Typus (1).

2. Wir konstruieren nun zwei Hilfsflichen (&, 5, {) und (&', 9',¢ R
indem wir Parallelstrahlen zu den Tangenten der Kurven » = konst. und
u = konst. vom Koordinatenanfang ausgehen lassen und auf ihnen die
Lingen Yu bzw. Vv abtragen. Dann ist:

(7) 5=§x,‘, §'=§xv,

(8) SE=u, N'=v, YE=-1.
Hieraus folgt, wenn beriicksichtigt wird, daB &, = &, ist:
(9) Jédi=0, Fidi'=0.

Diese Relationen besagen im Verein mit der dritten Formel (8), daB die
beiden Hilfsflichen (£,...) und (&',...) polarreziprok beziiglich der imagi-
ndren Einheitskugel x*+ y® - 2% = —1 sind®).

**) Die partiellen Ableitungen nach den Variablen w und » bzw. « und B deuten
wir durch Buchstabenindizes an.

) Der Kiirze halber soll im folgenden der Hinweis auf das Bestehen der ana-
logen Formeln beziiglich der beiden anderen Koordinatenachsen iiberall, wo ein MiB-
verstindnis ausgeschlossen scheint, unterdriickt werden.

1) Die Flichen (£, 5, ¢) und (—£', — 7/, —¢') sind also polarreziprok in bezug
auf die reelle Einheitskugel um den Koordinatenanfang,
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Die Gleichungen (5) lassen sich jetzt folgendermafBen sehreiben :

vE+¥ =2
fu= = 2 (uv— 1)+ & 3 MX,
’ ug ¢
§u=’§MX7 5”_-2(“,17—1)—!— NX

Mit Benutzung der ersten Relation (6) findet man weiter:

[ X = Y+ § L(Ldu® + 2 Mdudo + Ndv?),
(10)

| Sag = T+ S N(Ldw® + 2 Mdudo -+ Ndv?),
(11) Z’dgds’:§M(Ldu2+2Mdudv+Ndaﬂ).

Der letzten dieser drei Formeln entnehmen wir eine wichtige geometrische
Bez1ehung Die Asymptotenlinien der beiden Hilfsflichen (£,...) und
(&,...) entsprechen stets den Asymptotenlinien der Biegqungsfliche (z, cer)s

Es soll nun gezeigt werden, daB die beiden zueinander polarreziproken
Hilfsflichen (£,...) und (£',...) der Tuitzéicaschen Klasse von Flichen
angehoren, bei denen das Krimmungsmafi proportional mit der 4. Potenz
des Abstandes der Tangentialebene vom Koordinatenanfang ist.

Wir beachten, daf

g 7’ ¢ £ 7 z
_—=  T=, T == d '_"___,"——_::,—"_:
(12) [ T T A TR
die Richtungskosinus der Flichennormalen von (&,...) und (&’,...) sind,
und erhalten fiir die Abstinde w und %’ der beiden Tangentialebenen vom
Nullpunkt die Werte:

SN s PSS VR o PO S
(13) P e L =

Zwecks Berechnung der KriimmungsmaBe % und %’ bilden wir die zweiten
quadratischen Fundamentalformen beider Hilfsflichen:

2d§d< '>~~ = (Ldu® 2 Mdudo + Ndv?),
Sl d(ﬁ> =§T_;(Ldu‘3 + 2 Mdudv -~ Ndv?)

und finden mittels ihrer Koeffizienten und derjenigen der beiden ersten
Fundamentalformen (10), wobei wieder die erste der Gleichungen (6)
heranzuziehen ist, die Ausdriicke:

(14) b=—t, F=—2X

v2’ u??
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so daB sich also mit Beriicksichtigung von (13) tatsichlich die Relationen

=—wt, B =—w't

ergeben.

3. Wir definieren eine weitere Flache (g, 9, 3) durch
(15) g=x—§—uzu—§'vxu=x—u§—v§’ usw.
und nennen sie die zur Biegungsfliche (z,...) gehorige dritte Hilfsfliche.
Sie spielt weiterhin eine wichtige Rolle beim Aufbau der Transformations-
theorie. Hier sei zundchst nur bemerkt, daf ihre Punkte in den Tangential-
ebenen der Flache (z,...) eine feste, von den Biegungen unabhingige
relative Lage besitzen, also mit den Flichenelementen von (z,...) starr
gekoppelt sind.

Die gleiche Bemerkung gilt fiir eine Schar von co* Flachen (2®), y®, z),
die wir mittels der Festsetzung

(16) m“’)=g—{—w§+%§'=x—(u—v)§—<v—%>£’ usw.

einfithren, wobei » eine willkiirliche Konstante bedeutet. Diese Flichen
(2®, ...) sind durch die folgenden Eigenschaften ausgezeichnet: 1. Ihre
Normalen liegen in den Tangentialebenen der Fliche (z,...) und zwar
ebenfalls in starrer Koppelung; die Normalenkosinus sind den Gréfen
E+vE, ntvy’, (vl proportional. 2. Zwischen den simtlichen
Flichen (2, ...) und der Fliche (x,...) besteht ohne Riicksicht auf die
Biegungen, denen (z,...) unterworfen wird, stets Korrespondenz der Asym-
plotenlinien®).

Die Herleitung dieser S#itze an der Hand der aufgestellten Formeln
bietet keine Schwierigkeiten, erfordert aber eine lingere Rechnung, auf
deren Wiedergabe wir im Hinblick auf einen spiteren Beweis verzichten,
der am Schluf von § 8 mit anderen Hilfsmitteln gefithrt werden wird.

16) In bezug auf Flichenpaare mit rechtwinklig sich kreuzenden Normalen und
korrespondierenden Asymptotenlinien, fiir die die Fliche (z,...) im Verein mit einer
jeden der Flichen (2®,...) ein spezielles Beispiel liefers, vgl. man Jonas, Sur une
transformation qui dépend d’une équation aux dérivées partielles du 3™ ordre. C. R.
de PAc. des Sc. 156 (1913), S.1816. — Ohne nihere Ausfiihrungen sei noch erwihnt,
daB die Existenz der Flichen (z®,...) aufs engste mit der Tatsache zusammenhsingt
daB die betrachtete Fliche (r,...) auf 00? Weisen durch Biegung in eine tetraedrale
Fliche A"+ By®/s+ Cz"/* =1 iibergefiihrt werden kann. Es gibt dann immer drei
Werte von », fiir die die Punkte (2®,...) die Schnittpunkte der Tangentialebenen
mit den Koordinatenachsen werden.
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§ 2.
Einfilhrung der Parameter der Asymptotenlinien; Konstruktion der
Biegungsfliche auf Grund einer Losung der partiellen
Differentialgleichung 0.; — e® — e~26.

1. Wir filhren nun die Parameter ¢ und B der Asymptotenlinien ein
und richten unser Augenmerk besonders auf die quadratische Differential-
form §1 (11), die, auf ¢ und § bezogen, sich folgendermaBen schreiben 158t:
(1) Sdédé =2e0dadp.

Es ist bekannt, daB die mormiserfen, d.h. durch die 4. Wurzel aus
dem absoluten Betrag des KriimmungsmaBes dividierten Normalenkosinus
einer Fliche als Funktionen der Parameter der Asymptotenlinien eine
partielle Differentialgleichung 2. Ordnung vom Moutardschen Typus er-
filllen. Wir wenden diesen Satz zuniichst anf die Hilisflichen (&,...) und
(&, ...) an, deren Asymptotenlinien, wie wir sahen, denen der Biegungs-
fiche (z,...) entsprechen, und schlieBen mit Riicksicht auf § 1 (12) und
(14), daB eben diese GroBen &,7,, und &', %', ¢’ Integrale zweier Moutardscher
Gleichungen

(2) bap=ME,  Ep=ME
sind. Nach §1 (8) und (9) ist aber:
(8) J&&'=—1, & =0, IJ&E=0, JEE=0, &E=0.

Differentiiert man die zweite und die vierte dieser Gleichungen nach 8,
die dritte und die finfte nach « und macht Gebrauch von (1) und (2),
so findet man:

(4) M=M= S&é= gt =,
wihrend auBerdem infolge von (1)
(3) Staba=0, Yé&=0

ist. Da aber &, %, { (Entsprechendes gilt von &', 7, £’) nicht nur normierte
Normalenkosinus sind, sondern gleichzeitig die laufenden Koordinaten einer
auf die Asymptotenlinien («, 8) bezogenen Fliche darstellen, so bestehen
neben (2) je zwei weitere Reihen von Relationen von der Form:

5aa = a‘i:a _(L' pfﬁ, Eﬂﬂ = qga + bfﬁ-

Um zundchst den Koeffizienten @ zu bestimmen, multiplizieren wir die
erste dieser beiden Gleichungen mit &; und addieren die beiden analogen
Beziehungen. Unter Beriicksichtigung von (4) ergibt sich:

ZEaaEé = aee'
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Differentiiert man andererseits die Gleichung X &, é}'z= e® nach «, so
findet man:

Zéaafﬂ = eeea-
Es wird also ¢ =0, und entsprechend b=0;. Mithin haben wir fiir
£,7,¢ das folgende System von Differentialgleichungen:

(6) Eoa =08, +p&s, Eap=e98, Ep=ql.+0p&,
fiir das man als Integrabilititsbedingungen die Relationen

(7) Pﬁ+2’9ﬂ=0’ qa+q9a=03 Oaﬂ+P9=€e
erhilt.

Wir wollen nun von der spezialisierenden Annahme absehen, da8 eine
der GroBen p und g oder daB alle beide identisch verschwinden, wodurch
sich die dritte der Relationen (7) auf die Liouvillesche Differentialgleichung
fiir @ reduzieren wiirde. Das bedeutet also, daB die Hilfsflache (&, ...)
nicht Regelfliche oder gar Fliche 2. Grades sein soll. Aus der Gesamt-
heit der Biegungsflichen vom Typus § 1 (1) scheiden damit als nicht ohne
weiteres der im folgenden entwickelten Transformationstheorie zuginglich
die in der Einleitung erwihnten tetraedralen Flichen aus, fiir die die beiden
Hilfsflichen Flichen 2. Grades werden. Unter dieser die Allgemeinheit
nicht beschrinkenden, sondern nur die Ausartungsfille ausschlieBenden
Voraussetzung folgt aus (7):

p=¢(a)e? g=y(p)e ",
(8) Oup + @ () p (B)e 20 = e®.
An Stelle von ¢ und B fithren wir jetzt die GroBen
_ 3 - 3
e=[Vp(a)de, B=[Vy(B)dp
als neue Variablen ein und setzen auBerdem
e0 =3 Vg (@) Vo (B).
Dabei behilt die Differentialiorm (1) ihre Gestalt:

Sdede =2e0dadf =2e8dadf,
wahrend (8) in

0z = ed — e20
iibergeht. Gleichzeitig vereinfachen sich die Koeffizienten im Gleichungs-

system (6). Schreiben wir nachtriglich wieder «, §,0 fir g, 8,0, so
lauten die Formeln:

(9) Bup=e® — e-29,
(10) 5aa=6a§a+e—6£ﬂs faﬁ=60§, Eﬂﬂ=6—6§“+eﬁ§ﬁ‘
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Dies sind die von Tzitzéical’) aufgestellten Difierentialgleichungen,
von deren Integration die Bestimmung der nicht-geradlinigen Flichen mit

der Eigenschaft ;}172 = konst. abhéngt. Bei Tzitzéica steht % an der Stelle

von eb. Die Schreibung mittels der Exponentialfunktion soll negative
Werte von e, bei denen 6 die imagindre additive Konstante ¢z auf-
nimmt, nicht ausschlieBen, schien aber aus formalen Griinden vorteilhaft.

Wird ein Integral 6 von (9) als bekannt vorausgesetzt, so ist (10)
als ein unbeschrankt integrabeles System simultaner totaler Differential-
gleichungen fiir &, £,, £ aufzufassen. Die Integration desselben fithrt drei
willkiirliche Konstanten ein, namlich die Anfangswerte von £, &,, &, fiir
ein spezielles Wertepaar « = «,, S = f, der Parameter. Sind drei solcher
Tripel von Anfangswerten so gewiahlt, daB

l 53 Eu, Eﬁ {
N, Nas Mg | +0
I I, ca: :,'3 a=ay
B=Po

ist, so stellen &, #, { drei voneinander linear-unabhingige Integrale des
Systems (10) dar, wihrend jedes weitere Integral sich mittels konstanter
Koeffizienten linear durch £, , ¢ ausdriicken 1a8t.

2. Es sei also £, %, ¢ ein solches Tripel linear-unabhingiger Losungen.

Wir setzen ‘ £ b & 3
(&, &a, E,a)=% N e Mg = 4
} Za Lz, Cﬁ }
und finden mit Hilfe von (10):
dlogd dlogd
de = 0., 38 05,

so daB also 4 =ce® (c= konst.) folgt. Die Groflen &, 5, [ mbgen nun,
was infolge der Homogenitit der Differentialgleichungen (10) ohne weiteres
moglich ist, durch Hinzufiigung konstanter Faktoren so normiert werden,
daB ¢ =—1, also
(11) 4=—gb
wird. Aus den Gleichungen

SEE=—1, I&&%=0, I&&H=0
ergibt sich dann:
(12) § = e0(nalp — Lamp) VsW. )

17y 8. die Zitate in der Einleitung, besonders unter °).
18) Die beiden anderen Formeln erhilt man stets durch zyklische Vertauschung.

Mathemstische Annalen. 92. 15
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und hieraus, indem man beim Differentiieren von (10) Gebrauch macht:
(18) bo=—(nla—Lna), Ep=1ls— Lnp.
Durch abermalige Differentiation gewinnt man das zu (10) duale System:
(14) Gda=0ufa— ™05,  Gip=eP&,  Epp= —e 0%+ 0,8
Man bestatigt ferner die Beziehungen:

JEE=0, =0, IEE=0, 3I&&=0,

Sbabp= Tépba=1eo

und erhilt als Gegenstiicke zu (11), (12) und (138) die Formeln:

(15) A= (&, &, &)= — e,
(16) E—=e=0(n.ls— Lamp)
(17) b= —(1'Ce— U0, Ep=1"li—C'nj.

Wir beachten, dafl die Relationen (17) und (13) fiir die Flichen
(£,...) und (&',...) die Darstellung mittels der Lelieuvreschen Formeln
bedeuten, und schlieBen unmittelbar aus dieser Tatsache, daf die Kriimmungs-
mafBe durch

1 ' 1
k== k=—3
gegeben sind, wobei
(18) S&=u, &=
gesetzt ist. Man verifiziert leicht die Zugehdrigkeit der Flichen zur
Tzitzéicaschen Klasse, namlich das Bestehen der Relationen k= — w?,

= —w't

3. Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir die laufenden Koordinaten
der gesuchten Biegungsfliche (z, y, z) durch drei Quadraturen:
(19) x=%‘f(§du+§'dv) usw.

In der Tat ergibt sich als Quadrat des Linienelements sofort der
Ausdruck §1 (1). Es bedarf nur noch des Nachweises, daB in (19) unter
dem Integralzeichen ein exaktes Differential steht, d. h. daB

Q=§ﬂua+§;va_fauﬂ_ 5;”,3: 0
wird. Infolge von (18) kann man aber schreiben:
1 yret 7 r .,
52 =—n(Eanp— nadp) + L(Labp— Ealp) — 0" (Samtp — adp)
+ ' (Cabp— El)
und findet mit Beriicksichtigung von (12) und (16) 2 = 0.



Transformation von Biegungsfiichen, 227

Wir fassen das gewonnene Ergebnis zusammen:
Um eine (nicht spezielle) Biegungsfliche vom Typus

de‘3=§~(udu‘“’-— 2dudv + vdv?)

zu konstruieren, hat man von einem Integral 0 der partiellen Differential-

gleichung Bop— 66 — o260

auszugehen, ein Tripel &, 5, L von linear unabhdingigen und nach geeigneter
Normierung die Bedingung 4 = (&, &,, &) = — e® erfiillenden Losungen
des Systems

boo="0.5. 1" 9&, Eap=e9¢, Epp=1e"9%,+ 05
aufzusuchen und
E=e"0(n.lp—Lamp)s n'=e"0(labp—bulp), {'=e"0(Lamp— nadp),
=8+ "+ o= 4"+
2u bilden. Alsdann sind

e=fEdutgar), y=Ff(rdutn'dn), z=gf(du+tav)

die laufenden Koordinaten der Biegungsfliche.

4. Wir fiigen noch eine Bemerkung in bezug auf die beiden zuein-
ander dualen Systeme (10) und (14) hinzu. Ist ¢ ein Integral von (10),
®' ein beliebiges Integral von (14), so besteht, wovon man sich leicht
durch Differentiieren iiberzeugt, eine Relation von der Form:

=0 (9,95+ 959.) — 99 = konst.
e~ (Eudp+ Egbn) = 8 —1

usw., wahrend fiir zwei verschiedene Buchstaben, z. B. # und g’ die
Konstante verschwindet, also

(20) =0 (nalp+ npla) — n¢'=0
wird. Man bestitigt diese Beziehungen an der Hand von (12) und (13)
durch Einsetzen der Ausdriicke fiir die gestrichenen GrdGen.

Tunsbesondere ist

§ 3.
Satz iiber die Bestimmung der Asymptotenlinien auf den betrachteten
Biegungsflichen; Vorbereitung der Transformationstheorie mittels der
Lelieuvreschen Relationen.

1. Die Betrachtung der quadratischen Differentialform

(1)  Sdede’—5M(Ldu*+2Mdudo+ Ndv*) = 2e°dedf
15%
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filhrt zur Auffindung einer bemerkenswerten Eigenschaft, die die Flichen
der in Rede stehenden isometrischen Klasse mit den auf die Flichen
2. Grades abwickelbaren Flichen teilen. Es gilt der Satz:

Auf den Biegungsflichen vom Typus
ds?—:%(udu“‘— 2dudv + vdv?)

lassen sich die Asymptotenlinien mit Hilfe von Quadraturen bestimmen.

Es sei namlich K das Kriimmungsma8 der Form (1), das, wenn
eine durch L, M, N definierte Biegungsfliche vorliegt, als Funktion der
Parameter % und » dargestellt werden kann. Andererseits erhilt man
auf Grund der Differentialgleichung § 2 (9):

K=—e"00,;=—14e"36, 19
Es bietet sich demnach in
e 0 = m

ein Multiplikator, durch den (1) in das Produkt zweier Differentiale, also
in eine Form von der Kriimmung 0 iibergeht. Es ist aber bekannt, da8
bei einer quadratischen Differentialform von verschwindender Kriimmung
die Zerlegung in das Produkt zweier Differentiale durch Quadraturen ge-
lingt; und zwar sind im allgemeinen dre; Quadraturen erforderlich, eine
zur Bestimmung der beiden zueinander reziproken integrierenden Faktoren
und zwei weitere zur Bestimmung der neuen Variablen.

Der hiermit bewiesene Satz liegt iibrigens wesentlich tiefer als der
gleichlautende fiir die Biegungsflichen der Flichen 2. Grades. Dort ge-
lingt es nimlich, bei Beziehung der Fliche auf die verbogenen Erzeugenden
die integrierenden Faktoren ohne Quadratur durch die zweiten Funda-
mentalgroBen L, M, N in geschlossener Form auszudriicken ), wihrend
man im vorliegenden Falle bereits bei dem Versuch, den Beweis un-
mittelbar auf die Gestalt des Linienelements und auf die von L, M, N
erfiillten Gleichungen (6) von § 1 zu stiitzen, auf auBerordentliche rech-
nerische Schwierigkeiten stoBt.

Wir erinnern noch daran, daB nach Beltrami®) der Multiplikator £,
durch den eine quadratische Differentialform in das Produkt zweier Diffe-
rentiale verwandelt wird, der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung

5 4,log1 =K

19) Bekanntlich ist das KriimmungsmaB einer auf Minimalparameter bezogenen
2
quadratischen Differentialform 2f d«dg durch die Formel: K= __;aa;%glgf
20) Jonas, Uber eine neue partielle Differentialgleichung des Deformationsproblems
usw. Berl. Math. Ges. Ber. 13 (1914), 8. 52.
21) Siehe z. B. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie (1913), S. 581.

gegeben.
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geniigt, in der K das Kriimmungsma$ der gegebenen Form und der Ope-
rator 4, den 2. Differentialparameter bedeutet. Danach besteht fiir die
Form (1) die Relation:

1
5 dalog(1 +K) =K,

durch die die Differentialgleichung
0. = eb — g—20
unabhéngig von der Wahl der Bezugsparameter dargestellt wird.

2. An der Hand der Entwicklungen von § 2 gelingt nun auch die
Aufstellung der Lelieuvreschen Formeln und der Moutardschen Gleichung
fiir die Biegungsfliche (x,...). Da fiir diese nach §1 (4)

Ke—— 1
9(uv—1)
ist, sind die normierten Normalenkosinus:

A X=V3(y'—Cy') usw.

V&
Wir ziehen es vor, unter Fortlassung des Faktors V3 die GroBen
(2) E=nl'—Cn, H=(E—tl, Z=ty—n&

zu benutzen, was nur zur Folge hat, daB die sich ergebenden Ausdriicke
fir 2, und z; sich von der gewohnlichen Gestalt der Lelieuvreschen
Formeln durch das Auftreten des Faktors 3 unterscheiden.

Man findet mittels einer leichten Umformung:
—(HZo— ZHo) = — & S E(n'la—0'n0) — £ 3 &' (98u— Ena);
die rechte Seite geht mit Benutzung von § 2 (18) und (17) in
TN N A
iiber. Wir erhalten also, wobei wir den entsprechenden Ausdruck fiir die

Ableitung nach B hinzufiigen:

)

® L
vp=5 (upé + 038" )= 8(HZz— ZHy).

Die erste der Formeln (2) werde nun nacheinander nach « und B
differentiiert. Beriicksichtigt man, daB &, 5, ¢, &, %', 7’ die Differential-
gleichung 9,5 = €0 ¥ befriedigen und daB infolge von § 2 (20)

Nelp+ npla— npla— nals=e® (gl — n') = e0 5



230 H. Jonas.

ist, so ergibt sich die von =, H, Z erfiillte Moutardsche Differential-
gleichung : .

(4:) Ea = 3 ee =z .

Von ihr héngt die infinitesimale Verbiegung der Fliche (z,...) ab sowie
die Konstruktion der W-Kongruenzen, fiir die (z,...) den einen Brenn-

flichenmantel bildet. Wir werden von dieser Bemerkung spiter Gebrauch
machen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise in weiterhin folgenden Entwicke-
lungen, die sich an die Moutardsche Transformation kniipfen, fiihren wir
ein abkiirzendes Symbol ein. Es sei allgemein, wenn ¢ und v zwei In-
tegrale einer Moutardschen Gleichung sind,

J = (pyu—woa)de+(pvp— vos)dB] = (9, v
gesetzt. Wir schreiben danach (3) in der Form:
z=3(H, 2, y=3¢(Z, &), z=3(&, H).
3. Wir betrachten ferner die in § 1, 3 eingefiihrte dritte Helfsfliche
(x, 9, %), gegeben durch
I=a—uf—vE usw.
Differentiiert man y nach « und beachtet dabei, daB u = 3¢,
v= Y¢&"ist, so ergibt sich zunichst:
Lo=n(Ene— 1) — L (Cda— EL) 40" (E'd—n'5a) — L' (F8a— E'L2).
Die weitere Umformung gelingt wieder mittels der Relationen (18) und
(17) von § 2. Analog ist yz zu bilden. Es wird:

Le=— (9Ca—C"na+ 1" Cu—Tnl),

L= nl—Cnptu'lp— L
oder, wenn wir uns der eben eingefiihrten Bezeichnung bedienen:
(8) r=<n, )+ usw

Die Aufstellung dieser Formelgruppe ist einer der wichtigsten vor-
bereitenden Schritte fiir unsere Zwecke. Wir sind damit im Besitze eines
Systems erwesterter Lelieuvrescher Formeln, das bei einer Moutardschen
Transformation der sechs GroBen £, 9, ¢, &, 9/, ¢’ die gleiche Verwendung
gestattet wie die eigentlichen Lelieuvreschen Formeln bei der Konstruktion
der W-Kongruenzen.

4, Im AnschluB an (5) und mit besonderer Beriicksichtigung der

Relationen § 2 (13) und (17) findet man fiir eine jede der in §1, 3 be-
trachteten und durch

(6) x"’>=g~|—v£—{—%§'=x—(u—v)§—-(v—1)5’

v
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definierten Flichen (z®, y®, 2®) die Darstellung:
(7) x(?)a-},-(n+vn', L4+vEy usw.

Das sind aber die Lelieuvreschen Formeln fiir eine anf ibre Asymptotenlinien
bezogene Flache, deren Normalenkosinus sich wie & +»&" 19+ vy’': L+
verhalten. Damit sind die am Schlufl von § 1 ausgesprochenen Eigen-
schaften der Flichen (z®),...) bewiesen.

Erwihnt sei noch eine weitere Eigentiimlichkeit dieser Flachen: Das
Kriommungsmaf3 einer Flache (x®), ...) dndert sich nicht, wenn die Fldche
(2, ...) verbogen wird.

Es ergibt sich ndmlich auf Grund von (7) der folgende, u und v nur
explizite enthaltende Ausdruck fir K*:

2 1
K" — _ — = — —.
S(s+»8)")" 1 —a)’
[(=( )] <1’u+vv 2)

§4.

Anwendung der inhaltstreuen Affinitit auf die Tzitzéicaschen Hilfs-

fliichen und Gegenstiick zur Lieschen Transformation der Flichen von
konstanter Kriimmung.

1. Ehe wir an unsere Hauptauigabe, die Aufstellung einer Trans-
formationstheorie fiir die Flichen der betrachteten isometrischen Klasse,
herantreten, mdgen noch zwei Eigenschaften der zu ihrer Bestimmung
dienenden Differentialgleichungen zur Sprache gebracht werden, die ihrer-
seits iibrigens auch schon die Konstruktion neuer Biegungsflichen aus
einer gegebenen gestatten. Ks ist das einmal die leicht ersichtliche Tat-
sache, dafl das Losungstripel £, 5, { des Systems § 2 (10) einer homogenen
linearen Transformation unterworfen werden kann, deren Determinante
mit Riicksicht auf § 2 (11) den Wert 1 haben muB. Geometrisch be-
deutet dies eine inhaltstreue affine Raumtransformation mit dem Zentrum
im Koordinatenanfang. Da nun aber eine Drehung der Hilfsflache (%, ...)
keine neue Biegungsfliche entstehen 1iBt%?), haben wir eine von Drehung
freie Affinitit zu nehmen, die von fiinf willkiirlichen Konstanten abhingt.

Wir wollen zeigen, dafl die Darstellung der zngehérigen oo® neuen
Biegungsflichen im allgemejnen von drei Quadraturen abhingt. Dabei
mégen die Koordinatenachsen mit den Hauptdilatationsachsen zusammen-
fallen, was zur Folge hat, daf drei der verfiigbaren Konstanten nicht in

22) Man beachte die Invarianz der Ausdriicke u=35" und »=3 £ den
Drehungen gegeniiber.
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Erscheinung treten. An Stelle von &, 7, { ist ¢, &, ¢,7, ¢, zu schreiben,
wobei die Konstanten ¢,, c,, ¢, die Relation

() €60 =1

erfiilllen miissen. Man erkennt unschwer, daB &, 1; ¢’ durch — E s lC'

€3
zu ersetzen sind., Wird

2 2 ~ 1
e +el =i, c—fs’%u— e S =
gesetzt, so ist die neue Biegungsfliche (Z,7, Z) durch

i3 (czsai+L5a5) ww.

bestimmt. Fiihrt man die Integration teilweise aus und beachtet (1), so
findet man:

(2) =0 s+css'3+3 (5ndn+s':'d:’)+3fﬁf(écdc%’n’d )

usw. ; y und z folgen durch zyklische Permutation innerhalb der Tripel
Eqnl, 13 7' ¢’ und ¢, ¢, ¢;. DaB unter den Integralzeichen exakte Differentiale
stehen, bestitigh man auch ohne Benutzung von « und f an der Hand
der Formeln von § 1. Die Anzahl der durch (2) geforderten Quadraturen
reduziert sich (¢, ¢,, ¢; als verschieden vorausgesetzt) auf drei, da die
Summen

8f(Endy+&aly+8f(stdc+En'dy ) =2 — £ —&° usw.

bekannt sind.
" Wir beachten noch, da an die Stelle von =, H, Z die GroBen

ant'=2o,  ReE-2Er, ey - g¢
treten, und schlieBen hieraus auf die auch leicht direkt erweisbare Tatsache,
daB die Produkte 5Z’, {7’ usw. einzeln der Moutardschen Gleichung § 3 (4):
(8) O,5=3e00
geniigen. Allgemein sei bemerkt, daB, wenn ¢ und ¢ zwei Integrale der

Systeme § 2 (10) und (14) darstellen, so da8 nach § 2, 4 gleichzeitig die
Beziehung

(4) e=0 (9 05+ 9p0.) — 99 = 3C (C = konst.)
besteht, der Ausdruck 99’ C ein Integral von (38) ist.

2. Die zweite Bemerkung betrifit die Tatsache, daB die Differential-
gleichung .

(5) 0,5 =e0— e—20
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wie jede Gleichung der Form 0,5 =f(6) neben einem gegebenen Inte-
gral 0 («, 8) noch co? Losungen 0 (c o, £ ) zuldBt, wobel ¢ eine willkiirliche

N
Konstante bedeutet. Man erkennt, daB es sich hier um ein Gegenstick zur
Lieschen Transformation der pseudosphdrischen Flichen handelt. Die

Einfithrung des neuen Integrals 0 (c «, %) verdndert das System der Diffe-
rentialgleichungen § 2 (10), das in der neuen Gestalt erst wieder integriert
werden muB, so daB, abgesehen von der Kenntnis des Integrals 0, sich

keine Vereinfachung erzielen 1aBt. Schreiben wir ¢ und g an Stelle von
co und é, so behilt die Funktion 0 («, 8) die urspriingliche Form, wihrend

das System §2 (10), von dem die Bestimmung der neuen £, %, £, also der
Koordinaten einer, wie wir sagen kénnen, Lieschen Transformierten der
Tzitzéicaschen Fldache abhingt, in:

(6) ’l9aa=9a’t9a+%e_e’l9,g, ﬁa'gzee'ﬁ, 19/5'}3=%e_e'¢9a—}—6,3'85
iibergeht, wobei » = ¢® ist. Gleichzeitig lautet das duale System:
(7)) Bla=0.0.—ne=08), Dip=e0d, Opg= —=e=08 +0;0;.

Hiernach ist es, ohne daB es der bestitigenden Rechnung bedarf, klar,
daB ebenso wie § 2 (10) und (14) auch die vorliegenden allgemeineren
Systeme von Differentialgleichungen unbeschrénkt integrabel sind, da8 zwei
Losungen ¢ und ¥ von (6) und (7) wieder die Relation (4) befriedigen
und daB der aus ihnen gebildete Ausdruck &9 + C wieder ein Integral
von (3) ist.

Das System (6) ist von fundamentaler Bedeutung. Es beherrscht

nidmlich, wenn x = %% gesetzt wird, die Tzitzéicasche Transformation 7,

der durch %: konst. charakterisierten Fldchen und gleichzeitig unsere

in analytischer Beziehung damit &dquivalente Transformation ©,, die im
nichsten Paragraphen fiir die Biegungsflichen der betrachteten Klasse auf-
gestellt werden soll. Das weiterhin mit R bezeichnete Integral von (6),
dem die Rolle einer transformierenden Funktion zufallen wird, ist auf
Grund der letzten, das Analogon zur Lieschen Transformation betreffenden
Bemerkung einer geometrischen Interpretation fihig, die wir hier ohne die
Absicht spiterer Verwendung voraufschicken: R It sich als Koordinate
(Abstand des laufenden Punktes von einer festen Ebene) fiir eine neue
Fliche der Tztzéicaschen Klasse auffassen, die aus (&, 1,0) durch den
zur Lieschen Transformation analogen.Prozef hervorgeht.
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Auffallend ist die Tatsache, daB eine solche Verwandtschaft zwischen
zwei Transformationen der gleichen Klasse von Biegungsflichen, von denen
die eine, hier die Transformation ©,, in Gestalt einer geometrischen Kon-
struktion auftritt, wihrend die andere, hier also das Gegenstiick zur Lieschen
Transformation, einen ausschlieflich analytischen Charakter besitzt, sich
in gleicher Weise bereits bei den Biegungsflichen der Pseudosphire findet.
In der Tat 1iBt sich — ein darauf beziiglicher Hinweis scheint iibrigens
in der Literatur zu fehlen — auf die Riccatische Gleichung, von der die
Bicklundsche Transformation einer speudosphirischen Fliche abhingt, auch
die Darstellung der Koordinaten einer allerdings imaginéren Lieschen Trans-
formierten zuriickfithren.

§ 5.

Aufstellung der Transformation 0, fiir die betrachtete Klasse von
Biegungsfliichen.

1. Es sei wieder eine auf ihre Asymptotenlinien bezogene und an der
Hand der Entwicklungen von § 2 konstruierte Biegungsfliche (z,y, 2)
vom Typus

(1) 2dx2=%(udu2—2dudv+odv2)

als gegeben vorausgesetzt. Da die sechs GroBen &, %, Z, &', 7', {’ Integrale
der gleichen Moutardschen Differentialgleichung:

(2) Eap=e9% bzw. Ep=e0f
sind, so liegt es nahe, sie einer gemeinsamen Moutardschen Transformation

zu unterwerfen, die durch eine weitere, noch niher zu bestimmende Losung R
der Differentialgleichung (2):

(3) -Raﬂ:eeR

definiert sein mag. Wir versuchen dann, iiber R so zu verfiigen, daB sich
die sechs transformierten GroBen zur Konstruktion einer neuen Biegungs-
fliche verwenden lassen. Das gelingt nun, wie sich zeigen wird, insofern
nicht unmittelbar, als man die beiden durch die Moutardsche Trans-
formation gewonnenen Tripel, die wir mit £,,7,, ¢, und £, 7., & be-
zeichnen wollen, erst mit je einem konstanten Faktor zu multiplizieren
hat, damit sie in die den Forderungen von § 2 vollstindig geniigenden
GroBen &,,7,,¢, und £, ,,C, ibergehen.

Wir schreiben zunichst die bekannten Differentialrelationen der
Moutardschen Transformation??)

23) Bianchi, Lezioni di geometria diff. 2 (1903), § 241.
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@) [ R(&),+Ruéi=—RE+R.E,  R(E)p+Bsbi=RE&— Byé,
\ B(&),+ RBufl=—RE+Ru&, R(E)p+Rpfi=Ré— Ryt
und verlangen, daB analog zu § 2 (3) wieder die Gleichungen:

(5) I Zglg;_:—l’ 2(%}),;%1,.:0: 2(%2:)5%;:03

1 I(E),a=0, I(E)E=0
erfiillt sind, die zum Ausdruck bringen, daB auch die transformierten Hilfs-
flichen (,, m,, &,) und (£, 71, &,) polarreziprok in bezug auf die imaginire
Einheitskugel um den Nullpunkt sind. Multipliziert man die beiden ersten
Formeln (4) mit £,, die beiden anderen mit £, und addiert jedesmal die
analogen Beziehungen, so findet man mit Benutzung von (5):

(6) { —R.=—RY&&+R.SEE —R=RIE&— R IEE,
~ ’ = ’ z s I4
~R,=—RY&&L+B.IE&E, —R=BI&L&—R3EE.
Da Ad=(&,&,,&)= —e0=0 ist, ist fir £,, Ty, G, ein Ansatz von der
Form .
E—lé+métnt usw.
statthaft; entsprechend kann man
g =0t +m'E+n'E usw.
setzen. Mittels der Relationen von § 2, 2 gewinnt man dann aus (6):

R R
l=——(n+1)e"07§, m=—(n—1)e"®—,

R R
Ve —(n'41)e-05f, m'=—(n'—1)e=0=2.

Die erste der Relationen (5) I8t sich jetzt in die folgende verwandeln:
B R
(nn’ — 1)(2e-e—;;ﬁ~ 1):0.

Das identische Verschwinden der zweiten Klammer wire mit der Diffe-
rentialgleichung

(7) O.5=e0 —e—20

unvereinbar ?4); es muB also n’ =—71: sein. Demnach bestehen Formeln von
der folgenden Gestalt:

*) Differentiiert man nimlich die Gleichung 2R, B;= ¢® R® nach «, so ergibt

sich: 2Ra“Rﬁ=eeeaRe, also: R‘m=6aRa. Differentiiert man abermals nach £,
so wird
(e9R),=0,, B, +0, 08,

also: 6a3=ee im Widerspruch mit (7).
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E=n{t— (1 + ) Bt (1-1) g,
E=Me ) B+ (1= ) B}

Setzt man den ersten dieser beiden Ausdriicke wieder in die Diffe-
rentialrelationen (4) der Moutardschen Transformation ein, die man hierzu
zweckmiBig in der Form

(RE),+Ré— R.E=0, (RE)s— R& -+ Rge=0

schreibt, und driickt darauf die zweiten Ableitungen von & an der Hand
von § 2 (10) durch &, &,, & aus, so findet man, da wegen 4 == 0 die Fak-
toren von &, £, &; einzeln verschwinden miissen:

(8)

ne =0, ng =0, also n = konst.

und auBerdem zwei neue Differentialgleichungen fiir £, zu denen wir (3)
wieder hinzunehmen:

Roo = GaRa+ ii:e.—e Rﬁa

(9) R.p=e%R,
1—
I Rﬂﬁ: T_?Ze"eRa + 9,9 Rp.

Das zweite Formelpaar (4) fithrt zu demselben Ergebnis. Die willksirliche
Konstante # mu von 0 und 1 verschieden sein.

2. Es sei also R ein Integral des nach § 4, 2 unbeschrinkt integrablen
Systems (9), anf das Tzitzéica die Transformation der durch ‘—;—;=konst.
charakterisierten Flichen zuriickgefithrt hat. Es fragt sich jetzt, wie weit
die nach (8) mit Hilfe von R gebildeten GréBen &, ..., &,... den Be-
dingungen von § 2 entsprechen. Zun#chst wissen wir, daf die Differential-

relationen (4) der Moutardschen Transformation erfiillt sind, und schlieBen
auf Grund der bekannten Eigenschaften derselben, dal

(10} (§1>a,8 = eelgh (§;>a,5‘ = 3912;
wird, wobei
1 B, R
en=R(g), ==+ 25"
ist. Wir bestétigen mittels (8) die Beziehung
(11) 2 51 f; =—1
und bilden die Hilfsformeln:

(12) D as~—n, YEe=-—1,
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= s R o,
[Seas=—m-0%  Tag--w+n,
z R
IZ’&SF——(——-l) Zslsp=—(§+1>-éi,

Wir multiplizieren nun das erste Gleichungspaar (4) mit £,, das zweite mit
£,, addieren jedesmal die beiden analogen Relationen und finden, indem
wir (11), (12) und (13) beachten:

(14) 3(&)EH=0, I(&)E=0, I(&),&=0, I(E)&=0.

Damit sind die Formeln (5) verifiziert, die uns zur Spezialisiernng der
Moutardschen Transformation gedient haben. Wir multiplizieren ferner
jede Gleichung des esten Paares (4) mit jeder des zweiten, addieren wieder
die analogen Relationen und erhalten nach entsprechenden Reduktionen:

(15) 2@ E), =0, (&) E),=0,
16) (&) (&), =2 ()&=~

Auf den beiden neuen Flichen (£,,7,,&,) und (&,7,, £,) wird das
Kurvennetz (¢, 8), wie aus (15) hervorgeht, wiederum von den Asym-
ptotenlinien gebildet. Es bestehen demnach wie in § 2 Beziehungen von
der Form:

(17} (gl)aa = (61)a (El)a + pl(él)fp

und wir wissen, daB p, sich von e~ nur durch einen von « allein ab-
hingigen Faktor unterscheiden kann. Es ist von Wichtigkeit, festzustellen,
daB p, = e~ ist. Zu diesem Zwecke differentiieren wir die erste der
Differentialrelationen (4) nach ¢ und driicken dabei (,),, durch (17) sowie
&,, durch § 2 (10) aus. Multiplizieren wir sodann mit (51) und addieren
die beiden analogen Gleichungen, so folgt mit Beriicksichtigung von (14),
(15) und (16):

(18) Bpietr—= — RO, 3 (£1), 6 — Re=® (&), & + Bou 3 (1), &

Die drei hier auftretenden Summen erhilt man, indem man fiir (;fl')a den
durch (4) gegebenen Ausdruck benutzt und von den Formeln (13) Ge-
brauch macht:

(13)

= g0,

ﬂRa

_ _a/RN L ~nR,R
Z(§1>a5a=1n—(’17> , Z(&)afﬂ:“ Reﬂ"ee-
PHGRESI LS 1on B
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Setzt man diese Werte, ebenso den aus (9) entnommenen Ausdruck fiir
R., in (18) ein, so ergibt sich tatsichlich p, = e~61.
Auf die gleiche Weise bilden wir (£,)ss und erhalten so das System:

(fl)m = (Ol)a (gl)a -+ 3_91(51) > (51)0,; =eb1f,,
(éz)lgﬁ =e~0(§), + (91),3(51)/3,
aus dem wir unter Bezugnahme auf § 2 unmittelbar schlieBen, da8

(Ol)aﬂ = g1 e-—‘lﬂl
wird, daB also durch
Ra Rﬁ

(19) 891::—-—86"]*'2—1—%—2——

ein neues Integral 0, der partiellen Differentialgleichung (7) gegeben ist®).
Um endlich den Wert der Determinante

21 = (51: (51)0‘: (51)/9)

zu berechnen, bestimmen wir (&), und (£,), aus (4) und ersetzen nach-
traglich £ durch den Ausdruck (8). Wir erhalten:

eﬁR“

A= (ne—(nt1)e-o B _(n_1) &, RE b — 2y

n, ——(n—i—l)e“’%é —(n—1)e" o Ba

7|
|
R | RaRﬂ
={($s%as B -1, 0 =—nd({2e-0 2% = __
(£,¢ 5,;)33 | n<e = 1)
| Rg
R 0, 1 ‘
und weiter, indem wir (19) sowie die Relation 4 = — e® beachten:
(20) 4= —neb.

Analog wird:
(21) A= (B (&, (E)) = — - eo,
wovon wir uns am einfachsten durch Multiplikation der beiden Deter-
minanten A4, und A4, iiberzeugen.

Die Formeln (20) und (21) unterscheiden sich von § 2 (11) und (15)
durch das Auftreten der Faktoren » und --. Wir lassen deshalb an die

25) Dieser Satz wurde bereits von Tzitzéica [s. die erste der unter 1) zitierten
Noten] ausgesprochen. Den direkten rechnerischen Nachweis findet man in § 3 meiner
unter 3) genannten Arbeib.
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Stelle der durch die gemeinsame Moutardsche Transformation gewonnenen
g,...,E, ... die neuen GroBen:
Elz—_n—‘/zgl, 171=n—1/357’1’ Cl—_—n-’/sfl,

V8 =whE,  p=an,  L=whE
treten, fiir die die auf entsprechende Weise gebildeten Determinanten
A, = 4, = — ¢0: werden. Uberhaupt gelten jetzt die Relationen wvon § 2
ausnakmslos fir den Index 1.

Hiernach sind die Koordinaten der neuen Biegungsfliche (2, y,,2,)
vom Typus (1), wenn

(22)

2§f=u1’ 25{2:7)1

gesetzt wird, zunidchst durch die Formeln
3 ’
(23) =5 [(&,du, + & dv,) usw.

gegeben. In bezug auf (22) ist zu bemerken, daB nach § 4, 1 kein un-
mittelbarer Anlaf vorzuliegen scheint, die drei Grofen eines jeden der
beiden Tripel mit dem gleichen normierenden Faktor n—%s bzw. n'/s zu
versehen. Tatsichlich erweist sich aber gerade dieser Schritt als bedeutungs-
voll. Er gestattet namlich, wie jetzt gezeigt werden soll, die Beseitigung
der Quadraturen (23), die eine wesentliche Voraussetzung fiir ein tieferes
Eindringen in die geometrische Natur unserer Transformation darstellt.
3. Wir fithren unter Hinweis auf § 1, 3 und § 8, 8 die zu der neuen
Biegungsfliche (z,, ,, 2, ) gehorige dritte Hilfsfliche (¢, ,9,,3,) ein, die durch

(24) L=2 — %k —o 51
gegeben ist und nach § 3 (5) die Darstellung:
T =1, £ + i )

zuldft. Es sei zundchst festgestellt, daB die letzte Formel sich auch in
der Gestalt:

(25) 5 = (s £+ s B

schreiben 148t. Erinnert sei iiberdies an diejenige fundamentale Eigen-
schaft der Moutardschen Transformation, auf die Guichard die Konstruk-
tion der W-Kongruenzen zu einem gegebenen Brennflichenmantel gegriindet
hat. Sind ndmlich ¢ und o zwel Integrale einer Moutardschen Gleichung und
@,, v, die Ergebnisse einer gemeinsamen Moutardschen Transformation %¢),

26) Ist R die transformierende Funktion, so k6nnen die Ergebnisse der Moutardschen
Transformation mittels unseres Symbols in der Form ¢, = % (B,p), yy= % (R,yp)

geschrieben werden.
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so kann in dem Ausdruck (¢, v,) iiber die additive Integrationskonstante
so verfiigt werden, da8

(26) @1 1) =K, V) + .9 — v, @
wird %7),

Danach folgt aus (25) im Verein mit § 3 (5):
(27) €1=2€+’—71€'—51’7'+7);C“§'1?7

=g+ 0 (8 = L) (i E = &),
so daB man z, mittels (24) ohne Quadraten erhilt.

Wir sind jetzt in der Lage, den Ubergang von der gegebenen zur
neuen Biegungsfliche, den wir als Transformation ©, bezeichnen, zusammen-
fassend, wie folgt, zu beschreiben:

EBs set (z, y, z) ene auf thre Asymptotenlinien (e, f) bezogene
Biegungsfliche vom Typus

dﬁ:%(udu“’—— 2dudv - vdv?);

es seien E=3%zx,,..., ¥ =2z, ... die 6 HiljsgroPen, die sich als Koordi-
naten zweier polarreziproker Flichen (&, 9, L) und (&',9', ") der Tztzéica-
schen Klasse auffassen lassen. Ist R ein Integral des unbeschrinkt inte-
grablen Systems:

(28) Ree=O.Rotine0R;, Rup=eOR, Rpp=i—ne-9R.+0:Ry,

in dem n eine von 0 und 1 verschiedene Konstante bedeutet, so bilde man
&, 1y, L, und &, 17;, ¢, auf Grund der Formeln:

28
s

]51 — i {s— e [(1+5) Beta+(1—3) R‘,gﬂ}} )

(29) ' I ’ e~ @ ’ )
l fe=mn"" G-l (G n)Rpée + (1— n)Rafﬂ]]-
27) Aus drei Losungen der Moutardschen Gleichung und jhren Transformierten
erhilt man die beiden auf die Asymptotenlinien bezogenen Flichen z=(7,%), ...
und 2, ={%;,{), .... Aus (26) folgt dann: x, —2 =15~ usw., d. h. die Tat-
sache, daB (z,y,2z) und (#,,y,,2,) die Brennflichenmiintel einer Kongruenz sind.
28) Wir haben bereits erwiahnt, daf8 nac]} Tzitzéica [s. wieder unter )] von den
Differentialgleichungen 28) die asymptotische Transformation abhingt, die eine Fliche

(&, 5, £) der durch die Relation %:koust‘ ausgezeichneten Klasse in eine Fliche

der gleichen Art — sie sei hier mit (EL, 1> fl) bezeichnet — iiberfiihrt. Fiir die Be-
rechnung der transformierten Fliche gibt Tazitzéica die Formel:
—6
2 e 1 1
& =&~ & [(1 +;;) Rp&e+ (1 ——n-‘) Rafﬂ]

(Fortsetzung der FuBnote 28 auf nichster Seite)
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Wird .
- Sh=um, I&=v
gesetzt, so stellen )

@y =a-Fu & 0, by — uf —oE s (g, 0=y ) F e (L i),
(3) {yy=ytun o —un—vn'+ s (6,8 51+ (880,

Zy== z+u1é_1 +7J1C; —ul— ’DZ’ +n% (51 77,—7315’)+ n=a (5177“"’715)
die laujenden Koordinalen einer neuen Biegungsfliche vom gleichen Typus
dar, fir die

dz, = 2"(51 du, + & dv,) usw.
und
3 da =3 (uydul — 2du, dv, -+ v, do?)
wird.
Was den Grad der Allgemeinheit der Transformation 6, anbetrifft,

5o ist zu beachten, dall das System (28) drei linear-unabhingige Integrale
besitzt, mittels derer sich jedes weitere Integral in der Form

B=c¢,R,+ ¢, R, +¢; R,

darstellen 148t. Die Formeln (29) enthalten nur die Verhéltnisse der drei
Konstanten. Bei gegebenem n liefert also die Transformation @, zu einer
gegebenen Biegungsfliche co® newe. Ohne nihere Ausfithrungen sei noch
die an der Hand der voraufgehenden Entwicklungen leicht erweisbare Tat-

sache ausgesprochen, daB die zu O, inverse Transformation eine O, isi.
%

Insbesondere geniigt also —;—3— einem System von Differentialgleichungen, das

aus (28) hervorgeht, wenn 6 durch 6, und » durch % ersetzt wird.

4. Die naheliegende, aber auf direktem Wege durchaus nicht miihelos
zu erledigende Frage, ob es sich bei der Transformation 0, vielleicht auch
wieder um eine asymptotische Transformation handelt, braueht uns hier
nicht zu beschiftigen, da die Ergebnisse des SchluBparagraphen geniigen,
um sie im negativen Sinne zu beantworten. Eine erste, hochst interessante
geometrische Eigenschaft der Transformation 6, kniipft sich an die Ein-
<es steht dort ¢ an Stelle von -:;), g0 daB also ,%:n*’/xa:%g, ist. Es ist un-
mittelbar zu ersehen, daB der Punkt (El, Bis 21} auf einer Tangente der Flache (£,4,¢)
liegt; _daB auch die umgekehrte Beziehung statthat, daB also die Flachen (§,...)
und (&, ...) Brennfiichen einer Strahlenkongruenz sind, erkennt man leicht, indem
wan mittels (13) bestatigt, daB 3 (& — &) 5 =0 wird. Hervorgehoben sei iibrigens,

daB der Wert des Bruches ey den wir fiir die gegebene Flache (&, ...) gleich —~1

voraussetzen konnten, fiir die Tzitzéicasche Transformierte notwendig ein anderer,
ngnalich —nt wird.
Mathematische Annalen 92 18
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filhrang der Flichen (2®),...), deren Punkte, wie erinnerlich, mit den
Flachenelementen der Biegungsfliche (z, ...) starr gekoppelt, in den Tan-
gentialebenen liegen. Es gilt nun der folgende Satz:

Eine jede mit der gegebenen Biegungsfliche (x, ...) verbundene Fliche
(z®,...) und eine zu der transformierten Biegungsfliche (z,,...) ge-
korige Fliche (2, ...), fir die

v, =vn="l
vst, bilden die Brennflichen einer W-Kongruenz. Wir kénnen auch sagen:
Bei der Transformation O, gehen die sdmilichen Flichen (z®), ...) durch
stmultane asymptotische Tmnsiommtzonen in die Flichen (2, ...) iiber.

Wir beachten nimlich, da8 nach § 8 (6) und (7):

2=z —(u—v)é—(v—1)&=g+rit 1y
=l<n+vn',é§+vc'>,
(31) " 1
1~x1—<u~v1)s (=) el =z e+ L4
=,,—1<’71+”1’71’51+1’151>

ist. Der Beweis beruht nun auf der unmittelbar zu tibersehenden Tat-
sache, daB &} »&' durch die zu R gehonge Moutardsche Transformation
in £ 4 vE =nE +yn-sE, also in n¥s (&, --,&) iibergefiihrt wird,
wenn »n =" =y, gesetzt wird. Man hat sich aber noch davon zu iiber-
zeugen, daB die relative Lage der Flachen (¢, ...) und (2, .. .) wirk-
lich eine derartige ist, da8 die Verbindungslinien ihrer korrespondierenden
Punkte gemeinschaftliche Tangenten sind. Hierzu bedarf es der auch spater
zu benutzenden Relationen:

(82) nag — k=0 — ', nsE—nhE = — g,

die man unschwer als Identititen feststellt, wenn man die den Index 1
tragenden Gréflen mittels der Formeln (29) ausdriickt. Man folgert nun

aus (31):
v, v, 2 1 2 ’ ’
xi’)-—z()=gl—-g+v(n‘/3%:‘~—§)+-;(n 7ok — ¢ )
und erhilt mit Benutzung von (27) und (32):
o — =t (g, ¢ — L)+ nth (& — &) +vus (0 — £in)
+ont (g — &),

also:
v ” s ’
2 — & =2, 4 vyyy) (C+90) ~ G+ 80) (14 v0')
woraus die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht.
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§ 6.
Der Vertauschbarkeitssatz fiir die Transformation 6,,.

1. Zur Aufstellung des Vertauschbarkeitssatzes fiir unsere Transfor-
mation €, gehen wir von dem allgemeinen Bianchischen Kompositions-
theorem fir die Moutardschen Transformationen aus?®). Dasselbe wird
zweckmiBig in der folgenden Form ausgesprochen:

Es seien @, v, ... beliebig viele Integrale einer Moutardschen Diffe-
rentialgleichung. Durch zwes weitere Losungen R, und R, seien zwer
Moutardsche Transformationen definiers, durch die die gegebenen Gréfen
N @y Yys e URA @y, Py, ... tbergefihrt werden. Besttmmt man J mittels
des Ausdrucks

(1) J=(By, Ry=[{—[B(R,),—B,(R,),)de+[R,(R,),—Ry(R,),] dB1},

der eine willkiirliche additive Konstante enthdlt, so gehdren zu den Gréfen
J J

(2) R:s:j{ls R‘zs’“':j{za

die Lésungen der von @, vy, ... bzw. von @,, y,, ... erfillien Moutard-
schen Qleichungen sind, wiederum zwei Moutardsche Transformationen,
Aurch die aus @, w,, ... einerseils, aus @,, s, ..., andrerseits einund-
dieselbe Reihe @, y,, ... von Integralen einer wvierten Moutardschen Glei-
chung hervorgeht. Dabei berechnen sich @5, s, ... nach der Formel:

(3) Py = (zp'—&_’g—(q’a. 992)‘

Uberdies gilt der folgende Zusatz: Bei geeigneter Fixierung der dem
Symbol { ) anhaftenden Integrationskonstanten bestehen neben den Relationen

(4) <‘-771: "l)1)=(%‘/’)+¢ﬂ}"‘%fpa ((’Pg, TIJQ):((P, w)+‘}’g%0—w9¢
die folgenden:

(5) $Pg> Y3) = Pa> W) T+ @y — W @1 =APy> Wo? + Qa5 — Y3 Pss

an deren Stelle wegen (3) und (4) die Gleichung

R
f}' . (@1"/’2 - 11”1992)

(6) (@5, Y3) ={p, ¥
treten kann.

Auf diesen Zusatz griindet sich die geometrische Deutung des Kom-
positionstheorems im Falle dreier gegebener Integrale &, 5, {. Sie fiihrt
bekanntlich zur Konstruktion der Quadrupel von W-Kongruenzen, die aus
00? windschiefen Vierecken bestehen, deren Ecken die einander zugeordneten

) Bianchi, Lezioni di geometria iff. 2 (1908), §§ 247 u. 248.
16%
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Punkte und deren Seiten Tangenten von vier Flichen mit korrespondieren-
den Asymptotenlinien bilden. Bei dem uns beschéftigenden Problem han-
delt es sich um die Transformationen eines Systems von sechs Integralen
E,m,8,&, 9, ", Auch hier ist der leitende Gedanke wieder der, statt mit
den Biegungsfiichen selber zunéchst mit den zugehdrigen dritten Hilfsflichen
zu operieren, fiir die die erweiterten Lelieuvreschen Formeln § 8 (5) gelten.

2. Die betrachtete Biegungsflache (2, ...) vom Typus § 5 (1) werde
also zwei Transformationen @, und @,, unterworfen, die durch zwei Inte-
grale R, und R, des fiir » =n, und n = n, geschriebenen Systems (28)
von § 5 definiert sein mogen. Dann ist nach § 5 (29):

f—n e = (1) e+ (1- 1) (R4,
= nr {8 — 0 ) (R, 8 (1 —m) (B)),8]
b=t (s =G [ D R+ (1= 1) (R,
g —n‘“{f———-—[(l—%n‘, ) (Bo)gél 4 (1 —m,) (By), &1

dazu kommen die Formeln:

>

>

(7)

3

P./ N v

L=t (=& Ful L — &),
x1:§1+u1§1+”151, (u1=2§f7 7’15251’2)
und entsprechende fiir den Index 2.

Es soll nun gezeigt werden, dafl bei geeigneter Festselzung der in J
enthaltenen verfiigbaren Konstante die Anwendung des allgemeinen Komposi-
tmnstheorems fiir die Moutardschen Transformationen sechs GroBen &, n;,C,,
53, 173, 53 liefert, aus denen sich eine vierte Biegungsfliche (xs,. .) kon-
struieren 148t, und auBerdem, daf diese vierte Biegungsfliche (w,,...) aus
(2, ...) mittels einer Transformation 6,, und aus (z,,...) mittels einer
Op, hervorgeht. Die charakteristischen Konstanten n, und %, erscheinen
dabei also wverfauschi.

Auf die normierenden Faktoren ist besonders Bedacht zu nehmen.
Es geht namlich durch die mit den urspriinglichen Transformationen 6,
und 6©,, gleichbedeutenden, zu R, und &, gehdrigen Moutardschen Trans-
formationen

£ in n,°¢ wnd in "%,

£ in n]7E und in n) P E
iiber. Das veranlaBt uns, von vornherein das gemeinsame Ergebnis der
beiden weiteren, von R,, und R,, (siehe (2)) abhingigen Moutardschen
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Transtormationen, denen n/2 &, und n; /&, bazw. n,*&, und n; * £ unter-
worfen werden, mit n,”® n,,/’ & und n] »n; &) mm bezeichnen. Wu' de-
finieren also an Hand der Formeln (1), (2) und (8) & und & durch
die Ausdriicke:

- —~ R, R,
I§3=n11/3n2 3y [5,___1‘7_;( ;/35 *"7711/35;):;,

(8) ’ 1y, 1 s R R,, -1 l
153 /3 3&1{5 ""‘lj'g( 1 /351"—”2 &) }

Der Beweis des Vertauschbarkeitssatzes wird erbracht sein, wenn es
uns gelingt, diese Gré8en als Ergebnisse zweier Transformationen 6, und
Oy,, also in jeder der beiden folgenden Formen darzustellen:

& “""22/3 {E “““((l—i‘ ) Rw)p(éx) +<1—'”1‘>(R13) (51),5']\’
[(1 +n, )(313)13(51) + (1 — ) (Bys), (‘51),5][’
fy = {se-fi’( (14 D) Ru)pa)t (1= 1) (Rua), <&»>A J,

gg=mn; " {5’ ——~—-{(1 4 1,) (Bag); (&), + (1= ny) (Rag), (&3)5] ;

g =y { el

Es geniigt dann nimlich, die zu § 5 (4) analogen, infolge des allgemeinen
Kompositionstheorems sicher bestehenden Differentialrelationen der durch
R, und R,; definjerten Moutardschen Transformationen hinzuzunehmen,
um im Hinblick auf die Entwicklungen von § 5 unmittelbar schlieflen zu
konnen, daf R,; und RB,, die beiden Systeme von Differentialgleichungen:

(Rigyw = (0,), (Bua), + oo e (Byg), usw,,

1
(Rog)aa = (0:), (Buy), + 0 =0 (Byg), usw.

erfiillen, durch die die beiden Transformationen als eine @,, und eine @,
gekennzeichnet werden.

Wir begniigen uns damit, von den fraglichen Formeln (9) die erste
auf Grund der dem J noch aufzuerlegenden Bedingung zu bestitigen; bei
den ubngen hétte man entsprechend zu verfahren. Beriicksichtigt man,
daB 4, = (&, (£)),, (& )ﬁ)-—- —ef 40 ist und daB die zu §2 (3) und
(4) analogen Rela,(;lonen

Zfli:;:’"ls 251(51,)0,:251(5;.),9:0’
S(E), (Ede= 3(8),(8), =0, (&), (&) = J(E)s (81), = e

bestehen, so wird ersichtlich, da8 man die zu bestitigende Formel fiir &,
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samt den beiden entsprechenden fiir 7, und {, durch das vollkommen
gleichwertige System der drei Gleichungen:

& 5’ = n%’
10 . . R
( >1253(51) = /a<1 - f)Llj) 253(51>3“‘ - /8(1 + >( _éi:ﬂ
ersetzen kann. Es handelt sich also darum, durch Einfithren des Aus-
drucks (8) fiir &, hieraus Identititen zu machen. Um die erforderlichen
Reduktionen vornehmen zu kénnen, gebrauchen wir eine Reihe von Hilfs-
formeln. Man findet zundchst:

(11) S5 = —n; ", T5,8i=—1, Tetlm —n}*ng " fony oa 0
1582

wobel
(12)  ¥=(1—nn)e 0 [(B,),(R), — (B (R),]

+(n, — n,) [B, By — € 0((R)),(Ry);+ (B,);(R,),)]
ist. Es wird ferner:

{ SE(E]), = — DEE = "3(1-—n1)(3"“,
(1)

2 (B,
e (8= (Ln) G2,

Wir bilden schlieBlich Y&, (51).; und Y¢, (51)/3, indem wir beriicksichtigen,
da8 nach §5 (4) und (22)

[ (= =G~ (5 - ),

' (R) 1 (By)g .»
1 (51),{3: ﬁ§1+ /3(4‘/9 Rlﬁf)

ist, und uns alsdann zur Ausfilhrung der Summen der letzten Formel (11)
sowie der folgenden leicht zu bestitigenden Beziehungen bedienen:

, 2 ’ 2 1 (R2)a
ZeE——nl,  IgE=—al(1-1)20,

2525;;*—*"%;/3(1‘1— )(Rz)ﬁ.

Es ergibt sich so das Formelpaar
I 252(§1> = 7&1 .2/3 (1 —_ =

(14)

—p] g, B2,

ALY
R, R, 1 ° R R,

(15)
’ iy 2/, 1 J, —2/, _13(81);9

l 25-3(51)/3: —n1/ n,/ (1 +,’n‘z> R}.‘;z — Ny ! (2 / B'R, Y,

wobei im Hinblick auf (1):

(16)  —[Bi(B), — By(B,),]="es  By(By)y— By(By)y=1;
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gesetzt wurde. Nach diesen Vorbereitungen substituieren wir den Wert (8)
von &, in die drei Summen, die die linken Seiten der fraglichen Rela-
tionen (10) bilden. Wird dann von den Hilfsformeln (11) und (15) Ge-
brauch gemacht und beriicksichtigt, daB nach (2):

J J

r=%s g
ist, so gelingt es, die Summen (10) in die rechts stehenden Ausdriicke
iiberzufiihren, wofern die Bedingung

(17) V=(1—mnn,)J
erfiillt ist. Damit wird aber, wenn wir zunéchst die Annahme n,n,=1

ausschlieBen, lediglich iiber die dem J anhaftende additive Konstante ver-
fiigt, da, wie wir durch Differentiation von (12) bestétigen, die Beziehung

d¥=(1—mn,n,)dd

= Ry

von selber besteht. An die Stelle der Quadratur (2) tritt also zur Be-
rechnung von J der endliche Ausdruck:

_Z
1—nn,"

J:

3. Um nun die Formeln fiir die laufenden Koordinaten der durch
53, .e» &, ... bestimmten Biegungsfliche (z;, y,,2;) zu erhalten, gehen
wir wieder von der zugehorigen dritten Hilfsflache (g, ...) aus, die, wenn
= Y& und v, = &7 ist, sich in der Form

I3 =23 — U g:3 - ”53 = <773’ Cs) -+ <773', 4-3)
darstellen 1a8t. Auf Grund von (5) und (6) finden wir:
L=15+ n;/‘(’?:a 51 Ly 1) + g 1/3("73 & — C:’: 7,)
=, t+ nils(% C‘z ~ L 1) 4+ my L (158 — Z‘; 7,)
R, s, —s -3, Vs ’ 4
= —*—jR—?[nl/ K (77150 {img) +my K nz/ (078 — Lumg)]-

Wir kénnen demnach den Vertauschbarkeitssatz fiir die Transforma-
tion 6, in der folgenden Gestalt aussprechen:

Wird eine Biegungsfliche (z, y, z) vom Typus
ds? = %(udu‘“’ —2dudv+vdv?)

mittels zweier durch R, bzw. R, definierter Transformationen ©, wund
Oy, tn die beiden neuen Biegungsflichen (x,,y,, z,) und (x,, Y,, 2,) uber-
gefihrt, so existiert (mym, == 1 vorausgesetzt) eine vierte, durch endliche
Operationen bestimmbare Biequngsfliche (x5, y;, 2;), die aus (z,,y,,2,)
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durch eine Transformation O,, und aus (x,, y,,2,) durch eine Oy, her-
vorgeht. Dabei ist: )

(18)  T= e[ R), (B, — (B, (Ry),)
T (R By — €0 ((By), (By),+ (By); (R),)],

§3=n;’/‘n;%[§ RR?( JE —-n‘,/“&.)J

! R, R) —1 ._1 ’ R
& ‘n;/sn‘:js [5' =2 (ny 1551 /852)}’ ug=23&, = Y&,

Ty= &+ uy &y v by —uk — v’
R R LY YR , -y, 1.,
- 72[n1/ Ty ! (ny 8 — Lym) + g ! ne/ (mi &y~ & 75)]-
Im Falle n, = n, reduziert sich (18) auf den einfacheren Ausdruck:
J=e0 [(R1>a(Rs)p - (Rl),e(Rs>a] .
Es ist also auch dann noch eine einzige, durch endliche Operationen be-
stimmbare vierte Biegungsfliche (z,,...) vorhanden.

Ist dagegen nm,n, =1, so versagt die Formel (18). Wir ersehen
aber aus der urspriinglichen Form (17) der Relation, daf dann ¥=0, also
(19) R R, — e-e[(‘R1>a(R2)ﬂ + (Blj,g(Rz)a] =0
sein muB. Der auf der linken Seite stehende Ausdruck ist aber, wie man
durch Differentiieren oder an Hand einer in § 4, 2 gemachten Bemerkung
erkennt, fiir n, =n, n, = —;—eine Konstante. Die Relation (19) hat somit
die Bedeutung einer Anfangsbedingung, die bei der Integration des einen
der beiden von R, oder von R, zu erfiillenden Systeme von Differential-

gleichungen zu beriicksichtigen ist. Zwei durch die Bedingung {19) mit-
einander verkniipfte Transformationen @, und @: wollen wir, indem wir

uns eines bei &hnlichen Verhéltnissen gelegentlich benutzten Ausdruckes
bedienen, als ein harmonisches Paar bezeichnen.
Es besteht hiernach der folgende Zusafz zum Vertauschbarkeitssatz:
In dem besonderen Falle n,m,=1 <n1 =0, Ny = —:;) gilt der Ver-
tauschbarkeitssatz fiir die harmonischen, d. h. durch das Bestehen der
Relation (19) ausgezeichneten Paare von Transformationen 6, und 6, und
verlangt hier die Ausfuhmng der Quadratur n

J=J{~ B (R,),~ R, (R)),)de + [R, (R,), ~ R, (R,),]d}.
Da die Integmtwnskonstante willkirlich blesbt, gibt es eine einfach un-
endliche Schar von vierten Biegungsflichen (g, ys, ;).
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Auf der Betrachtung solcher harmonischer Paare von Transformationen
beruhen die Entwicklungen des folgenden SchluBparagraphen, die uns be-
merkenswerte Aufschliisse iiber die geometrische Natur der Transformation
O, geben werden.

§7.
Die Existenz dreigliedriger Transformationszyklen und die Zerlegung

der Transformation O, in zwei sukzessive asymptotische
Transformationen.

1. Wir setzen wieder eine Biegungsfliche (z,y,2) der betrachteten
Klasse als gegeben voraus und unterwerfen sie zwei durch B, und E,
definierten Transformationen ©, und ©:, die ein harmonisches Paar bilden

n

modgen. Es ist dann also:

(1) R, R, — 3_6[(R1)a(Re)ﬂ + (Rz\’ﬁ(Rz)a] =0

und:
f=u (& =l )R8+ (1- D) (R0,

" £ — (e — 20 (R, 8 + 1—n><ﬁa> &1},
b=t = 2210+ ) (R)h (1= ) (R, &1},
g (g — 2214 D) (R), e (1 - 1) (RLE] .

Die zugehérigen, nach §5 (80) darstellbaren transformierten Biegungs-
flichen seien (&, ¥,, z,) und (,, ¥,, 2;)-
Es soll nun gezeigt werden, da durch

R,
(3) R, = B,
eine weitere Transformation @, bestimmt ist, die (a,,...) in (2, ...)
verwandelt, daB also die drei Biegungsflichen (z,...), (Zy,...)s (Zas.--)
durch einen dreigliedrigen Zyklus von Transformationen €, miteinander
verbunden sind. Zu diesem Zweck haben wir zundchst die Beziehungen:

[o=n{e — [(1 + 1) R @)+ (1 = D) (B ),
() (1 — ) (Rus)a (B

ls;= n—’/s{si

zu bestdtigen. Wir besehranken uns darauf, den Beweis fiir die erste
Formel durchzufiihren, die wir zusammen mit den entsprechenden fiir ,

(4)




250 H. Jonas,

und £,, indem wir ganz shnlich wie im vorigen Paragraphen verfahren,
durch das folgende gleichwertige System ersetzen:

D=~
(Bur)y

ng(fx) =—-’n2/=<1-—) (B 25‘, S}ﬁ—————n/*(l—r ) .

Die Richtigkeit dieser Relationen erglbt sich aber unmittelbar aus § 6 (11),
(15) und (16), wenn beriicksichtigt wird, daB jetzt n, =n, =2, = -;&— und
V=0 ist.

An zweiter Stelle iiberzeugen wir uns davon, daB &, und n’:&, sowie
& und n—s & die Differentialrelationen einer durch R,, = 2, definierten

Moutardschen Transformation erfiillen. Wir schreiben von den fraglichen
Formeln nur die erste hin:

(Bi)a _ (Biz)g
(5) (52) T E, Gy=—mn /E(§1) -‘*—;’*51_1

Benutzt man, um hierin (&), und (£,), auszudriicken, die analogen Be-
ziehungen:

R, B,)e
(51) +( R) 51 {fa"g”‘_"f‘i
(Eg) (Rz) 50 = 1/ [ga - (—_Z)" EJ ’

die infolge der gegebenen Transformatlonen 6, und @1 bestehen, und er-
setzt schlieBlich & und &, durch die Werte (2), so erwelst sich (5) als
Identitit. Entsprechendes gilt fiir die iibrigen Formeln der Gruppe.

Unter Bezugnahme auf die Entwicklungen von § 5, 1 schlieBen wir
aus dem gleichzeitigen Bestehen der Formeln (4) und der Differential-
relationen der Moutardschen Transformation, daB eine zwischen den Biegungs-
flichen (z,,...) und (z,,.. ) vermittelnde Transformation 6, vorliegt,
insbesondere also, da8 B,, = 2, % das System der Differentialgleichungen (28)
von § 5 befriedigt, in dem 6 “an Stelle von 0 zu schreiben ist.

Es ist indessen noch der Nachweis zu erbringen, daB die Biegungs-
fliche (z,,...), die aus (z,,...) durch die neue Transformation 6,
hervorgeht, auch ihrer Lage nach mit der Fliche (z,,...) zusammenfillt,
die wir urspriinglich aus (z,...) durch die Transformation @% erhielten.

Die Integraldarstellung der Koordinaten:
3 ! 19
=-2—f(§?du,~,+§edv.2) (%=2§Z» vy =3&)

schlieBt namlich noch die Moglichkeit einer Translation ei;l. Wir haben
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also, indem wir uns wieder der mit den Biegungsflichen verbundenen
dritten Hilfsflichen bedienen, zu zeigen, daBl neben den Relationen:

(1, —r=n"(n 8 — &)+ 0 (ml — L),
12 —L=nh (WC; - CW;) + (9"l — 8 )
auch die folgende besteht:

(7) T — 5= (ali — Lyn) 0 (18 — Lo

Es verschwindet aber tatsichlich beim Addieren dieser drei Gleichungen
die rechts entstehende Summe, da einzeln die beiden Identitidten:

(ns(n2s -+ 0,8+ mylt) — n=h (9l + myla 4 1,0) =0,
Unts (Es + &y o) — w7 (Lo + Lyma o) =0

erfiillt sind, von denen man z B. die erste leicht bestitigt, indem man
ihre linke Seite in der Form:

p(nss — n=h L) oy (0L — T 0) gy (L — n= k) = 0
schreibt und die nach § 5 (32) geltenden Beziehungen:
[nihtl —n=hl =gy —mE, whL — Tl =g, —

(9) \

(6)

(8)

nl/“Cz’ —ns 51, =&y — 16
benutzt.
Wir stellen das hiermit gewonnene Ergebnis fest: Gehen aus einer

Biegungsfliche (x,y,z) des betrachteten Typus durch ein harmonisches
Paar won Transformationen O, und €. die beiden mneuen Biegungs-
n

flichen (z,, Yy, 2,) und (24, Y,,2,) hervor, so vermitielt auch zwischen
(%45 Yy 2,) und (%, Yy, 2,) eine Transformation ©,. Es liegt demnach
ein dreigliedriger Zyklus von Transformationen 6, im wmgekehrten Sinne
von Transformationen @11‘ vor. Das Produkt der die drei Transfor-

B,

mationen O, definierenden Funktionen R, R, =R und %; hat den
Wert 1.

2. An die Konstruktion eines solchen dreigliedrigen Zyklus, dem eine
beliebige gegebene Transformation O, angehort, kniipfen wir nun den
Beweis der hochst beachtenswerten Tatsache, daB die Transformation ©,
sich in zwei aufeinander folgende asymptotische Transformationen auf-
losen 1aBt. Wir beginnen diesen letzten Teil unserer Untersuchung, bei
dem lingere, im folgenden zum Teil nur angedeutete Rechnungen unver-
meidlich erscheinen, mit der Ermittlung des Schnittpunkis (x*, y*, z*)
der korrespondierenden Tangentiolebenen der drei zuletzt betrachteten
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Biegungsflichen (x,...), (%, ...) und (z,,...). Man findet auf Grund der
Relationen (6) und (7):
&H — = — [(22_&)_!'(2—'2«3)]
= — [ (n 8 — ) b (1 — 0 0)
— &y (¥ — ') — Lo (n ey — e
und, indem man sich der Gleichungen (9) sowie weiterer analog gebildeter
Formeln bedient, nach leicht zu iibersehender Umformung:

L—I=(35E+ESHE—§ D5 —H I B,
Demnach besteht Gleichheit der beiden folgenden Ausdriicke, deren gemein-
samen Wert wir mit 2* bezeichnen:

THESEE +E b =1, +& SEE & I =

Man erkennt unmittelbar, daB gleichzeitig ‘auch:

Lt&aISea+aIea=0"
ist. Fithren wir die Koordinaten der Biegungsflichen ein, indem wir uns
der Beziehung § 1 (15) erinnern, so ergibt sich:

ot =t (ZhE -0+ (SHE )¢
(10) l =+ (SEh —w)é + (I E— )&
=5+ (JE —w) b+ (T —0) &
Diese Formeln, denen analoge fiir y* und z* hinzuzufiigen sind, lassen
erkennen, daB der Punkt (z*, y*, z*) gleichzeitig in korrespondierenden
Tangentialebenen der drer Biegungsflichen liegt.

3. Es wire nun zu untersuchen, ob die Verbindungslinien des Punktes
(x*,...) mit den entsprechenden Punkten der drei Biegungsflichen auch
Tangenten der von (z*,...) beschriebenen Fliche sind. Will man die
Frage auf dem nichstliegenden Wege, der in der Bestimmung der Flachen-
normalen von (z*,...) bestehen wiirde, entscheiden, so st68t man auf
erhebliche rechnerische Komplikationen, deren Ursache in den drei ver-
schiedenen Darstellungen (10) von z* liegt. Es sei deshalb zunichst die-
jenige Tatsache festgestellt, aus der ich auf die Zerlegbarkeit der Trans-
formation @, schlieBen mufite. Sie gab iiberdies die Richtlinien fiir die
auf die Moutardsche Transformation zu griindende Entwicklung.

Aus einer Bemerkung in § 4, 2 entnehmen wir, daf die von
E=9l" —(9,... erfiillte Moutardsche Gleichung:

(11) E.p=23e0%
als partikulire Losung das Produkt R, R, zulaBt, wenn R, und R, ein
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durch die Relation (1) ausgezeichnetes, also harmonisches Paar von Trans-
formationen §, und ©: definieren. Es ist danach méglich, =, H, Z durch
n

die zu R, R, gehorige Moutardsche Transformation in die Losungen
Z* H* Z* einer neuen Moutardschen Gleichung:

By =M*E*
iberzufithren. Dabei wird auf Grund einer bekannten Beziehung:

(B By), (B Ry),

*
M = —3e042 RIRE

Fiihrt man die Differentiationen aus und beriicksichtigt dabei die Glei-
chungen:
9 (By)o (By)g 00

, _y (Bola(By),
B{

2—}-30 w2
2

e -0 =

sowie die harmonische Relation (1), so findet man:
M* = 0 | 61 | 02,

Die symmetrische Gestalt dieses Ausdrucks legt die Vermutung nahe, daf
die drei Biegungsflichen (z,...), (#,,...) und (2,,...) eine gemeinsame
asymptotische Transformierte zulassen. Der Nachweis dieses Sachverhalts
wird durch den Umstand erschwert, dall die Ergebnisse

(12) E¥= L (R,R,, ) usw.

der durch R, R, definierten Moutardschen Transformation Quadraturen
enthalten und infolgedessen auch nicht eindeutig sind.

4, Wir bilden die zu =, H, Z analogen GroBen:

=3
=

— ’
=018~ Cinys oo B, =00 —Clamgs ey

die den Normalenkosinus der Biegungsflichen (z,,...) und (z,,...) pro-
portional sind. Trifit nun die soeben ausgesprochene Vermutung zu, so
miissen =%, H*, Z¥, fiir die an Stelle von (12) endliche und eindeutige
Aunsdriicke zu suchen sind, ebenso wie aus Z, H, Z aunch aus Z,, H,, Z,
und aus Z,, H,, Z, durch Moutardsche Transformationen hervorgehen, fiir
die die charakteristischen Funktionen, dem Produkte R, R, entsprechend,

L 1 R 11 R . )
beziiglich R,, —=—und — — =-% sind. Man hat sich also davon
1 .{ RI‘Z R’3 RQ

zu iiberzeugen, dafl die Differentialrelationen:
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e o (R BL]e -
Eo ==& — |5~ (g7—o)
“ i 2
— F(Rﬁ)a (R:{)a — -
(18) — = (@) | e e @ -,
o~ (B, (Bo)ol, % o
== (@ | -2 @ -5

und ebenso die Beziehungen zwischen den Ableitungen nach j3:

= (B, (By) -
(14) =5 ( ‘g—}~ ’3] +Z) usw.
sich glelchzemg eriullen lassen. Um zunichst aus (13) einen brauchbaren
Ausdruck fiir 5" zu gewinnen, addieren wir die drei Gleichungen und
erhalten:

- ~ ~ —~ (R)a ('R'>a 5
3:3:~(5+:’1+‘2)“+[ 1;1 éﬁ]‘:

(15) (B,) (B,), (By)q (&,)
+[ G - 2B 2 4 [ G 2] 5,

Es ist andererseits:

(16) s (nll —Eml), = — (1l — L) = {(n,).2] — (&) 1]

(R da
(‘-’ — &)
Man beweist diese Beziehung an Hand der Formelgruppen
B R
(et G b= = [t~ s ] e,
(17) ) :

(B , (B,)
kil = ~— s A 17¢ g1
R1 51 n IEO: B 5} usw.,

1

indem man links die Differentiation ausfithrt und 7,, £, mittels (7)., (),
und umgekehrt (7;),, (£;), mittels 4, und ausdriickt. Ebenso Wll’d

e (n, &g — &), = — [, (&), — &), ) — [(me), &5 — (L), 5]
f(By), (&), -
(18) +HEe-TE =,
n=s (9, 0" — L"), = — [1,(8}), — é‘z(’igm — (9,8 =L, n")
(R2)a fond —
~ g, (&, —&).
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Addiert man die Gleichungen (16) und (18), so erkennt man, daf man
die rechte Seite von (15) in der Form

= (nl] —Cnl 08— Lms+ 08— '),

schreiben kann. Wir schlieBen daraus, indem wir eine Integrationskonstante,
deren Verschwinden kaum zweifelhaft ist, unterdriicken, daB

_.1/3
(19) E* =" (8l — T b by — L+ el — L)

s
=2 (g — Ly & = L’ ] — L)

ist. Die Identitdt des hinzugefiigten zweiten Ausdrucks mit dem gefundenen
ersten ist eine Folge der Gleichungen (8).

5. Es ist nun der Nachweis zu fithren, daB die durch (19) definierte
GréBe =™ den beiden Gruppen von Differentialrelationen (13) und (14)
tatsichlich geniigt. Wir beschrinken uns darauf, den Gang der etwas
miihseligen Rechnung fiir die erste der Gleichungen (13) anzudeuten. Die
Symmetrie des Ausdrucks (19) biirgt dafiir, daB dann auch die beiden
anderen erfiillt sind. Beziiglich der zweiten, die Ableitungen nach g
enthaltenden Formelgruppe (14) wire entsprechend zu verfahren.

Eine nicht unerhebliche Abkiirzung 148t sich erzielen, wenn man die
Mbglichkeit der Affintransformation von § 4, 1 beriicksichtigt und erwig
daBl der Ausdruck

-,

(20) =" (g + n, 05+ 1,8

die mittels B, B, gewonnene Moutardsche Transformierte des Produkts #{’
sein wird, von dem ja bekannt ist, daf es Integral von (11) ist. Es
gentigt hiernach offenbar, das Bestehen der Relation

) [B B, [ B

zu beweisen und nachtriglich die Buchstaben n und [ zu vertauschen.
Wir beseitigen auf der linken Seite der fraglichen Gleichung (21), nachdem
wir (20) differentiiert haben, mittels (17) sowie analoger Formeln fiir den
Index 2 die simtlichen Ableitungen der die Indizes 1 und 2 tragenden
GroBen. Zur weiteren Reduktion ist (1) heranzuziehen. Es ergibt sich
zunéchst:

(B, | (By),]

(22) ta_}_[ 1§1G+ Reit

=§{(¢)+F%) (”}¢}+P+&




256 H. Jonas.

P= y B ALy — e )],

:%lf{ﬂ[nmv e TR [(R) RN Al

ist. In P und @ haben wir die simtlichen GréBen mit dem Index 1
oder 2 durch die nach (2) gebildeten Ausdriicke zu ersetzen. Zu beachten
ist auBerdem § 2 (20). Man findet schlieBlich:

) (By)y | (By).] o,

Pt (=) (e [ B

1 (B, ) (B,), \

=1+~ (Z)—l—[ } nt').
Werden diese Werte in (22) eingefiihrt, so bestétigt sich (21).

6. Ist nun wirklich eine gemeinsame asymptotische Transformierte
(z*, y*, 2*) der drei Biegungsflichen vorhanden®?), so muB diese mit
dem ebenso bezeichneten, durch (10) dargestellten Ort der Schnittpunkte
je dreier entsprechender Tangentialebenen zusammenfallen. Man iibersieht

leicht, izdem man sich der bekannten Formeln fiir die Konstruktion der
W-Kongruenzen erinnert®), daB es sich noch darum handelt, die Beziehung

¥ = (SEE —u)E+ (YEE —v)E =2 +3HZ—Z"H)

zu bestdtigen, zu der man dann, ohne daB es eines besonderen Beweises
hierfiir bedarf, die beiden analogen Darstellungen von z* hinzufiigen kann:

a* =, - 3(H*Z, — Z*H,) =2, - 3(H*Z,— Z¥H,).
Bilden wir H* und Z* nach (19), so finden wir:
B(H*Z — Z™H) = E[(&, &, &)+ (&, 6, &) + &' [(&, 8, 5) + (8, &, ).

Wird nun eine jede der vier durch die Klammern angedeuteten Determi-
nanten nach den Elementen der ersten Spalte entwickelt, wobei die Unter-
determinanten mittels der schon wiederholt benutzten Relationen

i — L' =nE —n'hd usw.
umzuformen sind, so ergibt sich in der Tat:

3(H*Z — Z"H) = (3 & & —u)E+ (T & & —-v)&.

30) Die Darstellung ax* = 3¢H*, 2%, ... gestattet diesen SchluB noch nicht; es
konnten drei kongruente, aber dureh Translationen unterschiedene Flichen vorliegen.
31y Es sei z. B. auf die FuBnote ?7) verwiesen.



Transformation von Biegungsflichen. 257

Wir sprechen das hiermit gewonnene SchluBergebnis aus:

Die Transformation O, lipt sich in 2wei asymptotische Transfor-
mationen zerlegen. Die Fliche (x*, y*, z*), die den gemeinsamen zweiten
Brennflichenmantel zweier je eine der beiden Biegungsflichen (x,y, z)
und (x,,Y,,2,) berihrender W-Kongruenzen bildet, erhilt man, indem
man die Biegungsfliche (x, y, z) noch einer zweiten (auf oo Weisen be-
stemmbaren®?)) Transformation @% unterwirft, die 2u der gegebenen O,
in harmonischer Beziehung steht. Ist (%,, Y,, 2,) die so gewonnene dritte
Biegungsfliche, so wird die Fliche (x*, y*,2*) von dem Schnittpunkt
entsprechender Tangentialebenen von (x, y. z), (%,, ¥, 2,) und (%, ¥,, 2,)
beschrieben; gleichzeitig ist thre Tangentialebene durch die entsprechenden
Punkie der drei Biegungsflichen bestimmt.

Berlin-Steglitz, im September 1923.

3) Auch aus dem allgemeinen Bianchischen Kompositionstheorem kann man
folgern, daB die Zerlegung in zwei asymptotische Transformationen, wenn sie iiber-
haupt gelingt, auf oo Weisen méglich ist.

(Eingegangen am 30. 9. 1923.)
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