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Zur Theorie der topologischen Riume.
Von

Paul Alexandroff und Paul Urysohn { in Moskau.

Ein topologischer Raum R entsteht, wenn wir in einer Menge £ (die
ganz abstrakt gegeben sein kann) gewisse Teilmengen, die Umgebungen
ihrer samtlichen Punkte, derart definieren, daB die bekannten vier
Hausdorfischen Umgebungsaxiome?) damit zur Geltung gebracht werden.
Ein topologischer Raum kann gleichzeitig durch verschiedene Umgebungs-
systeme definiert werden, die dann aber notwendig gleichwertig®) sind.
Auch umgekehrt definieren, unserer Fassung nach, gleichwertige Unm-
gebungssysteme stets einen einzigen topologischen Raum. Dieser Punkt
scheint uns method&‘éjg-i%h von groBer Wichtigkeit zu sein, wir diirfen
aber hier nicht weiter auf ihn eingehen — wir wollen hier nur eine
kurze Ubersicht der Hauptergebnisse unserer Untersuchungen im Gebiete
der allgemeinen Topologie angeben; fiir eine genaue Durchfiihrung der
Beweise sowie auch fiir die Konstruktion der zahlreichen Beispiele ver-
weisen wir deshalb auf eine Arbeit, die bald in der Zeitschrift ,Funda-
menta Mathematicae erscheinen soll.

1. Unter allen topologischen Raumen spielen, wie bekannt, die kom-
pakten®) Riume eine besonders wichtige Rolle. Falls wir einen jeden der

Relation?) U(E)-, = |
! T =

geniigenden Punkt £ des Raumes R als vollsidndigen Hiufungspunkt der
im Raume % gelegenen Menge 9t bezeichnen, besteht ersichtlich folgender

1) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Kap. VIL, S. 213.

2) Hausdorff, loe. cit., S. 260.

3) Hausdorf, loc. cit., S.230; ein kompakter Raum ist natiirlich in sich kompakt.

4) Wir bezeichnen durch U(£) eine jede willkiirlich gegebene Umgebung des
Punktes £ im Raume R, durch 4-B-C... bzw. IT 4, den Durchschnitt der Mengen
A, B, C, ... bzw. der Mengen 4,, durch 4+ B+ C ... bzw. 2 4, die Vereinigungs-
menge der (nicht notwendig elementefremden) Mengen 4, B, C, ... bzw. 4,; die
Michtigkeit der Menge Mt soll stets mit | | bezeichnet werden.
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Satz I,. — Damit der topologische Raum R kompakt sei, ist eine jede (und folglich
alle drei) der folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

A,. EBine jede abzahlbare im Rawme R gelegene Menge M besitzt daselbst einen
vollstandigen Houfungspunkt.

B,. Eine abzahlbare absteigende Folge (in R) abgeschlossener von Null verschie-
dener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnitt.

C,. Ist der Raum R in der Summe einer abzihlbaren Menge von Gebieten ent-
halten, so ist er bereits in einer Summe von endlich wvielen Gebieten dieser selben Menge
enthalten.

Nun 148t sich folgender Satz beweisen:

Satz I. Folgende drei Eigenschaften A, B, C sind wunteresnander
dquivalent (d. h. ein jeder topologischer Raum R, der irgendeine wvon
diesen Eigenschaften hat, besitzt auch die beiden anderen):

A. Eine jede im Raume R gelegene unendliche Menge M besitzt
etnen vollstindigen Hdaufungspunkt.

B. Eine jede wohlgeordnete absteigende Menge®) abgeschlossener von
Null verschiedener Mengen hat einen von Null verschiedenen Durchschnits.

C. Ist der Raum R in der Summe eines Systems (beliebiger
Mdchtighest) von Gebieten enthalten, so ist er bereits ¢n einer Summe
von endlich vielen Gebieten dieses Systems enthalten®®).

Die Aquivalenz (B ~ () 148t sich durch formale Betrachtung von
Produkt-, Summen- und Differenzbildungen ohne wesentliche Schwierig-
keiten beweisen.

Indem wir mit dem Zeichen — das Wort ,.folgt* ersetzen, beweisen
wir zundchst, daB ¢ — A; vorausgesetzt, es sel nicht der Fall, es existiere
also eine unendliche Menge It und eine gewisse Umgebung U,(z) eines
jeden Punktes z des Raumes R, so daB .

|M-T, (2) | < [M]
ist, so gelangen wir sofort zu einem Widerspruch: der ganze Raum ist
namlich zufolge der Eigenschaft C' bereits in der Summe einer endlichen
Anzahl von Gebieten U,(z) enthalten, und die Menge )t erscheint als
Vereinigung endlich vieler Mengen Uo(x) - von kleineren Michtigkeiten,
was offenbar unmdéglich ist.

Indem wir durch A" bzw. B’ die Eigenschaften bezeichnen, die durch
Einschrinkung der Aussagen 4 bzw. B auf Mengen I bzw. & von regu-
liren®) Michtigkeiten entstehen, ergibt sich sofort:

B’ — B.

5) Diese Menge wird nachher mit & bezeichnet.
s3) In verschiedenen anderen Voraussetzungen (nicht in topologischen Réumen)
sind analoge Sitze von Moore (Proc. Nat. Ac. Sciences 5, 1919), Fréchet (Ann. Ec.
Norm, 1921), Sierpifiski (Fund. Math. 2) u. A. bewiesen worden.
®) Hausdorff, 8. 130. x; heilit reguldr, wenn o, eine regulire Ordnungszahl ist.
17*
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Der Satz wird demnach bewiesen sein, falls die beiden Formeln
B -4, 4B
richtig sind.

Es sei vorausgesetat, A’ sei nicht richtig, und 9 eine Menge regulirer
Méchtigkeit ~,, die sich nach dem Typus?) e, ordnen laft; wenn z,,
e=1,2,3,..., < o, simtliche Punkte von I sind, und IM; die Menge
aller Punkte z,, ¢ <1< w,, so ergibt es sich, daB die wohlgeordnete
(und zwar nach dem reguldren Ordnungstypus w,) Menge & der ab-
geschlossenen Mengen®)

=9,

einen verschwindenden Durchschnitt hat, was der Eigenschaft B’ widerspricht.

Wenn jetzt umgekehrt B’ im Raume R nicht erfiillt ist, dann gibt
es eine wohlgeordnete abnehmende Menge & abgeschlossener Mengen®):

FoFoF;o...oF,>...oF,>... (¢ < w,).

Man kann offenbar voraussetzen, daB auBerdem F, = F,., ist. Dann wihlt
man fiir jedes « einen Punkt z,= F, — F,;;, und man beweist ohne
groBe Schwierigkeit, daB die Menge aller Punkte ., keinen vollstdndigen
Haufungspunkt hat.

Aus dem soeben angedeuteten Beweise folgt auBerdem, dafl alle drei
Eigenschaften 4, B, O aus jeder einzelnen Eigenschaft 4", B’ und der analog
gebildeten Eigenschaft ¢’ folgen. Es liegt nahe, die Riume, in denen
diese Eigenschaften stattfinden, besonders zu beriicksichtigen und sie durch
einen speziellen Namen auszuzeichnen; wir nennen sie also bikompaki.

2. Man kann den Satz I, wie folgt verallgemeinern: Man kann nimlich
die Aquivalenz der Eigenschaften Ay, By, Cn, die aus den Eigenschaften
4,, B,, C, entstehen, indem man das Wort ,,abzéhlbar durch ,,von Machtig-
keit < m“ ersetzt, beweisen. Es ist natiirlich, die dazu gehorigen Raume
als initial kompakte Rdume zu bezeichnen, und zwar: bis zu der Michtig-
keit m. Die gewchnlichen kompakten Rdume erscheinen also als ein ganz
willkiirlicher Spezialfall. Man kann auch eine gewisse finale Kompaktheit
definieren, von der Michtigkeit n an. Das geschieht durch den folgenden
Aquivalenzsatz: ’

%) Ebenda, S. 125,

§) Wir bezeichnen stets durch 9 die abgeschlossene Hiille®der Menge M
(Hausdorff, 8. 219—220 bezeichnet dieselbe Menge durch %, ).

9 9 = M bedeutet, daf jeder Punkt der Menge M auch der Menge M angehort
(es kann insbesondere auch vorkommen, daf beide Mengen identisch sind); es kann
auch sein, daB M (oder auch beide Mengen) nur einen Punkt enthilt.
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Es gilt
A(n) = B(n)
NN
O

wo Apy und Bpy, aus A" und B’ entstehen, indem man die dazugehorigen
Aussagen auf die Mengen 9 und & von reguliren Michtigkeiten >1
einschrinkt. Cf, gestaltet sich folgendermaBen:

Ci. Ist der Raum R in der Summe einer Menge von regulérer
Michtigkeit > n von Gebieten enthalten, so ist er bereits in der Summe
einer Menge von kleinerer Michtigkeit dieser Gebiete enthalten.

Man sieht also, dal die bikompakien Rdwme gleichzestig initial- und
final-kompakt sind, und zwar fir jede die Michtigkeit der Menge aller
Raumpunkte nicht iiberschreitende unendliche Kardinalzahl.

Beispiele. 1. Ein jeder kompakte metrische Raum ist auch bi-
kompakt'®). 2. Eine jede geordnete Menge 1iBt sich als topologischer
Raum betrachten, indem man als U(&) fir einen jeden Punkt & die
Mengen J, = betrachtet, wo J, , der Inbegrifi aller zwischen z und y ge-
legenen Punkte ist und # <& <<y. In diesem Sinne ist eine geordnete
Menge, als Raum betrachtet, dann und nur dann bikompakt, wenn sie
liickenlos ist und ein erstes sowie auch ein letztes Element besitzt. Ins-
besondere ist die wohlgeordnete Menge aller Ordnungszahlen < c, initial
kompakt bis x,, die Menge aller Zahlen < w, aber bikompakt.

3. Die bikompakten Riume ermoglichen den Aufbau einer ziemlich
vollkommenen Theorie, deren Gedankengang in mehreren kleinen Abhand-
lungen kurz angezeigt sein soll. Hier kommen insbesondere die Fragen
iiber die Stellung der bikompakten Riume unter den simtlichen topo-
logischen Raumen in Betracht. Wir definieren zuerst:

Ein topologischer Raum heifjt absolut abgeschlossen, falls er in
jedem ihn umfassenden Raume R abgeschlossen ist'').

Man kann auch sagen: Ein topologischer Raum % ist dann und nur
dann absolut abgeschlossen, wenn es unmdglich ist, ihm einen neuen Punkt &
derart hinzuzufiigen, da die so entstandene Menge R + &

1. einen topologischen Raum, in dem £ kein isolierter Punkt ist, bildet,

2. den urspriinglichen Raum R mit simtlichen Umgebungen seiner
Punkte als Relativgebiet enthalt.

10y Hausdorff, S.272—274, der Satz folgt aus den Hausdorfischen Sétzen VI und X.
1) Der gréBere Raum R muB R als Raum enthalten, d. h. die Relativuamgebungen
der Punkte von &% in R sollen den urspriinglicher Umgebungen derselben Punkte in 3t
gleichwertig sein. Man vergleiche wegen der Relativbegriffe Hausdorff, Kap. VIL, § 6.
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Es besteht folgender

Satz II. Damit ein Raum R absolut abgeschlossen sei, ist notwendiy
und hinreichend, daf aus jedem den Raum R bedeckenden System von Ge-
bieten eine endliche Anzahl derart ausgewdhlt werden kann, daf die be-
treffenden Gebiete mebst thren Grenzpunkten den Raum vollstindig aus-
fiillen*).

Die Bedingung ist notwendig. Vorausgesetat, sie sei nicht erfiillt;
es existiere also ein System von Gebieten {G}, so daB fiir jedes endliche

Aggregat
G, Gy, ..., G

n

dieser Gebiete die Relation
G=R— (¢ +G,+...+G,)+0

besteht. Die & sind wieder von Null verschiedene Gebiete. Wenn wir
jetzt einen neuen Punkt & mittels der Umgebungen U (£) = & + © einfiihren,
erhalten wir einen neuen Raum R =R -+ &, in welchem % eine nicht
abgeschlossene Teilmenge ist; %t ist folglich kein absolut abgeschlossener
Raum. Die Bedingung ist auch hinreichend. Vorausgesetzt, sie sei erfiillt
und die Adjunktion eines Punktes £ doch mdglich. Indemwir R=R+ £
betrachten, diirfen wir fiir einen jeden Punkt z = %R eine Umgebung U, (=)
derart wihlen, da8 im Raume B U,(x)-&=0 ist. Nach unserer Voraus-
setzung ist eine endliche Menge der Gebiete U derart angebbar, daf
ﬁé1)+ ﬁé?)_!_ cee ﬁ““:

>

. . By ST . ..

ist. Das Gebiet R — > Uy ‘enthalt demnach nur einen einzigen Punkt &,
i=1

der also isoliert in R ist, w.z. b. w.

Nun 148t sich folgender Satz leicht beweisen:

Satz II1. Es ses M eine beliebige im absolut abgeschlossenen Raum R
gelegene unendliche Menge; es existiert dann stets ein Punkt & derart, daf
[T (8)- M| = | M|

ist, wo U(&) eine beliebige Umgebung des Punkies & ist.

Mit diesen Sitzen ist die Analogie zwischen den absolut abgeschlossenen
und den bikompakten Riumen geniigend deutlich geworden. Man kénnte sie
auch weiterfiihren, indem man z. B. ein Analogon der (B)-Eigenschaft gibe;
der Weg dazu scheint uns schon angedeutet zu sein. Man kénnte sogar
sagen, daB die absolut abgeschlossenen Réume besnahe bikompakt sind *%);

%) Man vergleiche diesen Satz mit der (C)- Eigenschaft der bikompakten Riume.
13) Den Ausdruck verdanken wir Herrn Paul Bernays.
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s gibt jedoch absolut abgeschlossene Riume, die nicht einmal kompakt
sind (die auch dem II Abzahlbarkeitsaxiom geniigen diirfen).

4. Um aus den absolut abgeschlossenen Riumen die bikompakten
herauszubekommen, fithren wir folgende Begriffe ein:

1. Ein Punkt & heipt regular im Raume R, falls fir jedes U(£)
ein V(&) derart ewistiert, dafp U(&)> TV (£).

2. Ein nur regulire Punkte enthaltender topologischer Raum he:f3t
schlechthin reguldr.

Es liBt sich sofort beweisen, daB, damit ein Raum regulir sei, es
notwendig und hinreichend ist, daB ein beliebiger Punkt & von einer ihn
nicht enthaltenden abgeschlossenen Menge F mittels zweier punktfremder
Gebiete U und G abgetrennt werden kann, derart, dal U=&, G2 F,
U-G=0.

Es liegt nun nahe, diese letzte Eigenschaft noch folgendermaflen zu
verschirfen:

3. Ein Raum heift normal, falls fiir je zwes punktfremde abgeschlossene
Mengen F, und F, zwei ebenjalls punktfremde Gebiete G, und G,
existieren, derart, daff G,= F, und G,= F, (es 1aBt sich beweisen, dafl
in normalen Riumen @, und G, so gewshlt werden kénnen, dal auch
G, -G, Null ist*)).

Ein normaler topologischer Raum ist a fortior: regular.

Es ergibt sich nun

Satz IV. Ein jeder bikompakte topologische Raum ist mormal'®).

Der Satz 1iBt sich mittels zweimaliger Anwendung des sog. Borel-
Lebesgueschen Satzes (Eigenschaft C der bikompakten Riume) ohne Miihe
beweisen.

Auf den Sitzen III und IV fuBend kann man endlich den folgenden
Fundamentalsatz beweisen:

Satz V. Damit ein topologischer Rawum bikompakt ser, ist es mot-
wendig und hinreichend, daf er reguldr und absolut abgeschlossen sei.

Durch diese Sitze scheint uns die Definition der reguliren Réume
als einer besonders anschaulichen und naturgemifen Klasse von Riumen
gerechtfertigt zu sein; wir erwdhnen nur noch, daf in den irreguliren

%) Wie uns vor einigen Tagen bekannt geworden ist, benutzt Herr Tietze in
seiner Arbeit ,Beitrige zur allgemeinen Topologie® (Math. Annalen 88) analoge
Begriffsbildungen. — Der wihrend der Drucklegung dieser Arbeit erschienene IT. Teil der
Tietzeschen , Beitriige® hat auch manche Beriihrungspunkte mit unseren Untersuchungen.

%) Der Satz besteht allgemein nicht in kompakten Riumen; vielmehr sind
auch irregulire kompakte Riume von uns konstruiert worden; ein jeder kompakte,
dem I. Abzdhlbarkeitsa i opologi am ist aber regular.
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Riumen sehr verschiedene, zum Teil auch sehr eigentiimliche Singulari-
titen vorhanden sein kénnen; insbesondere gibt es z. B. zusammenhéngende
abzihlbare Raume usw. Uberhaupt scheinen uns die topologischen Eigen-
schaften der irreguliren Riume in einer so unregelméBigen Gestalt vor-
zukommen, daB sie einer noch einigermaBen einfachen Theorie kaum
fahig sind'¢).

5. Der Begriff der absoluten Abgeschlossenheit eines Raumes kann auch
weitergefiihrt werden. In dieser Hinsicht denken wir uns alle die Punkte
des Raumes R, die durch eine gewisse Eigenschaft € charakterisiert sind;
wir nennen diese Punkte etwa die G-Punkte des Raumes . Man kann
z. B. als Eigenschaft € die Eigenschaft eines Punktes, regulir zu sein,
wihlen. Wir nennen jetzt einen Raum %R abgeschlossen in bezug auf seine
samtlichen E-Punkte (oder auch einfach ,,&-abgeschlossen*), falls es un-
méglich ist, dem Raume R einen Punkt & derart hinzuzuftigen, dall er
im erweiterten Raume ® 4 £ — R die Eigenschaft € besitze und nicht
isoliert sei.

Nach dieser Definition ist ein absolut abgeschlossener Raum in
bezug auf alle seine nicht isolierten Punkte abgeschlossen. Man bemerke
noch, daB die Menge der simtlichen E-Punkte eines (E-abgeschlossenen
Raumes eine leere Menge sein kann, wie man sich durch ganz elementare
Beispiele sofort iiberzeugt.

Wenn wir jetzt definieren

1. Eigenschaft (x) eines Punktes £ im Raume 3 = es existiert eine
abzihlbare gegen den Punkt & konvergierende im Raume 3 gelegene
Punktmenge;

9. Eigenschaft (.)= die Menge aller Umgebungen des Punktes & im
Raume R ist einer abzihlbaren Umgebungsmenge gleichwertig;

3. Eigenschaft (8) = der Punkt & ist der Durchschnitt einer abzéhl-
baren Menge von Gebieten,

so iiberzeugen wir uns zuerst durch Beispiele, daB die einzige Abhingig-
keit, die zwischen den drei Eigenschaften (x), (¢), (8) besteht, darin liegt,
daB die beiden Eigenschaften (%) und (4) aus (¢) folgen; () und (8)
sind untereinander unabhingig; (¢) braucht sogar nicht aus den beiden
Eigenschaften (x) und (&) zu folgen®?).

Es besteht nun der leicht beweisbare Satz:

18) Wir verweisen nochmals auf unsere in den ,Fundamenta Mathematicae“ bald
erscheinende ausfiihrliche Darstellung der ganzen Theorie.

1% Uber die in bikompakten Riumen vorhandenen Verhaltnisse siehe P. Alexandroff,
, Uber die Struktur der bikompakten topologischen Réume* (dieser Band, S. 267—-274).
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Satz VI. Damit ein regulirer topologischer Raum kompakt sei, ist
es notwendig und hinreichend, daf er (x)-abgeschlossen ser*®).

Dagegen:

1. Es gibt absolut abgeschlossene nichtkompakte (natiirlich irregulare)
Riume, die sogar dem II. Abzihlbarkeitsaxiome geniigen.

9. Es gibt kompakte, in bezug auf simtliche (6)-Punkte nicht abge-
schlossene regulire Rdume; wohl aber

2’. Ein jeder kompakte Raum ist abgeschlossen in bezug auf seine
reguléren (6)-Punkte.

2”. Es gibt nichtkompakte, in bezug auf simtliche reguliren (8 )- Punkte
abgeschlossene regulire Raume.

3. Es gibt nichtkompakte, (¢)-abgeschlossene regulire Réume.

Es ergibt sich ferner:

Satz VII. Damit ein normaler Raum kompakt sei, ist es notwendsg
und hinreichend, daf3 er (¢)-abgeschlossen sei.

Der Satz VII gilt sogar in einer allgemeineren Form; es geniigh
nimlich, nur vorauszusetzen, daB eine jede abgeschlossene Menge F von
jeder abziihlbaren, divergenten Menge D (die zu F fremd ist) mittels zu-
einander fremder, die Mengen ¥ und D enthaltender Gebiete Gr, Gp ge-
trennt werden kann; falls diese Bedingung im Raume R erfiillt ist, so ist
der ganze Raum nicht (:)-abgeschlossen, soweit er nicht kompakt ist.

Der springende Punkt beim Beweise des obigen Satzes ist der, daf
man fiir irgendeine divergente abzéhlbare Punktmenge

Ty Xgyvees ysoon

gewisse Umgebungen

(a) Uy (2,)s Up(#s)s o> Up(2,), --

konstruiert, die den Gleichungen geniigen:

Uo(;)-Up(w,) =0
S Uy(2) = 2T, (@),

und dies geschieht auf Grund der erwihnten Trennungsvoraussetzungen
ohne groBe Miihe.

18) Nur die eine Hilfte dieses Satzes gilt auch fiir irregulire Riume, und zwar
ist ein jeder kompakte topologische Raum offenbar (x)-vollstindig (a fortiori auch i
(¢)-vollstandig). ’
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Nachdem die Konstruktion der Umgebungsmenge (a) gelungen ist,
fiigt man dem gegebenen Raume i einen neuen Punkt & mittels der
Umgebungserklarung

U,(5)=¢+ 3 Up(x)
i=n+1
hinzu. .
Man kann auBerdem diese Konstruktion auch so einrichten, dal der
erweiterte Raum %R &= R regulir ist (sogar denselben Trennungs-
bedingungen wie der urspriingliche Raum $ geniigt).

Die wichtige und interessante Frage, ob das auch immer der Fall
ist, d. h. ob ein jeder regulire nicht absolut abgeschlossene topologische
Raum sich zu einem ebenfalls reguliren Raume durch Hinzufiigung eines
nicht isolierten Punktes erweitern 14Bt, bleibt unentschieden. Wir werden

an einer anderen Stelle noch andere Spezialfille dieses Problems zur Losung
bringen.

Gottingen, den 26. Juni 1923.

P. 8. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Mérz und Juni 1922
der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und neuerdings der Gottinger
Mathematischen Gesellschaft vorgetragen worden.

Wihrend der Drucklegung dieses Heftes hat die Redaktion die erschiitternde
Nachricht erhalten, da Paul Urysohn am 17. August im Alter von 26 Jahren durch
einen Ungliicksfall um das Leben gekommen ist.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



