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Uber die Struktur der bikompakten topologischen Riume.

Von
Paul Alexandroff in Moskau.

1. In einer gemeinsam mit Herrn Urysohn verfaBten Arbeit) habe
ich den Begriff der bikompakten topologischen Riume bereits eingefiihrt;
daselbst ist auch die Stellung dieser Riume zu anderen topologischen
Riumen gewissermaBen erliutert worden. In dem vorliegenden Aufsatze
mochte ich in den Aufbau der bikompakten Riume tiefer eindringen und
gewisse Struktureigenschaften derselben auseinandersetzen. Insbesondere
mochte ich auf die Struktur der bikompakten Riume ¢m Klesnen, d. h.
in einer gewissen Umgebung eines jeden Raumpunktes, aufmerksam machen.
Dazu fange ich mit folgendem elementaren Beispiele an.

Man denke an den aus allen Ordnungszahlen o < w, ®) gemiB der Vorschrift 9,
§ 2, Beisp. 2 gebildeten topologischen Raum % (d. h. wo

U (e+1D)=(x+1); U, (&= X B

el a=Yim ay, <Be
n>w

die Umgebungen der den transfiniten Zahlen 1-ter bzw. 2-ter Art entsprechenden
Punkte (¢ +1) bzw. («) sind). Wir haben nun folgende Eigenschaften der zwei Punkte
@, und o, im Raume R

(ey) { (w;)

1. Es gibt im Raume R eine Gebiets- 1. Es gibt im Raume R eine Gebiets-

menge von der Michtigkeit x,, deren menge von der Michtigkeit x,, deren
Durchschnitt aus dem einzigen Punkte Durchschnitt aus dem einzigen Punkte

(w,) besteht. (w,) besteht.
2. Es gibt eine Umgebungsmenge von 2. Es gibt eine Umgebungsmenge von
der Michtigkeit ,, die den Punkt (w,) der Michtigkeit x,, die den Punkt (w,)

im Raume R definiert. im Raume R definiert.

1) ,Zur Theorie der topologischen Riume“, dieser Band, S. 258. Diese Arbeit
wird in der Folge durch ein § bezeichnet; die dort enthaltenen Ergebnisse und Be-
zeichnungen werden als bekannt vorausgesetzt.

%) w, ist, nach Hausdorffs Bezeichnung, die erste Ordnungszahl von der Méchtig-
keit =, .
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() i ()
3. Es gibt eine Punktmenge K, von der 3. Es gibt eine Punktmenge E; von der
Michtigkeit x,, so dal } Michtigkeit »,, so da8
[T (00)-Ey| > [(R—TU (@) Bp| ‘ U (@) By | > [ (R—TU () E,|
ist (U(w,) ist eine beliebige Umgebung | ist (U (w,) ist eine beliebige Umgebung
von (w,)). } von (w,)). %)
2. Nun liegen folgende Definitionen auf der Hand:

Definition 1. Wir sagen, daff eine Menge I ¢m Raume R gegen
den Punkt & strémt, wenn fiir jede beliebige Umgebung U (&) des Punktes &
die Relation

|U(&)- M| > (R —UE) M|

zutrifft. In Zeichen ,lim* I = &.
Man sieht sofort:
1. Eine Menge kann nicht mehr als einen Stromungspunkt besitzen.

2. Eine abzihlbare Menge stréomt einem Punkte dann und
nur dann zu, wenn sie zu diesem Punkte im Hausdorffschen
Sinne*) konvergiert.

Definition 2. Man bezeichnet als Konvergenzcharakter des
Raumes R im Punkie x die kleinste unendliche Kardinalzahl xg(x),
welche die Eigenschaft besitzt, dafi es in R eine gegen den Punkt x
stromende Menge I wvon der Mdchtigkeit |IM | = xq (x) gibt.

Anmerkung. Von den isolierten Punkten sagen wir, sie besitzen
den Konvergenzcharakter 1.

Nun ist es besonders hervorzuheben, da ein topologischer Raum in
einem gegebenen Punkte iiberhaupt keinen Konvergenzcharakter zu besitzen
braucht, in dem Sinne, daB der Punkt weder isoliert ist, noch eine zu ihm
stromende unendliche Menge besitzt. Es ist sogar sehr leicht, Beispiele
von Riumen anzugeben, in denen keine unendliche Menge einen Stromungs-
punkt besitzt. Im Gegenteil dazu hat ein jeder Punkt eines dem I. Ab-
zahlbarkeitsaxiome®) geniigenden Raumes einen wohldefinierten Konvergenz-
charakter, und zwar vom Betrage n, oder 1. Als weitere Beispiele von
Réumen, die sich in jedem Punkte mit einem bestimmten Konvergenz-
charakter erweisen, konnen die aus den geordneten Mengen entstehenden
topologischen Riume dienen.

3) Vgl. fiir die Bezeichnungen § Fufinoten %), %), ?). Insbesondere bedeutet | M =
Michtigkeit der Menge 9, || die Machtigkeit der Menge aller Punkte des gegebenen
Raumes K.

4) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, S. 232.

%) Hausdorff, loc. cit. S. 263. Insbesondere geniigt jeder metrische Raum diesem
Axiome.
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Ein vollstindiges Bild der Lage eines Punktes im Raume erhilt man
aber nur mit Hilfe weiterer Definitionen:

Definition 8. Man bezeichnet als Durchschnittscharakter des
Raumes R im Punkie x die kleinste Kardinalzahl yy(x), welche die
Eigenschaft hat, daf3 es in R eine Menge S, |S| =y (x), von Gebieten
gebt, deren Durchschniit aus dem einzigen Punkte x besteh.

Definition 4. Wir nennen schlechthin Charakter yzg(x) des
Raumes R im Punkte x die klesnste Mdachtigkeit einer den Punkt x im
Raume R definierenden Umgebungsmenge (d.h. einer Menge, in .der zu
jedem den Punkt x enthaltendem Gebiete G eine in G enthaltene Um-
gebung von z vorhanden ist).

Sowohl der Charakter als auch der Durchschnittscharakter sind fiir
jeden Punkt eines beliebigen Raumes wohldefinierte Kardinalzahlen, die
z. B. fiir simtliche nicht isolierten Punkte eines dem I. Abzihlbarkeits-
axiome geniigenden Raumes den Wert x, haben.

Es ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen, daB stets yy, (z) < z,, (2)
ist; es braucht aber keineswegs wy (x)= x5 (x) zu sein. Es kénnen auch
alle drei Kardinalzahlen xg (), wg(#) und g, (z) verschieden sein; da-
neben konnen auch zwei beliebige untereinander gleich, von der dritten
aber verschieden sein; endlich kann bei y = y ebensogut wie bei y < y
die dritte Zahl » sowohl definiert als auch nicht definiert sein®).

3. Nun wird die Lage eines Punktes in einem bikompakten Raume R
durch folgende zwei Sitze charakterisiert:

Satz I. Ein bikompakter topologischer Raum geniigt in jedem seiner
Punkte der Gleichung vy (x) = 15 (%)-

Satz II. Der Konvergenzcharakter eines bikompakien Rawmes ist in
jedem sesner Punkte wohldefiniert, und zwar ist stets »g (x) < 7. ().

Der Beweis des Satzes I geschieht mit Hilfe der naheliegenden Hilfssétze:

Hilfssatz 1. Damit ein Raum bikompakt sei, ist folgende Bedingung
notwendig und hinreichend:

@ sei ein beliebiges System von abgeschlossenen Mengen F, von denen
je endlich viele einen nicht leeren Durchschnitt haben; dann ist auch der
Durchschnitt aller Mengen F von Null verschieden.

%) Ich verweise wegen der Beispiele fiir alle diese Moglichkeiten auf meine in den
y,Fundamenta Mathematicae“ bald erscheinende Arbeit ,Sur les espaces localement
compacts“,

Es ist noch zu bemerken, daB fiir eine regulire Michtigkeit m=|%t| es un-
mdglich ist, daB, falls 2 = ,im“ M ist, 7y (¥) <m sei; wohl aber gibt es Riume, wo
15 (%) <%g (x) und die letzte Kardinalzahl irreguldr ist (eine Kardinalzahl heiBt
rireguldr, wenn die zugehdrige Anfangszahl einer kleineren konfinal ist (Hausdorff,
loc. cit. S.130)).
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Hilfssatz 2. Aus jeder den Punkt 2 im Raume % definierenden
Umgebungsmenge ® kann man eine Teilmenge > von der Michtig-
keit v, () derart herausgreifen, daf der Durchschnitt aller betreffenden
Umgebungen nur den Punkt z enthilt.

Es sei nun 3% die Menge aller Umgebungen des Punktes z im
Raume R, 3 die infolge des Hilfssatzes 2 existierende Teilmenge von
der Machtigkeit yg (z). Es seien ferner V(z) die Umgebungen des Systems
S®. Wir erginzen nun das System Z;° folgendermafBen:

1. Fiir ein jedes V() wihlen wir ein gewisses Uy (), das der Relation
Uy (z) = V() 7) geniigt. Die Gesamtheit aller V() und Uy () bezeichnen
wir durch 3.

2. Wir erhalten ein Umgebungssystem ¥ indem wir alle Durch-

2

schnittsmengen von je endlich vielen Mengen des Systems 2 betrachten.

Das System 3,” besitzt offenbar die Machtigkeit yy, (#). Nun laBt es
sich mit Hilfe des Hilfssatzes 1 beweisen, dafl die beiden Umgebungssysteme
3@ und 3 gleichwertig sind, und damit ist der Satz I als richtig erwiesen.

Bevor wir zum Beweise des Satzes II schreiten, machen wir noch
folgende Bemerkungen:

Korollar 1. Wenn in einem bikompakien Raume eine jede ab-
geschlossene Menge ein Durchschnitt von hichstens abzihlbar vielen Ge-
bieten ist (= ein jedes F ein Gs ist®)), so gewiigt der Raum dem 1. Ab-
zdhlbarkertsaxiome.

Dieser Satz gilt allgemeiner in reguldren kompakten Riumen, aber
nicht in allgemeinen topologischen (auch kompakten!) Riumen. Die Um-
kehrung des Satzes ist dagegen iiberhaupt falsch.

Korollar 2. x, (&) sst stets < |U(&)1, wo |U(&)" die Machtigkeit
der Menge aller Punkte einer beliebigen Umgebung des Punktes & im
bikompakten Raume $ bezeichnet®).

In kompakten Raumen gilt nun der folgende Satz:

I.. Falls in einem reguliren Punkte ein kompakier Raum den Durch-
schnittscharakter x, besitzt, so ist daselbst sein Charakter auch x,.

Wie man durch Gegenbeispiele zeigt, ist dieser Satz keiner Verschirfung
fahig. .

") Dies ist zufolge der Regularititseigenschaft der bikompakten Riume stets
moglich (man vgl. dafiir ©, z. B. den Satz IV). (Ein Raum heifit reguldr, falls ein
jedes U(z) ein gewisses V(z) enthilt.)

8) Hausdorff, loc. cit. S. 23 u. 304.

%) Dagegen sind von Herrn Urysohn topologische Réume konstruiert worden,
in denen die Charaktere einzelner Punkte die Michtigkeit der Menge aller Raum-
punkte iibertretfen.
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Wir schreiten nun zur kurzen Ubersicht des Beweises von Satz II.

Es sei eine vollstindige Umgebungsmenge =° von der Michtigkeit
1y (%) gegeben. Auf dem Zermeloschen Wohlordnungssatze fuBend, kann
man sich 3% als eine wohlgeordnete Menge

V,(2), Vy(2), ..., Vp(2) -oos Vel2) -
vom Ordnungstypus £2, denken, wo @, die Kkleinste Ordnungszahl von
der Machtigkeit z(z)= wq(z) ist.

Es sei F, =V, gesetzt. Nehmen wir an, F, sei bereits konstruiert;
es sei damn v(«) die erste Ordnungszahl von der Eigenschaft, da8
F,— Vi F.== 0 ist. Man setzt dann Foy,= F, V.. Falls alle F,,
@< 1, A< u—+1, schon konstruiert sind, setzen wir F;= I[F,. Das

i

Verfahren kann nur dann abbrechen, wenn F, nur den einziggn Punkt &
enthilt. Wir bekommen so eine wohlgeordnete abnehmende Menge von
paarweise verschiedenen abgeschlossenen Mengen. Man iiberzeugt sich
leicht, daB jedenfalls der Ordnungstypus © dieser wohlgeordneten Menge
der Ordnungszahl Q, konfinal ist, und das geniigt, um ohne Schwierigkeit
zu beweisen, daB die Menge aller Punkte z,, 1< e < 0, die willkiirlich
aus den Mengen F, — F.., gewahlt worden sind, eine zu dem Punkte z
stromende unendliche Menge von der Machtigkeit ' @ | < 7, (%) ist.

Damit ist der Beweis des Satzes II erbracht.

4. Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften
im Kleinen und gewissen Eigenschaften, die dem Gesamtraume zukommen,
insbesondere den Michtigkeitseigenschaften der bikompakten Réume, niher
betrachten.

Zuerst folgt der

Satz III. Jede in einem bikompakten Raume Uliegende perfekte
Menge hat die Mdchtigheit > c
unmittelbar aus der Regularitit der bikompakten Réume 7).

Es entsteht nun die Frage nach dem Vorhandensein von perfekten
Teilmengen in bikompakten Riumen. Diese Frage 148t sich beantworten,
und zwar mit Hilfe folgender Definition:

Defintion 5. Ein Punkt & des topologischen Raumes R heif3t ein
Staupunkt, wenn, wie grop die Kardinalzahl m < |R| ouch gewdhlt sei,
in jeder Umgebung U (&) Punkie x mit iy (z) > m vorkommen.

Zufolge dieser Definition ist die Menge Z aller Staupunkte des
Raumes R eine abgeschlossene Menge; falls £ in Z isoliert ist, heiBt er
ein isolierter Staupunkt. Jetzt formulieren wir den

»

1) @, Satz IV.
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Satz IV. Jeder bikompakie Raum ohne perfekte Teilmenge enthdlt
stets einen isolierten Staupunkt.

Wenn die Michtigkeit | | der Menge aller Raumpunkte eine regulire
Michtigkeit ist!), kann man den Satz noch verschirfen, indem man zeigt,
daB in diesem Falle der Raum stets einen Punkt &, dessen Charakter
25 (&) = | ] ist, enthilt.

Der Fall der reguliren Michtigkeit 3| wird sofort durch den fol-
genden leicht beweisbaren Hilfssatz erledigt:

Hilfssatz. Wenn |R| regulir ist, und & ein isolierter Punkt der
abgeschlossenen, aus simtlichen vollstindigen Haufungspunkten des ge-
samten Raumes 3% bestehenden Menge @ ist, so ist zg (&)=[R|.

Der allgemeine Fall 148t sich folgendermaBen untersuchen.

Es sei |R| irregulir und £ ein vollstindiger Haufungspunkt von R,
der in der Menge & aller derartigen Punkte isoliert ist. Ich behaupte,
& sei ein Staupunkt. Vorausgesetzt z, (&) < R|, so erhilt man fiir jede
Umgebung U (&) zwei andere Umgebungen U, (&) und U, (§), so daB
U,(8)eU, (&) =U,(8)=U(&) und auBerdem [U, (&) —U,(§)|>r>m
ist, wo t und m beliebige Kardinalzahlen unter |[®| sind, und r als
regular vorausgesetzt werden darf. Man greift nun eine Teilmenge E, 'E| =1
aus der abgeschlossenen Menge U, (&) — U,(&) heraus; da der Raum
keinen perfekten Bestandteil hat, so enthilt die abgeschlossene Menge F
aller vollstindigen Hiufungspunkte der Menge E sicher einen isolierten
Punkt z= F= U, (&) — U,(§) = U(€), und es ist leicht einzusehen, daB
%q (%) =1 >m ist. Damit ist aber der Satz IV offenbar bewiesen.

Aus dem soeben gewonnenen Ergebnisse folgt unmittelbar der

Satz V. Jeder das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfillende bikompakte
topologische Raum ist entweder abzihlbar oder mit einer perfekten Tesl-
menge versehen; im letzteren Falle ist die Mdchtighkest des Raumes = c.

Es ist besonders bemerkenswert, daB unter der Voraussetzung des
Satzes V die Zerspaltung des Raumes in einen perfekten Kern und eine
abzihlbare Punktmenge im allgemeinen nicht mdglich zu sein braucht;
vielmehr gibt es bikompakte, dem I. Abzihlbarkeitsaxiome geniigende
Réume, die eine unabzihlbare (und zwar von der Michtigkeit ¢) Menge
von isolierten Punkten enthalten?).” Ich bemerke noch, daf die Sitze

1) Fine Michtigkeit m = x; heiBt bekanntlich regulir, wenn die zugehorige
Anfangszahl w; keiner kleineren Ordnungszahl konfinal ist. Man vergl. Hausdorff,
loc. cit. S. 130.

12) Die Frage, ob es bikompakte, dem I. Abzahlbarkeitsaxiome geniigende Riume
von der Michtigkeit > ¢ geben konne, bleibt bisher ungelést. Herr Urysohn hat
bewiesen, daB diese Frage sich®verneinen 1i8t in bikompakten Riumen, in denen
eine jede abgeschlossene Menge Durchschnitt von abzihlbar-vielen Gebieten ist (= ein
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IV und V in kompakten (sogar reguliren, aber nicht bikompakten) Riumen
allgemein falsch sind. ‘

5. Ich will nun jetzt einen viel allgemeineren Michtigkeitssatz auas-
sprechen, der, soviel mir bekannt ist, {iberhaupt die allgemeinste Behaup-
tung iiber Michtigkeiten von Punktmengen enthilt, die wir, nach dem
heutigen Stande der Wissenschaft, aufstellen konnen. Es handelt sich
zunéichst um die sogenannten Borelschen Mengen, deren kiirzeste Definition
die folgende, von Sierpinski herriihrende ist:

Wir nennen ein System von Mengen ein 7-System, wenn Summe und Durch-
schnitt von je hochstens abzihlbar-vielen Mengen des Systems wieder dem Systeme
angehoren. Dann ist der Inbegriff aller Borelschen Mengen definitionsgemi das

kleinste (d. h. in jedem anderen enthaltene) T-System, welches alle abgeschlossenen
Mengen und alle Gebiete des gegebenen Raumes enthilt.

Es war seit langer Zeit eine fast allgemeine Meinung, daB man mis
den iiblichen Mitteln der Analysis nicht iiber die Borelschen Mengen
hinausgelangen kénne. Erst im Jahre 1917 zeigte Souslin, da8 die Borel-
schen Mengen nur ein Spezialfall einer wviel wester gehenden Klasse der
sogenannten (A)-Mengen sind*®), die sich folgendermaBien definieren

jedes F ein G ist. Hausdorff, loc. cit. S. 23 und 304, 305). In denselben Rdumen
ist auch der Cantor-Bendixsonsche Satz giiltig, d. h. eine jede abgeschlossene unend-
liche Menge ist entweder abzihlbar oder Summe einer perfekten (von Null ver-
schiedenen) und einer hochstens abzihlbaren Menge. Vgl. Paul Alexandroff und Paul
Urysohn, ,, Sur les espaces topologiques compacts“ (wird in den ,Fundamenta Mathe-
maticae“ erscheinen ).

13) Der erste Beweis, daB eine jede Borelsche Menge eine (4)- Menge ist, ist zu-
erst vollstindig durchgefiihrt, aber nicht formuliert worden in meiner Comptes-
Rendus-Note ,, Sur la puissance des ensembles mesurables B“ (C. R., 28 février 1916).
Diese Tatsache ist gerade der springende Punkt des Beweises des Michtigkeitssatzes,
der dort gegeben ist; der Michtigkeitsbeweis 188t sich wortlich auf allgemeine
{A)-Mengen iibertragen. Souslin hat im Januar 1917 (ebenfalls in den Comptes
Rendus) den Begriff der allgemeinen (A4)-Mengen zuerst explizite formuliert und ein
Beispiel einer (A)-Menge, die keine (B)-Menge ist, gegeben. Herr Lusin bewies
danach, daB die Wertmenge einer jeden analytisch-darstellbaren Funk-
tion (= einer Baireschen Funktion) stets eine (4)-Menge, aber nicht allgemein
eine (B)-Menge ist. Ich erwihne aus der ganzen tiefgehenden Soulin-Lusinschen
Theorie noch den Satz, daB eine komplementare Menge zu einer { A)- Menge selbst
keine (A)-Menge zu sein braucht; vielmehr sind in diesem Falle beide Mengen
Borelsche. Herr Urysohn hat endlich ein Beispiel einer im Einheitskreise regquliren
Potenzreihe gegeben, deren Randwerimenge keine Borelsche ist; vielmehr
beweist er, daB diese Menge stets eine (A4)-Menge ist. In dem Begriffe der
(4)-Mengen wird endlich ein den modernen Forderungen der Analysis
vollstindig angepaBter und in sich abgeschlossener Mengenvorrat ge-
wonnen. Literatur: Souslins und Lusins Comptes-Rendus-Noten 1917, Lusin und
Sierpinski: Bull. Ac. Polon. 1918, Journ. de Math. 1923; man vergl- auch auBer
meiner schon erwihnten C.-R.-Note zweli von mir verfalite Artikel (Fundamenta
Math. 5, Rec. Math. Moscou 31, 2) iiber die Komplementdrmengen der (4)-Mengen.

Mathematische Annalen, 92. 18
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lassen. Gegegeben sei ein System Fiy,...; von abgeschlossenen Mengen,
wo k,%,,0,,...,1%, alle Werte 1,2, ..., n, ... durchlaufen. Die Menge,
die als Vereinigungsmenge aller Mengen
Hygoip...=Fir F oo Frgyiy -

entsteht, ist dann eine (A)-Menge. Die ganze Theorie der (4)- und
(B)-Mengen ist in topologischen bikompakten Réumen, in denen eine jede
abgeschlossene Menge Durchschnitt von abzihlbar vielen Gebieten ist,
giiltig. Es besteht insbesondere der Satz:

Satz VI. In einem bikompakien Raume, in dem jedes F ein Gs tst,
enthili eine unabzihlbare (A)- Menge (insbesondere (B)- Menge) stets eine
perfekte Teilmenge und besitzt infolgedessen die Mdchtigkest c.

Der Gedankengang des Beweises bleibt derselbe, wie er bereits im
Falle des Euklidischen Raumes von mir im Jahre 1916 gegeben worden
ist. Die Voraussetzung, daB ein jedes F ein G; ist, ist fiir die ganze
Michtigkeitstheorie sowie auch fiir die Theorie der (4)- und (B)-Mengen
von grundlegender Bedeutung, wie man es an Gegenbeispielen sofort
erkennt **).

Gottingen, den 3. Juli 1923.

P.S. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Marz und Juni 1922
der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und am 26. Juni 1923 der
Gottinger Mathematischen Gesellschaft mitgeteilt worden.

14) Tch erwihne noch, daB der Michtigkeitssatz fiir die Borelschen Mengen
(unter gewdhnlichen Voraussetzungen) fast gleichzeitig mit mir von Herrn Hausdorff
bewiesen worden ist (Math. Annalen 1916). Unter rein topologischen Voraussetzungen
kommen meines Wissens Machtigkeitsfragen erst heute in Betracht.

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



