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Uber die Metrisation der im Kleinen kompakten
topologischen Riéume’).
Von
Paul Alexandroff in Moskau.

1. Definitionen und Vorbemerkungen.

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit habe ich die bikompakten
topologischen Raume insbesondere in bezug auf ihre Struktureigenschaften
im Kleinen untersucht. Es ist aber ohne weiteres klar, da8 fiir die Giiltig-
keit dieser Eigenschaiten die Bedingung der Bikompaktheit des gesamten
Raumes iiberfliissig ist; es geniigt vielmehr, die letzte Eigenschaft von
gewissen, bestimmte Umgebungen simtlicher Raumpunkte enthaltenden
abgeschlossenen Mengen zu verlangen. In dieser Weise gelangen wir natur-
gemiB zu dem Begriffe der im Kleinen bikompakten (resp. kompakten) topo-
logischen Riume, indem wir folgende grundlegende Definition aufstellen:

A. Ein topologischer Raum R heifit im Punkte & bikompakt (bzw.
kompalkt), falls eine gewisse Umgebung U (&) dieses Punktes existiert, so
daf die abgeschlossene Menge U (&), als Relativraum betrachtet, bikompakt
(bzw. kompakt) ist. (U (&) bedeutet hier, wie immer, die kleinste die
Menge U (&) enthaltende, in & abgeschlossene Menge, d. h.

U =0+ 0],
wo [U(&)]" die Menge aller Haufungspunkte von U (&) ist.)

B. Ein in jedem seiner Punkte bikompakter (bzw. kompakter) topo-
logischer Raum heifit im Kleinen bikompakt (bzw. kompakt).

1) AuBer den fiir die ganze Theorie grundlegenden Hausdorffschen Definitionen
(Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (1914), Kap. VII, VIII), werden die Bezeich-
nungen und Ergebnisse der folgenden voranstehenden Arbeiten als bekannt voraus-
gesetzt:

($) Paul Alexandroff und Paul Urysohn, ,Zur Theorie der topologischen Riume®.

(®) Paul Alexandroff, , Uber die Struktur der bikompakten topologischen Riume*“.

(©) Paul Urysohn, ,Uber die Metrisation der kompakten topologischen Riume®.

Diese Arbeiten werden kurz durch $, @, & zitiert.
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Der Begriff des im Kleinen bikompakten Raumes scheint mir von
sehr groBer topologischer Wichtigkeit zu sein — man denke etwa an den
gewohnlichen Euklidischen Raum, an ein ein-, zwei- oder mehrdimensio-
nales Gebiet, an eine (insbesondere abstrakt gefafte) offene Riemannsche
Fliche?): alle diese seit Zeiten klassisch gewordenen fundamentalen topo-

2y Die erste abstrakte Fassung des Flichenbegriffes scheint von Weyl (,Die
Idee der Riemannschen Flache®) zu stammen. Bis auf ein unwesentliches Versehen*)
stimmt der Grundgedanke der Weylschen Flichendefinition mit der folgenden Er-
klarung iiberein:

Ein topologischer Raum heift eine Fldche, falls eine gewisse Umgebung jedes seiner
Punkte ein wmkehrbar eindeutiges und wmkehrbar stetiges [im Sinne des Raumes*¥)]
Bild des Inneren eines gewohnlichen Kreises ist.

Weyl nennt weiter eine Fliche geschlossen, falls sie, als topologischer Raum be-
trachtet, kompakt ist. Nun sieht man sofort, daf diese Definition sich auf von dem
anschaulichen Sinne des Begriffes der geschlossenen Fliche sehr entfernte Bildungen
anwenden liBt. Man betrachtet, um ein Beispiel dafiir zu erhalten, z. B. eine ge-
ordnete Menge O, die den Ordnungstypus

G+ L I+(14+0)Q
hat ***).

Man denkt sich ferner die Menge F, die aus allen moglichen Paaren (z, ¥) von
Elementen von © gebildet ist. Diese Menge # wird zu einer im Weylschen Sinne
geschlossenen ,Fliche® &, wenn man die Umgebungen U (&) ihrer simtlichen , Punkte®
&= (=, y) folgendermaBen definiert: .

U(&)=TU{(z, y)) = Inbegriff aller £ (%, §), wo {”‘<’f<xz (in ©)
<Y<Y
und z,, ¥,; @,, Y, zwei beliebige den Ungleichungen z, <z<<z,, ¥, <<y<<y, ge-
niigende Elementenpaare der Menge © sind. Die Fliche §, die die Gestalt einer nicht-
Archimedischen Ebene hat, entspricht aber kaum dem anschaulichen Wesen einer ge-
schlossenen Flache.

Dieser Ubelstand wird vermieden, indem man statt der Kompaktheit die Bi-
kompaktheit als charakteristische Eigenschaft der geschlossenen Flichen verlangt.
Dieses Verfahren scheint mir noch den folgenden Vorzug zu haben. Zufolge dem
Satze III (§ 8 dieser Arbeit) ergibt es sich sofort, daf eine in meinem Sinne ge-
schlossene Fliche stets dem Hausdorffschen II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigt, und folg-
lich nach einem sehr bemerkenswerten Satze von Herrn Urysohn als ein metrischer
Raum (ebenfalls im Hausdorffschen Sinne) erklirt sein kann. Auflerdem a8t sich,
zwar durch recht umstindliche Uberlegungen, aber ohne irgendwelche prinzipielle
Schwierigkeit, die Triangulationsfihigkeit einer jeden (in meinem Sinne) geschlossenen
Flache auf Grund rein topologischer Begriffsbildungen beweisen.

#) Das, soweit ich es beurteilen kann, darin liegt, daB aus den Weylschen Um-
gebungsaxiomen im allgemeinen keine Mdglichkeit folgt, zwei verschiedene Punkte
einer Fliche durch zueinander fremmde Umgebungen (im Sinne des Hausdorffschen
Axiomes (D), loc. cit. S. 213) zu trennen.

**) Uber stetige Abbildungen der topologischen Riume vgl. Hausdorff, loc. cit.
S. 3581

**¥) (O ist die erste unabzihlbare Ordnungszahl, 2 der dazu inverse Ordnungs-
typus, 4 der Ordnungstypus der reellen Zahlen. Vgl. Hausdorff, S. 73, 93, 125 (2 = w,).
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logischen Bildungen sind, als Raume betrachtet, nicht kompakt, wohl aber
im Kleinen bikompakt. Anderseits sind mir nur wenige topologische Sitze
bekannt, die fiir ein weiteres Gebiet als die im Kleinen bikompakten
Riume giiltig bleiben. Die soeben erwihnten Raume scheinen mir deshalb
einen aus sachlichen Griinden naturgeméBen Spielraum der allgemein-topo-
logischen Erscheinungen zu bilden.

2. Allgemeine Eigenschaften der im Kleinen kompakten Riume.

Satz 1. In jedem Punkie &, wn welchem ein gegebener topologischer
Raum bikompakt ist, stimmt sesn Durchschnittscharakter (&) mit sesnem
Charakter 7, (&) tberein; auferdem ist unter diesen Voraussetzungen der
Konvergenzcharakter xg (&) stets defindert, und zwar ist xg (&) < 25 (£);
endlich ist der Punkt & ein regulirer Punkt des Raumes®),

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den fiir die bikompakten Riume
schon bewiesenen Eigenschaften.

Fundamentalsatz 1. Ein jeder im Kleinen bikompakte topo-
logische Raum R lLipt sich (falls er nicht selbst bikompakt ist) durch
Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu einem bikompakten Raume ver-
vollstindigen; dies ist auferdem nur auf eine Weise moglich.

Wir nennen ,,3-Gebiet ein solches Gebiet I’, daB die abgeschlossene
Menge I', als Relativraum betrachtet, bikompakt ist.

Es ist sofort klar, daB der gegebene Raum %R, falls er nicht bikom-
pakt ist, in keiner endlichen Menge von abgeschlossenen Mengen T ent-
halten ist, dagegen ist jeder Punkt des Raumes R (da R im Kleinen bi-
kompakt ist) immer wenigstens in einem B-Gebiete enthalten. Das Gebiet
G=R—(I,+I,+...+1T,) ist also immer von Null verschieden, wie
auch die f-Gebiete I',, I, ..., I, gewdhlt seien. Nun fiigen wir dem
Raume R einen neuen Punkt £ hinzu mittels der Umgebungen U(&)=§-+®.
Man iiberzeugt sich sofort, daf in & + & die Hausdorflschen Umgebungs-
axiome erfiillt sind; auBerdem stromt*) jede unendliche, im Raume R
keinen vollstindigen Hiufungspunkt besitzende Menge E im Raume R +- &
dem Punkte £ zu. R 4 £ ist infolgedessen ein bikompakter topologischer
Raum. Es gelingt auch zu zeigen, ohne besondere Schwierigkeit, dafl ein
jedes andere Umgebungssystem fiir einen adjungierten Punkt £ dem soeben
konstruierten gleichwertig ist, solange nur der Raum % --& bikompakt
bleiben soll, und damit wird der Fundamentalsatz 1 vollstdndig bewiesen.

Anmerkungen. Die soeben ausgesprochene Eindeutigkeitseigenschaft
ist darum besonders bemerkenswert, weil man im allgemeinen einen im

3) Vgl. fiir die Bezeichnungen die schon erwibnten Arbeiten $ und ®. Daselbst
sind die entsprechenden Sitze fiir bikompakte Raume schon bewiesen worden.
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Kleinen bikompakten Raum durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes auf
unendlich viele Arten zu einem absolut abgeschlossenen (irreguldren*))
Raume erweitern kann.

Wegen des Satzes iiber die Méachtigkeit der perfekten Mengen in bi-
kompakten Riumen*) ergibt sich der analoge Satz fiir im Kleinen bi-
kompakte Riume als eine unmittelbare Folge des soeben ausgesprochenen
Fundamentalsatzes. . .

Der Fundamentalsatz 138t sich umkehren; es besteht offenbar auch
der Satz:

Jedes in einem bikompakten Raume liegende Gebiet ist im Kleinen
bikompakt (als Relativraum betrachtet).

Die Menge aller im Kleinen bikompakten Raume ist daher mit der
Menge der in bikompakten Réumen liegenden Gebiete identisch®).

Wenn man das Wort ,bikompakt durch ,Jkompaki® ersetzt, so erhdlt
man emen dem Fundamentalsatz 1 vollstindig analogen Satz. Der um-
gekehrte Satz ist auch richtig, d. h. jedes aus einem kompakten Raume
durch Weglassung eines einzigen Punktes entstehende Gebiet ist, als Raum
betrachtet, im Kleinen kompakt.

Es gibt aber in kompakten Riumen liegende Gebiete, die micht im
Kletnen kompakt sind.

Es ist noch zu bemerken, daB man durch Adjunktion eines einzigen
Punktes zu einem im Kleinen kompakten Raume allgemein mehrere ver-
schiedene Riume erhalten kann (fiir die Eindeutigkeitseigenschaft ist daher
die Voraussetzung der Bikompaktheit kt}_nﬁtbehrlich).

g e

3. Das II. Abzihlbarkeitsaxiom und das Metrisatioﬁsproblem der
topologischen Raume.

Das allgemeine Metrisationsproblem der topologischen Réume besteht
darin, die Bedingungen zu finden, die notwendig und hinreichend sind,
damit ein topologischer Raum einem metrischen topologisch identisch
(= homdomorph) ist. Herr Urysohn hat bereits das Problem der Metri-
sation der kompakten Riume geldst; er bewies nimlich, daf in diesem

4) Vgl. die vorige FuBnote.

) Bs ist zu bemerken, daf auBlerdem jede in einem bikompakten Raume $
liegende abgeschlossene Menge F' durch einen einzigen Punkt & (mit passend ge-
wihlten Umgebungen) so ersetzt werden kann, daB damit ein wiederum bikompakter
Raum %, entsteht, dessen Gebiet %, —& mit dem urspriinglichen Gebiete R — F
identisch ist. .
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Falle die gewiinschte Bedingung im II. Abzihlbarkeitsaxiome besteht®).
Da dasselbe Axiom eine fundamentale Bedeutung auch fiir das im vor-
liegenden Aufsatze von mir geloste Metrisationsproblem der im Kleinen
kompakten Réume hat, so halte ich es fiir zweckmaBig, auf den Zusammen-
hang zwischen diesem Axiome und anderen naheliegenden Raumeigen-
schaften kurz hinzuweisen:

Satz II. In einem metrischen Raume ist eine jede der folgenden
Eigenschaften?) dem II. Abzihlbarkeitsaxiome dgquivalent:

a) Bs gibt keine unabzihlbare Menge paarweise fremder Gebiete;

b) jede wohlgeordnete ab- oder zunehmende Menge wvon wverschiedenen
abgeschlossenen Mengen (oder Gebieten) ist hochstens abzdihlbar;

c) jede abgeschlossene Menge zerfdllt in einen perfekien und in einen
kochstens abzihlbaren Bestandieil;

d) die Summe von beliebig vielen Gebieten kann stets durch eine
Summe von héchstens abzihlbar w‘ele%%ba}eten ersetzt werden;

e) es gibt eine abzihlbare diberall dichte Teilmenge.

Dagegen gibt es (sogar bikompakte) fopologische Réume, in denen
alle diese Eigenschaften sowie das erste Abzdhlbarkeitsaxiom gleichzeitig
erfiillt sind, das II. Abzihlbarkeitsaxiom aber ungiltig ist.

Satz III. Wenn sn einem bikompakten topologischen Raume % das L.,
aber nicht das II. Abzihlbarkeitsaxiom giiliig ist, dann gibt es eine perfekie
Teilmenge Pc R wvon der Eigenschaft, daff keine Umgebung irgendeines
Punktes von P, als Relativraum betrachtet, demselben Axiome gendigt®).

Die perfekte Menge P kann sowohl nirgends dicht im Raume liegen,
als auch den ganzen Raum (oder ein gewisses Teilgebiet) vollstdndig
erfiillen.

Satz IV. Damit ein regulirer, dem II. Abzdhlbarkeitsaxiome ge-
niigender Raum R kompaki sei, ist es notwendig und hinreichend, daf
ein jeder diese beiden Eigenschaften besitzende und den Raum R als diberall
dichte Teilmenge enthaltende topologische Raum R mit R identisch ist.

% Diese Annalen 92, S. 275—-293. (Diese Arbeit ist bereits durch ,&* zitiert.) —
Wiahrend der Drucklegung dieser Arbeit ist eine gemeinschaftliche Note von P. Ury-
sohn und mir in den Pariser Comptes Rendus 177, S. 1274 erschienen, wo das all-
gemeine Metrisationsproblem fiir die topologischen Riume gelost ist. Ubrigens ist
zu bemerken, da8 die Einbettung des hier behandelten Falles in das allgemeine Me-
trisationskriterium nicht einfacher ist als der hier wiedergegebene Beweis selbst.
Dasselbe gilt auch vom soeben erwiihnten Urysehnschen Satze.

?) DaB alle diese Eigenschaften in topologischen Riumen aus dem II. Abzihl-
barkeitsaxiome folgen, war schon von Hausdorff bewiesen (loc. cit., Kap. VIII, § 3).

%) Fiir die kompakten (nicht bikompakten) Réume ist der Satz im allgemeinen
falsch. '
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Der Beweis der Satze IT und IIT ist leicht; wegen des Beweises des
Satzes IV verweise ich auf die in den ,, Fundamenta Mathematicae“ er-
scheinenden Arbeiten®), wo die ganze Theorie ausfiihrlich dargestellt ist.

4. Losung des Metrisationsproblemes fiir die im Kleinen kompakten
topologischen Riume.

Aus dem Fundamentalsatze 1 und dem Satze &, I ergibt sich
sofort, daB jeder im Kleinen kompakte, dem II. Abzihlbarkeitsaxiome ge-
niigende Raum R metrisierbar ist. Tatséchlich 1aBt sich ja R zu einem
bikompakten Raume R+ & =R erweitem;ﬂ\}zufolge dem in % erfiillten
II. Abzihlbarkeitsaxiome und der Regularitit des Raumes ist der Punkt &
der einzige Durchschnittspunkt einer gewissen abzidhlbaren Menge von Ge-
bieten, also ist nach dem Satze &, I der Charakter des Raumes B im
Punkte & gleich x,, also bekommt man ein abziahlbares Umgebungssystem
fiir den gesamten Raum R, indem man zu den (abzihlbar vielen) Um-
gebungen der simtlichen Punkte von R noch die Umgebungen des Punktes &
nimmt. Da R bikompakt ist, so ist R zufolge dem Urysohnschen Satze
auch metrisierbar; N ist also nicht nur metrisierbar, sondern der ganze
Raum %R liegt als Gebiet in einem kompakten metrischen Raume. Das
I1. Abzéhlbarkeitsaxiom driickt also eine hinreichende, aber (wie man sich
durch leichte Gegenbeispiele iiberzeugt) keine notwendige Bedingung fiir
die Metrisationsfihigkeit eines im Kleinen kompakten topologischen Raumes
aus. Es besteht dagegen der

Fundamentalsatz 2. Damst esn tm Kleinen kompakter topologischer
Raum metrisierbar ses, ist es notwendig und hinreichend, dafi der Rawm
entweder dem 1I. Abzihlbarkeitsaxiom geniigi oder sich in eine Menge
(beliebiger Machtigkeit) von paarweise fremden Gebieten zerspalten laft,
von denen ein jedes (als Relativraum betrachtet) dem II. Abzihlbar-
keitsaxziom geniigt®).

Es bedarf kaum eines Beweises, daB die soeben ausgesprochene Be-
dingung eine hinreichende ist. Man braucht also nur zu zeigen, daB jeder
im Kleinen kompakte metrische*') Raum, falls er dem II. Abzihlbarkeits-
axiom nicht geniigt, in eine Menge von diesem Axiom geniigenden Ge-
bieten zerfallt; das geschieht aber wie folgt:

) P. Alexandroff u. P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques compacts;
P. Alexandroff, Sur les espaces localement compacts.

10) Der Raum ist in diesem Fall auch bikompakt im Kleinen.

11) Ich schreibe schlechthin ,metrischer Raum* statt ,metrisierbarer topologischer
Roum*; da in dieser Arbeit nur topologische Eigenschaften von metrischen Raumen
vorkommen, so scheint mir kein Mifverstindnis mdglich zu sein.

gi thn ﬁ,km,& FN 2,%1&11 %fwg‘ ;d{{mﬂ; E”"%ﬂ”‘%‘m
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Hilfssatz. Vorausgesetzt sei ein metrischer Raum, der im Kleinen~
dem 1I. Abzghlbarkeitsaxiom geniigt?); dann lapt sich ein System wvon
den ganzen Raum vollstdndig definierenden, sphdrischen Umgebungen der-
art auswdihlen, daf jeder Raumpunkt tn hochstens abzdhlbar vielen dieser
Umgebungen enthalten ist.

Mit Zuhilfenahme des Zermeloschen Wohlordnungssatzes denken wir
uns die Menge aller derjenigen sphirischen Umgebungen des gegebenen
Raumes R, in welchen irgendeine abzihlbare Menge iiberall dicht ist, in
eine wohlgeordnete Menge

VIVQ..-Vn...Va...

von einem gewissen Ordnungstypus Q. (wo {2, eine Anfangszahl ist) ver-
wandelt. Wegen der Voraussetzung gibt es in V, eine iiberall dichte, héch-
stens abzdhlbare Menge D,. Wir setzen noch identisch @, = V,. Nehmen
wir an, es seien G, und D, fiir alle ¢ << 1 konstruiert, so setzen wir
definitionsgemif

=V.— (23 Ga)
a<llk
und es sei dann D; eine bestimmte, hochstens abzahlbare, in (Q}__ {iberall
dichte Menge. Wir definieren endlich -
D= 3 D,.
alfy
Es 148t sich leicht beweisen, daf .
1. D in % iiberall dicht ist; RN

2. die Méchtigkeit von der Durchschnittsmenge D-V. f?frw]"edes «
kleiner oder gleich n, ist. . .. a4 4

Es sel nun z ein beliebiger Raumpunﬁt und o, die obere Grenze aller
positiven Zahlen r, von der Art, daB ein jedes S(z,r,) **) eine hichstens
abzdhlbare, iiberall dichte Teilmenge enthdlt. Das System 2 von allen
Sphiren S (=, 1') wo ¢ = D und r < 3o, eine positive rationale Zahl ist,
bildet dann, wie man ohne besondere Schwierigkeiten bewezgen kann, ein
Umgebungssystem, wie wir es haben wolltenf). Damit witd der Hilfs-
satz bewiesen.

Es sei nun & ein beliebiger Punkt unseres Raumes, r® irgendeine
Sphére des Systems X, die den Punkt & enthilt.

12) Das heiBt eine gewisse Umgebung eines jeden Punktes soll, als topologischer
Raum betrachtet, dem II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigen.

18) S(z,r,) = Sphire vom Radius 7, und mit dem Zentrum « (im beliebigen
metrischen Raume ist diese Sphire der Inbegriff aller von x weniger als um r, ent-
fernten Punkte).

14) Der wesentliche Punkt des Beweises liegt in der Tatsache, daB aus £ S (a,r)
wo S (x,r) eine Umgebung des Systems I ist, die Relation x = S (£, o,) folgt.
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H
T

Es sei P,fé) schon definiert, und zwar so, daf dabei fﬂ'ag I1. Abzihl-
barkeitsaxiom giiltig ist (bei I ist es ja der Fall). Wir definieren
2, als Summe von I’ und allen Sphiren des Systems X, deren
Durchschnitt mit I'S' von Null verschieden ist. Man sieht sofort!s), daB
9, und also auch

r=rP+rP+rP+... +0°+...

dem II. Abzihlbarkeitsaxiom geniigt. Jetzt sagen wir fiir einen Augen-
blick, daB der Punkt 2 mit dem Punkte & verbunden ist, falls eine end-
liche Anzahl von Sphiren S;, Ss, ..., 8. des Systems 3 derart existiert, dafl

1. 8,0&; 2. 8;8i11=+0; 3. Sozr  (1Li<x—1)

Dann beweist man sofort, daB I'® aus allen mit & verbundenen Punkten
des Raumes $ gebildet ist. Infolgedessen ist es leicht zu sehen, daB,
wenn £ und % verschiedene Raumpunkte sind, entweder I'® = I'™ oder
Ir'®.r”— ist. Die Zerfallung des Raumes in punktfremde, dem II. Ab-
zéhlbarkeitsaxiom geniigende Gebiete ist damit erbracht, und der Funda-
mentalsatz 2 bewiesen.

Korollar 1. Damst ein zusammenhingender '), 2m Kleinen kom-
pakter topologischer Raum melrisierbar sei, ist das 11, Abzahlbarkestsaxiom
gleschzertig notwendig und hinreichend.

Korollar 2. Falls in einem zusammenhdngenden metrischen Raume
das II. Abzihlbarkeitsaxiom nicht giltig ist, existiert wenigstens ein Punkt,
so daf} tn ketner Umgebung desselben jenes Awxiom erfillt ist.

Alle diese Sitze konnen durch leicht konstruierbare Beispiele ver-

anschaulicht werden; sie erweisen sich auBerdem als keiner weiteren Ver-
scharfung oder Verallgemeinerung fahig.

Gottingen, den 10. Juli 1923.

P. 8. Die Hauptergebnisse dieser Arbeit sind im Jahre 1922 der Mos-
kauer Mathematischen Gesellschaft und am 26. Juni 1923 der Gottinger
Mathematischen Gesellschaft mitgeteilt worden.

15) Das ist eben die wesentliche Folge der durch den Hilfssatz ausgedriickten
Eigenschaft des Umgebungssystems 3.
1%) Im Hausdorffschen Sinne, loc. cit. S. 244,

(Eingegangen am 1. 8. 1923.)



