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Die charakteristischen Zahlen analytischer Kurven
auf dem Kegel zweiter Ordnung und ihrer
Studyschen Bildkurven.

Y
Von

Helene Stahelin in Basel.

Einleitung.

Herr Study hat wohl zuerst darauf hingewiesen, dall eine analytische
Kurve, die auf einer vorgegebenen Fliche liegt, nicht jede an sich még-
liche Singularitit besitzen kann. In seiner gedankenreichen Abhandlung:
, Uber 8. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln“?*) hat Herr Study fiir
die analytischen Kurven, die auf einer Fliche zweiter Ordnung, F,, mit
nicht verschwindender Diskriminante liegen, die Bedingungen aufgestellt,
denen die charakteristischen Zahlen®) der einzelnen Stellen der Kurve
geniigen miissen. Die analogen Bedingungen fiir analytische Kurven auf
einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung abzuleiten, ist eine erste Auf-
gabe der vorliegenden Arbeit.

Weiter hat Herr Study dann den Tangentenkomplex der F, auf ein
Punktkontinuum abgebildet und die Beziehungen studiert, die fiir die
Kurven auf der F,, betrachtet als Enveloppen ihrer Tangenten, und ihre
Bildkurven in jenem Punktkontinuum bestehen. Durch eine Parameter-
darstellung des Tangentenkomplexes der F, hat Herr Study jeder Tangente
zwei Punkte eines projektiven Punktkontinuums von drei komplexen Di-
mensionen zugeordnet, die dann und nur dann zusammenfallen, wenn die

1) E. Study, Uber 8. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln, Math. Ann. 86,
S. 40—77; 87, S. 207—228; 88, S. 215—241; 89, S. 298—314; 91, S.82—118 und
225—251.

%) Der Begriff der ,charakteristischen Zahlen einer Stelle der Kurve“ wird noch
erklirt werden.
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Tangente eine Erzeugende ist. Um die Abbildung eindeutig zu gestalten,
werden die Tangenten einem Orientierungsproze unterworfen. Der Linien-
komplex, der aus den ,,orientierten‘‘ Tangenten einer nicht-singuliren F,
besteht, ist nun Tréger eines quaterniren Gebietes und kann daher bi-
rational, und zwar ausnahmslos umkehrbar eindeutig, auf ein projektives
Punktkontinuum von drei komplexen Dimensionen abgebildet werden 3).
Den beiden Scharen der Erzeugenden der F, entsprechen die Punkte der
beiden Leitgeraden einer allgemeinen Linienkongruenz erster Ordnung und
erster Klasse. Jede analytische Kurve, die auf der F, verlauft, wird,
wenn man sie als Umbhiillungsgebilde ihrer orientierten Tangenten be-
trachtet, auf eine Asymptotenlinie einer geradlinigen Fliche, einer so-
genannten nicht-parabolischen Netzfliche ), abgebildet, die dieser Kon-
gruenz angehdrt®). Herr Study gelangt so zu Formeln, welche 8ie charak-
teristischen Zahlen der Asymptotenlinien nicht-parabolischer Netzflichen
mit denjenigen der zugehérigen Kurven auf einer allgemeinen F, ver-
binden ¢). Die analoge Aufgabe fiir die parabolischen Netzflichen durch-
zufiihren, ist eine zweite Aujgabe der vorliegenden Arbeit.

In meiner vollstéindigen Dissertation?) habe ich sie zun#chst dadurch be-
handelt, daB ich die Studysche Methode auf die analytischen Kurven auf dem
irreduziblen Kegel zweiter Ordnung, K,, angewandt habe. Die Parameter-
darstellung des Tangentenkomplexes dieser Fliche wird dabei mit Aus-
nahme der Tangenten, die durch den Scheitelpunkt des Kegels gehen, und
die nicht Erzeugende sind, umkehrbar eindeutig. Der Orientierungsprozefl
fallt also weg. Im einzelnen findet man folgendes: Der Gesamthest der
geradlinigen Erzeugenden des Kegels entsprechen bei der Abbildung die
Punkte einer Geraden, die Leitlinie einer speziellen irreduziblen linearen
Kongruenz ¢st. Jedem Tangentenbiischel des K, entspricht eine Gerade,
welche die Leitlinie schneidet und dann und nur dann eine Gerade dieser
Kongruenz ist, wenn der Scheitelpunkt des Tangentenbiischels auf der Flache
liegt. Im Schestelpunkt des Kegels ist die Abbildung nicht mehr ein-
deutig, sondern jeder Geraden, die durch diesen Punkt geht, enispricht
etn Punktepaar der Direktriz der speziellen Linienkongruenz des Bild-
raumes. Diese Punkie sind die Bildpunkte der Erzeugenden, lings welchen
die Tangentialebenen, die man durch die Gerade an den Kegel legen kann,

) E. Study, 1 c. Math. Ann. 86, S. 46.

4) H. Mohrmann, Uber die Haupttangentenkurven auf den Netzflichen, Math,
Ann, 73.

% E. Study, Math. Ann. 88, S.222.

%) E. Study, Math. Ann. 87, 8.217,

7) H. Stihelin, Basler Dissertation 1924. (Ein Exemplar dieser Dissertation in
Maschinenschrift kann von der Universititsbibliothek in Basel entlichen werden.)
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diesen beriihren. Sie fallen dann wund nur dann zusammen, wenn die
Gerade eine Erzeugende des Kegels ist. Schlieft man diejenigen (un-
esgentlichen) Tangenten, die durch den Scheitelpunkt des Kegels gehen
und nicht Erzeugende sind, aus, so entspricht jeder Tangente umbkehrbar
eindeutig ein Punkt einer komplexen dreidimensionalen Punkimannig-
faltigkest. Jeder analytischen Kurve, die auf dem Kegel liegt, entspricht,
wenn man sie als Enveloppe threr Tangenten betrachiet, eine Asympioten-
linte eimer parabolischen Nelzfliche, deren geradlinige Erzeugende der
speziellen Kongruenz des Bildraumes angehoren. Mit Hilfe der von Herrn
Study angegebenen Methoden gelangt man so auch zu den Beziehungen,
die zwischen den charakteristischen Zahlen der analytischen Kurven auf
dem Kegel zweiter Ordnung und denjenigen ihrer Bildkurven, den Asym-
ptotenlinien auf parabolischen Netzflichen, bestehen.

Im folgenden soll nun ein anderer Weg eingeschlagen werden, auf dem
man unschwer zu dem gleichen Ziele gelangt und gleichzeitig die Bedingungen
gewinnt, denen die charakteristischen Zahlen der Stellen von analytischen
Kurven auf einem irreduziblen Kegel zweiter Qrdnung geniigen miissen.
Der Weg ist von Herrn Mohrmann®) gewiesen worden und beruht auf
dem Gedanken ?), die (parabolischen) Netzflachen als Orter von Schmiegungs-
strahlen von Kurven zu betrachten, die einem allgemeinen linearen Kom-
plex angehdren und somit nur in sich duale Stellen besitzen.

L

Die Punkte in der Nachbarschaft eines beliebigen Punktes O einer
analytischen Kurve im projektiven Punktkontinuum z,:z,:2,:z, liegen
auf einem oder mehreren Zweigen, Es 138t sich stets ein uniformisierender
Parameter £ so bestimmen, da die Koordinaten der Punkte eines solchen
Zweiges in einer gewissen Umgebung seines Ursprunges O sich in der
folgenden Form durch nach wachsenden Potenzen von ¢ fortschreitende
Potenzreihen darstellen lassen:

(1) =1, x,=1% a=t"4+..., z=1+...

(0<a<b<c), )

) H. Mohrmann, Bemerkungen zu E. Studys Aufsatz: ,Uber S. Lies Geometrie
der Kreise und Kugeln®, Math. Ann. 89, S, 317,

%) Einem Gedanken, den schon Herr P. Moor in seiner Basler Dissertation (1924)
verwendet hat, um alle Netzflichen zu bestimmen, die eine Kurve dritter oder vierter
Ordnung als Haupttangentenkurve haben.

10) C. Jordan, Cours d’analyse 1, S. 409—415, 570.
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wo @, b, ¢ ganze Zahlen und relativ prim sind. Jedem Zweige durch den
Punkt O ist eine durch ihn hindurchgehende Gerade 7':

(2) (wz@yz)=0,")

die Tangente der Kurve an der Stelle t =0, und eine diesen Punkt ent-
haltende Ebene 8§

(3) (zz@2®z)=0,
die Schmiegungsebene der Kurve an der Stelle ¢= 0, zugeordnet.
Setzen wir mit Study

(4) yv=a—1, ky=b—a—1, k=c—b—1]|,

so wird der Kurvenzweig an der Stelle = 0 charakterisiert durch das
Symbol
(& ks ke5). *?)

Ist k, =0, so nennen wir den zur Stelle #= 0 gehorigen Punkt
reguldr, andernfalls singuldr. Sind alle %, gleich Null, so ist die Stelle
t =0 eine reguldre, in jedem anderen Falle eine senguldire oder stationdre
Stelle der Kurve.

Die Zahlen k; haben folgende geometrische Bedeutung: Jede Ebene
durch den Ursprung O des Kurvenzweiges, welche die Tangente 7 in
diesem Punkte nicht enthilt, schneidet die Kurve an der Stelle £ =0 in
k,+1 Punkten; jede Ebene durch die Gerade 7', die aber nicht die
Schmiegungsebene § ist, schneidet die Kurve an der Stelle t=0 in
k, + &, + 2 Punkten; die Ebene S selbst hat k, +k,+ %, + 3 bei O
liegende Punkte mit der Kurve gemein. Daraus folgt sofort, daf die
Zahlen k,, k,, k, dieselben sind fiir alle zueinander kollinearen Kurven-
zweige. Wir kénnen daher in den folgenden Betrachtungen von einer be-
liebigen, mit einem vorgegebenen Zweige behafteten Kurve ausgehen, ins-
besondere auch von einer algebraischen.

Jede algebraische Kurve mit zwei und nur zwei projektiv dquivalenten
Zweigen ist rational und liegt in einem linearen Komplex L,. *®) Sie hat
daher an jeder Stelle eine Charakteristik der Form (x,x,,»). Im pro-

1) Dag Symbol (x 2@y z) bedeutet die Determinante, die aus den Koordinaten
des Punktes {=0, ihrem a-ten Differentialquotienten nach dem Parameter ¢ und
den Koordinaten der variablen Punkte y, 2z gebildet ist.

) E. Study, 1. c. Math. Ann. 87, 8. 212. — Vgl. auch Enzykl. d. M. W. IIIC7
(Segre), 8.879.

18y H. Mohrmann, Bestimmung der algebraischen W-Xurven, Math. Ann. 89,
8. 260—271. — Derselbe: Uber die algebraischen W-Kurven im r-dimensionalen
Raume, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 47, S.1—29.
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jektiven Punktkontinuum &,:& :£,:&, kann eine solche Kurve stets mit
Hilfe eines Parameters ¢ dargestellt werden in der Form

I g, = T Y

4 —_ B
(5) Borto=r
£ =1t" =t

153“—:1 (0 <ny <),

wo u, und n, ganze Zahlen und relativ prim sind.
An der Stelle £ =0 hat diese Kurve die charakteristischen Zahlen

x=mn,—1, Hy =Ty — Ny — 1,

und es ist
a=1x-+1, B=u—1x+2, y=2x112+3.

Sie kann an dieser Stelle jede mogliche Singularitit annehmen, und jede
analytische Kurve, die einem linearen Komplex angehért, kann daher an
dieser Stelle durch eine solche Kurve angendhert werden. Wir kénnen
also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit unseren weiteren Untersuchungen
die Kurve (5) zugrunde legen.

Wir bestimmen nun die parabolischen Netzflichen, die in der Schmie-
gungsstrahlenkongruenz der Raumkurve (5) enthalten sind. Diese Raum-
kurve ist Haupttangentenkurve der so bestimmten Netzfliche. Ordnen
wir dieser ihr Pliickersches Bild auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ord-
nung zu, so finden wir die Bedingungen, denen die charakteristischen
Zahlen an jeder Stelle einer analytischen Kurve, die auf einem irreduziblen
Kegel zweiter Ordnung liegt, geniigen miissen. Zugleich gelangen wir
auch zu den Beziehungen, die zwischen den charakteristischen Zahlen der
parabolischen Netzflichen und denjenigen ihrer Haupttangentenkurven an
jeder Stelle bestehen.

Die Netzflichen, welche der Schmiegungsstrahlenkongruenz der Kurve £(2)
angehGren, werden aus dieser Kongruenz durch einen weiteren linearen
Komplex L, ausgeschnitten. Da aber die beiden linearen Komplexe L,
und L, ein Biischel bestimmen, das zwei spezielle lineare Komplexe ent-
hilt, so kann der Komplex L, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als
spezieller linearer Komplex angenommen werden. Man findet daher die
parabolischen Netzflichen, die in der Schmiegungsstrahlenkongruenz der
Kurve Z(t) enthalten sind, indem man eine feste Gerade g, die Leit-
linie des speziellen Komplexes L,, welche zugleich dem Komplex L,
angehort, mit dieser Kongruenz zum Schnitt bringt. Der Ort der
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Schmiegungsstrahlen, welche die Gerade g treffen, ist die gesuchte Netz-
flache 14) 19),
Die Gerade g kann nun folgende Lagen zur Raumkurve &(¢) haben:
(A) g trifit weder die Tangente im' Punkte {= 0 noch den Punkt
t =0 der Kurve £(2).
(B) g trifit die Tangente, nicht aber den Punkt ¢ = 0 der Kurve &£(%).
(C) g geht durch den Punkt =0, ist aber nicht Tangente an die
Kurve £(t) in diesem Punkte.
(D) g ist Tangente der Kurve £(¢) im Punkte £(0).
Wir erhalten so vier verschiedene parabolische Netzflichen.
Wir bestimmen zunéichst den linearen Komplex L,, dem die Kurve (5)
angehért. Aus der Matrix
l tm-i»nz tn, tn-.- 1
(g )t T g™t 0 si
berechnen wir die Pliickerschen Koordinaten %, der Tangente im Punkte £(z)
dieser Kurve:

— 2 — + —
Fa=mt ™, Ey= " Fp=(n,+mn,)t",
Ep=mny , Ey=-—n "R E=(n, —n,)t"
Die Kurve (5) liegt also in dem linearen Komplex
(6) (g —my) B — (ny + 1) 5, =0

Die Koordinaten o, eines Schmiegungsstrahles im Punkte &(#) be-
stimmen wir aus der Matrix:
| 1+ Ny 1 %o |
! g £ t 1 hi
(ny + 7,) (my 4y — 1) g™ ny(ng —1)8"7" m, (n, —1)e™7" 0.
Es wird
Ooy = Mg (21 +my — 1)2°™, Oy = My (my — 1),
(7) Ooa = 1y (275 +- 0y — 1)2™7™, Oy = —my (n, — 1)t"7™,
Ogs = (0 + 1) (ny + 1y, — 1)¢™, 6= [n, (0, — 1) — 0y (n, — 1)]e™.
Wir erhalten simtliche Schmiegungsstrahlen 3, der Kurve £ (¢), wenn
wir in jedem ihrer Punkte das durch die Tangente X, und einen Schmie-
gungsstrahl (7) bestimmte Biischel =), - Ao, bilden:

%) H. Mohrmann, Bemerkungen zu E. Studys Aufsatz: ,Uber S. Lies Geometrie

der Kreise und Kugeln“, Math. Ann. 89, S. 317,
%) P. Moor, Netzflichen mit Haupttangentenkurven 3. und 4. Ordnung, Basler

Dissertation 1924.
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Sp=n,[1-+ (20, +n, —1)]8*",
Zpa=n,[1-+4i(2n,+n, —1)]t"™ "™,
Zop= (ny +ny) [1+ 2(n, +m, — 1)]2™,
Zp=mn[1+i(n, — 1)],

Lo =—n [1+A(n, —1)]t"7",

X =(n, —ny)[1+i(ny + n, — 1)]2".

Aus dieser Schmiegungsstrahlenkongruenz sollen nun diejenigen oo Geraden
ausgesondert werden, die eine feste Gerade g trefien, die dem linearen
Komplex (6) angehort. Die Koordinaten %, dieser Geraden miissen also
den Bedingungen geniigen:

— [ .
~ S
- -

23 02
(9) (ny — ny) Egg — (1
Eogg Ty T 51200 E10 2z T+ Zp1 Doz T Fpa 2y + Zps 210 = 0.

An der Stelle £=0 hat unsere Kurve (5) die Gerade &, = 0, £ =0
zur Tangente und die Ebene &, =0 zur Schmiegungsebene. Damit ist ihre
Lage zu dem der Parameterdarstellung (5) zugrunde gelegten Koordinaten-
tetraeder charakterisiert, und man sieht sofort, da man als Gerade g in
jedem Falle (A)—(D) eine Kante dieses Koordinatentetraeders wihlen kann,

- o o o
“o1 Ty T 23S =0

1+

S
w
—
A1
w

I

o

(A) Wir bringen die Kongruenz der Schmiegungsstrahlen zum Schnitt

mit der Geraden Z,, = 0.
(Ich fiihre die Rechnung nur fiir diesen Fall durch, da sie in den
anderen Fillen analog verlduft.)

Aus den Gleichungen (8) und (9) folgt, da8

1
Ny — 1

A= —
sein muB. Setzen wir diesen Wert in die Koordinaten (8) ein, so er-
halten wir

2y =2m, ™, Zoa= (ny+mn) g, 205 = (0, +my) 2™,
255 =0 > 231 = (n1 - nz)tnr%z’ 2= (nl - n-z)tnla

oder, indem wir durch den Faktor (n, — n,)#™ ™ dividieren und die 3,
als Koordinaten eines Punktes z im Raume von fiinf Dimensionen deuten:

27, Ny + Ny 42 Ny -+ n.
201 = xo = -——:—tnl+”z’ 202 = xl = _l;r__gt nl’ 203 — xg = _l_t,._gtn’

Ny —Ng 7y — Ny Ny —ny
S e e gM
Zp=u;=0 , Zp=r,=—1 s L =ay=1.

Wir fithren folgende kollineare Transformation aus:



Xy == —24
" —n
xfx 1 2
Ny byt

"oy
2n, "0

x__ "N
x, X, — X
4 ny +ﬂ2 2 3

z =z,

Dadurch geht die Parameterdarstellung der Netzfliche iiber in:

*
zg =1
* 2n
z, =1
* Ry
x, =1
10 }
1 ) x* t”x‘f‘ﬂz
=
*
xS =0
* __
zS = 0.

Das Pliickersche Bild dieser Netzfliche ist eine Kurve 2* (¢), die auf dem
Zylinder zweiter Ordnung

(11) 2f — 2t =0, 2z2Ff+0,
liegt. Thre Charakteristik an der Stelle £ = 0 ist
(By> by b)) = (g — 1, my — 1, ny — my — 1).

Es ist also

k,=kFk, |,

und, wenn wir unter @, b, ¢ wieder die durch die Gleichungen (1) defi-
nierten Zahlen verstehen,

b=2a.

Ferner folgt nach Gleichung (4):

Die Tangente an der Stelle =0 ist nicht Erzeugende, und die
Schmiegungsebene dort ist nicht Tangentialebene an den Zylinder zweiter
Ordnung (11).

Zwischen den charakteristischen Zahlen der Kurve (5) und denjenigen
der Netzfliche (10) an der Stelle : = 0 bestehen die Beziechungen

(by, by, boy) == (2, %, 2,)
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(B) Wir wahlen
g=5,=0
und erhalten als Parameterdarstellung der Netzfliche, die durch diese

Gerade aus der Schmiegungsstrahlenkongruenz der Kurve (5) ausgeschnitten
wird :

zyg=1
xl :,'t'Zm
z, =1"
z, = an n.
z =0

G u.

Die Kurve z(t) liegt aat dem Zylicer zweiter Ordnung
z, —x; =0, z,=+=0.
und hat an der Stelle 1=0 ..:

(y, &y, k3) = ! L i
Also ist

b=k, —k,—1|, {e=2a}.

Die Tangente an die Kurve z(¢) im Punkte ¢ =0 ist nicht Erzeugende
des Zylinders zweiter Ordnung. Die Schmiegungsebene hingegen beriihrt
ihn im Punkte z(0).

Ferner ist nach den Gleichungen (5)

(Tog, by, bog) = (% 4205+ 1, 22,%5) |o

(C) Als Gerade g wiihlen wir die Gerade
E,=0
02

und erhalten als Pliickersches Bild der zugehorigen Netzfliche die Kurve

z,=1

x, ="
z, ="

z, =M™

die auf dem Zylinder zweiter Ordnung
z, —xi=0, z=+0,
liegt. Sie hat an der Stelle =0 die Charakteristik
(kys ko ) = (R, — 1y — 1, my — 1, 0y — 1).

Mathematische Annalen. 93. 15
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Also ist

By=k, +k+1], {c=20}.

Die Tangente im Punkte x(0) ist Exzeugende des Zylinders, und die
Schmiegungsebene dort ist Tangentialebene.
Aus den Gleichungen (5) folgt:

(kys ks by) = (25, 2, % + %y + 1|

(D) Die entsprechende Annahme ist
g=2Ey, = 0.
Als Pliickersches L. z(¢) der zugehérigen Netzfliche erhalten wir die
Kurve

z,=1
gty

x, =1

x, =t

ry =",

Sie liegt auf dem Kegel zweiter Ordnung

2, %, —22=0, z,=1.
Der Ursprung dieser Kurve ist der Scheitelpunkt des Kegels, und ihre
Charakteristik an dieser Stelle lautet

Also st (Bys bgs ) = (ny — g — 1, My — 1, mp — 1.
so is

k,=k |, {a+c=2b}.

Die Schmlegungsebene im Punkte 2 (0) ist Tangentialebene des Kegels.
Ferner folgt aus den Gleichungen (5)

(ks> ks ka) = (%, %, %) |-

Aus unseren Untersuchungen folgt, daf gewisse Singularitdten fiir eine
analytische Kurve, die auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung liegt, von
vorneherein ausgeschlossen sind. So gibt es z. B. keine solche Kurve mit
der Charakteristik (0, 1, 0), also keine Kurve mit regulirem Punkt, ge-
wohnlicher stationirer Tangente und einer reguliren Schmiegungsebene.

1I.

Die Bedingungen, denen die charakteristischen Zahlen der Stellen von
analytischen Kurven auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung ge-
niigen miissen, fassen wir zusammen in dem
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Satz 1'%): Liegt die Kurve x(t) auf esnem irreduziblen Kegel zweiter
Ordnung, und ist t =0 ein reguldrer Punkt dieses Kegels, so bestehen fol-
gende dres Moglichkesten: -

(A) Die Tangente an der Stelle t = 0 ist nicht Erzeugende, und es vst

k,=1k,, {b=2a}.
Die zugehorige Schmiegungsebene ist nicht Tangentialebene der Fldche.

(B) Die Tangente an der Stelle t = 0 ist nicht Erzeugende, und es ist

ky=k, -k, +1, {c=2a}.

Die zugehorige Schmiegungsebene berwforl Gen sivyes 2w 1 v Urdue oy
im Punkt z(0).

(C) Die Tangente an aer Sewe | — U wel L wijunit dee o
Dann ist

kg"—‘—'klﬁkz—l, {C=Zb},

und die Schmiegungsebene is. " o oo e Tl to s ot e 0

(D) Liegi der Ursprun, Jos rcoimonidelpe b a0 Sihoo s
Kegels, so ist die Schmieg. ;. . .. TP R T ‘

etne eigentliche Tangeniialebene des Kegelo, und es st themer
ky=1Fk,, {a —-¢c=2b}.

Unsere Untersuchungen haben ferner gezeigt, wie die charakteristischen
Zahlen der Haupttangentenkurven &(#) auf parabolischen Netzflichen mit
denjenigen der zugehdrigen Kurven z(¢) auf einem irreduziblen Kegel
zweiter Ordnung zusammenhingen. Wir wollen diese Ergebnisse noch in
folgendem Satze formulieren:

Satz II.'?) Fiir esne Kurve x(t) auf einem irreduziblen Kegel
zweiter Ordnung wnd die thr zugeordnete Asymptotenlinie &(t) einer para-
bolischen Neizfldche bestehen an erner beliebigen Stelle t =0 folgende
Moglichkesten:

(A) Die Tangente im Punkte  (0) |  (A) Die Tangente des Punktes £ (0)
ist nicht Brzeugende des srreduziblen | ist keine Gerade der speziellen
Kegels zweiter Ordnung, und seine | linearen Kongruenz, welcher die Er-
Schmiegungsebene ist micht Tan- | zeugenden der Netzfliche angehoren.
gentialebene.

Die charakteristischen Zahlen der Punkte x(0) und £(0) sind ver-
bunden durch die Qleichungen:

(kys boys oy} = (2, %, ,).

16) Vgl. hierzu E. Study, Math. Ann. 87, S. 217.
17) Vgl. E. Study, Math. Ann. 87, S. 221.
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(B) Die Tangente tm Punkte 2(0) | (B) Der Punkt £(0) liegt nicht
28t nicht Erzeugende, aber seine | auf der Lestlinie der Kongruenz,
Schmiegungsebene ist Tangential- | aber sesme Tangente ist eine Gerade
ebene des Kegels. dieser Kongruenz.

Die zugehorigen charakteristischen Zahlen geniigen den Bedingungen:
(kys bys o) = (2 + 23+ 1, %, %)

(C) Die Tangente im Punkie 2(0) |  (C) Der Punkt £(0) liegt auf der
zst Erzeugende des Kegels, aber der | Leitlinie der Kongruenz, welcher die
Punkt x(0) ist ein requldrer Punkt | Netzfliche angehort. Seine Tangente
des Kegels. Seine S . egungsebene | ist aber nicht die Leitlinie dieser
ist Tangentialebene v Fldche. [ Kongruenz.

Die charakteristischen Zahlen an dieser Stelle sind verbunden durch
dee Qleichungen :

Ubys Ty Feg) = (a5 %, =+, + 1),

(D) Der Punkt x.0) ist der Schei- ' (D) Die Tangente im Punkte & (0)
telpunkt des Kegels Die Schmie- | ist die Leitlinie der Kongruenz,
gungsebene ist Tangentialebene dieser % durch welche die Netzfliche geht.
Fliche. |

Zwischen den charakteristischen Zahlen an dieser Stelle bestehen die
Qleichungen :
(Fogs Fogs Fig) = (25, ¢, %).

Aus Satz II folgt, daB reguliren Punkten der einen Kurve auch
singulire Punkte der anderen Kurve entsprechen konnen. Wir wollen die
Bedingungen, unter denen dieser Fall eintritt, noch besonders formulieren:

Einem reguldren Punkte z(0) der Kurve (%) entspricht immer dann
und nur dann ein singuldrer Punki £(0) der Kurve &(t), wenn seine
Tangente stationdr und daher eine Erzeugende des trreduziblen Kegels
zweiter Ordnung ist. Der Punkt &(0) liegt dann immer auf der Lest-
linte der speziellen Kongruenz, welcher die Erzeugenden der Netzfliche
angehoren:

{a=1, b>2; k=0, k, >0}.

Die Bedingung, daB die Tangente im Punkte 2(0) mebr als drei-
punktig berithren muf, die bei Kurven () auf einer Fliche zweiter
Ordnung mit nicht verschwindender Diskriminante hinzutritt®), wenn
einem reguliren Punkte x(0) ein singulirer Punkt £(0) entsprechen soll,
fallt also hier weg. Dadurch wird das wesentlich verschiedene Verhalten

16y E. Study, Math. Ann. 87, S.223.
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der Asymptotenlinien parabolischer Netzflichen von demjenigen der Haupt-
tangentenkurven nicht-parabolischer Netzflichen bedingt.

Einem reguliren Punkte &(0) der Kurve &(t) entspricht immer dann
und nur dann ein singuldrer Punkt z(0) der Kurve x(t), wenn seine
Tangente eine Gerade der speziellen Kongruenz ist, welcher die Erzeugen-
den der parabolischen Netzfliche angehoren, und auferdem eine von zwes
weiteren Bedingungen erfillt ist:

Entweder der Punkt £(0) liegt micht auf der Leitlinie dieser Kon-
gruenz,

oder er liegt auf dieser Leitlinie wund seene Dwoon! of saoinc

{a=1 2 .t~
wo «, die durch die Gieichungen (5, denaerten Zzhien siad.

Losen wir die in Satz II aufgestelicn Gleichungen (A) ois (D), cle

zwischen den charakteristischen Zahlen der Kurven x(#) und &(1) be-

stehen, nach den x auf, so . ‘ oo, < Tl
(A*) bis (D¥):

(ATY (oo, 0, = A mmn, i, w0~ Ly,

(B*) (2, 29, 2) = (ky, oy, £y),

(C*) (%, #q, 2) = (K, Ky, k)

(D*) (2 25 ) = (kg = kg, boy, Koy = kop).-

Daraus folgt, daB sich die Falle (A), (D) und (B), (C) dual ent-
sprechen.
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