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Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie
der Polynomideale.

(Unter Benutzung nachgelassener Sitze von K. Hentzelt.)
Von

Grete Hermann in Géttingen.

Die Ringbereiche, in denen die in der vorliegenden Arbeit auftreten-
den Ideale definiert sind, sollen Polynombereiche sein. Ein Ideal soll
gegeben heiffen, wenn eine Basis des Ideals bekannt ist, es heif3t berechen-
bar, wenn sich eine Basis berechnen liBt. In dieser Arbeit soll es sich
darum handeln, die fiir ein gegebenes Ideal m charakteristischen Ideale
und Polynome zu berechnen. Die Berechnung stiitzt sich dabei anf die
Ideal- und Eliminationstheorie, wie sie von E. Noether und K. Hentzelt
entwickelt ist !). Fiir die benutzten Grundbegrifie verweise ich insbesondere
auf die Zusammenstellung N. § 1. Einige Anderungen in den Definitionen
und weitere Zusitze werden in § 1 dieser Arbeit gegeben.

Die folgenden Rechenmethoden werden Berechnungen mit endlick
wvielen Schritten sein. Die Behauptung, eine Berechnung kann mit endlich
vielen Schritten durchgefithrt werden, soll dabei bedefiten, es kann eine
obere Schranke fir die Anzahl der zur Berechnung notwendigen Opera-
tionen angegeben werden. Es geniigt also z. B. nicht, ein Verfahren anzu-
geben, von dem man theoretisch nachweisen kann, da es mit endlich
vielen Operationen zum Ziele fiihrt, wenn fiir die Anzahl dieser Opera-
tionen keine obere Schranke bekannt ist®). Die in der vorliegenden Arbeit

3) E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921), S. 24—66.
K. Hentzelt, Zur Theorie der Polynomideale u. Resultanten, bearbeitet von E. Noether,
Math. Annalen 88 (1922), S. 53—79, zitiert H.N. E. Noether, Eliminationstheorie
und allgemeine Idealtheorie, Math. Annalen 90 (1923), 8. 229—261, zitiert N. Fiir
die benutzten Begriffe der Korpertheorie sei verwiesen auf E. Steinitz, Algebraische
Theorie der Kérper, Journal fiir Mathematik 137 (1910), S. 167—309, zitiert St.

%) Macaulay, der im AnschluB an die Laskersche Arbeit [Zur Theorie der
Moduln nnd Ideale, Math, Annalen 60] Wege zur Berechnung der zu einem Ideal
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auftretenden Schranken werden dabei speziell nur von der Anzahl n der
Variablen, der Anzahl ¢ der Basiselemente des Ideals und dem Maximal-
grad g dieser Basiselemente abhingen, sie sind unabhingig von den Ko-
effizienten dieser Basiselemente. Mit Hilfe dieser Schranken, die angeben,
bis zu welchem Grad die Variablen beriicksichtigt werden miissen, werden
sich die Probleme zuriickfithren lassen auf Probleme der Determinanten-
und Elementarteilertheorie, die sich nach bekannten Methoden mit endlich
vielen Schritten erledigen lassen.

Den in §§ 6—8 gelieferten Methoden, mlt denen sich alle fiir das
Ideal m charakteristischen Ideale und Polynome berechnen lassen, miissen
in §§ 2—5 einige vorbereitende Sitze vorausgeschickt werden. Das Auf-
suchen der zu einem Ideal m gehdrigen Primideale entspricht dem ein-
facheren Problem der Zerlegung eines Polynoms in Primfunktionen und
fiihrt auch darauf zuriick, § 2 wird deshalb zunidchst die Zerlegung eines
Polynoms in Primfunktionen behandeln. Die hier benutzten Methoden
sind von Kronecker®) angegeben. Kronecker beschrankt sich allerdings
auf Korper der Charakteristik Null, und in ihnen nur auf endliche alge-
braische und transzendente Erweiterung des Primkorpers. Seine Methoden
lassen sich direkt auf Korper beliebiger Charakteristik, und zwar auf end-
liche algebraische und endliche oder unendliche transzendente Erweite-
rungen des Primkérpers ausdehnen. Fiir den Fall unendlicher algebraischer
Erweiterungen mufl man Steinitzsche Uberlegungen zu Hilfe nehmen.

Die Satze der weiteren Paragraphen sind idealtheoretisch. In §§ 3—5
werden die Grundlagen zur Berechnung der oberen Schranken gegeben, die
die spiteren Berechnungen erst ermdglichen. Zunichst ist es notwendig,
daB die einfachsten Rechenoperationen der Idealtheorie, die Bildung von
Produkt und Quotient, kleinstem gemeinsamen Vielfachen und gréBtem
gemeinsamen Teiler mit endlich vielen Schritten durchgefiibrt werden
konnen.. Die Methoden dafiir werden sich, soweit sie nicht trivial sind,
in § 8 als Anwendungen eines Hilbertschen Satzes*) ergeben. §§ 4 und 5
bringen Kriterien fiir die Teilbarkeit eines Polynoms durch ein Ideal, und

gehorigen Primideale und der Exponenten von Primédridealen angibt, hat keine solche
obere Schranke. Macaulay, On the Resolution of a given Modular System, Math.
" Annalen 74, Anmerkung *), S. 81.

3) Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GroBen,
§ 4, Journal fir Math. 92 (1882), S. 1—122.

4) Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen 26 (1890),
S. 473—534. Der hier benutzte Satz ist ein Teil des Theorems 3 iiber das Abbrechen
der Syzygienkette. Derselbe Satz steht auch bei Konig [J. Konig, Einleitung in die
allgemeine Theorie der algebraischen GroBen]. Kénig benutzt dieselbe Methode wie
Hilbert, geht aber falschlich von nur einer Gleichung aus, ohne zu bemerken, daB der
InduktionsschiuB doch auf ein Gleichungesystem fiihrt.

Mathematische Annalen. 95. 48
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zwar ist das in § 4 gelieferte Kriterium rein formal, die Teilbarkeit hingt
von der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems ab, das sich aus den
Koeffizienten des gegebenen Polynoms und denen der Basiselemente des
Ideals berechnen 148t. Es ist zur Anwendung dieses Kriteriums also nicht
notig, daB man den inneren Aufbau des Ideals kennt. Dagegen liefert
der in § 5 gebrachte Henizeltsche Nullstellensatz ein Kriterium, das zugleich
inhaltlich Aufschluf fiber den Bau des Ideals gibt. Er gibt nidmlich eine
Schranke fiir den Grad, in dem ein Polynom mindestens in den trans-
zendenten Nullstellen des Ideals verschwinden muB, um durch das Ideal
teilbar zu sein. Wegen seiner begrifflichen Fassung ist dieses Kriterium
gegeniiber dem in § 4 gegebenen schon an sich von eigenem Interesse;
im speziellsten Fall kommt es auf den Noetherschen Fundamentalsatz
der algebraischen Funktionen zuriick. AuBerdem aber wird sich zeigen,
daB die hier berechnete Zahl bereits eine obere Schranke ist fiir den
kleinsten Exponenten von Primiridealen, die in einer Zerlegung von m
auftreten konnen.

Als Anwendungen der Sitze von §§ 2—5 ergeben sich nun in §§ 6—8
die Berechnungen der wesentlichen Ideale und Polynome. § 6 lLiefert zu-
nichst die Berechnung der Grundideale, bei der sich gleichzeitig die Be-
rechnung von Norm und Elementarteilerform des Ideals ergibt. Damit
sind die fiir die Eliminationstheorie wesentlichen Polynome berechnet, aus
deren Zerlegung man die Nullstellen des Ideals erbdlt. In § 7 werden
Methoden zur Berechnung der zum Ideal m gehdrigen Primideale ange-
geben; diese werden komplizierter, wenn der fiir die Polynome des Ideals
zugrunde gelegte Koeffizientenbereich ein unvollkommener Korper ist,
als im Fall des vollkommenen Korpers. In § 8 wird schlieBlich gezeigt,
wie man unter Anwendung des Hentzeltschen Nullstellensatzes zu jedem
zum Ideal m gehorigen Primideal ein Primirideal findet, das in einer Zer-
legung von m auftreten kann. Mit diesen Primaridealen hat man natiirlich
auch die isolierten Komponenten des Ideals.

) Die Sitze von §§ 4 und 5, sowie Satz 6 in § 6 sind einem Manu-
skript von K. Hentzelt entnommen. Hentzelt gibt sie dort allerdings nur
in recht uniibersichtlichen Formeln, denen die begriffliche Deutung fehlt.
Ich habe diese Fassung durch eine begriffliche ersetzt und die Schranken,
deren Berechnung Hentzelt nur andeutet, explizit angegeben. Ferner war
es beim Hentzeltschen Nullstellensatz nétig, die Behauptung durch Be-
nutzung des Begriffs der transzendenten Nullstelle etwas zu erweitern.
Hentzelt spricht nur von der Gesamtheit der algebraischen Nullstellen
eines Ideals und hat so nicht die fiir das Folgende wesentliche Einteilung
der Nullstellen - nach der Dimension der Primideale, Die in den Hentzelt-
schen Beweisen benutzte Methode des Reduzierens der Gradzahlen durch
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eine regulire Determinante — d. h. durch eine Determinante, die ein
regulares Polynom darstellt — hat Hentzelt aus dem Hilbertschen Be-
weis, der in § 3 gebracht ist, iibernommen, so daf die Beweise der Sitze
in §§ 3—5 ganz parallel laufen. Hentzelt bezweckte mit seinen Sitzen
nur die Erledigung der Fragen der Eliminationstheorie mit endlich vielen
Schritten, er wollte Norm und Elementarteilerform eines Ideals berechnen.
Wie die Anwendungen §§ 6—8 zeigen, lassen sich aber bereits alle fiir
das Ideal charakteristischen Ideale unter Zugrundelegung seiner Sitze
berechnen.

§1.
Grundbegriffe.

Die Definitionen des zugrunde gelegten Bereichs, des transformierten
Ideals, der Moduldarstellung des Ideals, seiner isolierten Komponenten,
der Elementarteilerform und Norm, sowie die fiir Ideale giiltigen Zer-
legungssétze sind gegeben N.§1, 1—3, 5—7, 9.

1. Bezeichnungen. Es bezeichne [f] den Grad des Polynoms flz,...z,)
in allen Variablen; [f], den Grad von fin z,...2,. %, g%, " usw.
sollen nur von z; ...z, abhingende Polynome bedeut;en.

Bezeichnet P irgendeinen Korper, und sind ¢, ..., irgendwelche in
einem Erweiterungskorper von P gelegene, in bezug auf P algebraische
oder transzendente Grofen, so bedeute P(e, ... ) den aus P durch Ad-
junktion der e, ..., hervorgehenden Kérper, P[e,...«,] den Ring der
Polynome in ¢, ...«, mit Koeffizienten aus P. Ist der den nicht
‘transformierten Idealen zugrunde liegende Korper, P der der transformierten,
so ist mit diesen Bezeichnungen nach N. §1, 1

P-= E(u11 e U,)s
wo die wu;; di_e Transformationskoeffizienten bedeuten, wihrend sich die
Ringbereiche &t und R der nicht transformierten und der transformierten

Ideale so schreiben lassen:

R=P[y, ... 9,
R=Plz,...2,]=P(uy...u,)[z,...2,]. '
2. Die Dimension eines vom Einheitsideal o verschiedenen Prim-
ideals sei nun im Gegensatz zu N. § 1, 8 auf folgende Weise definiert:
Der Restklassenring von % nach einem von o verschiedenen Primideal p
ist nach Definition ein Ring ohne Nullteiler, kann also zu einem Rest-
klassenkérper R | p durch Adjunktion von Elementenpaaren erweitert werden.
%|p ist Erweiterungskdrper von einem zu P isomorphen Korper (P).

Der Transzendenzgrad » von R |p in bezug auf (P) heiBt Transzendenz-
48%
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grad oder Dimension von P, und es wird 0 < » < n. DaB diese Definition
sachlich mit der von N. § 1, 8 iibereinstimmt, folgt direkt aus N. Satz 5,
3. Die Definition der Grundideale soll sich nun sachgemif an die
der Dimension der Primideale anschliefen. Die isolierte Komponente des
Ideals m, zu der alle zu m gehorigen Primideale n — p-ter und héherer
Dimension und nur diese gehdren, -heifit das p-te Grundideal g, von m.
Es folgt sofort: g,_; ist das o — 1-te Grundideal von g,; g, ist mit
seinem p-ten Grundideal identisch. Ideale, fiir die das erste von p ver-
schiedene Grundideal mit dem Ideal identisch ist, haben nur zugehdrige
Primideale einer bestimmten Dimension. Nach N. Satz 8 und 10 stimmt
auch diese Definition fiir transformierte Ideale mit der N. §1, 4 ge-
gebenen iiberein, so daBl auch- darauf zuriickgegriffen werden kann.

4. Neben transformierten Idealen werden auch transformierte Moduln
und Qleichungssysteme auftreten. Ein Modul aus Linearformen mit Ko-
effizienten aus P[x, ... z,] heifit transformiert, wenn er durch die Trans-
formation y = U(x) und die Adjunktion der unbestimmten Transformations-
koeffizienten zum Korper P aus einem Linearformenmodul mit Koeffizienten
aus P[y, ... y,] hervorgegangen ist. Ebenso heiBt ein lineares Gleichungs-
system mit Koeffizienten aus P [z, ...x,] transformiert, wenn es durch
y="U(x) aus einem linearen Gleichungssystem mit Koeffizienten aus
P[y,-..y,] hervorgegangen ist. Bei transformierten Moduln und Glei-
chungssystemen kann stets die Existenz einer nicht verschwindenden
Determinante, deren Rang mit dem von Modul oder Gleichungssystem
iibereinstimmt, vorausgesetzt werden, die ein in bezug auf z; [¢=1...2]
regulires Polynom darstellt. Eine solche Determinante soll auch als.
regulire Determinante bezeichnet werden.

Nach N. Hilfssatz 1 gehen Prim- und Primérideale durch die Transfor-
mation y = U(z) wieder in Prim- und Primirideale iiber. Es gilt auch das
Umgekehrte. Transformierten Prim- und Primaridealen entsprechen bei den
nicht transformierten Idealen wieder Prim- und Primérideale. Es sei ndmlich g
ein transformiertes Primirideal, § das entsprechende nicht transformierte
Ideal. @ und b seien GréBSen aus R, @ und b die durch Transformation
daraus hervorgehenden Polynome. Dann folgt aus @-b = 0(7), 6*==0(q)
fiir jedes %, auch a-b=0(q), b*==0(q) fiir jedes x, es wird also a=0(q)
und folglich amch @=0(§q). @ ist also Primérideal. Ist q Primideal,
und ersetzt man dementsprechend in diesen Uberlegungen » durch 1, so
ergibt sich: § ist Primideal. Da Teilbarkeiten beim Hin- und Hertrans-
_ formieren erhalten bleiben, so gehen zugehérige Prim- und Primirideale

in zugehdrige iiber. Ferner wird die Dimension eines Primideals durch
die' Transformation nicht geindert [vgl. N. FuBnote *%)]. Nach N. Hilfs-
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satz 2 kann man in der Darstellung eines nicht transformierten Ideals
als kleinstes gemeinsames Vielfaches grofiter primirer Ideale die urspriing-
lichen Komponenten einzeln transformieren, und erhilt so eine Darstellung
des transformierten Ideals als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches groBter
primirer Komponenten. Da die Dimension dieser Komponenten erhalten
bleibt, so ist also nach der Definition des Grundideals das g-te Grund-
idesal des transformierten Ideals das transformierte Ideal des o-ten Grund-
ideals des nicht transformierten Ideals, denn die entsprechenden Prim-
1deale gehen ineinander iiber, und ebenso gehen die isolierten Komponenten
des nicht transformierten Ideals durch Transformation in die des trans-
formierten Ideals iiber.

Da sich nun der Ubergang vom transformierten zum nichttransfor-
mierten Ideal mit endlich vielen Schritten ausfiihren 13t — -Riickgingig-
machen der Transformation, Aufspalten der Basiselemente nach Potenz-
produkten der Transformationskoeffizienten —, so kann man sich bei der
"Berechnung der Basiselemente der zu einem Ideal m gehérenden Prim-,
Primir- und Grundideale und der isolierten Komponenten auf transformierte
Ideale beschrinken. Sofern diese Ideale namlich eindeutig sind, sind sie
mit m auch transformiert. Die Primarideale sind die einzigen nicht ein-
deutigen, Bei ihrer Berechnung wird also extra nachzuweisen sein, dal
man transformierte Ideale bekommt.

5. Die Elementarteilerform eines Primideals im vollkommenen und
unvollkommenen Kérper. Der Korper P heillt vollkommen, wenn jede
Primfunktion in ihm in einem geeigneten Erweiterungskérper in getrennte
Linearfaktoren zerfillt, im entgegengesetzten Fall heiBt P unvollkommen.
Es gilt der Satz: Die Elementarteilerform eines Primideals ist eine Prim-
_ funktion, die eines Primirideals ist eine Potenz der Primfunktion, welche
Elementarteilerform des zugehérigen Primideals ist [N. Satz 1]. Im voll-
kommenen Korper gilt die Umkehrung: Ist die Elementarteilerform eines
Ideals Primfunktion, so ist das Ideal Primideal {N. Satz 13]. Im unvoll-
kommenen Kérper gilt nur: Ist die Elementarteilerform eines Ideals [echte
oder unechte] Primarfunktion, so ist das Ideal [echtes oder unechtes]
Primirideal; es kann im unvollkommenen Korper echte Priméirideale
geben, deren Elementarteilerform Primfunktion ist [N. § 6, Beispiel 2].

§2.
Polynomzerlegung in endlich vielen Schritten,

Vorgelegt sei ein Polynom f(z,...2z,) in einem Kérper P; es wird
gefragt nach der Zerlegung von f in Primfaktoren in einem Erweiterungs-
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korper von P, und zwar nach einer Zerlegung mit endlich vielen Schritten,
Durch die Kroneckersche Substitution

= Sd(n-l), 5)

in der d gréBer gewidhlt werden mufl als der Grad von f, kann dem f
eindeutig ein Polynom mit nur einer Variablen & zugeordnet werden,
derart, daB jedem Teiler von f ein Teiler dieses Polynoms entspricht.
Wegen der eindeutigen Zuordnung der Polynome ist deshalb mit der
Gesamtheit der Teiler des Polynoms in & auch die Gesamtheit der Teiler
von f bekannt. Man kann sich also auf die Zerlegung von Polynomen
einer Variablen beschrinken. Es wird sich zeigen, daf die Moglichkeit der
Zerlegung abhangt von der Beschaffenheit des Korpers, in dem zerlegt
werden soll. Am einfachsten ist das Problem, wenn der Erweiterungs-
koérper aus dem Primkérper durch Adjunktion endlich vieler algebraischer
und transzendenter Elemente hervorgeht. Hier gilt der Kroneckersche
Safz®).

Satz 1. Voraussetzung. K sei Primkorper, z [k=1...m] se
transzendent in bezug auf K(z,...2,_ (52,4122, € ... &); & [e=1..1]
ser algebraisch in bezug auf K(z,...2,50,...0,_,;0¢_,...¢).

Behauptung: In P=K(z...2,¢,...«,) lift sich jedes Poly-
nom f(x) met endlich vielen Schritten in Primfaktoren zerlegen.

Beweis durch zweimaliges Anwenden der vollstindigen Induktion.

1. I=0. Der Fall m =0 muBl verschieden behandelt werden, je
nachdem die Charakteristik von X den Wert 0 hat oder eine Primzahl p
ist. Im zweiten Fall ist der Beweis sehr einfach, da dann P = K nur
endlich viele Elemente enthilt; im ersten Fall liuft der Beweis dem
Schlu von » — 1 auf n ganz parallel, so da er mit diesem zusammen
gebracht werden kann.

a) Es sei also zundchst m =1=0; P = K sei von der Charakteri-
stik p, habe also nur p Elemente. Ist nun f(z) vom Grade r, so brauchen

als Teiler nur Polynome vom Grade q < % untersucht zu werden. Da K

nur p Elemente hat, die als Koeffizienten dieser Polynome in Frage kommen,

80 gibt es nur p([z]ﬂ) Polynome von einem Grad ¢ < % ‘Dabei bedeutet

%) J. Konig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GroBen.
Leipzig 1903, Kapitel II, §§ 3 und 4.

%) Siehe FuBnote %), Kronecker beweist den Satz allerdings nur fiir den Fall der
Charakteristik 0, wo endlich viele algebraische Erweiterungen in eine einzige zusammen-
gefaBBt werden konnen. Die dabei benutzten Methoden lassen sich aber sofort auf den
allgememeren Fall iibertragen.
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[%] die groBite ganze Zahl < % Diese Polynome konnen einzeln mit end-

lich vielen Schriften daraufhin gepriift werden, ob sie Teiler von f sind
oder nicht.

b) P enthalte unendlich viele Elemente, sei also entweder der Prim-
kérper K von der Charakteristik 0, oder P = K (z,...z,). Es bedeute [K]
den in K gelegenen Ring, der dem Ring aller ganzen Zahlen isomorph
ist, falls K von der Charakteristik O ist; andernfalls sei [K]= K. Es
sei [P] = [K][z,...2,]. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann f(z)
als GroBe aus [P][z] angenommen werden; ferner braucht man nach
bekannten Satzen iiber primitive Funktionen nur die Teiler von f zu
beriicksichtigen, die ebenfalls in [P][z] liegen.

Es sei ¢ < —;« Wir fragen nach der Existenz eines Teilers ¢ (z) vom

Grade g. Es seien s,...s, irgendwelche ¢ + 1 verschiedene Elemente aus
[K}[2,]. Ist K von der Charakteristik 0, so enthdlt K bereits unendlich
viele Zahlen, in diesem Fall sollen dies,...s, bereits Gréfen aus [K] sein.
Dann wird:

‘P(x)=‘P(So)go(x)+-’-+‘p(8q)gq(x)~

=(_x—s0)...(x—s._,)(x—s‘.,.!)...(z-—sq)

(8i—380) - -+ (86— 8i—1) (8 —8i42) ... (8—8,) "
Ist ¢ () Teiler von f(z), so muB @(s;) Teiler von f(s;) sein. Fiir ¢ (s;)
kommen aber nur endlich viele Werte in Betracht, die einzeln durch-
diskutiert werden sollen. Ist m =0, so ist f(s;) eine ganze Zahl, deren
endlich viele Teiler hingeschrieben werden konnen. Da der Satz nach la
fir Primkorper der Charakteristik p bereits bewiesen ist, so ist hiermit
der Fall m = 1= 0 vollstindig erledigt.

Wir konnen also annehmen, daB die Zerlegung eines Polynoms
in [K][z,...2,_,] mit endlich vielen Schritten erreicht werden kann.
f(s;) kann nun als GroBe in [K][z,...z,] aufgefalit werden als Polynom
in z, mit Koeffizienten aus [K][z,...2,_,], 4Bt sich also nach der An-
nahme mit endlich vielen Schritten in irreduzible Faktoren zerlegen.

2. Angenommen der Satz sei bereits fiir / —1 algebraische Erweite-
rungen bewiesen. e, sei algebraisch in bezug auf K(z,...z,¢;...¢_,).
Durch die Substitution z =y — u-e,, wo % ejne Unbestimmte bedeutet,
die zum Korper adjungiert wird und die nach 1. bei der Zerlegung nicht
stort, erreicht man es, daB f(y — ue,) sicher explizite von e, abhingt.
Man multipliziere f(y — u¢;) mit allen Polynomen, die hieraus hervor-
gehen, wenn ¢, iiberall in f durch seine in bezug auf K (2,...2, ¢«,...¢,_,)
konjugierten Elemente ersetzt wird. Das Produkt ist ein Polynom, dessen
Koeffizienten in K(z,...2,¢,...¢,_,) liegen, das sich also nach Voraus-

Dabei ist:

9;(x)
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setzung in diesem Korper mit endlich vielen Schritten in irreduzible
Faktoren zerlegen 1iBt. Die groBSten gemeinsamen Teiler dieser Faktoren
und des Polynoms f(y — u«,) sind die Teiler von f(y — u-¢,). Durch die
Substitution y = z + u ¢; erhidlt man daraus die gesuchten Teiler von f(z),
die sich also mit vielen Schritten berechnen lassen, q. e. d.

Der Fall, da8 zum Primkorper unendlich viele transzendente Ele-
mente adjungiert sind, laft sich sofort auf den -eben betrachteten Fall
zuriickfithren. Das vorgelegte Polynom kann namlich von diesen unendlich
vielen Elementen nur endlich viele enthalten, und kein ‘Teiler kann eins
dieser transzendenten Elemente enthalten, das das Polynom selbst nicht
enthilt, wenn man sich zum Zerlegen wieder auf [P][z] beschrinkt. Es
geniigt also die Zerlegung vorzunehmen in dem Korper, der aus dem
Primkorper entsteht durch Adjunktion der erforderlichen algebraischen
Elemente und der endlich vielen im Polynom auftretenden transzendenten
Elemente.

Anders wird es, wenn unendlich viele algebraische Elemente zum
Primkorper adjungiert sind. Hier gilt es nicht, daB ein im Polynom f(z)
nicht vorkommendes algebraisches Element auch in den Teilern von f nicht
vorkommen kann. Die Methoden des Kroneckerschen Satzes versagen hier.
Es 188t sich aber eine Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren sym-
bolisch in dem zu P gehorigen algebraisch abgeschlossenen Korper durchfithren.

Zunichst ist es jedenfalls mdglich, das Polynom in dem durch seine
eignen Koeffizienten bestimmten Korper in Primfaktoren zu zerlegen, da
unter den Koeffizienten nur endlich viele in bezug auf den Primkdrper
algebraische Elemente auftreten. Nach Steinitz kann man nun stets eine
Nullstelle j einer solchen Primfunktion g(z), fiir die also g(j)=0 ist,
symbolisch einfithren, denn der durch Adjunktion eines solchen Symbols
zum Koeffizientenkorper entstehende Bereich ist isomorph dem Restklassen-
korper nach der Primfunktion, also selbst ein Korper. Wendet man dieses
Verfabren endlich oft an, so erhidlt man eine Zerlegung des Polynoms in
Linearfaktoren, zu der bekanntlich bereits ein endlicher Erweiterungskorper
ausreicht, Ist dieser nicht selbst einem Unterkorper des vorgelegten Kor-
pers, in dem zerlegt werden soll, isomorph, so gilt das jedenfalls von
einem der endlich vielen Zwischenkorper, die den méglichen Zusammen-
fassungen in endlich viele Faktoren entsprechen.

§3.
Rechenoperationen der Idealtheorie.

Der Satz des § 3 soll zeigen, wie mit endlich vielen Schritten die
einfachsten Rechenoperationen der Idealtheorie durchgefithrt werden konnen.
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Es handelt sich um das Bilden. vom kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen
und groBten gemeinsamen Teiler, von Produkt und Quotient. Die Gesamt-
heit der Basiselemente zweier Ideale bildet eine Basis des groSten gemein-
samen Teilers der beiden Ideale, die sich also sofort hinschreiben li8t.
Ebenso ist die Basis des Produktes der beiden Ideale leicht zu finden.
Sie besteht aus den simtlichen Produkten von je einem Basiselement des
einen Ideals mit einem des andern. Schwieriger ist die Bildung der Basis
beim kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen und Quotienten. Die Methoden
hierzu wird der Hilbertsche Satz’ liefern?).

. Satz 2. Voraussetzuhg. Es seten f;; Polynome in x, ...z, mit
Koeffizienten aus P, also Grofen aus Pz, ...z, ].

Behauptung. Fir das Gleichungssystem
fir2s .-+ 1,2,=0

..........

.........

ft1z1+ +ftszs_0

lapt sich mit endlich wielen Schritten ein wollstindiges Losungssystem

berechnen, das ebenfalls aus GréPen aus Pz, ...z,] besteht. Ist q der

Maximalgrad der f,;, so uberschreiten die Polynome des vollstandigen

Losungssystems nicht den Grad m(t, g, n); dabes geniigt m der Reduktions-

formel m(t,q,0)=0, m(t,q,n)=q-t+m(t*q, q,n —1). Es wird also
n—1 i .

m(t, g, n) ;‘%(Q°¢)d

Dabei ist unter einem vollstindigen Losungssystem ein System von
Lésungen des Gleichungssystems zu verstehen, von dem jede andere Lésung
linear mit Koeffizienten aus P[z,...z,] abhingt.

Beweis durch vollstindige Induktion.

1. n=0: die Koeffizienten f;; und die gesuchten Losungen z; sind
Konstante, GroBen aus dem Korper P. Das Gleichungssystem liBt sich
bekanntlich in diesem Fall mit endlich vielen Schritten auflésen, das
Problem ist auf ein solches der Determinantentheorie zuriickgefiihrt. Da
liberhaupt keine Unbestimmten auftreten, ist der Grad aller Polynome 0.

2. Angenommen der Satz sei fiir » =7 — 1 [r> 0] bereits bewxesen
Es sei n=r.

a) Das Gleichungssystem sei transformiert. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann man voraussetzen, daB zwischen den Gleichungen keine
linearen Beziehungen ‘mehr bestehen, es ist also sicher t <s. Ist t=s,

7) Auf ‘die Moglichkeit ‘der hier aus dem Hilbertschen Satz gezogenen Folge-
rungen weigt bereits Macaulay hin. Math. Annalen 74.
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so ist z, =...=2,=0 die einzige Losung, bildet also ein véllstﬁ.ndiges
Losungssystem, der Satz ist fiir diesen Fall also bewiesen.
Es kann also angenommen werden s > ¢; ¢ ist der Rang von

li
\

| i -

fia--+hh,
NN

Man setze
{fl,-l...ﬁ,-t’
D; . = .

1""‘ 'y

feiy -« Tes,

wobei ¢, .. .4, irgendwelche ¢ verschiedene Zahlen der Reihe 1. ..s bedeuten.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf

fiz-o hie
fraee - fee

wird, und daB D vom hochsten Grad p <L g2 < m(2,q,r) wird, der
unter den D, . ;, iiberhaupt auftritt. Da das Gleichungssystem transfor-
miert angenommen ist, kann D als regulir in x, angenommen werden,
d. h. der Koeffizient von z° verschwindet in D nicht. Dann hat das ge-
gebene Gleichungssystem die Losungen:

D=0D,. .= +0

2 =-Dt+1;2...t; coize=Dy g4 Brr=D; Zpa=...=2,=0,

2y=Dyo.4; ccots=D; 4 1;8} 2ir1= ... =2_1=0; 2,=D,

die die ausgezeichneten Losungen des Gleichungssystems heilen mdgen.
Die Polynome dieser Loésungen iiberschreiten den Grad x nicht. Wegen
der Regularitit von D in z, 148t sich mit Hilfe dieser Losungen aus
jeder Losung eine andere [,..., ableiten, fiir die gilt:
erah <Pli=p;.. . [LLh<nu
und es gelten die Gleichungen:
Lh=fhé+.- -+ 1,5=0,

............

lb=ftlcl+ "'+ftaca=0'
Bedeutet nun F;, die zu.f;,, gehorende ¢ — 1-reihige Unterdeterminante
von D, so wird

...............................

0= FoLh+...+F, ='D€t+D1.-.z—1;t+1 Sopr+ .- Dx..-:—1;.cx‘
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Wegen
[Dy...ch < 1,
(Ll <p fir 1=1...5—1¢,
[D]x =
folgt daraus

[Cli<p fir i=1...¢t,
[£1]1<1u ﬁiI i=1.-.8.

also gilt allgemein

Es wird also

(2) 2)
Cl* 11 1 +---+§

L= &3l T 4. &L

Dabei sind die &7 gemiB der Bezeichnung § 1, 6 GroBen aus P[z,...2,].
Man setze diese Ausdriicke in die Gleichungen !, =...=1I,= 0 und ordne
nach Potenzen von z,. Die Koeffizienten dieser Potenzen, die nur noch
von z,...x, abhingen, miissen dann einzeln verschwinden. Man erhilt
also Gleichungen der Form

Pr1E . elT =0,

............

(})1(21)6(2) +.. _|__(P(’) (2) =0.
Dabei ist [p;;] < gund u-s =0 >7=put < g-1* Da fiir dieses Gleichungs-
system n=¢ —1 ist, so 14Bt sich nach Voraussetzung mit endlich vielen
Schritten ein vollstindiges Losungssystem berechnen, dessen Elemente den

Grad m(gt% g, r —1) nicht iiberschreiten.

EN...EX sei eine Losung dieses Gleichungssystems, dann ist
g gssy

§1~ SHERR S T
B a7 88
Losung des urspriingliclxen Gleichungssystems, und umgekehrt 1Bt sich
jede Losung des vorgelegten Gleichungssystems modulo den ausgezeichneten
Losungen auf diese Form bringen. Zusammen mit den ausgezeichneten
Losungen bilden also die aus dem vollstindigen Lésungssystem des von z,
unabhiingigen Gleichungssystems durch die angegebene Zusammensetzung
mit Potenzen von z, gebildeten Lésungen ein vollstindiges Losungssystem
des vorgelegten Gleichungssystems, das sich somit mit endlich vielen
Schritten berechnen 1iBt. Diese Losungen iberschreiten den Grad
u+m(gtt, g, r—1)<Lq-t+m(qt% q,r—1)=m(s, ¢, r) nicht.
b) Das Gleichungssystem sei nicht transformiert. Man transformiere
es durch z = U(2’) und berechne nach a). das vollstéindige Losungssystem
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des transformierten Systems. Da nach Riicktransformation 2’ =U"" (2
die Koeffizienten des Gleichungssystems wieder von den Unbestimmteun u,,
unabhingig sind, so bilden die bei gleichen Potenzprodukten der u,, in
den zuriicktransformierten Losungen stehenden Faktoren ein vollstindiges
Losungssystem der vorgelegten Gleichungen, das sich also auch in diesem
Fall mit endlich vielen Schritten berechnen 148t. Da beim Transformieren
die Gradzahlen der Polynome nicht wachsen, so gilt auch hier die Grad-
beschriankung, q.e. d.

Zusatz zu Satz 2. Sind ¢m Folle t =1 die Koeffizienten f; der
vorgelegten Gleichung homogen in Zs... 2, (0L 0Zn), so konnen die
im vollstandigen Losungssystem auftretenden Polynome als homogen in
Zy...%, angenommen werden, die Gradbeschrinkung von Satz 2 bleibt
bestehen.

Beweis. z,...2, sei irgendeine Lésung der Gleichung, es wird also

) fiey+...+f,2,=0.
Es sei

z81+"‘+z3fs=zs
die Aufspaltung dieser Polynome in Summanden, die in bezug auf z, ...z,
homogen sind, derart, daB je zwei dieser Summanden in 2,...z, ver
schiedenen Grad haben. Dann ist f;-z;, homogen in bezug auf z,...z,
fi-(2ix, + %x,) [k1 == ks) aber nicht. Spaltet man also die Gleichung

fizg+...+fiz,=0
in Bestandteile auf, die in 2,...z, homogen, aber untereinander vou ver-

schiedenem Grad sind, so dafl sie einzeln verschwinden miissen, so erbilt
man Gleichungen der Form

fizig, + -+ fi %2, =0.
Dabel gibt es so viele solche Gleichungen, daB jeder der Summanden
2 []: i 1'78‘) genau in einer Gleichung auftritt.

Die Systeme 2,z ...2,z, sind also Losungen der Gleichung. Von ihner
hingt die Losung 2,...2, linear ab; sie ergibt sich durch Summatior
iiber diese Losungen. Durch entsprechende Aufspaltung der in einem voll-
stindigen Losungssystem auftretenden Losungen, die sich nach dem an-
gegebenen Verfahren mit endlich vielen Schritten durchfithren 138t, erhall
man ein vollstindiges Losungssystem der Gleichung, das aus in zy...2,
homogenen Polynomen besteht und denselben Maximalgrad hat, wie das
urspriingliche Losungssystem, q. e. d. A
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Anwendung von Satz 2.

1. Berechnung des klesnsten gemeinsamen Vielfachen [a,b] zweier
Ideale a =(f,...f,) und b==(g,...g,) mit endlich vielen Schritten.

Es ist
¢ =0([a, b))

dann und nur dann, wenn
¢c=0(a) und ¢=0(b)
gilt, d. h. wenn
c=d,f,+...+df,=eg,+...+¢.9,
ist. Es wird also in diesem Fall
dfi+...+df,—eg —...—~¢49g,=0.

Nach Satz 2 148t sich ein vollstindiges Losungssystem dieser Gleichung
berechnen.

......

....................

=0, i+ ...+ d,fii=e19.+ ..+ &9,
eine Basis von [a,b]. Es wird also [a, 5] =(c,...c,).
2. Berechnung des Quotienten a:b.
Bekanntlich ist: a:b={[a:(g,)...a:(g,)]
Nun ist
=0(a:(g;)
dann und nur dann, wenn

¢-g;=28,f,+ ... +4.f,

wird, wenn also
cg;—df—...—8,f,=0

ist.
Nach Satz 2 1aBt sich ein vollstindiges Losungssystem dieser Gleichung
berechnen. ¢j;...cjm; seien die darin zu g; gehdrenden Faktoren. Dann ist

a:(gy)=(¢c1-.. c,-,,.j).

Die Basis von a:b={a:(g,)...a:(g,)] 148t sich nach 1 ebenfalls mit
endlich vielen Schritten berechnen.
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§4.
Gradbeschrinkung bei formalen Teilbarkeitssitzen.,

Satz 3 liefert nun ein Kriterium, mit Hilfe dessen man mit endlich
vielen Schritten feststellen kann, ob zwei Ideale durcheinander teilbar sind
oder nicht??).

Satz 3. Voraussetzung. M =(l,...1,) set ein Modul aus Linear-

formen in 2, ...z,, deren Koeffizienten Polynomef,,(z,...2,) aus P[z, ...z,)
sind, die von z, ...z, unabhingig sind. Es ses [f,] < g und

l'—'fll + +f;.s 8

l = ftl 2y + + f;s s ”
Es set 1=0(IN), also
l=a,l, +...+a)l
Behauptung. Diese Darstellung kann so gewdhlt werden, daf
[l <[ +2m(t¢;m).
Dabes vst m(t, g, n) genau wie in Satz 2 definiert.
Beweis durch vollstindige Induktion.
1. n=20. In diesem Fall ist der Satz evident, da alle vorkommenden
Polynome in den z vom Grade 0 sind. Es ist also sicher [a] = [I] +0=0.

2. Angenommen der Satz sei fiir » =7 — 1 bereits bewiesen. Es
sel »=r; p sel der Rang von

[faeefis]
g ftl M fts !i
Sicher ist p <. Wie in Satz 2 setze man
|
] fhl fhp Dt,...ip
! f? uHe fp‘tp i
und nehme an
fir--- 1p |
. .« e . =D1___p=.D=*=O.
fpr-- f, PP
s) Ein solches Kriterium bringt bereits Konig durch die Anﬁt'isung der inhomo-
genen Gleichung f, z, + ... +¥s2,=f unter Benutzung der Auflésbarkeit der homo-

genen Gleichung, wobei der Induktionssohluf gemiB der Anmerkung 4 modifiziert
werden mu8. Die in Satz 3 berechneten fiir das Weitere wxchtlgen Gradbeschrin -
kungen bringt Konig nicht.
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a) Angenommen M sei transformiert, dann kann D als regular in z,
angenommen werden. Dann ist
[D]1 =[D]<q 1.
Bedeutet F;; die zu f;; gehorende p — 1-reihige Unterdeterminante
von D, so enthilt I die Formen

_Fnz+ A F 1= 0(M),

.............

m—F b+ +F L =0(M)

. ppD
und zwar ist

my=Dz 4+ Dyi1e. p2pr1~+ ... +Dygs p2

.................

=Dzy+ Dy...p-1,p+12ps1F .+ Dy.po1,5%-.
Es wird [ F, k] < (t—1)-¢; [{,] £ q also [m;] < ¢-t, und zwar gilt das fiir
jeden Term der Darstellung durch die 7.

Es sei nun g(2)=g,2, + ...+ g,2, eine Linearform in den z mit
Koeffizienten aus P[z,...z,]. Wegen der Regularitit von D in z, gibt
es Polynome G, und j;, so daf

=G;+D 7
wird fiir £ =1...p. Dabei wird
[6.), <I[D]
und es 148t sich zeigen, daB
, ) =9 < (9]
wird.

Zum Beweis nehme man an [§;] > [¢:]. Es sei j;=7js1+ ...+ joss
die Aufspaltung von j, in homogene Summanden verschiedenen Grades
und zwar sei [ji1]=1[j]- Bs sei 57 (2:...2,)==0 der Koeffizient der
héchsten in j;; auftretenden Potenz von z;. Es wird also jiy =47 -2+ ...
und [§] = [j;] — . Wegen der Regularitit von D in 2, ist

=b2P ...
Dabei ist b+ 0 eine Grofle aus P. Es wird also

oD = [P
Dabei ist

P =b8+..
Glieder niedrigeren Grades. Also ist f® =0 und [f®]={[j;) —x. Da
[6], <[D] ist, so ist @ in g, der Koeffizient von 2", und es ist
[9:] = [& 7 f®] = (D} + (5] > [D} + (9] = [9¢], die Voraussetzung
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[7.1>[9;] hat also zu einem Widerspruch gefihrt. Es ist also, wie
behauptet wurde, [5,] < [g;].
Man kann setzen
4
0(2)=6(2)+ I miji
Dabei ist
G(z)=Gz,+...+ G2, + Gy 2+ ... + G2,
und es wird .o
P
[Zmi) <lg)+ gt <ol +m(t. g,7),
und zwar gilt das fiir jeden Term der Darstellung durch die I. Ist
g(2)=0(M), so ist wegen m, = 0 (M) auch @ (z)= 0(M) und es braucht
nach dem Vorigen der Satz nur noch fiir G(z) bewiesen zu werden.
Aus

folgt

es wird also

G(z)=0(M)
‘G(z)——=a1l1+...+a,l,,

G,=a/f,+...+af,.
Da p der Rang von M ist, so ist ly4; [0 <41 <t — p] linear abhingig
von I,...1,, falls % als Multiplikator zugelassen wird; also ist

Dol =0(k...1,).

Wegen der Regularitit von D in bezug auf z, konnen deshalb die & so
gewihlt werden, da

[@psi), <[D] wird fir 0<i1<t—p.

Nun ist
| ZG F'k—'D ak+ 2_{_1a125fnz nke
=P =
Dabei ist
[ZfaeFa] < g8,
[a.], < [D], fir z=p+1...1,
[6;, £[D], fir s=1...p,
. [F,)<q(t—1),
also wird
[a,] L g8, fiir k=1...¢,
d. h :

. [ak]l g z’m(t; 9; 1).
Fiir r =1 ist der Satz damit bewiesen. Es sei r >1; dann ist
G(2)=0(3),
wobei
B = (b 21 by 'x{l.tll; bL;.. .xxwlt)
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ein Modul aus Linearformen in z;#,2;...28 2 ... 28"z, ist mit Koeffi-
zienten aus P[z,...z,]. Die Anzahl 7' der Basiselemente von 9B ist g.12.
Da die Koeffizienten von B nur von r —1 Variablen abhingen, so gibt
es nach Voraussetzung eine Darstellung

(2) (2) gt
X G(z)zal ll—{—...—{—ar .’Elq lt,
wobei

(a®] < [6]) +2m(g1% g5 r —1)
gilt. Wegen

P
9=G+.4\:1mi7}
i=

und

[Zmj5)<[g)+q-¢
[G1<[g9]+q-t.
(@) <[9]+g-t+2m(g-t%5 957 —1).

Ordnet man die Darstellung von G (z) nach den !
G(z)=al, +... +a,l,

ist nun

Es wird also

so wird
(a;] < max [af’] +q-¢,
d. h. es wird

(@] <[gl+2q-t+2m(q-t* q;7r —1)=[g] +2m(L; g5 7).

b) 9t sei nicht transformiert. Der Satz gilt fiir den entsprechenden
transformierten Modul. Da sich beim Riickgingigmachen der Transfor-
mation die Gradzahlen nicht erhéhen, gilt der Satz auch im nichttrans-
formierten Modul, q. e. d.

Anwendang von Satz 3.

Kriterium fir die Teilbarkest zweier Ideale durcheinander.

Setzt man s =1 und 148t das in allen Elementen von M als Faktor
auftretende z, weg, so geht I iiber in ein Ideal m =(f,...f,) aus Poly-
nomen in z,...z,, und der Satz besagt: Ist g=0(m), so gibt es eine
Darstellung

g=9hH+-..-+ 97
(9.1 < [9] +2m(¢,q,7n)

ist. Setzt man also fiir die g; Polynome vom Grad [g]+ m (¢, q,n) an,
deren Koeffizienten Unbestimmte sind, so miissen die Gleichungen, die

wobei

t .
aus der Gleichung g= Yf,g; durch Koeffizientenvergleichung entstehen,
i=1 - .-

Mathematische Annalen. 95. 49
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auflosbar sein. Sind sie umgekehrt auflosbar, so ist g = 0 (m). Das frag-
liche Gleichungssystem, auf dessen Auflosbarkeit es also ankommt, ist
nun linear in den Unbekannten. Nach den Methoden der Determinanten-
theorie liBt sich seine Auflosbarkeit also mit endlich vielen Schritten
entscheiden. Fiir jedes einzelne Polynom aus P[z,...z,] kann man also
mit endlich vielen Schritten entscheiden, ob es durch nt teilbar ist oder
nicht. Da nun fiir die Teilbarkeit eines Ideals durch ein anderes notwendig
und hinreichend ist, da die Basiselemente des ersten durch das zweite
teilbar sind, so ist hiermit bereits ein Kriterium fiir die Teilbarkeit eines
Ideals durch ein anderes geliefert.

Spater wird es wichtig werden, daB man ein Gradiiberschreiten ginz-
lich ausschlieBen kann. Satz 4 wird zeigen, daB es in der Tat eine Ideal-
basis gibt, fiir die das moglich ist. .

Satz 4. Zu jedem Ideal m=(f,...f,) 9ibt es eine ausgezeichnete
1dealbasis fo1 ... for, [0=1...n] derart, dafi es zu jedem g = 0(m) esne
Darstellung

to
9= _2{’91 fgi

gebt, wober
(9i]e = [9)e — [foile

wird fir g, 0. Diese Basis lift sich mit endlich vielen Schritten
n—1
berechnen, es wird [f,;) <m(l;q;n)= 3 ¢**:
=
Beweis: Man setze '

— .1 zy xz
f,(xoxl...x,,)zxof‘i’ﬂ(;:;...x—f;xgﬂ...xn),

so daB f, in x...2, homogen wird. Es sei g = 0(m),

[z z
= — .0 1 e.
F(xzy...2,) =1, egk% P xe“...x,,).

Nach Satz 3 gibt es eine Darstellung
g=61f1 +°" +cgfts

[e]<[9]+2m(t,q,n)

so daB
ist. Folglich wird

t -

x§§=.2 x:iéifi'

=1
Dabei sind die ¢; analog den f; und g; gebildet, die k; kénnen so gewihlt
werden, daf fiir mindestens ein ; der Exponent ;= 0 wird, und es wird
: E<q+2m(t g, ).

Also gilt . )
2" G=0(f,...f) in Plz,z,...z,].
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Gilt umgekehrt diese Kongruenz, so erhilt man, wenn man z, =1 setzt,
g=0(m).
Man bilde also nach den in Satz 2 angegebenen Methoden ein voll-
standiges Losungssystem der Gleichung:
2% —¢ fi—...—¢f,=0,

das nach dem Zusatz zu Satz 2 als homogen in x,%;...z, angenommen
werden kann. In ihm sei ;‘£=f—91...£=fe¢e. Es ist also

_ n=1 .
o] Sm(L, g.n) = 5 g%
Es sei

g=0(m),
so folgt

oo
g =2 g‘i'feia
=1

dabei konnen die g; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als homogen
in x,...7, angenommen werden. Da in dieser Gleichung alle Glieder
homogen in zyz;...x, sind, so konnen die §; so gewihlt werden, daB

¢ fes
wird, falls g 0 ist, e~ e~ el

Setzt man nun z, =1, und geht dabei f,; aus f,; hervor, so wird

m =.(fgl-" f;)te)a

es 1Ist
n—1
[fos] < 2z 7%,
und aus
g=0(m)
folgt
o
g = 2 9: fbi‘)
=1 -
wobel

[9:)=1[9)e — [fesle
wird fiir g; <=0, q.e. d.

§ 5.
Der Hentzelische Nullstellensatz.

Der Hentzeltsche Nullstellensatz bringt im Gegensatz zu dem rein for-
malen Teilbarkeitskriterium von Satz 3 ein Kriterium, das angibt, wie
stark ein Polynom in den Nullstellen eines Ideals verschwinden muB, um
durch das Ideal teilbar zu sein. Zum Beweis dieses Satzes sind drei Hilfs-
sitze notig.

49*
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In den Hilfssdtzen muBl vorausgesetzt werden, daB der den auftreten-
den Idealen und Moduln zugrunde gelegte Korper P [§ 1, 1] unendlich
viele Elemente besitzt. Diese Bedingung ist sicher erfiillt, wenn man P
durch P(s), wo s transzendent in bezug auf P ist, ersetzt. In den Hilfs-
sitzen soll deshalb P unendlich viele Elemente enthalten. Es wird sich
zeigen, daf die Adjunktion von s fiir den Hentzeltschen Nullstellensatz
keine Einschrinkung bedeutet.

Hilfssatz 1. Voraussetzung: Es ses M= (I, ...1,) ein Modul
aus Linearformen

lt=f;1z1+ e T fis %
;1< ¢; es sei p der Rang von M.

Behauptung. Nack einer linearen homogenen Transformation
z=U'(2') der z; ...z, mit Transformationskoeffizienten aus P, die
eine nicht verschwindende Determinante besttzen, gilt: Besteht ®, aus der
Gesamiheit der Linearformen g, fir die es ein nur von z, abhangendes
Polynom k(z;) 40 gibt, so daff k(z;)-9=0(M), so gibt es ein nur von
x;, abhdngendes Polynom K (z,)= 0, so daf

1. K(z)®,=0(M),
2. [K(za)] < M(s,q,n)

wird. Dabei 2st
M(t’ q, 1) =gq-1,

M(t,q,n)= M(q-te, g,n—1).
Es st also

M(t,q,n)=(g-) ).

Beweis durch vollstindige Induktion,
1. a=1. ®&,=@ ist der Grundmodul von M.%) Es sei

! fll flp + 0.
. l fpl f
Nach H.N. Satz 3 ist
D-=0(M)

und es ist '
:[PL,L[D]Lq-t=M(t,q,1).

2. Angenommen der Satz sei bereits fiir n =r — 1 bewiesen. Es sei
n=1r>1. Da P unendlich viele Elemente enthilt, kann man durch eine
Transformation, die den in der Behauptung genannten Bedingungen geniigt,

&) Die Definition des Grundmoduls ist gegeben N. § 1, 5.
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stets erreichen, daB D regulir in z; wird. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise sollen im folgenden die Akzente an den x wieder weggelassen werden.

s sl E(z,)-9=0(M).
Wie in Satz 3 werde gesetzt
g=6g,%+ ... 19,2,
9:=G;+ Dj,,
(6L =[P]=q 1,
Ul =<lg] <[9]

~und

so daB

ist. Dann wird
P
g==@G +2 m;j;;
=1
dabei haben die m, dieselbe Bedeutung wie in Satz 8. Wegen m; = 0 () wird
k(z,)G=0(M).
Dabei ist
[k(z,)6 ], <qt fix i=1...p.
E(x,)G=0a,l,+ ... +a,l,.
Dann kann man genau wie in Satz 3 zeigen

[a,1L gt fiir ¢=1...1.

Es sei

Es wird also
: k(2,) 6 = 0(%),

wo B wieder den Linearformenmodul (7,...1%... zft l;), dessen Koeffi-
zienten Polynome in z, ...z, sind, bedeutet. Nach Voraussetzung gibt
es also nach einer Transformation von z,...z,, die mit der ersten zu-
sammengesetzt werden kann, ein von der Wahl von g unabhingiges
Polynom K(z,), so daB

K(z,)G=0(B)
und

[K(z)]< Mgt g7 —1)
wird. Es folgt ferner

K(z,)G=0(M),

also auch
K(z,)g=0(M),
also auch
K(x,)®,=0(M)
und es ist

[K(xr)] é M(Q'tz’ 7 — 1) = j'[(t’ 9 ")
q.e. d. . .
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Zusatz 1 zu Hilfssatz 1. Ist M transformiert, so ¢ilt die Be-
hauptung, ohne daf die spezielle Transformation durchgefihrt ist.

Beweis. 9t sei durch y=U(z) aus M entstanden. Durch z=U’(z")
geht IR iber in M’. IN’ ist also aus It entstanden durch die zusammen-
gesetzte Transformation y = UU’(x')= V(z'). Zwischen den Transfor-
mationsmatrizes bestehen also die Gleichungen

V=U.U', U=VU

denn da U’ eine nicht verschwindende Determinante hat, ist die Trans-
formation eindeutig umkehrbar. Nach diesen Gleichungen kénnen die
Elemente von V und die von U gegenseitig durcheinander linear mit Ko-
effizienten aus P ausgedriickt werden. Mit den Elementen von U sind
also auch die von V Unbestimmte, und die Kérper P(«) und P(v)
stimmen iiberein. IR’ ist also ebenfalls der zu I gehdrige transformierte
Modul, M’ ist also mit M isomorph und unterscheidet sich von ihm nur
durch die Bezeichnungsweise. Ersetzt man in M’ die z’ durch die z und
V durch U, so geht M’ in 9 iiber. Da der Satz fiir M’ bewiesen ist,
gilt er also auch fiir IR, q.e. d.

Zusatz 2 zu Hilfssatz 1. Im Speziolfall s =1 liefert der Satz
fiir transformierte ldeale eine obere Schranke fiir den Grad des Elementar-
teslers m-ter Stufe.

Beweis. In diesem Fall geht namlich M iiber in ein Ideal m, da
der in jedem Element auftretende Faktor z, als unwesentlich gestrichen
werden kann. 9 und somit auch m sei transformiert. Dann geht ®,
iiber in das » — 1-te Grundideal g, , von m. Ist nun Z(z,) Elementar-
teiler n-ter Stufe von m, so ist E(x,) der groBte gemeinsame Teiler
aller K(z,), fiir die gilt

K(xn) gn*l = O (m)‘ 9)
Nach Hilfssatz 1 und dem ersten Zusatz ist also
[E(z,)] S M(2, g, n)-

Hilfssatz 2. Voraussetzung. FHs seten &,4,...&, trgendwelche
in einem Erweiterungskorper von P gelegene Grofen, sie mogen dem
Korper P adjungiert werden. Es seien definiert die ldeale

m={(f,..-f.), gq=2=I[f;] fir i=1...¢,
b= ((xei-l - §e+.1)ee+1, cees (Tp— En)e“),

= (m, b).

% Siehe N. § 1, 5. .
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Behauptung. Nach einer lLinearen homogenen Transformation
¢ =U'(z') der Form

Ty= Uy T3+ --. +u1exé>

............

...............

mit Koeffizienten aus P, die esne nmicht verschwindende Determinante be-
sitzen, gilt: Bedeute g, die Gesamtheit der Polynome g, fur die es ein
nur von x, abhdngendes Polynom k(x,) ¢gibt, so daf k(z;)-g=0(a),
k<40, so gibt es esn nur von z, abhingendes Polynom K (z,), so daf

1. K(zg)-g,=0(a),
n
2. [K@)LN({,q, 9,._11:1.)
wird. Dabei ist ¢
n n ”
N(t g, 0 IT &)= M(t- ] e;,q,0)=(g-t- II &)
1=g+1 i=po+1

=0+1

(%)

Beweis. Es seien X, [u=1...8, S=1Il¢] die Potenzprodukte
von (Z,41— &o41)s -+ » (¥n — &x), bei denen der Exponent von (z; — &)
kleiner als e, ist. Man setze

s
[« Xe =23 Xsfou,, (#y...2) (D)
o=1
x=1...¢, wu=1...8, =zn.,=1...¢8.
Ist ¢ eine der Zahlen 1...¢-8, so sel

b=Xfii+ ... +Xsfsi

Dann ist M = (I, ... l;.s) der Linearformenmodul, in den m modulo d iiber-
geht. 9 werde so transformiert, wie es in Hilfssatz 1 angegeben ist.
Der Akzent an den z werde wieder weggelassen. Da die Koeffizienten in
I nur Polynome in z, ... x, sind, bezieht sich die Transformation zu-
nichst nur auf z,...z,. Sie kann durch die identische Transformation
der Z,iy... %, zu z="U'(z') erweitert werden. Nach Hilfssatz 1 gibt
es dann ein nur von z, abhingendes Polynom K(z,), so da

K(2,)-8, = 0(W)
[E(2)] S M(2-8,9,0)=N(t q,0,8)

wird. FaBt man die Elemente von &, und I wieder auf als Polynome
n z,...z,, so glt

und
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(®Q’ b) = (Qea b)a
(M, d)=(m, d) =a.

K(2,) (8, b) =0 (a).
K(,)8,=0(a)

Es wird also
Also gilt erst recht

g.e.d

Zusatz zu Hilfssatz 2. Ist m irdns/ormiert, so gilt die Behaup-
tung, ohne dafi die spezielle Transformation durchgefiihrt ist.

Beweis. m sei durch die Transformation y = U () aus m entstanden.
Durch z = U’(2") gehe m’, o, b’ aus m, a, b hervor, a’=(m’, d’). Da
nun in den Basiselementen von D nur 2,4, ... 2, vorkommen, die nur
identisch transformiert werden, so sind b und d’ isomorph. Wegen der
Transformiertheit von m folgt, wie im Zusatz zu Hilfssatz 1 bewiesen
wurde, dasselbe fiir m und m’. Da ferner die Isomorphie beide Mal durch
Vertauschen der z mit den z’ und der Elemente von U mit denen von
U-U’ besteht, so sind auch a und a’ isomorph. Da der Satz fiir a’ bereits
bewiesen ist, gilt er also auch fiir a, g.e. d.

Hilissatz 3. Voraussetzung FEs sei
m=(fi (2, ... 2, %) ... f;(zg...2,9))

etn Ideal in ’P ()2, ...2,), dabe: sei y transzendent tn bezug auf
Plz,...2,]. me=(fil@y...2,8) ... i@, ...2,&)) set das Ideal in
Plz,...z,], das aus m durch Vertauschen von y mit einem Element &
aus P hervorgeht. Es sei k(z,...z,y)==0(m). Ohne Beschrinkung der
*Allgemeinheit konnen die Polynome f; [¢=1...%] und k als ganz in y
angenommen werden, so daf fiir jedes £ aus P die Polynome f(z, ...z, &)
und k(z, ...2,&) definiert sind.
. Behauptung. Es ¢gibt ein & in P, so daf
, E(a, ... 2,8) =20 (m;)
88,
Beweis. 1. Zusammenhang zwischen Teilbarkeits- und Rangfragen.
Es sei
g(z, ...z, 9)=0(m).
Nach Satz 3 gibt es eine Darstellung
g(x, ... 7, 9)
=@ (2, 2,2y )+ o2y y) (2. 2, Y),

so daB [¢;] <[g]+2m(t ¢, n) ist. Dabei ist” wieder g der Maxxma,l-
grad der f;(%,...2,y) in 2, ... 2,.



Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale. 761

%z [6=1...s] seien die verschiedenen Potenzprodukte von z, ... z,,
fir die [2,] <[g] +g+2m(¢,q,n) ist. {,[e=1...r] seien die verschie-
denen Potenzprodukte von z, ... z,, fir die [Z,] <[g]+2m (¢, g, n) ist.

Wegen der Gradbeschrinkung der einzelnen Terme in der Darstellung
von g kann man diese Darstellung auf die Form bringen:

G(z,...2,9)=0,(¥) F. (2, ... 2,9)+ ... + 3., (¥) F,., (2 ...2,9)

Dabei ist G(z,...2,y) =g (z,...z,y); die F;(2, ...2y) haben die Ge-
stalt {,-f, (2, ... 2,y) und es sind die F,und @ linear in z,...z,. Da
nun G linear von den F, abhingt, so haben die Matrizes

91(y)f11 (y) b fl,t-r(y) iE H fll (y) e fl,t~r (?/)
A: ....... '...li und B=ll ........
|

| 6,@)0(9) - Fren(9) | () e foen(3) ]

denselben Rang. Dabei bedeuten g; und f;; die Koeffizienten von z; in
G bzw. F;.

Haben andererseits diese beiden Matrizes denselben Rang, so ist @
linear abhiingig von den F; ersetzt man in G und F, wieder die z, durch
die Potenzprodukte von z,...=z,, so ergibt sich daraus g =0(m). Die
beiden Matrizes haben also dann und nur dann denselben Rang, wenn g
durch m teilbar ist. Dieselben Uberlegungen gelten, wenn fiir y ein Ele-
ment & aus' P gesetzt wird. An Stelle der ¢,(2,...2,y) treten dann
Polynome ¢;,(z, ...x,), die in 2, ...z, denselben Gradbeschrinkungen
geniigen. Es gilt also auch hier: g(z,...2,&) ist dann und nur dann
durch m; teilbar, wenn die beiden Matrizes, die aus 4 und B durch die
Substitution y = & hervorgehen, denselben Rang haben.

2. Wegen k(z, ... 2,9)==0(m) haben die Matrizes 4’ und B’, die
analog den Matrizes 4 und B aus k(z, ...z,y) gebildet sind, verschie-
denen Rang. In A’ gibt es also eine nicht verschwindende Determinante,
deren Rang um 1 héher ist als der von B’. Da nun P unendlich viele
Elemente enthilt, so kann y in P so zu & spezialisiert werden, da8 diese
Determinante von 0 verschieden bleibt. Ersetzt man y in 4" und B’
durch dies &, so behalten sie also verschiedenen Rang. Es wird also

k(z, ... 2,8)5=0(m)
g.e. d.

Mit den Hilfssitzen 2 und 3 148t sich jetzt der Hentzeltsche Null-
stellensatz beweisen. .

Definition 1. Unter einem vollsténdigen Nullstellensystem eines
Ideals m ist ein System von je einer Nullstelle von jedem za m gehérigen
Primideal zu verstehen, je vom Transzendenzgrad dieses Primideals.
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Definition 2. Essei &9...29 [i= 1 m} ein vollstindiges Null-
stellensytem von m, dann heilt o; = (2, — ceer Xy — &P) ein zu m ge-
horiges Nullstellenideal.

Aus der Definition folgt: o, ist Primideal in

g{ sR(f(t'). (‘i) — P(E:(li). (’G)) [xj ]

Satz 5 [der Hentzeltsche Nullstellensatz]. Voraussetzung.
D P [i=1...m)] ses ein vollstindiges Nullstellensystem des Ideals
m= (f1 f.)- oi [¢=1...m] seien die zugehorigen Nullstellenideale.
q set der Mam'malgrad der fy...f,. Bs ses

n—2 .
27.-—-1,11 (27L—t+ 1)

"(t’ q, n):—"q—f"g {:<9't) =1 —1}=Q+v(ts !I,n)-

n

Behauptung. Aus
g=0(m,0) in R, =R(&...&) fir i=1...m

folgt stets
g=0(m).

Hentzelt spricht den Satz nur fiir algebraische Nullstellen aus in der
folgenden zweiten Fassung:
Satz 5a. Voraussetzung. & ...&, sei ein beliebiges Wertsystem
aus dem zu P gehérenden algebraisch abgeschlossenen Korper. Es sei
0= (2= &y 2, — ).
Behauptung. Aus

g=0(m, a*)
fiir jedes solche Wertsystem folgt stets
g =0(m).

Ist & ...¢&, nicht algebraische Nullstelle von m, so ist (m, a*)=o,
also sicher g=0(m, a*). Statt der Bedingung ,fiir jedes beliebige
Wertsystem* kann man also auch setzen ,fiir jede algebraische Nullstelle
von m“,

Beweis. Der Satz soll fiir beide Fassungen bewiesen werden. Zum
Beweis sind zunichst einige Vorbemerkungen notig.

1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen werden,
daB der zugrunde gelegte Korper P unendlich viele Elemente enthilt.
Der Satz sei nimlich in diesem Fall bewiesen. m sei definiert in
R=Plz,...2,] =P(uy,.. u,,) [z, ... 2], wo P nur endlich viele
Elemente enthilt. Es sei P = P(s), wo s transzendent in bezug auf P
sei. m’ sei definiert in R'=P'[a,...2,]=P (4 ... %,,) [, ...2,])
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und habe dieselbe Basis wie m. Die Nullstellen von m und m’ stimmen
dann miteinander iiberein. Ein Polynom ¢ in R, das die Voraussetzung
- der Satze 5 und 5a fiir m erfiillt, erfiillt sie also auch fiir m’. Nach
Voraussetzung ist also
g=0(m’).
Es gibt also ein Polynom k(s) in P(s), als dessen niedrigster Koef-
fizient die Einheit E aus P angenommen werden kann, so da8

k(s)g=g.fr+...+af
wird, wobei die g, ganz in s sind. Durch Vergleich der Koeffizienten der
niedrigsten in k auftretenden Potenz von s erhdlt man daraus

g=9if, ...+ 9t
mit g; = 0(R), D.h. aber g =0(m).
2. Es ist stets
x(t,qg,n)=%(t,q,m—1).
Ist namlich t=¢ =1, so wird

v(1,1,n)=wv(1,1,n—1)=0,
also
%x(1,1,n)=2=(1,1,n—1)=1.

Es sei ¢-t>2. Spaltet man von v(Z, g, n) den letzten Faktor ab, so
erhdlt man die Gleichung

n—2A
21—111' (2”—1:+ 1)

v(t, g, n) =ZI: {(q't) = -—1][(44)

-1
=06 ¢ n) (g0 —1]1Z 0 (t g n)
wegen g-t > 2. Wegen

n—2a . n—i— .
T+ 02" @+

gn—1

—1)

gilt ferner

vl(ta q n)gv(ta q,n — 1)
und somit

v(t,g,n)=v(¢,g,n—1),
also auch

x(t,q,n)>x(t,q,n—1).
3. Bs sei 1> [ (h— 1), dann wird
A=1

a'=0((x,— &) (3, — &)™)
Es ist nimlich

al:: ((x - 51)5 .. -:l_g’:(xl“‘ El)el.[zg’zgl = l]a coes (Zg — 5»)1)'



764 G. Hermann.

Und es wird allgemein fiir 2“8;_ =]
2=1
I (21— &)" = 0((& — &) (m — &)™),

Fiir den Beweis sollen ferner einige Bezeichnungen definiert werden.

4. E, (z,) sei der Elementarteiler n-ter Stufe von m [N. § 1, 6],
l, sel eine Zahl >[E (z,)]. Nach Zusatz 2 von Hilfssatz 1 kann man
fiir transformierte Ideale, auf die sich der Beweis zunichst beschrinken
wird, setzen

n—1 -
L L=(gp)T
Weiter sel

L= N(t,q,2, ﬁ 1)=(t-q- H” li)(g(l—i))'
i=itl i=A+1
Es wird dann

n

A —1)=v(,q9,n)<x(t,q,n).

i=1
Nach der dritten Vorbemerkung erlaubt diese Darstellung von v den
SchluBl: Aus
9=0(m, a®)

folgt L.

g= O(ms (xl - 51) PRR (xn - g:'n)h‘)'
Zur Abkiirzung sel gesetzt
b= ((x,— &) ... (x, — &)™) fir i=1,...,7n.

Aus
=0(m, ax
folgt also g ( )
g=0(m,Dd,).
.. b
5. seien die Nullstellen der zu m gehérenden Primideale

g ... 8k
0-ter Dimension. Die Wurzeln von E,(z,) gehoren der Reihe &, ... &7 an
[N.§1,9].

Der Beweis des Satzes soll nun durch vollstindige Induktion gefiihrt
werden.

1. n=1. wm=(f(x)) ist Hauptideal. Die beiden Formulierungen
des Satzes besagen hier genau dasselbe, da alle Nullstellen vom Tran-
szendenzgrad 0, also algebraisch sind. Es sei

flz)=(xz—£Y)%... (@ — ™)™
£'...&™ sind die einzigen Nullstellen von m. Es ist
%(1,¢,1} 2> ¢ > max g,.
i=1l...m
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Es sei .

g=0(m,(z—£Y) fir i=1...m.
Dann ist .

g=hyf+h,(z— &) fir i=1...m.
Also gilt

g=0(I[(z—&)"),

=1

d.h.

g=0(m).
2. Angenommen, der Satz sei fiir » = r — 1 bereits bewiesen. Es sei

n=r. a) Angenommen, m sei transformiert. Entsprechend den Voraus-
setzungen der zweiten Fassung des Satzes sei nun
g =0(m, a*)
fir jedes Wertsystem & ...¢&. Durch die Spezialisierung z, =&, gehe
miberinm, gin g, a in a=(2, —§,...,2,_,— & _,), und es wird
g=0(m,ax).
Diese Kongruenz gilt nach Voraussetzung fiir jedes &,, das in P liegt, sie
gilt also nach Hilfssatz 3 auch, wenn in ihr & durch ein in bezug auf P
transzendentes Element, also z. B. durch z_, ersetzt wird, das zu P ad-
jungiert wird. Dann aber ist § =g, und m geht aus m durch Adjunktion
von z, zu P hervor. Die in bezug auf z, ganzen Polynome von i bilden
dann, wegen der Transformiertheit von m, das r — 1-te Grundideal g,_,
von m. Es ist also
g =0(m; ax®en).
Wegen x(t,q,r)>x(t,q,r—1) folgt daraus
g =0 (m, gxter-n)

fir jedes Wertesystem &, ...% _,. Da ¢ die Anzahl der Basiselemente
von i, ¢ eine obere Schranke fiir ihren Grad ist, so folgt nach Voraus-

setzung .
g=0(m).

Da g ganz ist in bezug auf 2, ist also
9=0(g,_,)-

Dasselbe gilt unter der Voraussetzung der ersten Fassung dieses Satzes.
Thr entsprechend sei g =0(m, o}) fiir ¢=1...m. Bei der Adjunktion
von z, zum Korper P gehen die Nullstellenideale o, die Nullstellen vom
Transzendenzgrad O entsprechen, in das Einheitsideal o itber. Aus den
anderen Nullstellenidealen, in denen £, Parameter ist, der gleich ,_ gesetst
werden kann, entstehen Ideale b,, die aus den o; durch Streichung des
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letzten Basiselementes hervorgehen. Da die Nullstellen von g,._, aus
denen von m durch Streichung der Nullstellen vom Transzendenzgrad 0
hervorgehen, so sind diese p, die dem Ideal mt zugehorigen Nullstellen-
ideale. Wie oben folgt also aus

g=0(m,py) fir s=1...m

=0(g,-4)-

Enthalt m kein Primideal O-ter Dimension, so ist g,_,=m, es
wird also g = 0 (m), und der Satz ist bewiesen.

Es kann also angenommen werden, m habe Primideale 0-ter Dimension
wit den Nullstellen & ... &/ (j=1...p). Fir den weiteren Beweis der
zweiten Fassung des Satzes geniigt es, wenn an Stelle siamtlicher Wert-
systeme nur die Systeme & ... & betrachtet werden, dabei sind 4, ... 7,
irgendwelche 7 gleiche oder verschiedene Zahlen der Reihe 1... p.

stefs

Bisher hatte sich ergeben:

1. g=0(g,_,); es ist also E (z,)-g=0(m), wobei die Wurzeln
von E,(z,) der Reihe &'...Z? angehoren. Da m transformiert ist, so
gibt es aus Symmetriegriinden Polynome E;(z;) [¢=1...r], so da8
E,(x;)g,_,=0(m), also auch E;-g=0(m) ist. Die Wurzeln von E, (x;)
gehoren der Reihe Eil ... 5:’ an.

2. g=0(m,d,). Es soll gezeigt werden, daB hieraus bereits die
Teilbarkeit von g durch m folgt. Angenommen, es sei bereits gezeigt:

g=0(m,bd,),
d. h )
_ 9= 0(m,(z, — &), b,41),
so wird .
g=h(z, ... x,) (2, — &) (m, dyys).
Nach 1. gilt
) E,(z,) g=0(m).
Also wird

B, h-(z,— jv)ly_zo(m,b,ﬂ).
Nach dem Zusatz von Hilfssatz 2 gibt es also ein Polynom
K%+1 % (g,), so daB

K%+ % (2, h = 0(m, D,41)
und

=+

[Kiy+1...i,(x’)] é N(t’ q,7, ﬁll,) = ly.

(z, — &%) B, (2,) und K™+ %(z,) haben also beide die Eigenschaft,
daB ihr Produkt mit 2 durch (m, d,,:) teilbar ist. Damit gilt dasselbe
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fir ihren gréBten gemeinsamen Teiler, dessen Wurzeln sicher alle auch
Waurzeln dieser beiden Polynome sind, und der nicht von héherem Grad
ist als sie. Es ist also fiir

BYSaah(g,) = (K507 (2,); By (@) (20— 67)7)

1. E% " '(z)-h(2,...2,)=0(m, d,4);

2. [B% " (2,)]<1,, da dasselbe fiir K+1 % (z,) gilt.

3. Die Wurzeln von E*'*"%(z,) gehéren der Reihe &'...£? an, da
dasselbe fiir E,(z,)- (2, — &) gilt.

Es sei

B (@) = (2 — &%)t DY ),

dabei sei £ nicht mehr Wurzel von D* "% (z,). Es wird

&,..i <1,

Ty o vo

Da simtliche Polynome B'®+1"%(g,)... BE?*+1"*%(g,) nur Wurzeln aus

derReihe &1 ... &7 haben, so sind diePolynome D'+t (z,)... D" bygy ety (=)
teilerfremd. Es wird also

b= (D1t (g,) ... DP 1 (g,)) = .
Nun ist
D% () g = (2, — EXV b (2y ... 2,) DY (a))
= (2, — &M Wi B (1) B (2. 2,) = 0 (1, Dyyy).
Das gilt fiir 4,=1...p, also ist
p-g=0(m, d,4y).
Da pun b = p das Einheitselement enthilt, so wird
g=0(m, d,.1).
Setzt man fiir » nacheinander die Werte 1...7, so erhilt man
g=0(m).
Damit ist der Satz in seiner zweiten Fassung fiir transformierte Ideale

bewtesen. Zum volligen Beweis der ersten Fassung geniigt der Nachweis,
daf aus

g =0(m, 0*)
fiir jedes Nullstellenideal von m stets folgt
g=0(m, a*)

fiir jedes

;:(xl-—— 1,...,:1:,—5,).
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Es sei also
g = 0(m, o))
fiir jedes Nullstellenideal von m; &, ... &, sei ein beliebiges Wertesystem
a=(2,—&;...;¢,—&).

Es soll gezeigt werden: g =0 (m, a*). Dabei sind drei Fille zu
unterscheiden:

1. &, ...& 1ist keine algebraische Nullstelle von m. Dann ist
(m, a*) =, also ist sicher ’

g=0(m, a%).

2. & ...&, ist Nullstelle von einem der zu m gehorigen Primideale

0 -ter Dimension, dann gehort a zu den Nullstellenidealen, also ist auch
g=0(m, a*).

8. & ...& Iist algebraische Nullstelle von m, aber nicht Nullstelle
von einem der zu m gehdrenden Primideale O-ter Dimension.

Nun ist -(m, a”) ein Priméarideal O-ter Dimension, denn es ist
(m, a*)=0(a) wegen m = 0(a); andererseits ist a*=0(m, a*). Also
sind alle zu (m, a*) gehorenden Primideale Teiler des Primideals a, und
dieses ist selbst ein zu (m, a*) gehorendes Primideal. Als Primideal
O-ter Dimension hat aber a auBler p keinen echten Teiler, ist also das
einzige zu (m, a*) gehbrende Primideal. (m,a*) ist also Primarideal
und gehdrt zu a.

Es sei nun f das kleinste gemeinsame Vielfache der in einer Zerlegung
von m auftretenden Primérideale 0-ter Dimension.” Es wird also

m= [9r—1; f]'
f==0(a).

Da a Primideal ist, gilt also auch
t's=0(a)
fiir jedes 1. Wegen (m, a*)=0(a) folgt

== 0 (m, a”)

Nach Voraussetzung ist

fiir jedes 1. Andererseits ist

m=(g,_,;{]=0(m, a*),
also gilt auch ’
g, F=0(m, a”).

Da (m, a*) Primérideal ist, folgt
g,-, = 0(m, a”).



Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale. 769

Nun folgt aber, wie im Induktionsschluf bereits bewiesen ist, aus
der Voraussetzung g =0 (m, o) fiir jedes Nullstellenideal und der An-
nahme, daB der Satz fiir » — 1 Variable bereits bewiesen ist,

9=0(g,_,)-
Es wird also ’
g=0(m,a%)

fiir jedes a. Da der Satz in der zweiten Fassung schon bewiesen ist, folgt
= 0(m). '

Somit ist fiir transformierte Ideale der Satz auch in der ersten Fassung
bewiesen.

b) m sei nicht transformiert. Der Satz gilt fiir das zu'm gehérige
transformierte Ideal m’. Die transzendenten Nullstellen von m gehen
durch die Transformation in die von m’ iiber. Die Nullstellenideale o,
gehen also iiber in die Nullstellenideale o; von m’. Das Polynom ¢ gehe
iiber in ¢’. Es sei

g =0(m, o) fir¢i=1...m.
Folglich ist

g’ =0(m’; 07") . firi=1...m.
Also ist

g’ =0(m’).

Da g’ transformiert ist, kann zuriicktransformiert werden:
g=0(m).

Dasselbe gilt, wenn fiir die o, die Ideale a der zweiten Fassung be-
trachtet werden, denn auch die algebraischen Nullstellen des nicht trans-
formierten und des transformierten Ideals gehen durch die Transformation
ineinander iiber. Der Satz ist damit in beiden Fassungen vollstindig be-

wiesen.

§ 6.
Grundideale.

In den nichsten Paragraphen sollen nun die fiir ein Ideal charak-
teristischen Ideale und Polynome berechnet werden. Zumnichst handelt es
sich um die Bildung der Grundideale sowie der Norm und der Elementar-
teilerform. Dabei wird es notig sein, zu dem in N.§1,5 definierten
Modul E)ﬁ:.l iberzugehen, der die in bezug auf z,...2,., einen festen
Grad 7, nicht iiberschreitenden Polynome aus m und nur diese enthilt,
aufgefalt als Linearformen in den Potenzprodukten von z,...z,_,. Die
Berechnung der Zahl n,_, wird in Satz 6 gegeben.

Mathematische Annalen. 95. 50



770 6. Hermann.

Satz 6. Voraussetzung. m ser ern transformiertes Ideal in
P(uy...u,,)[%...2x,]=Pl2,...2,], ¢ der Maximalgrad der gegebenen
Basis von m.

Behauptung. Fir das Restklassensystem g, |t gibt es Reprdsentanten
der Restklassen, die tn den Potenzprodukien von =z, ...z, etnen festen
Grad n, nicht diberschreiten. Dabei ist m, durch die Rekursionsformel

gegeben :
®”-—-1
i n, ,+o—1\
=0 me= et [ D] [14 (7]

Beweis durch vollstindige Induktion.

1. ¢=0. Der Satz legt den Reprisentanten des Restklassensystems
iitberhaupt keine Beschrinkung auf, ist also evident.

2. Angenommen, der Satz sei fiir p=0...4—1 bereits bewiesen.
Es sei g=24. .

a) Angenommen, P enthalte unendlich viele Elemente.

m= (fi—y,1--- f).—l,t;'_l)

sei die nach Satz 4 existierende und berechenbare ausgezeichnete i —1-te
-1 .
Idealbasis von m, deren Basiselemente nach Satz 4 den Grad 7= “Z'q‘—"
=0
nicht iiberschreiten. Zur Abkiirzung soll fiir den folgenden Beweis der
Index 1 —1 in dieser Basis weggelassen werden. Wir schreiben also

m=(f, .../;Z_l‘).

2, [6=1...s] seien die Potenzprodukte von z; ... x;_,, die den Grad n;_,

n_y+i—1
;.—1 ) 4‘/‘::[#"=1'°'m"]

seien die Potenzprodukte von z, ...z, ,, die den Grad n,_, —[f],_,
nicht tiberschreiten. Es ist also m,. <s.
. *
Es set M, , = (f,..- fo_ Sufi-e 8 _,f;l-x)= (3 ...%). Damn

nicht iiberschreiten. Es ist also s =(

!
ist £<t;_ys, und M-, kann aufgefaB8t werden als Linearformenmodul
in den z, mit Koeffizienten aus P{z;...2,]. Er enthilt, da er aus der
in Satz 4 definierten ausgezeichneten Idealbasis gebildet ist, alle und nur
die Elemente aus m, die in 2, ...x;-, den Grad m;_; nicht iibersteigen.
Auf den Modul R,°, sollen die Methoden des Satzes 3 angewendet
werden, dafiir mull die Existenz einer reguliren Determinante vom Range
des Moduls nachgewiesen sein. Da P unendlich viele Elemente enthils,

138t sich durch eine Transformation z= V(y)
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r =Y

Y a=%_

z, = Ut T 0L,
xﬂ = ?)’“y;'-}- °° +vna?/n

stets erreichen, daf My iibergeht in einen Modul 9]&:‘.:1, der eine in
y, regulire Determinante enthilt. Dabei sollen die v,;-Gréfen aus P sein,
und V soll eine nicht verschwindende Determinante haben. Da die Trans-
formation die 2z, unverindert 1aB8t, also an der Modulbildung nichts &andert,
so entsteht 9, auch, wenn man die Transformation z=V(y) am
Ideal m vornimmt und dann in der angegebenen Weise den Modul bildet.
m ist transformiert, ist also aus einem Ideal m in P[Z ...Z,] durch
die Transformation # = U(z) und die Adjunktion der Elemente #;; von
U zum Korper P entstanden. Durch z = V(y) gehe m in m’ iiber. Es
wird nun Z= UV (y) = W(y). Die Elemente w;; der Matrix W sind da-
bei lineare Kombinationen der w;; mit Koeiﬁzxenten aus P, da ferner V
eine nicht verschwindende Determinante besitzt, so ist U= WV ™"; die
Elemente von U lassen sich also auch umgekehrt durch die w;; linear
ausdriicken mit Koeffizienten aus P. Mit den u;; sind also auch die w,;
Unbestimmte, und die Korper P(u ) und P (w ;) sind identisch. Die
Zuordnung u;; ~ w;; und xk ~ Y vermltbelt also eine 1somorphe Zu-
ordnung zwischen m und m’ sowie zwischen R;", und 9%, da diese
beiden Moduln in durchaus entsprechender Weise aus den isomorphen
Idealen gebildet sind. Da die Existenz der reguléren Determinante fiir me
nachgewiesen ist, so gilt sie also auch fiir ;% ,.
Es sei

L=fiz,+... + 1,2

Z?zr;-1z1+"'+f;-szs'

p < s sei der Rang von M,%,. In bezug auf ", sollen die Polynome
D, ...;,, speziell Dy . p=D; F,, und m; genau wie in Satz 3 definiert
werden Das ist méglich, da ME . eine reguldre Determinante besitzb.

Es sei nun
k=0(g,)-

Da m transformiert ist, gibt es also nur ein von 2;;1...2, abhiingendes
Polynom K“*P 40, so da8
K*Vg=0(m)
50%
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wird. Wegen y, =0(g,_,) ist ferner

k=0 ( g',' —i) .
Also gilt nach Voraussetzung
kE=g(m),
also auch .
bei K“™.g=0(m),
wobei
(9L,
ist. Es ist also auch
[K““’ gl En,_,,

und somit gilt
KU'“)-gEO(EUZf‘_l).

Man setze wie in Satz 3
g9=9"2z+...+9Pz,
6 =61+Dj} fir i=1...p,

so daB ‘
[67],<[D),=[D] fir i=1...p
und
R . .
DRES) fir {=1...p
wird. Wie in Satz 8 wird dann
9=0G+ 2 m, 5"
G=0"z + ..o+ Gz(zl)zp + Gz%lzpﬂ +...+ Gél)zs-
Da K% von z; unabhiingig ist, so ergeben sich fir K*™"g die ent-
sprechenden Zerlegungen durch Multiplikation von g, ¢ “ ) Ga’ und 3“’ mit

K% in diesen Gleichungen und Ungleichungen; denn es blelbt;
(K4 P, < [D].
Wegen g= G(M,-,) ist

K4 a =0(MEy),
d. b
.K(1+1)G =a1l1 + e —}-a;lt—,

@+
K@ =a,fi+ ...+ af;.
Wie in Satz 3 kann hierbei gesetzt werden
[2,), < D] fir i=1...p,
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und wie dort zeigt man, daf daraus bereits folgt

[, <T-2%) fir j=1...%, °
d. h.
_,FA=1 L _
ol <a(" 37 7) fir = 1... 1
Daraus folgt

eh<g+a(" T fmi-t..7

n A—1
st afi (=
Da auBerdem k=g(m) und g = G(m) ist, so ist auch
E=G(m).

@ ist also ein in bezug auf z, ...z, beschrinkter Reprasentant der Rest-
klasse & aus g, |m.

b) P enthalte nur endlich viele Elemente. s sei transzendent in
bezug auf P. Dann enthilt P(s) sicher unendlich viele Elemente. m’ sei
das Ideal in P(uy...u,,,s)[2,...2,], dessen Basis mit der von m
iibereinstimmt. Nach a) gilt der Satz fiir m’. g;, das g-te Grandideal
von m’, ist dann das durch Adjunktion von s aus g,, dem o-ten Grund-
ideal von m hervorgehende Ideal [vgl. §1, 4: Adjunktion von Unbestimmten
zum Korper &ndert nichts an der Eigenschaft eines Ideals, Grundideal
eines anderen zu sein.]

Es sei g=0(g,); dann ist auch g =0(g,), also gibt es ein k'(s),
so daB

g=k(m’) und [&],<n,
ist. Es wird also

g=k+cfi+...+¢clf,-

Durch Multiplikation mit einem Polynom x(s) aus P(u,, ...u,,)[s]
kann diese Gleichung in bezug auf s ganz gemacht werden. Dabei kann
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Einheit #Z von P als der nie-
drigste in »(s) aunftretende Koeffizient in x(s) vorausgesetzt werden.

xeg=k"'+c/fi+...+¢/f;.
Spaltet man diese Gleichung nach Potenzen von s auf und setzt die

Koeffizienten der niedrigsten in x (s) auftretenden Potenz gleich, so erhilt
man rechts und links

g=k+efi+...+¢f,.

1) In Satz 3 steht an dieser Stelle statt p die Anzahl ¢ der Baénselemente des
Moduls. Benutzt wurde aber nur, da8 diese Anzahl nicht kleiner als der Rang dee
Moduls ist. Der Rang p leistet also in dieser Ungleichung dasselbe.
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”

Dabei sind die &; ¢, . .. ¢, die entsprechenden Koeffizienten von k”; ¢ ... ¢/
Es ist,also

g=k(m) und [k] <,
q.e. d.

Hilfssatz 4. Voraussetzung. Es ses MM Modul aus Linearformen
n 2, ...z, mit Koeffizienten aus P[z,...x,]. & set der zugehorige
Grundmodul. M’ und @' seien Moduln .aus Linearformen in z, ...z,
mit Koeffizienten aus P [2,) (%41 ... Za), deren Basiselemente mit denen
von M bew. ® dbereinstimmen.

Behauptung. © ist Grundmodul von I’.

Beweis. Es sei ¢’-g’(z)=0(M’). Dabei sei ¢’ =+ 0 eine GroBe aus
P[2,](%o+1---2n) und ¢g’(z) eine Linearform in z, ...z, mit Koeffizienten
aus P[z,](%,41---%,). Dann gibt es ein Polynom d®*" 40 aus
P[%o41...24], so daB

d®V.¢'-g'(2) = 0 (M)

(e+1) +1)
d = glet. fetl)

wird, und es ist
so daB

eett.¢’=¢ und f¢*V.¢'(2)=g(z)
ganz sind in z,41...2,. Es ist also

cg(z)=0(M) ¢=+0

und somit
) 9(2)=0(6©).
Es wird also auch
9 (2)= 50y =0(®").

Der Grundmodul von 9N’ ist also durch @’ teilbar. Ist andererseits
9'(2) =0(9®),
so gibt es ein Polynom f¢*Y 4 0, so daB
fe 9" =g=0(8);
es gibt also ein ¢ in P[a,...2,], so daB
c-g=0(M)

c-9' =0(WM)

wird. Also ist ¢’ und somit auch ®’ durch den Grundmodul von 9t teil-
bar. &’ ist also der Grundmodul von ', q.e. d.

Folgerung aus Satz 6. g, hat modm eine Basis, deren Elemente
in 2;...2, den Grad n, nicht iiberschreiten. Da nun bereits die Basis-

und folglich auch
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elemente von m in bezug auf z;...%, den Grad ¢ nicht iiberschreiten, und
da fiir ¢ > 0 stets n, > ¢ ist, so hat g, fiir ¢ > 0O eine Basis, deren Ele-
mente in z,...z, den Grad n, nicht iiberschreiten.

Wie im Beweis von Satz 6 bemerkt wurde, besteht der Modul M)
aus der Gesamtheit der Elemente von m, die in ...z, den Grad =,
nicht iiberschreiten. Entsprechend setzen wir nun fest:

Definition. 1. ®) sei der Modul aus Linearformen in den Potenz-
produkten z, von z...z,, der aus der Gesamtheit der Elemente aus g,
besteht, die in bezug auf z...z, den Grad =, nicht iiberschreiten. Nach
der Folgerung aus Satz 6 enthilt ®, dann eine Basis von g,.

2. M, und &, seien Moduln aus Linearformen in den Potenz-
produkten z, von x;...x,, die aus der Gesamtheit der in m bzw. in g,
enthaltenen Elementen bestehen. In 9, und @, treten also unendlich
viele 2, auf, wihrend jede einzelne Linearform nur endlich viele z, enthalt.

Fir das Folgende sei m und somit auch g, stets als transformiert
vorausgesetzt {§ 1, 4]. Dann ist sicher &, Grundmodul von 9,. Fiir die
Moduln %) ,; @5, M,_, und G,_, gilt.

Satz 7. 1. ®,_; ist Grundmodul von M;_;.

2. Das Restklassensystem ®p_y} Moy von ©,—, nach My, ist iso-
morph demjenigen von ®,_; nach M,_,. In Zeichen

@:—1[932*-1’\‘@9—1“”2 —1-

3. M-+ hat nur endlich viele von der Einhest E verschiedene Ele-
mentartetler, namlich die von SUEQ*_L

Beweis. 1. ®,_, sei Grundmodul von M,%,. Es sei g = 0(®,.,),
dann ist g =0(ge—1) und [glo-1 L mp—1. Folglich gibt es ein Poly-
nom @40, so daB f@-g=0(m). Es ist [f?-glo—y < mp_y, also ist
r@.g=0(M)_,) und somit g=0(G,%,).

Ist andererseits g=0(®),), dann existiert ein f@ 40, so daB
r€g=0(M*1). Es wird also [£©-g],—1 £ 7,1, also auch [gl,y < npey.
AuBerdem ist g = 0(g,-1). Es ist also g =0 (®,—;) und somit

@59*_1 = _9*_1, q. e. d.

2. {9} sei Restklasse aus ®,_;|IM,-1. Nach Satz 6 kann g so ge-
wihlt werden, da8 [g],—; < ,-, Wird, also ist g = 0 (®,%,). Es wird also
Go-1|My-1 ~ (859*—1 [ Mp1-

Es sei nun {g} die Nullklasse aus &,y |M,-1, d. h.

] g=0 ((55:.1) und g=0(M,—1),
also ist

(9le-1 <me-1 und g=0(m).
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Daraus folgt
g=0(M"s).

{g} ist also auch Nullklasse aus ®," ;| M, (. Ist andererseits {g} Null-
Klasse aus ®,—;| M, 1, so ist wegen M,*; = 0(M,-,) die Restklasse {g}
auch Nullklasse aus ®,", |9, ;. Es ist also

@59*—11%9—1 ~ ®*_1 } 9)2%_1 .
Also auch
®9~1 I wtg—l ~ @j@*_l l wtetl Y q. e. d.

3. Fiir den Beweis der dritten Behauptung sei 2,,;...2, dem zu-
grunde gelegten Korper adjungiert. Nach Hilfssatz 4 bleibt dabei die
Eigenschaft von @59*—1 bzw. &,_;, Grundmodul von 932:_1 bzw. IM,_, zu
sein, erhalten. Der Koeffizientenbereich dieser Moduln ist also jetzt der
Ring P [2,](%o41..-2s), in dem jedes Ideal Hauptideal ist. Die Moduln
kénnen dann aufgefait werden als verallgemeinerte Abelsche Gruppen
gegeniiber der Addition, deren Multiplikatorenbereich der Koeffizientenring
der Moduln ist. Der Satz iiber die bis auf Isomorphie eindeutige Dar-
stellung einer Abelschen Gruppe endlicher Ordnung als direkte Summe
endlich vieler groBter zyklischer Gruppen, deren Ordnungen durcheinander
teilbar sind, gilt auch hier, da fiir seinen Beweis nur vorausgesetzt werden
muB, daB im Multiplikatorenring jedes Ideal Hauptideal ist. Als Ordnung
einer Gruppe I” ist jetzt definiert ein Element o des Multiplikatorenbereichs,
derart daB a-I" verschwindet, und daB a groSter gemeinsamer Teiler aller
Elemente dieser Eigenschaft ist.

Nun gibt es eine Darstellung
Mow1 = (e1nds ... & np); Oty = (015 ... 1),
W1 =(eint;...opnp;l1...); Gor=(n{;...00;...) [N.§1,5].
Dabei sei )
e+ E...e;+E;61=...—=e¢,=F; e]+E;...¢),+E;ep,1=...=¢ =k,

wo E die Einheit des Korpers bedeutet. Dabei sind die #;, %/ und ¢,
untereinander linear unabhingig. Daraus folgt gruppentheoretisch

B | M= {m}+ -+ {n} Gomt|Mpmr = {ni} + ... + {0’}

Diese Summen sind divekt, {7} und {#;} sind zyklische Gruppen der
Ordnung e; und ef. Da diese Darstellung bis auf Isomorphie eindeutig ist,
und da @, [ M5y~ @,y | M,y ist, so folgt r=17" und ¢=¢/. Die
von der Einheit B verschiedenen Elementarteiler von M,~; und M,-,
stimmen also miteinander iiberein, q. e. d.
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Satz 8. Die Basis des o-ten Grundideals g, von m = (fy..-f:) lapt
sich mit endlich vielen Schritien berechnen. .

Beweis durch vollstindige Induktion.

1. o=mn. Es wird g, =m={(f,...f,).

2. Angenommen der Satz sei bereits fiir ¢ > 1 bewiesen. Esseip=1—1.
Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte.

a) Modulberechnungen.

Emf__l und (Sj;_l seien die in diesem Paragraphen definierten Moduln
aus Linearformen in den Potenzprodukten z der z,...z;-, mit Koeffi-
zienten aus P[x,...x,]. Wie in Satz 6 gezeigt ist, 148t sich eine Basis
von 9%, mit endlich vielen Schritten berechnen. i, und ®; , seien
Linearformenmoduln in den z mit Koeffizienten aus P[a;](2i41...24),
die die gleiche Basis haben wie Mi_, baw. ®;—,. Sie gehen also durch
Adjunktion von Zi4;...%, zum Korper P hervor. Nach Satz 7, 1 und
Hilfssatz 4 ist ®;, Grundmodul von M;”,. Es handelt sich zunichst
um die Berechnung einer Basis von &,

Es sei A die Matrix der berechneten Modulbasis von 0%, = (1,...4).
p sei der Rang dieses Moduls. Nack der Elementarteilertheorie gibt es
dann zwei Matrizen R und § vom Range ¢, die eine nicht verschwindende
von z; unabhingige f-reihige Determinante besitzen, so da8

ifel_l,IO ... 0 "!
¢ S g
=1 i
Bds=|0
.ii 0... Oe;,..m,f}

wird. R und S lassen sich [z. B. mit den Methoden von Béocher?)] mit
endlich vielen Schritten berechnen. Setzt man 2’ = R (1), so bilden die
eine neue Basis von M, ,, da die Transformation wegen der von z; un-
abhingigen und nicht verschwindenden #-reihigen Determinante aus R
umkehrbar ist. Diese neue Modulbasis besitzt die Matrix R-A4. Trans-
formiert man ferner die Variablen z, der Linearformen mit §; setzt man
also z=8(2"), so erhdlt die Matrix von 21‘&2"_'1 die Form RAS,
d. h. es wird

9)2;_’1 = (32.—1.1 23 +--Cioap zz”)
Daraus ergibt sich sofort eine Basis des zugehdrigen Grundmoduls
®F = (2 -.-2).
Durch Riickgingigmachen der Transformation z = §(2’), das erlaubt ist,

1) Bicher, Einfiihrung in die hohere Algebra, Kap. 20,
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da S eine von z; unabhingige, nicht verschwindende Determinante hat,
erhalt man fiir ®;", eine Basis in den urspriinglichen Variablen z.

G = (ky; ... kp).

Dabei konnen die k; als Linearformen in den z mit Koeffizienten aus
P[z;...x,] angesehen werden.

b) Berechnung von g;—, aus ®;",.

Da ®;’, aus ®;_, durch Adjunktion von #;_,...z, hervorgegangen
ist, so sind die Linearformen aus ®;",, deren Koeffizienten zu P [2:...2,]
gehoren, durch das 1-te Grundideal von g;_,, das mit g, , identisch ist,
teilbar. Sie bestehen also aus der Gesamtheit der ¢, fiir die

L g=0(g-). 2. [g]Zm-
ist. Es ist also k; = 0(gi~,) und (k] < m_,, wobei k; noch ganz in den
Transformationskoeffizienten angenommen werden darf. Es sei

U b =Uphyy + - + U, b
wo die Q Potenzprodukte der Transformationskoeffizienten wu,, sind,
wihrend die k;; nach Riicktransformation von den w,, unabhingig werden.
Da g,-, transformiert ist, ist also k;; = 0(g;-,) und es wird [k;;] <na_,.
Also ist

. ., ! (kll kpn) —0(657—1
Andererseits ist

@) T O(kll"'kﬂﬂ’)'

;"‘:1 == (kll .o kp">.
Man setze nun fiir die z, wieder die Potenzprodukte in z,...z)-,
und fasse f=(k,,...k,,) auf als Ideal in P[x,...z,], das nach Kon-
struktion seiner Basis transformiert ist.

Es sei g=0(gi1)

Da nach der Folgerung aus Satz 6 ®;—, und somit auch ', bereits
eine Basis von g;_, enthdlt, so gibt es ein a®+1) 40, so da

a*+vg=0(1)

Also wird

wird. Ist umgekehrt
a®+tvg = 0(t),
g=0(g-1).
Das heiit also, da f transformiert ist, g,—, ist das i-te Grundideal von .
Nach Voraussetzung 1i8t sich nun das i-te Grundideal stets mit endlich
vielen Schritten berechnen. Es 1aBt sich also auch g;_, und damit jedes
Grundideal von m mit endlich vielen Schritten berechnen, g. e. d.

so ist
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Zusatz zu Satz 8. Man setze
(o) (o) L
Ee—-1= €o—1,p5 R.g—l =.ﬂeg—1,i-
=1

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man E?, und Ré"_)l als ganz
und primitiv in Z,_,...%, annehmen. Dann wird

E=[[EY
= [ By~

=1
die Elementarteslerform von m und
R— IR,

e=1
die Norm von nt.

Damit sind also diese beiden fiir die Charakterisierung des Ideals
durch seine Nullstellen wichtigen Polynome gewonnen.

Nach N. Satz 11 1a8t die Norm von m eine Zerlegung zu
R=JI (i — b — --- — tni Ynw)
(754
= JT (a0 — Fon) - - fni (9 — Fu))-
mLY

Dabei bedeuten die ¢;; die Koeffizienten der Umbkehrtransformation U™*
und die %, ... %, durchlaufen ein von den #; unabhingiges vollstandiges
Nullstellensystem des nicht transformierten Ideals m. Nach § 2 IaBt sich
die angegebene Zerlegung der Norm und damit die Berechnung des voll-
stindigen Nullstellensystems mit endlich vielen Schritten durchfijhren.

§ 7.
Primideale.

Wihrend die bisherigen Methoden, mit Ausnahme der Zerlegung der
Polynome in § 2 auf die besonderen Eigenschaften des zugrunde gelegten
Korpers gar keine * Ricksicht zu nehmen brauchten, wird es fir die
Berechnung der zu m gehorigen Primideale wesentlich, ob der Kérper
vollkommen oder unvollkommen ist. Der Grund dafiir liegt in den §1,5
zitierten Sitzen, nach denen man bei zugrunde gelegtem vollkommenem
Korper aus der Tatsache, dal die Elementarteilerform Primfunktion ist,
schlieBen kann, daB das Ideal Primideal ist, wihrend im unvollkommenen
Korper dieser SchluB unzulissig ist. Da uns nun nach dem bisher
Berechneten die Elementarteilerformen der gesuchten Primideale als Prim-
faktoren der Norm bekannt sind [N. Satz 10], wir aber weiter nichts von
diesen Primidealen kennen, so wird die Berechnung ihrer Basis von ihrer
Elementarteilerform ausgehen miissen, und es wird sich damit ein Gegen-
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satz zwischen der Berechnung der Primideale im vollkommenen und im
unvollkommenen Korper ergeben. Satz 9 wird die Methoden bringen, die
in beiden Fillen zur Anwendung kommen. Im Fall des vollkommenen
Korpers wird damit alles erledigt sein, fiir den Fall des unvollkommenen
Korpers ist noch eine weitere Rechnung nétig, die in Satz 10 gebracht
wird. Satz 11 faBt dann beides zusammen und wendet die gefundenen
Methoden auf die speziellen Primideale des gegebenen Ideals an.

Satz 9. Voraussetzung. Es sei die Primfunktion P© Elementar-
teilerform des transformierten Primideals p der Dimension n—po in
Ple,...z,] =P(w)[z,...2,]. P sei das daraus durch Ricktransfor-
mation x=U""'(y) und Multiplikation mit |U!" = |w,,|" hervorgehende
Polynom, das ganz ist in den u,,. Es sei

i
P=3UP.

A=1
Daber seien die U, Potenzprodukte der Transformationskoeffizienten u, ,
und die P, Grofen aus Ply,...y,). Dann ist
1=(P...P)

Ideal in Ply,...y,); t sei das daraus durch Transformation hervor-
gehende transformierte Ideal, p' das p-te Grundideal von t.

Behauptung. p=1yp’, falls P esn vollkommener Korper ist. Sonst
golt nur: p’ ist esn zu p gehorendes Primdrideal.

Beweis. Wegen P@=0(r) ist das 1-te bis ¢ —1-te Grundideal
- von t gleich dem Einheitsideal 0. Wegen r=0(p’) gilt daselbe fiir p’.
Da aber p’ das o-te Grundideal von t ist, so ist es mit seinem p-ten
Grundideal identisch. p’ hat also nur einen von der Einheit verschiedenen
hochsten Elementarteiler, alle zu p’ gehérenden Primideale sind von der
Dimension 2 — p. '

Da nun P?=0(p’) ist, so ist P® ein Vielfaches der Elementar-
teilerform von p’, die infolgedessen, da P Primfunktion ist, entweder
P'@ oder die Einheit E ist. '

Angenommen die Elementarteilerform von p’ wire E. Dann wire
p’=p; d.h. es gibe ein Polynom

G(e'i'l);*__ O,
GQ-H)E 0 (r)

so daf

wire.

Nach Definition von I folgt aus P®=0(p), sicher T=0(p), wo P
das zu p gehdrende nicht transformierte Ideal ist. Also ist auch r=0(p).
Es ware also -

G P=0(p).



Die Frage der endlich vielen Schritte in der Theorie der Polynomideale. 781

p wire also entgegen der Voraussetzung hichstens von der Dimension n—p—1.
Also war die Annahme falsch, und P ist die Elementarteilerform von §’.
Ist nun P ein vollkommener Kérper, so ist ' nach N. Satz 13 ein
Primideal, dessen Elementarteilerform mit dem von p ibereinstimmt. Da
durch die Elementarteilerform die Nullstellen des Ideals bestimmt sind,
so haben die beiden Primideale dieselben Nullstellen, sind also identisch.
Ist P unvollkommen, so kann man nur schlieBen, daB p’ Primirideal
ist. Da p’ dieselben Nullstellen hat wie p, so ist p das za p’ gehorende
Primideal, q. e. d. )

Zusatz. DaB im Fall des unvollkommenen Korpers p’ ein eigent-
liches Primérideal werden kann, zeigt das in N. § 6 zum Schluf gebrachte
Beispiel.

Es sei P der Restklassenkérper mod 2, dem die Unbestimmte 4 adjungiert
ist. n=2. Essei p=(y241; y,-+ ¥, das nichttransformierte Ideal.
Es ist also P = (1,2, + U 7,)" + A5 2, (0 + Uyy) + 25 (Ugq + %y0))-
Als Elementarteilerform ergibt sich

PP — 2l A(th+ 1),
Dabei sind die ¢;; Koeffizienten der Umkehrtransformation U~ 1. Ideale, die
P® zum ersten von der Einheit verschiedenen Elementarteiler haben,
haben P® als einzigen Elementarteiler, da n=2 ist. Da P® Prim-
funktion ist, sind also diese Ideale Primirideale. In den Bezeichnungen
des Satzes 9 wird also t=p’. Durch = U"'(y) erhilt man aus P®

P=13, (5 +1)+t(9 +4)-
p’ entsteht also durch y = U(z) aus dem Ideal

(¥ + ) (y3 +4) = (97 + 4 (9, + 92)%)-

Das aber ist, wie man sofort sieht, ein zu p gehérendes echtes Primir-
ideal, da es (y,+ 9,)°, aber nicht (y, + ,) enthalt. Das entsprechende
gilt naturhch fiir das transformierte Ideal.

Zum Beweis des Satzes 10 sind nun zwei Hilfssitze nétig.’

Hilfssatz 5. Voraussetzung. g sel esn Ideal in R =Pz, ...z,].
Dabes ser x; algebraisch oder transzendent tn bezug auf Pz, ...z, ,].
9’ ses das Ideal in P(z,)[2, ... x”_l], dessen Basiselemente mit denen
von o uberesnstimmen. Die zu q' gehorenden Grdﬁen aus Plz,...2,]
sollen. durch q teilbar sesm. Dann sind q und q° eindeutig durchemandez
bestimmt.

Behauptung Mzt q 28t q" Primideal bzw. Pmmamdeal und um-~
gekehrt.

Beweis. 1. q sei Primiridesl. -
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Bs sei a'-0'=0(q’), aber b'==0(q’) fiir jedes ». Dann gibt es
Polynome f(z,) und g(z,), so dafl
fa=0(P[z,...2z,]) und ¢-3'=0(P[z,...2,]).
Es wird also

f-a'-g9-b"=0(q).
Da aber aus

g*-b""=0(q)
direkt b'“=0(q’) folgen wiirde, so ist
(9-0")"=£0(q)
fiir jedes x. Da g primir ist, folgt
: f-a’=0(q)
und somit
d. h. g’ ist primdir.
2. q' sei Primarideal.
Aus
a-b=0(q); b"==0(q)

a-b=0(q"); b"==0(q")
fiir jedes ». Nach Voraussetzung wird also

a=0(q")
=0(q),

fiir jedes » folgt

und somit auch

d. b. q ist Primérideal.

Setzt man in diesem Beweis fiir » stets 1, so ergibt sich: mit q ist
g’ Primideal und umgekehrt, q.e. d.

Hilfssatz 6. Voraussetzung. g set ein Ideal in Plz,...x,].
Dabei sei z; [t=1...n] transzendent in bezug auf Plz ...x;_,].
P" (x,) ses Primfunkiion und es gelte

P®(2,) =0(q).
&, ser algebmz’sch in bezug auf P und zwar sed

P(ﬁ)(&-ﬂ) =0.

P{#,...z,_,&,] wird also ein Ring ohne Nullteiler sein. ¢’ sei das Ideal
in Pla, ...z, £, dessen Basiselemente aus denen von q durch Ver-
tauschen von x,-mit &, hervorgehen. Die Basiselemente von q gehen dann
umgekehrt aus denen von q’ hervor durch Vertauschen von £, mit z,
und durch Hinzufiigen von P®(z,) zur Basis.
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Behauptung. Mt g ist o' Primideal bzw. Primdrideal und wum-
gekehrt.

Beweis. Der Beweis liBt sich direkt entsprechend dem Beweis von
Hilfssatz 5 durch Rechnung fithren. Er ergibt sich aber auch durch fol-
gende Uberlegung: q ist dann und nur dann prim bzw. primér, wenn das-
selbe fiir den Ring 0|q gilt, d. h. wenn dieser keine Nullteiler hat bzw.
wenn eine Potenz jedes Nullteilers verschwindet. Die Vertauschung von
z, mit £ bedeutet Ubergang zu den Restklassen nach ( P(’"(zﬂ)).
Dabei wird

o{(P™(z,))=0", q|(P"(2)=1q".

Bekanntlich sind nun o}q und o’|q’ isomorph. (Aufgelost nach Elementen
in o enthalten die beiden Nullklassen dieselben Elemente.) Mit o|q ist
also o’|g’ prim bzw. primdr, d. h. mit q ist q’ Prim- bzw. Priméarideal
und umgekehrt, q.e. d.

Satz 10. Voraussetzung. q ses ein Primdrideal in Plz, ... z,],
dessen. Elementarteilerform P© Primfunktion ist. q ist also Primideal,
falls P vollkommen ist.

Behauptung. Zine Basis des zu G gehorigen Primideals p lipt
sich stets mit endlich vielen Schritien berechnen.

Beweis durch vollstindige Induktion.

E sei die Einheit von P. Dann kann P”+ E angenommen werden,
da sonst q = p = ist.

1. n=1. g ist Hauptideal. q¢=(Q). Aus P9=0(q) folgt
PP=0(Q). Also ist entweder @ = P? oder Q = E, da P® Prim-
funktion ist. Es ist aber @ = F, da sonst q = o wire, entgegen der Vor-
aussetzung, da8 P® 4 E die Elementarteilerform ist. Also ist q = (P?).
Da P Primfunktion ist, ist also auch q Primideal.

2. Angenommen der Satz sei fiir n=r — 1 bereits bewiesen. Es sei
n=r. Wie in §1 gezeigb wurde, geniigt es, den Satz fiir transformierte
Ideale zn beweisen, weil damit die eindeutige Berechnung des Primideals
fir nicht transformierte q mitgegeben ist. ¢ sei also im folgenden
transformiert. )

a) g sei von hoherer als O-ter Dimension. os=7r. q’ sei dasaus g
durch Adjunktion von z, hervorgegangene Ideal in P(2,)[z,...z,_,].
Die zu P{z, ...z,] gehorenden Polynome aus q’ bilden dann das » — 1-te
Grundideal von g, das mit g iibereinstimmt, da q mindestens von der
1-ten Dimension ist. Nach Hilfssatz 5 ist q° ein Primirideal- in
P(z,)[2, ...2,_,]. Da die Nullstellen von q mit deven von g’ iiberein-
stimmen, so ist die Elementarteilerform von g’ eine u P® gehérende
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Primirfunktion, die wegen P®= 0(q’) mit P? identisch ist. Nach Vor-
aussetzung lassen sich also die Basiselemente des zu g’ gehdrigen Prim-
ideals mit endlich vielen Schritten berechnen. Es sei p’'=(p,...p,),
wobel die p; [¢=1...] als GroBen aus P [z, ... 2,] angenommen werden
diirfen.
p enthalte alle und nur die Polynome aus p’, die zu P[z, ...z
gehéren. Nach Hilfssatz 5 ist p Primideal. Aus
| '=0(y) wd p”=0(q")
folgt auch
g=0(p) uwnd p"=0(q),

denn Teilbarkeiten bleiben bei der Adjunktion von z, erhalten, und wenn
das Ideal f aus der Gesamtheit der in Pz, ... ,] liegenden Polynome
aus p’* besteht, so ist sicher p*= 0(%), da alle durch p teilbaren Polynome
auch durch p’ teilbar sind.

p- ist also das zu q gehorige Primideal, also ist p transformiert. Aus
den Basiselementen von p’ soll jetzt eine Basis von p berechnet werden.
Ist p=0(p) und |U|"p=U,p,+ ... + U.p, eine Aufspaltung von p
in transformierte Bestandteile p,, so daf die U, Potenzprodukte der Trans-
formationskoeffizienten sind, und die p; nach Riicktransformation von
diesen unabhingig werden, so gilt, da p transformiert ist, p,= 0(p), also
auch p,=0(p’). Die Basiselemente (p, ...7p,) von p’ konnen also be-
reits so gewdhlt werden, daB sie nach Riicktransformation von den Trans-
formationskoeffizienten unabhingig werden. (p,...p,) ist dann in
P [z, ...2,] ein transformiertes Ideal, die Gesamtheit aller zu P[z, ... z,]
gehorenden Polynome aus p’, also die Elemente von p bilden dann das
r — 1-te Grundideal von (p,...p,), das sich nach Satz 8 mit endlich
vielen Schritten berechnen l4f3t.

b) q sei von der Dimension 0. Die Primfunktion P®(2,) ist dann
Funktion von z, allein. &, sei eine durch die Gleichung P™ (&) =0 alge-
braisch von P abhingende GroBe. q’ sei das aus q durch den Ubergang
zum Restklassensystem nach P () hervorgehende Idealin P [2, ... 2, _, &,],
das aus q durch Vertauschen von z, mit £, entsteht. Nach Hilfssatz 6
ist q’ Primédrideal. Durch Adjunktion von &, zum Kdorper P geht ¢’ iiber
in ein Ideal ¢”. Die Gesamtheit der in bezug auf £, ganzen Polynome
aus q” ist durch g’ teilbar. Ist nimlich

g(zy...2,_,§)=0(q"),
,F(?r)g(xl ez, E)=0(q").
F(&)=+0.

so folgt

Dabei ist
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Daraus folgt
Flz)g(z, ...z, _,2,)=0(q)

F(z,)==0(P"(2,)-
Da P (x,) Primfunktion ist, folgt daraus F “(x,)==0 (P (x,)) fir jedes x.
Da P”(z,) als Elementarteilerform von g der groBSte gemeinsame Teiler
aller nur von z, abhingenden Polynome aus q ist, so folgt F*(z,)==0(q)
fiir jedes . Alsoist g(z,...,_,2,)=0(q) und somit auch g(z,...%,_,¢&,)
=0(q’). Nach Hilfssatz 5 ist q” also Primérideal.

Die Elementarteilerform von q” ist eine, und zwar nicht immer die
erste Potenz einer Primfunktion. Nach Satz 1 148t sich mit endlich vielen
Schritten die zugehérige Primfunktion berechnen, nach Satz 9 findet man
die Basis eines Primirideals q”, dessen Elementarteilerform diese Prim-
funktion ist, das also zu demselben Primideal gehért wie q”. Nach Vor-
aussetzung 148t sich das zu q”” und somit zu q” gehorende Primideal p”
mit endlich vielen Schritten berechnen.

Es sei p”=(p,(zy..-2,_1&)...p, (2, ... %,_,,)). Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit kénnen die p; als ganz in &, angenommen werden.

i UW?{(‘"’: ceepy xr) = U1pi1(x1 R xr) + ...+ Uy?i,u(% eae xr)’
|U P (,) =U,Pfx,...2,) +... +U,P,(z;...2,)
sei die Aufspaltung dieser Polynome in transformierte Bestandteile. Es
sei p'=(Pyy (21 2,) -+ Py (@y---2,), P (z,...z,)... P,(,...2,)) ein
Ideal in P[x,...2,]. Nach Konstruktion ist p’sicher ein transformiertes
Ideal. Es wird sich zeigen, daB p’ bereits das gesuchte zu q gehdrende
Primideal p ist. Es wird ndmlich:

1. p’=0(p), denn aus
pi(xl A xr~1£r) = O(p”)
piz(xl e Ty §r) = O(q”)'
Nach dem iiber g” Bewiesenen folgt daraus
p:(xl cre xr-l xr} =0 (Q)’

und

folgt

also wird
{2y ... 2, _,2,)=0(D)-

Da ferner P (2,)=0(p) ist, und da p als transformiertes Ideal mit
einem Polynom auch dessen transformierte Bestandteile enthilt, so ist
p'=0(p)-

2. p’ ist Primérideal. Da p’ transformiert ist, folgt nimlich aus
P?(x2)=0(p’), daB p’ hochstens von der Dimension 0 ist, aus p <o
und p’= 0(p), daB es genau von der Dimension 0 ist. Da P¥(z)

Mathematische Annalen. 95. 51
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Primfunktion ist, ist sie mithin die Elementarteilerform von p’. p’ ist
also Primérideal, und P (z,) ist der groBte gemeinsame Teiler aller nur
~ von z, abhingenden Polynome aus p’.

3. p=0(p’). Esseinimlichp(z,...2,_,2)= O(p) Entweder ist
Py oo,y r)"O(Pm(az)), dann ist sicher p(x,...z,_,2,)=0(p").
Oder es ist p(@;...%,_, 2,)50(P"(2,), dann ist p (2,... 2, ,§,)=0(p").
Dann aber gibt es ein F(z,), so daB F(x,)-p(z,...2,_,2,)=0(p") und
F(2,)==0(P" (z,)) wird. Es wird also auch F (z,)==0(P" (z,)) fur
jedes » und somit wird nach dem unter 2 bemerkten F{z,)==0(p’) fir
jedes %. Da p’ Primarideal ist, folgt daraus p(z,...z,_,z,)=0(p")
und somit p = 0(p’).

Aus 1 und 3 ergibt sich p =p’. Mit der Basis von p’ ist also auch
die von p bekannt, q.e. d.

Satz 11. Die zu einem Ildeal m gehérigen Primideale lassen sich
mit endlich vielen Schritten berechnen.

Beweis. Nach N. Satz 10 sind die Elementarteilerformen der zu m ge-
hérigen Primideale die Primfunktionen, die zu den Priméarfaktoren der Einzel-
normen R“ von m gehoren. Satz 8 erlaubt die Berechnung der ®® mit
endlich vielen Schritten, § 2 gibt Methoden zur Berechnung der zugehérigen
Primfaktoren. Nach Satz 9 1aBt sich zn jeder solchen Primfunktion ein
Ideal berechnen, das im vollkommenen Korper das zu m gehérende Prim-
ideal, im unvollkommenen Korper jedenfalls ein zu diesem Primideal ge-
hérendes Primirideal ist, dessen Elementarteilerform Primfunktion ist.
Nach Satz 10 1aBt sich das zugeh6rige Primideal auch in diesem Fall
berechnen. Die Sdtze 9 und 10 liefern also die Methoden, nach denen
man mit endlich vielen Schritten die Primideale finden kann,

§ 8.
Primiirideale und isolierte Komponenten.

Die Primérideale, die in einer Darstellung von m als kleinstes ge-
meinsames Vielfaches groBter primérer Komponenten auftreten, sind nicht
eindeutig. Es kann sich also nur um die Berechnung irgendeines bei einer
solchen Darstellung moglichen Systems primirer Ideale handeln.

Es sel p,, ein zu m gehoriges Primideal n — p-ter Dimension. Ist
4 groBer als der Exponent irgendeines zu p,, gehorigen: Primirideals g,
das in einer Darstellung von m auftreten kann, so ist das o-te Grund-
ideal von (m,p})) auch ein solches. Zur Berechnung der Primirideale
geniigt also die Auffindung einer -oberen Schranke fiir 4. Es wird sich
zeigen, daBl die Zahl x(f,q,n), die im Hentzeltschen Nullstellensatz be-
rechnet wurde, eine solche Schranke ist.
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Diese Schranke greift nun allerdings viel héher, als es nétig ist. Das
zeigt das einfache Beispiel

m= (2% 2-y) = [(2); (2% 9)].
Die zu m gehérigen Primideale sind (2) und (2;y). Die Exponenten
der auftretenden Primérideale sind also alle hichstens 2. 1= 2 geniigt
also fiir den vorliegenden Fall. Satz 5 liefert dagegen x(2, 2, 2) = 256.

Satz 12. Voraussetzung. Poi...Pem, [0=1...7n] seien die zu
m gehérenden Primideale n — o-ter Dimension. % =x(t,q, n) sei die
in Satz 5 berechnete Zahl. q,, sei das o-te Grundideal von (m, pys).
oo 28t also Primdrideal und gehort zu P,,. Als Grundideal eines trans-
formierten Ideals ist es selbst transformiert.

Behauptung., m=[q;, ... Qnm,]-

Beweis. Bs sei &;...&), Nullstelle vom Transzendenzgrad n — o
des Primideals p,,. Die &&7*... &7, sind also transzendent in bezug
auf P.

0p0 = (2, — &go . .. &y — &5) ist dann das zu dieser Nullstelle gehrende
Nullstellenideal, es ist Primideal 0- ter Dimension in P (£5...&5%) [#1... @a],
und es wird

Do =0(0,0),
also auch
(m, pgo) = 0(m, 0,).

Um Satz 5 anzuwenden, ist nur zu zeigen, daB das Grundideal g,,
durch (m, o,,) teilbar ist.

Da (m, 0,5) =0(v,,) und o), =0(m,0;,) ist, und da o,, die
Dimension 0 hat, so ist (m, 0,) ein zu o,, gehorendes Primérideal.

(m, 0},) enthdlt kein von z, ..., freies, von 0 verschiedenes Poly-
nom. Ist ndmlich G®*(zpps...2,)2=0, so ist, da &&7*... &) tran-
szendent in bezug auf P sind, QYTU(g&*...E%)=40, d. h
GO (Zyiq - - T4) == 0(046), also auch GCHY(z,py ... 2,) == 0(m, 055).

Es.sei nun g=0(q,,), dann gibt es ein f“*V30, so daB
@9 =0(m, p},). Bs wird also 7°*V.g=0(m,0,,). Da nun aber
alle Potenzen von f@™ von z, ...z, unabhingig und somit nicht durch
das Primirideal (m, 0,5) teilbar sind, so wird g = 0 (m, 0,55) und somit

Gos = 0(m,0,5).
Es ist also

[+ Gumy) = 0 (11, 05,
51*
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wo o, ein beliebiges zu m gehdrendes Nullstellenideal bedeutet. Nach
Satz 5 ist also
[qn e qum,.] = O(m)‘

Andererseits ist

m=0(qe,).
Daraus folgt

m=0([q,, ... Qo)) -
Es ist also

m={[q,...q,,]
q.e. d.

Die isolierten Komponenten vorn m ergeben sich jetzt durch Zusammen-
fassen von Primiridealen, die zu isolierten Gruppen unter den Primidealen
gehoren; dabei besteht eine isolierte Gruppe aus Primidealen, die zu m
gehoren, und enthdlt mit irgendeinem zu m gehorigen Primideal p auch
alle zu m gehorigen Primideale, die Vielfache von p sind. Da man nach
Satz 8 mit endlich vielen Schritten feststellen kann, ob ein Ideal durch
ein anderes teilbar ist, so kann man diese isolierten Gruppen mit endlich
vielen Schritten berechnen. Dividiert man das Ideal m durch das Produkt
der x-ten Potenzen der Primideale der komplementiren Grappe, so erhilt
man ebenfalls die zugehérige isolierte Komponente, da ja x nach Satz 12
eine obere Schranke fiir die Exponenten der auftretenden Primirideale ist.

(Eingegangen am 29. 5. 1925.)



