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Unstarre geschlossene Flichen.

Von
Stefan Cohn-Vossen in Géttingen.

Eine Fliche heiBle starr, wenn sie als Ganzes keine Infinitesimal-
verbiegungen aufler infinitesimalen Bewegungen zulift; sonst unstarr. Die
Eiflichen sind bekanntlich starr?). Aber auch unter den geschlossenen
Flachen vom Geschlecht Null, deren Gaullsche Kriimmung nicht iiberall
positiv ist, war bisher keine unstarre bekannt (von einem trivialen Fall
abgesehen)?). Im folgenden sollen nun solche unstarren Flichen angegeben
werden, und zwar Rotationsflichen. Es zeigt sich, daB eine Kugel unstarr
wird, wenn man lings eines GroBkreises eine beliebig schmale und beliebig
flache Rinne anbringt. Die Breite und Tiefe der Rinne sind aber nicht
willkiirlich, sondern miissen einem gewissen Wertevorrat entnommen sein,
der eben unbegrenzt kleine Werte enthilt.

Die Spezialisierung auf Rotationsflichen hat einen formalen Vorteil®):
Fiir die Meridiane und Breitenkreise als Parameternetz reduziert sich das
Starrheitsproblem durch Trennung der Verinderlichen auf gewoknliche
Differentialgleichungen, die den Verlauf der Verbiegung lings eines Meri-
dians bestimmen (§ 1). Die Forderung, da die Verbiegung auch in den
Polen des Parameternetzes noch regular sei (§ 2), fithrt — &hnlich wie in
der Theorie der Kugelfunktionen — auf ein Sturm-Liouvillesches Eigen-
wertproblem, aber in einem anderen als dem iiblichen Sinn. Die fiir unser
Problem brauchbaren Eigenwerte sind ndmlich von vornherein auf einen
festen abzihlbaren Vorrat beschrinkt; der Meridian unserer Rotationsfliche
muB so gewihlt werden, da das Sturm-Liouvillesche Problem mindestens

1) Vgl. W. Blaschke, Math. Zeitschr. 9 (1921) und Vorlesungen iiber Differential-
geometrie 1 (1921), Kap. V, § 77.

2) Jede Fliche, die ein ebenes Stiick e enthilt, ist unstarr; Biegungsvektor ist
jeder Vektor, der fiir die Flachenpunkte au8erhalb e verschwindet und fiir die von e
senkrecht auf e steht. Die im folgenden betrachteten Infinitesimalverbiegungen ver-
schwinden nie auf einem ganzen Flachenstiick.

3) Vgl. Liebmann, Miinchn. Berichte 1920.
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einen Eigenwert aus jenem Vorrat besitzt; dann und nur dann ist die
Fliche unstarr?).

Eine einfache Abschitzung mittels Sturmscher Sitze zeigt nun, da
zwar eine konvexe Kurve als Meridian nicht brauchbar sein kann (im
Einklang mit der allgemeinen Theorie), daB man aber aus jeder konvexen
Kurve durch Anbringen einer beliebig schwachen Ausbuchtung einen brauch-
baren Meridian machen kann; je schwicher die Ausbuchtung, desto hoher
der zugehorige Eigenwert (§ 3).

In §§ 4, 5 werden unstarre Rotationsflichen von Toruscharakter auf-
gestellt. Das Parameternetz hat in diesem Falle keine Singularitat. Dafiir
wird das Problem jetzt an den Breitenkreisen singulir, wo der Torus eine
zur Achse senkrechte Tangentialebene hat. Beim Uberschreiten solcher
Stellen geht nidmlich das Biegungsproblem vom elliptischen zum hyper-
bolischen Charakter iiber, und es zeigt sich, daB, grob ausgedriickt, nur
»die Hilfte* der im hyperbolischen Teil regulidren Integrale heil iiber die
Grenze kommt. Auf den iibrigen parabolischen Breitenkreisen der Fliche
(Wendepunkte der Meridiankurven) tritt diese Erscheinung nicht auf (§ 4).

Wir beschranken uns auf solche Torusflichen, die eine Symmetrie-
ebene senkrecht zur Achse und nur zwei zur Achse senkrechte Tangential-
ebenen haben. Durch die Beriihrungspunkte mit diesen beiden Ebenen
wird der Meridian in zwei Halbmeridiane zerlegt. Die Bestimmung einer
Infinitesimalverbiegung, die auf einem solchen Halbmeridian bis in die
Endpunkte hinein stetig ist, filhrt wieder auf ein Sturm-Liouvillesches
Problem der oben beschriebenen Art.

Fiir beide von uns betrachteten Flichentypen ergibt sich (§§ 3, 5):
Jede Fliche dieser Art ist Hiufungsfliche einer Folge stetig gekriimmter
unstarrer Flichen®). Die Punkte und auch noch die Tangentialebenen der
Folge konvergieren gleichmiBig, die Kriimmungen bleiben absolut beschrinkt.

Eine unstarre Fliche braucht nicht werbiegbar zu sein. Das Problem
der Verbiegungen hoherer Ordnung®) wird in § 6 erdrtert. Die unstarren
Flichen der von uns betrachteten Art gestatten im allgemeinen auch eine
Verbiegung zweiter Ordnung.

In § 7 werden zwei unstarre Flichen angegeben, die sich zu Modell-
zwecken eignen. Eine von ihnen besitzt als Meridian einen Streckenzug,
besteht also nur aus Kegeln und Kegelstiimpfen. Verbiegungen solcher
geknickter Flichen sind meines Wissens noch nicht behandelt worden,

%) Auch Liebmann, loc. cit. ), st6B8t bei verwandten Fragen auf Eigenwert-
probleme, aber im gewohnlichen Sinn. Der Meridian ist vorgegeben.

%) Bei Deutung der Meridiankurven als Punkte eines Funktiomenraums: Die
Punkte, die unstarren Flichen entsprechen, liegen iiberall dicht.

%) Vgl. Liebmann,. loc. cit. 3) und Darboux, Théorie des surfaces 4, S. 2 bis 5.
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§ 1
Ansatz des Problems im Kleinen.

t(u,v) sei der Ortsvektor der gesuchten unstarren Rotationsfliche,
3(u, v) der zugehorige Verschiebungsvektor (Bezeichnung wie bei Blaschke
loc. cit. Y)).

Wir zerlegen ¢ und 3 nicht nach einem festen Koordinatensystem in
Komponenten, sondern nach einem beweglichen Dreikant, das dem Wesen
der Rotationsflichen besser gerecht wird.

e sel der Einheitsvektor parallel zur Drehachse, a = a () ‘ein auf e
senkrechter Einheitsvektor, der bei veranderlichem v einen Kreis mit e als
Achse und o als Bogenlinge beschreibt, d. h. der mit e¢ zusammen die
Meridianebene der Flache aufspannt. Also a?=1, ea=0, a(v+ 2xa)=a(v).
Dann gilt fiir a’ = Z—z: aa’=ea’'=0,a'?=1, a” = —a. ea,a’ bilden
unser Dreikant. Die Fliche r(u, ») erhilt dann die Gestalt:

t(u,v)=ue+r(u)a(v),

u = konst. sind also die Breitenkreise, » = konst. die Meridiane. Die Ge-
stalt der Meridiane wird durch die Funktion 7 (%) bestimmt; » ist nimlich
der Abstand eines Flichenpunkts von einer festen Ebene senkrecht zur
Achse, 7(u) ist der Abstand dieses Punkts von der Achse. Wir beschrinken
uns auf stetig gekriimmte Meridiane; dann sind 7/, r” stetig aufler in
den Punkten, wo der Meridian eine zur Achse senkrechte Tangente hat

< T,—%—u) = 0). Diese Punkte schlieBen wir vorldufig aus und beschrinken

uns auf eine Zone %, < » < u, der Fliche, wo 7, r’, r” stetig sind.

Der Verschiebungsvektor 3 (%, v) habe nach e, a, a’ die Komponenten
«(u,v); B(u,v); y(u,v); also 3=ece+pfa+ya’. z(w,v) wird be-
kanntlich durch die Gleichungen bestimmt:

) L6.=0,  5L#=0, L TLi=0.
Es ist
I,= e+r'a, L, = ra’,
w=wetpbatrd, j=eet+(B—r)at+(B+r)d.
Das System (1) geht also iiber in
@, +r'(u)B, =0,
(2) B+, =0,
o, + 7' (u)(B,—y) +r(u)y,=0.



Unstarre geschlossene Flichen. 13

Dies ist fiir @, 8, y ein lineares System, dessen Koeffizienten von v unab-
hingtg sind. o, f,y miissen von v periodisch mit der Periode 2z ab-
hingen. Aus beiden Griinden setzen wir ¢, 8, y als Fourier-Reihen in v an:

wlu,)= 3 *g, @) A= 3 *y @i yo)= 3 e* ).

@u> Vo %y 8ind komplexwertige Funktionen von u, die, damit «, §, y reell
werden, die Bedingung zu erfiillen haben:

P = (T)k’ 1/'_1,:%, x—k=zk (‘OO<]C<+OO).

Zunichst fragen wir nach Fourier- Polynomen «, f, y, die (2) losen.

Die linken Seiten von (2) werden Fourier-Polynome vom selben Grad wie

o, B, y. Siamtliche Koeffizienten miissen verschwinden. Dies gibt fiir

@ ¥y % das nur noch von z und dem ganzzahligen Parameter k ab-
héngende System:

a) gi(u) + r'(w)yi(u) =0,
(3) b) ik (u) + v (w) =0,
¢) 1k, (w) 47" (u) [Tk v, (w) — 2, (2)] + ri(w) 7 (w) = 0.
Wir differenzieren c), eliminieren ¢,, v, aus a), b) und erhalten dadurch:

(4) ral 4+ (B —1)r" 7 =0.

Jedes nicht identisch verschwindende Integral y{® von (4) fiir k¥ > 0 Lefert
mittels (3) b), c) einen reellen nicht identisch verschwindenden Verschie-
bungsvektor ?)
5(”3 ?J) =% (u’ v)

P (W) e+, (w) a+7,)a) + e (g0 + Fa + 7,a7).
Wegen der Linearitét des Problems ist jede Summe @3, +a,3,+... +a,3,
mit konstanten @, ..., @, wieder ein Verschiebungsvektor.

Zunichst berechnen wir 3,. Aus (3) a) b) folgt fiir k= 0: y, = 0;
¢y = ¢, = konst.; also nach (3) ¢):

— eikv (

r20—12=0; x,=0C,r (C, = konst.),
do==Ce+Cyra’.
4o bedeutet ersichtlich eine infinitesimale Schraubung von beliebiger Gang-
hohe go um die Flichenachse (bzw. im Grenzfall C, — 0 eine Translation
lings der Achse).
) Die oben aufgestellte Realititsforderung ¢_j = @, usw. wird hier benutzs.

Sie erfilllt sich von selbst, denn (3) geht in sich iber, wenn man ¢ usw. durch
@ usw. und k durch —k ersetzt.
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Im Falle £ =1 erhalten wir ebenfalls eine infinitesimale Bewegung.
3, durchlduft némlich, wie der Leser leicht bestdtigen kann, ein Stiick
einer durch e gehenden Ebene; das bedeutet eine Schraubung bzw. Trans-
lation senkrecht zu dieser Ebene®). Daraus folgt umgekehrt, dafl sich jede
infinitesimale Bewegung als Linearform a,3, - @, 3, schreiben 1aft. Da 3,
und 3, fiir / 4 k& linear unabhingig sind, kann 3, fiir £ > 2 keine infini-
tesimale Bewegung bedeuten.

Jedes nicht identisch verschwindende Integral won (4) fir <rgendein
ganzzahliges k > 2 liefert eine nichitriviale Infinitesimalverbiegung der
betrachieten Zone unserer Fldche.

§2.
Die Pole der Rotationsfliche.

Wir betrachten einen ,Pol“ der Rotationsfiiche, d. h. einen ihrer
Schnittpunkte mit der Achse. Die Fliche ist dort dann und nur dann
stetig gekriimmt, wenn der Meridian dort auf der Achse senkrecht steht
und stetig gekriimmt ist. Wir transformieren (3), (4) auf r als unab-
hingige Verinderliche, wobel wir ¢, (7) usw. statt ¢, [% (7)] usw. schreiben
Dann geht (3) iiber in

a) w(r) g (r) vy (r)=0
(5) b) ik (r) +w(r)=0

) 1ku(r)e,(r)+iky,(r) —z(r) +r5(r) =0
und aus (4) wird nach einfacher Zwischenrechnung
(6) 1l () — rii(r) iy (r) — (B —1)ii (r) 3, (r) = 0.

Wir brauchen ein fiir [ r | < 7, regulires Losungssystem von (5). Dabei
miissen wir % (0) = 0 voraussetzen, weil der Meridian die Achse senkrecht
trifit. % (r) und #%(r) seien fiir [r| <7, stetig. Wir setzen aullerdem
u(r) =0 fir |r| <r, voraus, beschrinken uns also auf Rotationsflichen,
die in der Umgebung eines Pols keine parabolischen Punkte haben.

Setzen wir z, (r) = r% -+ r%*'P(7), wo P(r) fir |7| < r, zweimal
stetig differenzierbar sein soll, so liefert (6) nach der Fuchsschen Theorie °)
wegen % (0) 4= 0 die Gleichung

oo, —1) — e~k +1=0,

also
o,=1+k.

%) Vgl. Darboux, Théorie des surfaces 4, S. 9.
%) Vgl. Hoheisel, Gewohnliche Differentialgleichungen (Samml. Goschen), 8. 101 fi.
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Jedes in |r| <7, regulire Grundintegral gz, (r) von (6) verschwindet
demnach in 7= 0 von der Ordnung % 1. Die zugehdrigen vy,, ¢, ver-
schwinden dort nach (5) b) bzw. (5) ¢) von der Ordnung %4 +1 bzw. k.
Der zugehorige Vektor 3,(r,v) hat demnach wegen k>2 die Gestalt
=129 (r,v), wo der Vektor y fiir |7| < r, zweimal stetig differenzierbar
nach 7, v ist. Ersetzen wir also die Parameter r, » durch die Parameter
z=rcosv, y=rsinv, deren Netz fiir [r| <7, keine Singularitit mehr
hat, so ist 3, nicht nur nach 7, », sondern auch nach 2, y zweimal stetig
differenzierbar.

Das*®) in r =0 regulire Grundiniegral von (6).liefert fir k=2
eine tn der Umgebung des Pols zweimal stetig differenzierbare Infinite-
simalverbiegung unserer Fldche.

§ 3.
Aufstellung und Lisung des Sturm-Liouvilleschen Problems, das die
unstarren Flichen liefert.

Wir gehen auf (3), (4) mit « als unabhingigen Verinderlichen zuriick
und wollen dies System lings eines ganzen Meridians integrieren. Seien
die Pole der gesuchten Fliche etwa = +1, dann setzen wir von der
Funktion r({u) voraus, daBl sie die Gestalt hat
(7) r(u)=V1— u®l(w),
wo I(u) eine im abgeschlossenen Intervall —1< u < 41 positive, zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion ist; wir beschrinken uns damit auf
Flichen, deren Tangentialebene auBer in den Polen nirgends auf der Achse
senkrecht steht. .

Aus §§ 1, 2 folgt:

Unsere Fliche ist unstarr, wenn (4) fiir irgendein ganzzahliges k > 2
eln im ganzen Intervall — 1<« < -+ 1 regulires nicht identisch ver-
schwindendes Integral besitat.

Bei gegebener Funktion r(u) der Form (7) und verfiigbarem nicht
notwendig ganzzahligem k ist die Auffindung eines solchen Integrals won
(4) und zugehoriger Eigenwerte k° —1 ein Sturm-Liouvillesches Problem.
Wir haben umgekehrt die Aufgabe, (%) so zu bestimmen, daf das Sturm-
Liouvillesche Problem einen Eigenwert k* —1 mwit ganzzahligem k> 2
besitzt, :

1%) Jedes Grundintegral in einem singuliren Punkt ist an sich nur bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt. Wir meinen hier und im folgenden dasjenige Grund-
integral, in dem die niedrigste Potenz der unabhingigen Veranderlichen den Koeffi-
zienten - 1 hat. .
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Sei r(u) irgendeine Funktion der Form (7), z, (%) hier und im
folgenden das in u = 41 reguldre Grundintegral von (4). Dann geht
7, (») fir u— —1 im allgemeinen ins Unendliche. Wir zeigen nun: Durch
eine beliebig schwache bis zur 2. Ableitung stetige Abdnderung von r(u)
in einem beliebig kleinen abgeschlossenen Teilintervall von (—1, +1)
kann man erreichen, daf gleichzeitig y, (u) (bet passend gewdhliem, festem
ganzzahligen k > 2) in eine bes — 1 reguldre Funktion dibergeht. Die zu
r (u) gehorige Fliche wird also durch die Abdnderung unstarr gemacht.

Das Abdnderungsverfahren verlduft am einfachsten bei konvexen
Flichen (vgl. Fig. 1). Wir setzen also vorldufig voraus: r”< 0 fiir
—1<wu< +1. Dann gilt nach (4):

79 .
(8) P >0 fir ()40 (—1<u<+1).
Hieraus folgt, daB y,(%) kein positives Maximum und kein negatives
» Minimum in (—1, —1) hat.

Also kann g, (u) in u=—1
nicht verschwinden, also muf .
es dort unendlich werden?*?*).
(Das bestétigt den Satz von
der Starrheit der Eiflichen
«  fiir unseren Sonderfall.) Sei
nun ¢ irgendeine Zahl im
Interval —1<a< +1.
J,« seien beliebig klein vor-
gegebene positive Zahlen, insbesondere sei é so klein, dal3

—l<a—d<a+d< +1
7o (%) sel eine Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt:

Fig. 1.

1. 7o(u) — r(w) ist zweimal stetig differenzierbar in (—1, +1).
2. 7, (u) — 7 (u) =0 auer in (¢ — 8, a + 8).
3. Max |7 (u) —r(u)| s, Max|rg(u)—r'(u)|Le.

lu]=1 lul£1

4. 8@ 4y

1 (a)
Offenbar ist eine solche Funktion 7, (%) konstruierbar. Zu ihr bestimmen
wir ein 5, 0 <75 <4, so daB . R
W >5 fir a—nZuatn.

7o (%)

1) Denn das zweite Grundintegral in r = 0 gehort zu dem negativen Exponenten
ex=1—%.
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Sei 7, o(u) das fiir @ + 6 < u < +1 mib y, () libereinstimmende Integral
der Gleichung
(4) "OXIZO‘{-(ke—l) 7tk o=10,

die aus (4) entsteht, indem man 7 durch 7, ersetzt.
Dann ist in (a — 9, @ + 9):

18 o (%) -1
, <
Zk‘o(u) = 2

(9) (fir g, ,+0).

2
Die Funktion y (u) = sin |/ X2 befriedigt die Gleichung
yn k%___ 1

y 2
Nach einem bekannten Sturmschen Satz ®) ist der Abstand zweier konsekutiver
Nullstellen von x, ,(%) in (@ — 7, @+ 5) wegen (9) nicht groBer als bei

der Funktion sin k—z—lu Ist also k so grof gewdhlt, dap £ _1 ——> z

so hat y, o(u) mindestens eine Nullstelle in (a — 7, @ + 7). k sei so ge-
wahlt und im folgenden fest.

Nunmehr betrachten wir die Funktion r (u; ) = r, () + ¢ [r (u) — 7, (w)];
wir machen also die Ab4dnderung
von r (u) allmahlich wieder riick-
gangig. x(wu;t) sei dasjenige
Integral der Gleichung

(4,)  r(wst)y"(u;t)
+ & —1)r" (u;8) g (u;6) =0

(aFf;; N_p gesetzt) das fir

e+ <u< +1 mit 7, (u) dber-
einstimmt, also x(u;1) = g, ()
wegen r(u;1)=r(%). Dann fzlit]t <P
hingt y (u;f)fira+o>u>—1 [
analytisch von ¢ ab. Fiir hin- :
reichend Kkleine ¢ hat y(u;t)
mindestens eine Nullstelle in (@ — 7, @+ 7). Also gibt es fiir kleine ¢
eine stetige Funktion b(t), so daB (vgl. Fig.2):

L ~1<b(t)<a-ta.

2. 72(u;t) =0 fiir u=>b(t).

3. 2(u;8) >0 fiir b(t)<u<a-4.
? sel die obere Grenze aller solcher Zahlen z (z > 0), daB b(¢) fiir alle ¢
mm Intervall 0 < ¢ < ¢ existiert.

Mathematische Annalen. 102. 2

Fig. 2.
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Dann ist ¢ < +1. Denn sonst hitte y(u;1) =y, (») eine Nullstelle
b(1), —1<b(l)<a-+ 9. Das ist wegen (8) nicht der Fall

Es ist lim b()= —1. Denn sonst wire Lim supb(t)._b> 1 und
t>3-0 t->9—

b<L a-+4. Dann hitte y(u;?) eine Nullstelle in behebxger Nihe von b
fiir 2> ¢ und geniigend kleines z — 9.'%) b(¢) wire also fir 0 <t <<
mit 7 > 9 definiert, im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von .

r(u; &) ist die gesuchte Meridianfunktion, das Integral y(u;®) von
(45) 28t fiir w= —1 reguldr.

r(u,v)=wue-+ r(u;¥)a ist eine unstarre Rotationsfliche.

Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daB z(u; @) fir —~l<u<a4 6
gleichmdfig ¢n u beschrankt ist?). Sei (fiir 0 <t < &) M(t) das Maxi-
mum von x(%;t) fiir festes ¢ und fir b(¢2) <u<La—+ 6. Dann bleht
M(t) fir t — O beschrdankt. z(u;t) kann namlich dieses Maximum M(¢)
nur in (¢ — 4, @ + 6) annehmen, weil auBerhalb dieses Intervalls iiberall
(8) gilt und x{b(t);t) verschwindet. Also ist in der Tat

0< M(t)= Max g(w;1)< Max g(wst)=M

bhSEusa+d a—-dfusa+d
0=t<9) 0Sts1
Nun ist aber lim 8(¢) = — 1. Fiir jeden Punkt ¢, —1<c¢<a-+ 4 gibt

t->56~0
es also ein 6 >0, so daB} fiir 4 —o << ¥:

—1<bd(t)<e, also 0<y(e;t) < M.
Folglich ist auch y(¢;9)= lim y(¢;8) < M, d. h.
t->9-0

0<y(u;) <M fir —l<uLa-+d. Q.e.d.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung »” << 0 fallen. Dann ist es nicht mehr
méglich, analog dem Fritheren den Punkt » = a so zu wahlen, da y, (») 40
fir ~1<u<a und fir alle k. Wir bestimmen diesmal e < 41 so,
daB r” < 0 fir —1<u<La. DaB das geht, folgt aus (7). Jetzt gilt (8)
in —1<wu<a, g (u) hat daher in diesem Intervall kein absolutes
Extremum, also hiochstens eine Nullstelle. Wir definieren 8, &, 7,(%), 7,
% o (%) wie im fritheren. & soll iiberdies so klein sein, daf »”< 0 in
a<u<a+é. Diesmal wihlen wir & so groB, da8 %o (%) mindestens
zwer Nullstellen in (@ — 9, @ +7) hat. r(u;¢) und g (u;?) seien wie
oben erklirt. Wir wihlendso,daBa+d<a—+d <1, y(u;t) =y (u)+0
fir u=a+d, r(u)<0 fir a+d6Lu<La+d. Dann gbt es

12) Bei dieser SchluBweise wird der Satz benutzt, da8 ein nicht identisch ver-
schwindendes Integral einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in einem reguliren Punkt keine mehrfachen Nullstellen hat.
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fiir kleine # zwei stetige Funktionen b(2) und B(¢) mit den Eigen-
schaften:
—1<b(t)<B(t)<a-+d.

2. y(u;t)=0 fiir wu=>(2) und fiir u= B(?).

8. z(u;t)=0 fir b(t)<u<B(1).

& sei die obere Grenze aller solcher 7, daB &(¢) und B(#) fir
0 <t < v definiert sind. Dann 2st 9 < 1. Denn sonst hétte y (u; 1) = 2, (»)
zwei Nullstellen in (—1, a+d); das geht nicht, weil y, () fir —1<u<a-d
kein absolutes Extremum hat. Es ¢st B(t) =>a — &, weil (8) fiir y(u;?)
in —1<u<a—4 gt also x(u;?) nicht zwei Nullstellen 5(¢), B (z) in

diesem Intervall hat. Es7st im b(f)=—1. Denn wire lim sup b(t)=b>—1,
t»3—0 t»d—

so kénnten jedenfalls b () und B(#) fiir £— & — 0 nicht zusammenrucken,
weil z(u;?) keine doppelte Nullstelle in & hat'*). B(#) konnte auch
nicht nach a--d riicken, denn es war z(a -+ d;t) =y, (a +d) 4+ 0 voraus-
gesetzt. Daher wiren b(2) und B(?) iiber =13 hinaus definierbar, ent-
gegen der Definition von &. 7r(u;®) ist die gesuchte Punktion. Die
gleichmifBige Beschrianktheit von y(%; ?) folgt wie oben. Erstens sind die
Funktionen y(w;¢) fir b(¢) < u < B(t) gleichmiBig in # beschriinkt, weil
sie ihr Extrem nur in (@ — &, @+ ) annehmen konnen; zweitens liegt
jede Zahl ¢ (—1<c¢<a—4) fiir #— 9 — 0 zwischen b(¢) und B(¢),
weil lim b(¢)=—1, und B(¢¥)=a—34.

{>3%-0
§ 4.
Parabolische Breitenkreise mit fester Stiitzebene.

Die parabolischen Breitenkreise einer Rotationsfliche zerfallen in drei
Klassen. Erstens kann die Normalkriimmung in der Meridianrichtung ver-
schwinden und in der Breitenkreisrichtung nicht; 7”(u) = 0; 7%—&5 +0
in der Bezeichnung von §1. Zweitens kann die Normalkriimmung des
Meridians von Null verschieden sein und die des Breitenkreises ver-
schwinden; % (7) 40, %(r)=0, r = 0 gemaB § 2. Drittens knnen beide
Hauptkriimmungen zugleich verschwinden (4 (r) =#(r) =0). Der erste
Fall spielt fiir die Integration von (4) keine Sonderrolle, denn #”(u) ist
nicht Koeffizient der hochsten Ableitung von z,. Im zweiten Fall da-
gegen, in dem wir (6) statt (4) zur Bestimmung von y, brauchen, hat
(6) eine Singularitit, denn % (r) ist Koeffizient von %,. Der dritte Fall
stellt eine noch héhere Singularitat von (6) dar und soll unerértert bleiben.
Der zweite Fall trifit auf jeder torusformigen Rotationsfliche mindestens

fiir zwei Breitenkreise ein; namlich fiir den héchsten und tiefsten, wenn
die Achse vertikal steht.

Y
.
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Die Fliche hat lings eines solchen Breitenkreises eine und dieselbe
Tangentialebene, die fiir die Umgebung des Kreises Stiitzebene ist.

Sei r =1 ein solcher Kreis; % (1)=0, %(1)40. Wir wenden wie
in § 2 die Fuchssche Theorie?) auf (6) im Punkte r =1 an und setzen
2.(r)=(r—1)%+ (r —1)*"*P(r —1). Dabei sei P(z) eine fiir absolut
kleines 2 zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wegen # (1) == 0 erhilt

man aus (6) fiir o, die Gleichung
. 2

o,(6,—1)—0,=0; 6k={6.
Beide Grundintegrale des Punktes r =1 sind also in dessen Umgebung
beschrankt. Das zu o, = 0 gehérige scheidet fiir unseren Zweck aus. Denn
es wiirde in r =1 nicht verschwinden; also wire nach (5) b) auch y, 4= 0,
dagegen nach (5)a)b) v, =y%,=0. Dasist mit (5)b)c) nicht vertriglich.

Brauchbar in 7 =1 ist also nur das Integral?), das dort wie (r —1)*
verschwindet. Es liefert in der Tat mittels (5) b)c) eine in # =1 regu-
lire Infinitesimalverbiegung der Flache.

Hier sei eine Abschweifung gestattet. Fragen wir einmal nicht nach
einer speziellen Verbiegung im Groflen, sondern nach der allgemeinsten im
Kleinen (Cauchy-Problem). 3 und 3, seien auf einem Breitenkreisbogen
u=c; v, < v < v, so vorgegeben, dal (1) dort erfiillt ist. (1) soll iiber
ein Gebiet |u —c|<L¢,, v, <v<L v, integriert werden, das keinen Pol
und keinen parabolischen Kreis zweiter Art enthalten moge. Nehmen wir
an, 3 und 3, sind als Fourier-Polynome n-ten Grades auf % = ¢ vorgegeben.
Dann kommt die Aufgabe darauf hinaus, (4) bzw. (6) fir k=0,1,2,...,n
mit vorgegebenen x,(c), z.(c) im Intervall |u —c|< ¢, zu integrieren.
Man erhdlt dann einen Biegungsvektor (vgl §1)

3=t 3t T 8-

Fiir » — oo wird die Entwicklung 3 =3,+3 +... +3,+ ... im all-
gemeinen iiberall auller in % = ¢ divergent, falls das Problem an der be-

trachteten Stelle elliptischen Charakter hat (%” < 0). Sie konvergiert aber

fir |4 — ¢! < ¢,, wenn die Komponenten von 3, 3, analytische Funktionen
von v mit der Periode 2n sind. Man zeigt mittels Sturmscher Sitze,

daB ¢, nur von den vorgegebenen Funktionen und von lim inf 77” abhingt 1%).

rer

r

Vir—iu .
, wie man

”
33) Die y, («) haben fir 77<0 die GroBenordnung @ e

aus (4) entnimmt. Dabei sind die @, durch die Vorgaben in % =c¢ bestimmt. Kon-
vergenz wird also dann und nur dann eintreten, wenn die |a; | wie 6% (0<0<1)
abnehmen. Das ist aber gerade die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,

+ .
da X a, ¢*? eine analytische Funktion von v ist.
~o
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Insbhesondere endet die Konvergenz im allgemeinen nicht auf parabolischen
Kreisen erster Art; man kann das Cauchy-Problem mit analytischen Vor-
gaben vom elliptischen ins hyperbolische Gebiet hineinintegrieren.

Enthilt aber das gewiinschte Integrationsgebiet einen parabolischen
Kreis zweiter Art, so ist das Cauchy-Problem nicht mehr allgemein l6sbar,
auch wenn man sich mit Fourier-Polynomen als Vorgaben begniigt.
Zwischen den Vorgaben 3, 3, muB eine Relation bestehen, damit das zu-
gehorige Integral von (6) zu den im parabolischen Kreis reguléren gehért.
PFiir n — oo bleibt diese Einschrinkung a fortiori bestehen. Die Kon-
vergenzfrage liegt wie im ersten Fall.

Fiir die lineare homogene partielle Differentialgleichung der Infinitesimal-
verbiegung vollzieht sich also in unserem (separierbaren) Falle der Ubergang
vom elliptischen ins hyperbolische Gebiet in verschiedener Weise, je nachdem
die parabolische Kurve vom ersten oder vom zweiten Typ ist. Dieses ver-
schiedene Verhalten diirfte kaum an der Rotationssymmetrie unseres Pro-
blems liegen. Ich kenne aber keine analoge Unterscheidung in allgemeineren
Fillen. .

§ 5.
Unstarre Torusflichen.

Wir beschrinken uns auf solche Torusflichen, die nur zwei zur Achse
senkrechte Tangentialebenen haben; diese berithren den Torus langs zweier
parabolischer Kreise zweiter Art. AuBerdem modge der Torus eine Sym-
metrieebene senkrecht zur Achse haben. Diese sei = 0, die parabolischen
Kreise seien u=+1, r=a (@ >0). Dann hat der Meridian die Gestalt

(10) {r=r(u) = J1—w?l(u)+a,

r=r¥u)=— Y1 — u?l*(u) +a.
Dabei seien I(u), 1*(u) fir —1 < u <+ 1 zweimal stetig differenzierbar.
Ferner sei r(u)>0, r*¥()>0 fir —1<u<+1, I(—u)=1(u),
P*(—u)=1%(w), 1(1)=1%(1)>0. .

Jede solche Fliche kann durch eine beliebig kleine, die Symmetrie
erhaltende Anderung unstarr gemacht werden.

Seien nimlich y (u), 2y (u) die zu r(u) bzw. r*(u) gehérigen, in
%= +1 reguliren Grundintegrale von (4). Dann soll die Abinderung
von r(u) und von r¥(%) im Intervall 41> u >0 so erfolgen, daB in
diesem Intervall je eine Nullstelle von z,(u) und von 2 (u) in den
Punkt » =0 ricken. Im Intervall 0 > u > —1 werde die zur ersten
spiegelbildliche Anderung des Meridians vorgenommen. Dann folgt
G{—w)=—2,(u), gF(—u)=— %F (u); also werden insbesondere x, (),
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2} (u) regulir in u=—1. Damit ist unsere Aufgabe gelést. Die Kon-
struktion des Biegungsvektors erfolgt gemi (3) wie in § 3.

Das Anderungsverfahren ist analog dem von § 3, modifiziert durch
unsere Symmetrieannahme; als Abdnderungszone wiahlen wir gerade die
Umgebung von #=0. Wir betrachten zunichst den Halbmeridian
r=r(u). Wegen r(—u)=r(u) ist #(0)=0. Zur Abkiirzung setzen

wir r(0)=0>, I:”((OO))E =c¢. Nun sei ¢, 0 <e<1, beliebig vorgegeben.

Dann sei 6 so bestimmt, dafl 0 <6 < IGTD(eED) und daB fiir 0 Lu <o
7 (u) —b| é%, ]T'(u”é%: E:((:)):!<c+1. Nun bestimmen wir r,(u)
so, daf '

1. 7y(w) — r(u) zweimal stetig differenzierbar fiir 0 <u < 1.
2. ro(u)—r(u)=0 fir 6<u<1.

€ , 2e
3. Max|r(u)~b|l<g, Max|n(u)|<y

0Sus -

(also  Max |7 (u) —r(u)|Le, Max [rg(u)—r'(u)| Le).
0ZuZLd 0=4=0
4 ry(u)=b+2(c+1)(b+1)u® fir 0<u< S

4. ist mit 3. vertriglich. Denn es ist fiir 0 <u < —g nach 4.:
Max|rj| =2(b+1)(c+1)6 < 7,

also nach dem Mittelwertsatz Max |r,—b| < %- —;— < % Im Intervall
0zuss
5 Suss

5 < u< 6 kann man ry(u) offenbar so erkliren, daB auch dort 1, 2, 3.
gelten.

Ferner gilt
(11) Min 7000 > 4 Max 2712

0<u<5_’.7°(u) 0Susd r(w) "
Luss

In der Tat ist nach unseren Kestsetzungen M = Max r”(v) <ec¢-+1,

oguzs 7(%)

m = Min f‘(’(u)>4(b+l)(c+l),also m>4 M. Setzen wir 1 {m— VM=o,

Vadrg() = b

so ist 6 > 0.
Nun sei z, o(%) wie in § 3 erklirt als das Integral von (4,) §3, das
fir 6 <w<1 mit g, (u) ibereinstimmt. Wie in § 8 schliefit man:

%eo(u) hat im Intervall ogug—g mindestens n=% m(k®>—1)
Nullstellen. Dagegen hat z,(«) in dem groBeren Intervall 0 < <6
hochstens N—1+ 2 Y (%*— 1) Nullstellen, Es ist n—N— 2 oyF—1-1.
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Ist & groB genug, so ist » — N>1; dann hat yx ,(») im Intervall
0 < u <6 mindestens eine Nullstelle mehr als x,(%). % sei so gro8 ge-
wihlt und im folgenden fest. Wie in § 3 definieren wir nun 7(u;?¢) und
g (ust): r(ust) =ro(u)+t{r(u) —ry(u)], z(u;t) das Integra.l von (4,)
§8, das filr 6 <u <1 mit g, (u) iibereinstimmt.

Dann ¢gibt es ein ¢, 0 <91, sodaf x(0;9)=0. Wire nimlich
y(u;t) 40 fir alle ¢ im Intervall 0 <t <1, so konnte die Anzahl n,
der Nullstellen von z(%;?) im Intervall 0 <% <4 sich fir 0 <1<
nicht #ndern. Denn diese wandern stetig mit #, mehrere fallen nie zu-
sammen '), und y(d;¢) ist konstant gleich x,(8). Andererseits ist
g(u;0)=1y, o(u), x(u;1)=p(u), also ny=n, n,=N, also ny—n, >1.
Das ist ein Widerspruch, der die Existenz unseres ¢ beweist.

Erkliren wir 7 (u;¢) fir 0>%> —1 durch die Gleichung
r(—u;3)=r(u;?¥), so ist nach dem vorher Bemerkten die Kurve
r=r(u;$) der duBere Halbmeridian einer unstarren Torusfliche.

Den inneren Halbmeridian erzeugt man aus 7¥*(u) auf genau die-
selbe Art. —

Wenn man die Symmetrievoraussetzung fallen 1d8t, macht es zwar
keine Schwierigkeit, beide Halbmeridiane so zu deformieren, daf sowohl
%.(u) als auch x¥(w) in w= +1 regulir werden. Aber der Zusammen-
schluB beider Funktionen in % = + 1 geniigt unseren Forderungen im all-
gemeinen nicht. Wir verlangen (Bezeichnung wie in § 2): 7, (a) = %}(a)
fir =41 und fir u=—1.

Wenn man x, (%) gegebenenfalls durch konst. y, (u) ersetzt, kann man
fiir w =1 sicher jene Gleichung erzwingen; dann gilt sie aber im all-
gemeinen fiir % = — 1 nicht, wihrend bel unserem symmetrischen Ansatz
die eine Hilfte die andere nach sich zieht. Der allgemeine Fall 1i8t sich
vermutlich dadurch erledigen, da man das Intervall, in dem man den
einen Halbmeridian abéndert, zuniichst verschiebbar in (—1, 41) an-
nimmt, um es dann an eine passende Stelle zu riicken.

§ 6.
Verbiegungen hioherer Ordnung.

Das Problem der Infinitesimalverbiegung 3(wu, v) einer Fliche g (u,v)
ordnet sich bekanntlich®) dem folgenden allgemeineren Problem unter. Die
Vektoren z®, 2@ 3™ sind so zu bestimmen, daf das Linienelement
der Flichen g (u, ;1) =z (u, v)+ Z’ﬂtlaa)(u v) (das jedenfalls ein Poly-

nom 2n-ten Grades in # ist) keme Glieder mit ¢, ¢%, ..., ¢ enthilt.
3®(, v) heiBt Biegungsvektor I-ter Ordnung von I (, v) der von uns
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bisher betrachtete Vektor 3(u,®) bestimmt also die ,Verbiegung erster
Ordnung*; 3 =3%. Die 3™ bestimmen sich aus 3® durch die Rekursions-

formeln
n~1

2drdy™ = — 3dz0dzn-0,

d. h.
n—1

n—-1
9&'“ y (1) — _1‘5’181(‘1) 1(1,” Z) 22 8(n)—_26(l) (ﬂ*l)
(12)
g 6£n)+gv61(‘n)= _lélsz(}) ,(Jn—l).

Gelingt es, diese Differentialgleichungen fiér alle n zu integrieren, und
konvergiert ft”;,‘”’ fiir kleine ¢ <=0, so ist
n=1

(w05 0) =z (u,9) + 31737 (u, 0)

eine in ¢ analytische Schar isometrischer Flichen mit g (u, »; 0) = r (%, »);
r (u, v) 1aB8t eine stetige Verbiegung zu.

Kann man nach unserer Methode unstarre Rotationsflichen herstellen,
die Verbiegungen hoherer Ordnungen besitzen, oder die gar analytisch
verbiegbar sind?

Die Rotationsfliche r(u, ) vom Geschlecht der Kugel sei unstarr
und ihr Biegungsvektor erster Ordnung sei nach §1

3P (u, 0) =3 (u, v) =we 4 fa+ya’.
Setzen wir an:
5(8)20‘(2)8 Ty P yPd
so folgt aus (12):

uf)—f—r'ﬁf):_§[ +P’ + 7, ]
y &+ 13(2):*%[ e+ (8,— )%,
af)—{—rl(ﬁf) (2))+ (2)= %[a +ﬂu(ﬂ,,_?')]
(2) n(-) (@)

Die linken Seiten sind in « , 7 so gebaut wie die von (2) in
« B, 7. Rechts stehen quadra.msche Ausdriicke in «, 8, y. Daraus folgt:
Sind ‘e, 8, y Fourier-Polynome in v vom Grade m, so sind die «®, 2, @
Fourier-Polynome in » vom Grade 2m. Nehmen wir an, (4) sei nur fiir
k=m(=>2) regulir auf der ganzen Fliche losbar, fir k4+m, k=2
nicht. Dann haben «, 8,y die Form

¢ = pu(w)eim 4, (u)eme usw.
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«®, 8P, »® miissen also die Form haben:

a® = (pz(‘.z e2imo -+ (pé‘z) -+ (7;2(%,)‘ e—2imv  ysw.
Entsprechend fiir den zugehorigen Biegungsvektor dritter Ordnung
6(3) — 05(3)3 + ,8(3)(1 + y(3)a'.
«®, B®, »® miissen die Gestalt haben:
a® = 99(3) (u) edimy -+ (})(3)( ) eimo + @,(,?)(u) e—imo -+ (7)3(3')‘(”) e—3imo usw.

Das Problem der Verbiegung zweiter Ordnung wird analog §1 dquivalent
mit der Integration der Differentialgleichung

(13) rx‘(;l)ll__*_(k?. 1) ” (l) R(l)(u)

und zwar fir 1=2, k=0 und k=2m. R’ (u) ist ein lingerer Aus-
druck in @, vy, %, 2, 2, - Die genauere Betrachtung lehrt mittels der
Fuchsschen Theorie, daB (13) fiir jedes £ > 2, k4 m sowie fir k=0
ein und nur ein iiberall regulires Integral besitzt'!). Jede Rotationsfliche
vom Geschlecht der Kugel, die eine Verbiegung erster Ordnung gestattet,
aber keine zwes linear unabhdingigen, gestattet auch eine Verbiegung zweiter
Ordnung.

Verbiegung drsitter Ordnung ist dquivalent mit Integration von (13)
fir I=3, k m und k= 3m. Die rechten Seiten sind jetzt bilinear in
®ow, 2, o2, 9™, 7P und deren Ableitungen. Fir k — 3m macht die
Integration keine Schmengkelt wohl aber fiir £ = m. Denn nach unserer
Annahme hat das homogene Problem (4) fiir ¥ — m eine Losung, also das
tnhomogene (13) pur, wenn die rechte Seite eine Integralbedingung erfiillt.
Ich weil nicht, was diese Integralbedingung fiir den Meridian bedeutet,
ob sie z B. identisch erfiillt oder vielleicht unerfiillbar ist. ’

Falls es eine Verbiegung dritter Ordnung gibt, so auch eine vierter.
Denn diese erfordert die Integration von (13) nur fir k=0, 2m, 4m,
nicht fiir k¥ =om. Ebenso erfordert allgemein das Verbiegungsproblem
(2n 4-1)-ter Ordnung eine Integralbedingung, dasjenige 2n-ter nicht.

Andere Erscheinungen treten auf, wenn (4) fiir mehrere k losbar ist,
wenn also die Fliche mehrere linear unabhingige Verbiegungen erster Art
zulift. Besonders wire der Fall zu untersuchen, daB (4) fiir alle k lésbar
wst, daB also die Flache als Ganzes eine ebenso groSe Mannigfaltigkeit
von Infinitesimalverbiegungen gestattet wie eine beliebig kleine Umgebung
eines ihrer Pole.

') Man muB dabei beriicksichtigen, da8 RB{(u) in den Polen 7 =0 hinreichend
stark verschwindet.
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§7.

Zwei Beispiele unstarrer Flichen.

DaB eine starre Fliche durch eine beliebig kleine Abiinderung unstarr
gemacht werden kann, erscheint zunichst iiberraschend. In Wirklichkeit
bedeutet aber die Unstarrheit nicht viel. Unterwirft man nimlich die un-
starre Flache r(u,v) mit dem Biegungsvektor 3 der Transformation
r(u,v) —r(u,v)+t3(u,v), und geht dabei ein Bogen s der Fliche in
einen Bogen o iiber, so folgt aus der Unstarrheit nur die Bezichung

s<o<sVl-+ M.

Dabei ist M = Max % Nur fir 2| < _.;‘l macht es sich fiihlbar, daBl bei
unserer Transformation die Anderung der Bogenlinge von geringerer GroBen-
ordnung ist als die mittlere Gestaltsinderung der Fliche. Setzen wir
Max | g (w,v) —t(u,0,)| = 4, Max|3(u,v) —3(%,v,)| =B (wo (,v)
und (u,, v,) beliebige Punkte der Fliche y sind), so kann man den Ausdruck
B2
Ay
als MaBl der Unstarrheit der Fliche r bezeichnen. Man iiberschligt leicht
aus (4) und (3), daB U fiir groBe ¥ die GroBenordnung ;:_2 hat. Nun

gehdren die Biegungsvektoren, die das Verfahren aus §§ 3, 5 liefert, im
allgemeinen zu sehr groflen k. Die dort erzeugten Flichen sind also nur
sehr schwach unstarr. Bei Deformationen, die einen merklichen Bruchteil
des Fliachendurchmessers betragen, #ndern sich die Bogenlingen einer
solchen Fliche nicht merklich weniger als die einer starren Fliche.

Im folgenden sollen dagegen zweli unstarre Rotationsflichen vom
Geschlecht der Kugel angegeben werden, deren Infinitesimalverbiegung zu
k=2 gehért. Man miiite ihre Unstarrheit an Modellen normaler GriSe
bemerken konnen *®).

1. Beispiel (Fig. 3).

Es sei, mit zunichst unbestimmten Konstanten a, b, ¢:

. 1 . rll_—— 1
1. r=Yu fir 0Su<y ; also —=—r5
_ 1 eu- 1 ; L
2. r—ge“% » fSusae ; , p=4
n
3. r=bcos(u—a’-6) » a‘gu—ga_{_‘:; ” Z;=_L

%) Durch die Transformation r—c,7, v — ¢z (c,, ¢, belicbige nichtverschwin-
dende Zahlen) kann man die Gestalt der Flichen noch affin modifizieren. Denn (4)
ist gegen solche Transformationen invariant.
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4. r(uw)=r(2a+2c—u) , a+e<Lu<2a4 2¢; die Fliche be-
sitzt die Symmetrieebene % =a -+ c.

Die zweiten Ableitungen dieses Meridians haben Sprungstellen in
u=4% u=a, u=a-+c¢, uwu=a-2c,
u=2a-+2¢—%. Die in dieser Arbeit
nur fiir stetig gekriimmte Meridiane an-
gestellten Betrachtungen lassen sich auf
Meridiane mit blofl stiickweise stetiger
Kriimmung ohne weiteres iibertragen, weil
in der urspriinglichen Form (1) des Bie-
gungsproblems keine héheren als erste Ab- 4
leitungen miteinander verkniipft werden.

a, b, ¢ sind so zu bestimmen, daB r (%)
und 7’ (w) an den Nahtstellen stetig bleiben. Fiir u =% und v =2a +2¢ — %
ist das von selbst der Fall, fiir # = a erhilt man

%e“‘%=bcosc; e2%t — psinc.

HI u
a+e aric 2a+2c

Fig. 3.

ﬁ oo e

Also tge=2; b= g 2% %; ¢ bleibt noch unbestimmt. Fiir z, (u) und
k=2 kann man nach (4) ansetzen (4, B, C' zunicht unbestimmt):
1 g, (u) =u? fir 0 <u< 5
2. 7, (u) = Acos(2Y3u + B) w 7Sula
8 % (u) =06 [Y3(u—a—c)] , a<u<ato.
Damit g, (u), 45 («) an den Nahtstellen stetig bleiben, mufl gelten:
%=Acos(§’ 1 B>; - 2;/§Asin(l§ +B)
Acos(2Y3a + B) = CGof(Y3¢); 24sin(2Y3a 4 B) = C&in(y3¢).
Die beiden ersten Gleichungen liefern A4, B:
tg(y;:—{—B) = — V8. A=%.
Die letzten beiden Gleichungen liefern nunmehr ¢ als Funktion von ¢ und B
tg(2Y8a+ B) =3 Tg¥3e¢.
Endlich haben wir fiir C:

0= !
2Y460i2 (13¢c) + Sin*(}3¢)
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Der Ansatz war wie in § 5 auf Symmetrie angelegt. Fiir u =a -+ ¢ ist
p(u)y=1r"(u)=0. Setzt man daher y,(u)=17y,(2¢+42¢c—u) fir
a+cLu<L2a+2¢, so ist y,(u) auf der ganzen Fliche zweimal stiick-
weise stetig differenzierbar; die Fliche ist unstarr.

Die numerischen Werte der Konstanten sind:

a ~ 0,6806 A=%

b~2645 B~ 1229
¢~ 1,107 C~0,0709.

2. Beispiel (Fig. 4).
Die Fliche besitzt wieder eine zur Achse senkrechte Symmetrieebene.
Der Meridian ist aber diesmal ein Streckenzug; die Fliche besteht aus
zwei Kreiskegeln und aus zwei Kreiskegelstiimpfen, ist also besonders leicht
durch ein Modell zu verwirklichen.
An den Knickstellen o des Meridians versagt unsere bisherige Theorie.
Hier tritt an Stelle von (4) die Eckenbedingung
c+0 i0+0

(14) 4w =~ (=) ()

7(6 o—-0 )

Man erhilt (14) aus (3) c¢), indem man verlangt, da ¢, (%) an der
Knickstelle stetig bleibt (man kann (14) aber
auch durch Grenziibergang aus (4) ableiten).
Gilt (14) und ist auf den geradlinigen Stiicken
gemaf (4) z/'(u) =0, so ist (3) auf der ganzen
Flache durch ein System stetiger stiickweise
linearer Funktionen erfiillt, liefert also einen Bie-
gungsvektor 3, der, auBler héchstens in den Polen,
Fig. 4. stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.
An den Polen tritt an Stelle der Betrachtungen
von § 2 die Forderung ¢, (u) =y, (u) =y, (%) =0. Sieist fiir die Stetig-
keit von 3 an den Polen notwendig und hinreichend, wie man ohne weiteres
verifizieren kann.
Nun setzen wir, bei vorliufig unbestimmtem a, b, und fir & = 2:

N

r=1 fir0<u<1
3 1 '
r=su—3 w 1Zu<La
ru)y=r(2a—u) , a<u<2a
(u)=u n 0Su<1

te{u)y=>bu+1—56 , 1<u<a.
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Zur Bestimmung von b hat man (14):
" .
b—1=~—3(§—1>, b=—3.

Jetzt bestimmen wir @ so, daB y,(a)=0. Also —%—!—%:0; a=3.

Setzen wir y,(u) = — 3, (2a —u) fir e Lu < 2a, so erfiillt y(u) (14)
fiir % = @ und offenbar alle iibrigen Forderungen fiir 0 < % < 2a. Unsere
Fliche ist also in der Tat unstarr.

Einen unstarren Meridian liefert auch der Wert e =7Z. (14) ist
namlich in % =a = erfiillt, wenn man y, (%) = + y, (2@ — u) definiert.
Fir u=a=13% ist @,(u) =0, wie aus (3) ¢) zu verifizieren. Das bedeutet
aber: Die e-Komponente von 3 verschwindet in der Symmetrieebene; jede
von dieser abgeschnittene Flichenhilite gestattet also eine ,Gleitver-
biegung“ nach Liebmann 3).

Alle Komponenten von 3 haben wegen 4 =2 die Periode z; es ist
am Modell schén zu beobachten, wie die Fliche nachgibt, wenn man sie
an zwei diametralen Punkten des grofiten Breitenkreises zusammendriickt,
wie sie dagegen widersteht, wenn man an drei oder mehr #quidistanten
Punkten dieses Kreises zu driicken sucht. Ebenso gestattet sie keine Relativ-
bewegung ibrer Spitzen, weil dort ¢, (u) =y, (u) =y, =0, also 3, =0
fir £ >2.

Modelle fiir k= 3 miissen natiirlich auf Druck in dre/ dquidistanten
Punkten eines Breitenkreises ansprechen.

(Eingegangen am 15, 12. 1928.)



