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Zur Fortsetzbarkeit gewisser Dirichletscher Reihen.

Von

Kurt Mahler in Krefeld.

In der Arbeit: ,Uber analytische Funktionen und die Verteilung der
Zahlen mod. Eins“*) bewies E. Hecke fiir quadratische Irrationalzahlen o,
daB die Dirichletsche Reihe

Z”&ﬁf]‘_’} (8 = o+ 17)
a=1
sich als meromorphe Funktion von s in die ganze Ebene fortsetzen 1dBt
und allein an den Stellen
2k* 71 k=0,1,2,... )
§= 2 oy (k*zo,m,xz,...

Pole héchstens erster Ordnung haben kann; dabei bedeutet # eine gewisse
positive Einheit des durch o erzeugten Zahlkérpers.

Einen ganz anderen Beweis fiir den gleichen Satz lieferten G. H. Hardy
und J. E. Littlewood in der gemeinsamen Arbeit: ,The analytic character
of a Dirichlet’s series considered by Hecke“ ?).

Im folgenden wird ein weiterer Beweis dargestellt, und zwar fiir den
allgemeineren Satz:

Seien f(z,z,) und g (x,x,) zwes Polynome mit reellen Koeffizienten
vom Grad m bzw. n; " (z,z,) der hochste homogene Bestandteil von
[(2,2,)5 r(2,2,) = (2, 2,) — £ (2, 2,); die natiirliche Zahl d sei gleich 2,
wenn 7 (x,%,) identisch verschwindet, sonst gleich 1. Es gelte

flz,2,) >0 fir z, 21, 2,21;
@ 2,) >0 fir #,>0, 2,20, 2,+ z,> 0.

1) Abh. a. d. math. Sem. d. Hamb. Univ. 1 (1922), S. 54.
2) Abh. a. d. math. Sem. d. Hamb. Univ. 3 (1924), S. 57.
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o sel etne positive quadratische Irrationalzahl, { die erzeugende posi-
tive Einheit des Zahlkorpers K (o).
Die Funktion
Z,(s|f(2,2,), g(ry2)) = 5 29(%%)7’(%% -

Z,=1 z,=1

lipt sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat a’nfache Pole

héchstens an den Stellen
n+2—k

S ="m (k~0 1,2 )
s n—dk+2k*ni E*=0,F1, F2,...

=T mlog 7

und zwar bedeutet n eine ganze Potenz won (. In jedem endlichen Streifen
o <o<a,
gelt gleschmdfig in s bei beliebig kletnem &> 0:
Z(s|f(zy2y), g7, 2,)) =0 (elt)),

wenn s um mindestens eine feste positive, beliebig kleine Strecke von den
vorigen Polen entfernt blesbt. —

Die Hauptmittel des Beweises sind ein bekannter Satz von Mellin
und der folgende Hilfssatz:
Es sei ! eine natiirliche Zahl, w eine positive und o’ eine komplexe
Konstante. Die Reihe
Z(s,llw,w 52-:2—7(21':2;’> (x1+w$2)_s
laBt sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat einfache Pole
hochstens an den Stellen
§=2,1,0,...,2—1.
In jedem endlichen Streifen
2—k<o,L0<L 0,

aus dem um jedem der Pole herum eine beliebig kleine Umgebung ent-
fernt ist, besteht gleichmiBig in s und ! die Ungleichung
, 1
12(s, 1w, )| < o (2 EZ LY (1412
wo die Zahl ¢ > 0 allein von o, ’, g,, o, abhingt.

Der Beweis dieses Satzes wird im ersten Kapitel dargestellt; man be-
nutzt dabei die bekannte Eulersche Summenformel. Auch Hardy und
Littlewood machen in ihrer Arbeit von einem dhnlichen Hilfssatz Gebrauch,
der jedoch viel tiefer und schwerer zu beweisen ist.
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Im zweiten Kapitel wird fiir einen beliebigen irrationalen echten Bruch

1y 0 1 o o 1 o — 1
g 7 a+o,’ S Toato’ T

1] 1
0= Ta‘l‘ + 372 +
die Identitit

Z,(s|f(2y25), 9(2,7,)) = Z,(slf(xym,), g (2, 2,)) +
+ (” l)v ZD,(S I fy(x1 xz): g, (xl x‘.!))

nachgewiesen; dabei bedeutet Z (s|f(x,x,),g(x,2,)) eine meromorphe
Funktion mit Polen 1. Ordnung allein bei

s=nt2ok (k=0,1,...),

m

es ist p, und ¢, der »-te Naherungsnenner und -zihler von o und

ziy) =P,% 14, %, z»;v)z Py 12 1412
f(zze) = (20, 2),  g,(22) =g 2").

Im dritten Kapitel wird o als quadratische Irrationalzahl mit rein-
periodischem Kettenbruch angenommen: o =o, und » gerade. Aus dem
obigen Hilfssatz und der vorigen Funktionalgleichung folgt dann der Satz:

Die Reihe

w [0, R
Z,(s,1) =2 2 (x,—ro xi) (@4 02,)7",

2, + 0,
Z,=12,=1 1 2

wo o’ die zu o konjugierte Irrationalzahl ist, 1aBt sich in die ganze Ebene

meromorph fortsetzen, hat einfache Pole hiochstens bel
. 2% i
§=2,1,0,...,2 —I; s—_—_zl_}_ﬂ]ogq

(B*=0,F1,F2,...)
und befriedigt gleichmifliig in jedem endlichen Streifen
2—k<o, L0060, (k=0,1,2,..)

2 ’7=py+pv—10

die Ungleichung
|Z,(s, IS T A+ [2])"
mit zwei positiven Konstanten € und I', die von s und / nicht abhéngen,
wenn s von den Polen mindestens eine feste positive, beliebig kleine
Strecke entfernt bleibt.
Im vierten Kapitel wird- gleichfalls 0 = o, angenommen und

g(z ;)= (2, + Oxe)”—z (2, 4 o’x,z)l,

dagegen f(x,x,) gleich einer Form. Dann existiert zu einer beliebig
grofen natiirlichen Zahl N eine Zahl Ay und eine Form m-ten Grades
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B (%, %,), so daB

fi (2, @5) = Ay (2, + 025)™ + Fy (7, 7,))
ist, wihrend mit wachsendem N alle Koeffizienten von Fy(z,x,) gegen
Null streben. Fiir grofes N = N» ist somit

Zo (8{]0(271132), g(xl xg)) = ZN ('slf(xlxg)’ g(x]_ xﬁ)) +
At o S () 2, (m (s - 2) [0+ 02, 9 (2, 2) B (7, 2,))
A=0

und aus dieser Entwicklung 148t sich nach dem Ergebnis des dritten
Kapitels die Fortsetzbarkeit herleiten.

Im letzten Kapitel lassen sich durch einige triviale Schliisse die
letzten Beschrinkungen iiber o, f(z,%,) und g(x,,) aufheben und es
folgt dann endlich der angegebene allgemeine Satz.

L

1. Ein allgemeiner Satz von Mellin sagt aus?):
»Die beiden Polynome

f(z,...2,) =’é")f(h) (#y...2,),  g(zy...7,) =k‘=20 9® (... z,)

mit reellen Koeffizienten seien vom Grad m und n in den z; die Formen

' fm(xl...xp), g(")(xl...xp)
bedeuten ihre homogenen Bestandteile der Dimension » und k. Es gelte
f(zy...2,) >0 fir 2, 20,...,2,20;

V4
7 (zy...2,) >0 fir 2,>0,..,2,20, Sz>0.

i=1
Dann konvergiert die Summe
Z(s)=2 ... Xg(zy...x,) f(%y...2,) ", (s =0+12)
. z,=1 Zp=1
fiir
m
und liBt sich in die ganze Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen,
mit einfachen Polen allein bei
s—n+p_k k=0,1,2 ...
m s4+0,—1,—2,...)

. *) Hj. Mellin, Eine Formel fiir den Logarithmus transzendenter Funktionen von
endlichem Geschlecht, Acta soc. sc. fenn. 29 (1900), Nr. 4. Ein neuer Beweis mit
der obigen GroBenabschatzung steht in meiner Arbeit: Uber einen Satz von Mellin,
Math. Annalen 100 (1928), S. 384.

Mathematische Annalen. 102, 3
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In jedem endlichen Streifen
2Pk 5 <6<, (k=0,1,2..)
po 2

gilt gleichmiBig in o fiir groBe |¢:
Z(s)=0(|¢]"").«
- Genau die gleichen Eigenschaften hat auch die Summe
Z*(s)‘— % Zg(xl xp) f(xr"xp)—s’
denn sie ergibt sich durch Addmon endlichvieler Funktionen der vorigen
Art. Folglich gilt das gleiche auch fiir die urspriingliche Funktion
Z(s)=3.. 29(% - @) (@300 2,) 7,

z,=1
wenn nur

f(#yocom) >0 fiir 2 >1,...,2,21;
14
f"”)(xl...xp) >0 fir #,>0,...,2,20, Yz >0
=1
angenommen wird.
2. Es ist notig, noch einige Eigenschaften der speziellen Mellinschen
Funktion
1 + -8
2(s, 1| wyo,) = Z(s, 1) —g g (22250, + wa,)
herzuleiten; dabei sei w eine positive, o’ eine beliebige Konstante und

! eine nichtnegative ganze rationale Zahl. Die Eulersche Summenformel
liefert die Umformung (% = bel. nat. Zahl)*):

Z(s, 1)_(-1-1 )(1+w)- +22Jl”"(s 1),

L,=0 4,=0

L+l w’ 2 —s
I8 (s, l)—f Hl,;z(xlx.,) 0 {<x‘+ x“’) (2, + w,) }dxldxe.

Jut( b ok \z + 0z

Die Punktmenge & ist hier durch
2,20, 2,20, max(x z,)>1
definiert; die (k +1)® Funktionen

,=0,1,2,...,
B (2, 7,) (7 °

,=0,1,2,...,k

4) Vergleiche zu der hier verwendeten Form der Eulerschen Summenformel meine
Arbeit %). Mit den dortigen Bezeichnungen ist hier gleichzusetzen:

Hl(l, (2 25) = h(k) (@) hzik) (25)-
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sind von 8,7, w, @’ unabhingig, in allen Punkten von & absolut genommen
unterhalb einer allein von % abhingigen Konstanten, und auch noch von
z, und z, unabhingig, wenn
<k, L<k
ist.
3. Es sei r eine positive Verinderliche, ¢ eine Verdnderliche im
Intervall

x
o=

Mit &, (@), &,(®), o(p) seien folgende drei stetigen Funktionen bezeichnet:

1 %
1, , Wiy .. VSesg
5&@:{d%¢ <>—{g¢ e@o={“ﬁ¢ fiir

b

z
gin?gp 4
Wenn
z,=1§(9), Zy=r&(p)
gesetzt wird, so ist die Funktionaldeterminante dieser Transformation gleich

a 1 Fe
d((z,;))”“g((p) r.

Die Menge aller Punkte (z,, z,) mit
r21, 0<p<3

ist mit & identisch.
Man zeigt leicht die Gleichung

{2 et wm) ) =

izhpzh \ o+ oz

< l’<ll)<l2) g I-hi=ha
=t 3 35 L+ 5y "’(xix)( Chen)GEen) | Etes) ™

4y=0 1,=0, <1 —}—l) Ltby—k~&/ \z+ 02,

Aus ihr ergibt sich die Zerlegung
(L) ( s, l) —

4 1 1 2
l+l)'2 2< ><‘2) 0 (L) (g ) T e L, L= - ),

o;,=o<l+l>
Ao+ i

’ 4
JE® (s, 1) =ffﬂzl,ﬁ(xx z,})@’.:_._i:’;;‘?_) (2, + 0z,) *da,dz,.
J 2

4. Es sel erstens

0<L,<k—1, 0<L,<k—1.
St
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Da H% (x,x,) konstant ist, so kann in diesem Fall die Integration nach r
ausgefithrt werden, so da8 sich der Ausdruck ergibt:

(2—s—1 —1) (s, 1) =

b () (2) : —
= (L + L) B (2,,) %g l*'lzw'l’<zi+zg)(zl+zawzl—zg>><

(32)

>\J*(8+l1+l?‘, l—'{l—’lg)’

J*(s,1) = f o ? L5V (8 4 wg) dg.
Thm entnimmt man: (
Die Funktion )
J® ( ohth (12 4oz —s
Jun (s, 1) = fffllx (2, 2,) aszaxg?{(xﬁ% ) (%, + wx,) }d‘”1dxe
(1,,=0,1,...,k—1)
ist meromorph und hat einen einzigen einfachen Pol hochstens an der Stelle

s=2—1,—1, falls 1, +1,<1.

In jedem endlichen Streifen
0, £ 06X 0y,

aus dem eine beliebig kleine Umgebung des Poles entfernt ist, besteht die
Ungleichung .

1 ! -
1Jl(k)(3,l>l=__<_01'(2' '+£(0 i><1+‘t!)lj+lz 1

1l min (1, @)

und die Konstante ¢, hingt hier allein von o, w’, &, o, o, ab.
Zweitens sei mindestens eine der Zahlen 7, und I, gleich k. In diesem
Fall konvergiert das Integral

7t

’ 2
TP (s,7) = f ] B (rs re) (B8 o) (ato&) r edy

gewiBl absolut und gleichmﬁ,ﬁig in jeder Halbebene
2<0, Lo

und ste]lt folglich hier eine regulédre Funktion dar. Aus der Darstellung
von J%(s,7) als Summe solcher Integrale folgt, daB in jedem Streifen

2—-l—l,<0,L06< g,
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die Ungleichung
[PRAN
198, (8, D] S 0 (2 garoay) (L1215

min (1, »)

besteht, wobei die Konstante ¢, allein von o, o’, k, 0,, 6, abhingt.
5. Die beiden vorigen Ergebnisse wenden wir auf die Formel

Z(s, )= (1) (1 4+ ) +g7 Z‘sz"’(s )

an; man gelangt so zu dem Resultat:
Die Reihe

Z(s, 1| o,0,) = Z(s, sz’Z(ji;’;ﬁ) (2, + wz,)"°

=1 Z,=1
148t sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen; sie hat
einfache Pole héchstens an den Stellen
§=2,1,0,—-1,—-2,...,2—1.
In jedem endlichen Streifen
2—k<0,L0<L0, (k=0,1,2,...),

aus dem um jedem der Pole eine beliebig kleine Umgebung entfernt ist,
besteht die Ungleichung

12 (s, D] S o (2 g LY (0 + 2y

min (1, @

mit einer Zahl ¢, die allein von w, w’, %, 6,, 0, abhingt.

1L
6. Es seien

fEm)= P @m),  g(@e) = 26 (@a)

zwei Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad m und » in den z;
die Formen f™(,2,) und ¢®(z,,) bedeuten ihre homogenen Bestand-
telle der Dimension % und k. Das Polynom f(z,2,) geniige den Un-
gleichungen

fzy2,) >0 fir 2,21, z, 21,

™ (z,2,) >0 fiir 2,20, 2,20, z,+2,>0.

o bedeute eine positive Irrationalzahl, ¢ eine natiirliche Zahl, und es seien
vier Dirichletsche Reihen definiert durch
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[oz,]

Z,(s)=2Z,(s|f(z,,), g(“ﬁxe)):_‘j 271 g (2,2, f2y25)"°,

Zo=1 Ty=

Z () =2 (s|f(22,), §(,25)) = 35 2:1 g(z,2,) f(2,2,)"°,

z,=1 2,

Z,(8) = Z,(s|f(2,25), g (2,,)) = 5:7 :‘g; g (2,2,) f(2,25)7°,

Zo=1 Z;=1
Z%(8) = Z(s|f (2y2,), g (%, 2,)) = 3] g(z,2,) f(zy2,) "
=1 2,=az,+1
Alle vier konvergieren in der Halbebene

6>n+2

<

Die letzten drei Reihen befriedigen die Identitit
Z%(s|f(z,2,), g (2,2,)) =

=Z(s|f(2,3,), g (2,%,)) — Z,(s]|f(2,2,), 9 (2,%,)),
wibrend die erste den Gleichungen
Z.} (8| f(zy2,), g (2,2,)) =

= Z (8|1 (2,22), 9 (2,2,)) — Z, (3| (2,2,), g (%,2,)),
Za+o(8lf(x1x2)’ g9 (x,2,)) =

= Za(slf(x1x2)’ g (2,%,)) + Z,(s I f(2,+az,,2,), g (2, +az,, 2,)),
Z;%(sif(xlxg)? g (x1x2)) =

=Z(s|f(2,%5), 9 (%,2,)) — Z,(s|flaz,+ 2, 2,), g(azy + 24, 2,))

geniigt.
7. Die Zahl o besitze den Kef:tenbruch
{ 1 ! . 1 o 1 . 1
!d + + +"': 0—"“1_!_013 01’”'%_}_023 02—03_{_08:

sei also ein echter Bmch. Die zugehorigen Kettenbruch-Nenner und -Zahler
werden durch die Rekursionsformeln

P_,=0, p,=1, Pus1 =08, 1Py + Ppu_s>

a=1, ¢=0, ur1 = r1%e T ua
bestimmt. Mit ihrer Hilfe werde gesetzt

o = p, 2, + 9,5, 2 =p, %+ 1%,

,u(‘”i z,) = f(”{mxﬁ(m)’ 9;.(‘”1"’52) =9g( f‘)“’g‘))’
Offenbar geniigt das Polynom f, (#,%,) als Funktion von z, und z, den-
selben Ungleichungen wie f(z,x,).
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Die wiederholte Anwendung der Funktionalgleichungen in 6. fithrt mit
den vorigen Abkiirzungen zu der Identitét:

Z,(s|f @y @), g (2, 2,)) = Z,(8]f (@, 24), 9 (2, 2,))+ (—1) Zo, (8If, (2, ), g, (2, %)),
2,(s) = Z,(slf (52, 9@,2)) = 3 (= 1" 2% ol (2,2, 0, (2359)-
8. Die Funktion
Z(s|f, (@,2y), 9, (@, %)) = 2 > 9,2, %), f, (@, x)”°

2,=1 Z,=1

ist von der in 1. betrachteten Art, ebenso
2 gu(xlzg)f (2, 2,)"°

Z,=a

3 Iu @y 02, +2) f, @y, a2, + AN
15

Z° (s|f, (@, 2y), 9, (2,%,)) =

fha ms

Die beiden Funktionen Z, (s) und Z,(s) lassen sich aus endlichvielen solchen
Summen zusammensetzen. Man gelangt folglich zu dem Ergebnis:

Die beiden Funktionen
Z(slf,‘ (@, %), g, (@, ,)), z° (S‘f,u (@7, 9, @, ,))
und die beiden weiteren Funktionen
Z, (’3|f;¢ @, 2,)5 g, (2, %)), Z,(s|f (@,2,), g(z 2,))
lassen sich in die ganze Ebene meromorph fortsetzen; sie haben einfache
Pole hochstens an den Stellen

_ n42—k (Ic-——(), 12,... )

T om0 s+0,—1 —2,.
und sie sind fiir |¢|— o0 gleichmiBig in ¢ von der GroBenordnung

o(Jt]*)
in jedem endlichen Streifen
+2—-%
ot <o,<0<0, (k=0,1,2,...).
IIL

9. Der Kettenbruch o sei rein periodisch, » die Linge seiner Periode,
so daf
o=o0,
ist. Ohne Einschrinkung kann » gerade genommen werden. Die Zahl o
ist eine quadratische Irrationalitit und geniigt der Gleichung
[ e s

X =
Pyt Pr—y &’
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wihrend die andere Wurzel gleich

U T St s JAPS
Py -1 Pr—10
ist. Offenbar ist o’ im Gegensatz zu o negativ. Die Zahlen o und o sind

die einzigen Wurzeln des Gleichungssystems

o

B LI ol T AN G I i LN IR
Pyt Dy 2™’ T PPy 2@ Pt po 2’ = H8ss)s

welchen Wert auch £ hat.
Vermoge der besonderen Wahl von o nimmt die Funktionalgleichung
fir Z (s) die Form an:

Z, (s]f (x4 %,), g (24 xe)) =Z, ('Slf(xl Z5), 9, (%4 x?)) +Z, (‘glf;(% %), 9, (z1ze))°
10. Es sei speziell

faa) = (@t o), g(one) = [@+vns)

x

und ferner gebe es zwei Konstante ¢ und v, so daB
L(22) = of (2,7,),  g,(2,2,) = vg(z,7,)
ist. Dazu ist notwendig und hinreichend, da jede der Zahlen
(P1> (p29 cess (Pm: "/}1> ?/)2, ceen wm
einem Gleichungssystem

Bt 2? g® — LT B 2® ey Gt ®
Dy + Py 2®’ Py+Pyog @ ° ’ Pyt Py X

geniigt. Also sind sie entweder gleich o oder gleich o'.
Wegen der Ungleichung

™ (z,2,) >0 fiir 2,20, 2,20, 2, +2,>0
kommt fiir f(z,x,) nur die Wahl
) f(@y2y) = (2, +0m,)"

in Frage. Dagegen darf g(x,z,) gleich irgendeiner der n-}1 Funktionen

9(2,2,) = (2, 4+ 02,)" (2, +0'2,)" (1=0,1,2,...,m)
sein. Wegen der Identitit

Z,(s|(x,Fox,)™, g9 (2,2,)) = Z,(ms|x, + 02y, g (2,2,))
darf folglich ohne Einschrinkung
m=1 f(z,2,)=a,+0x, g(z,2,)=(x,+02,)" '(2,+0"z,)

genommen werden. Die Multiplikatoren ¢ und v sind gleich

x

n—21

=1 yY=19 s n=9,+2, 40,
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wobel die Gleichung
(p~v+ p?—-l 0) (pw +p'v-1 0’) = 1

benutzt ist. Die Zahl 7 ist eine Einheit des Korpers K (o).
Die Funktionalgleichung fiir Z (s) nimmt die Form an:

Z, (8|f (%1 %), g (%, %))

Z,(s|f (z,2,), g (@, ,)) = 1—y-s+r-at >
so daB man zu folgenden Aussagen gelangt:
Die Funktion
Z,(s,0) = Z,(s +n|z, + oz, @+ 02)" (2, + 0'2,)")
w [0%,]
_ xl+o'a:2 1 —s
__;ZZ:: g(—'—%_’_o%) (x1+ 0502)

gestattet die explizite Darstellung

y—1

9ut0Gut Qy"'o 9,u+1

+I 11
Z,(60) = pmgerem - 3 (= 1) e (e,

Sie 148t sich also in dig ganze Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen;
ihre Pole sind einfach und liegen in den Punkten

8-‘=2,1,0 “"l>
*
——21 +2,';gj;‘ (k*=0,F1, F2,.).

Bleibt s von diesen Punkten um mehr als eine feste positive Strecke ent-
fernt, so gilt gleichmiBig in s und 7 im Streifen

2—k<0,L06L0, (k=0,1,2,...)
die Ungleichung:
( ey | T e ot Y
VA ni< Pﬂ‘f‘io Pu+1 Pu+0 Puts 1 : 2k
(e Dl = g, * (o) |2 (1 et 00u+a) @+iD
Put0Puiy

mit » Konstanten
Cos CyseeesCy_y >0,

die von s und ! nicht abhingen. Es gibt also auch zwei Konstante
>0, I'>0,
die von s und ! nicht abhingen, so daB
|12,(s, 1)) ST O* (1 + )™
ist, unter den vorigen Bedingungen.

Put0Puts’ Put0 Puss

)-
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1v.
11. Die Funktion f(z,zx,) sei jetzt gleich

m
f(z,2,) = h]_zl(of(ll) z,+ o;ﬁ2)x2),

1 ..
also in eine Form ausgeartet. Die Quotienten Z:—g) sind entweder positiv
- - - - . A
oder zu je zweien konjugiert komplex. Es ist

m
fu(@,2) = 1_1 {0 oy + 0y7py_y) 20+ (0 gy + 04 ay ;) ) -

Wenn erstens 2 (,) posmv ist, so gilt

o gy +0P ay_4

(1) (2)

N>wo 07 Py + 057 Py _y

wegen

. oft
Zweitens sei o‘(‘z, nichtreell :

<1)={=0 01(;2)4:0’ 0(2)—-(u+ﬂ) (1>’ B+0;
dann 1ist
_ ofV gy + 0P qy_y _ oy t(etBiday 4
N oD py+ 0 py_y Py +(e+Be)py_y

NP o (qN .p“"1> - (atBi)
_ PN Py PN—l _ON-1 \PN IN-1/ PNy
e + (a4
PN-—-1 -1
ferner, wenn N ins Unendliche strebt:
qN 1 N Pn —
s =o0+o(1), ‘ZN 1——0——}—0(1), pN—-o—i—o(l), — 0(1)
und ,
______1___ g'___—_o(l),
[—~+(“+ﬂ@)

PNy
Also hat man
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(o+0() (%——}—0(1)) %-ﬁ-(a-}-ﬁi)

2y =(0+o0()

Py .
—— (e + 8¢
Py )

o(1)
= (0} o(1)) 1+——?—"~—1—————1=(0+0(1))(1—{—0(1))

1—)—'1—+(a+ﬂz)

und auch in diesem Fall
o antol vy
vre o m oy
In der Darstellung
a2y, @) = An Fy (2,2,); Ay = ( (1)p~+ (2)pu—1)
ist daher
Fr(2y25) = (2, +02,)™ + Bn (2, 73)

und simtliche Koeffizienten der Form @y (z,z,) werden fiir geniigend
groBes N beliebig klein.

12. Wir nehmen jetzt fiir

f(@y2,) = ﬁ(oi(tl)% +°7§2)x°>
B=1
die vorige Funktion an, fiir g («,2,) die Funktion
g (2, 2,) = (x, + Oxz)"—l(x1+ O'xz)z
und ferner N als ein sehr groBles Vielfaches von »:

N=Nv».
Dann ist

Z,(s|f (2,2,), g (@,2,)) = Zy(s|f (2,%,), g (x, 7))+

+ AT PO Z (5] (2 + 02y)™ + Fn (2, 2,), (xl‘”?))
und folglich

Z, (5“("”1“’2)’ g (2, 2,)) = Zn(8|f (2,2,), g(z,2,))

+A—s Nm— 21)2 29(‘”1%)(‘”1‘{“0%)-”3{1'f‘(iN_,(_?Z’))m}'

Bedeutet & eine beliebig kleine positive Konstante und ist N oberhalb
einer nur von ¥ abhingigen Zahl, so gilt gleichmiBig fiir alle natiirlichen
Werte von z, und z,: —

Sn (%1 2 )
o S




44 K. Mabhler.

und folglich auch die binomische Reihe
LB @mE) N (@)
{l’r‘(x1+ox2)"'} g( 2 ) (2,402, ™

Eine erlaubte Summationsvertanschung fithrt daher zu der Entwicklung:
Z,(s|(z,+02)" + Fn (2, 2,), g (2, 2)) =
= 2 () 26+ bl + 0z, (@20 T (5y20)"),
die zunichst fiir
¢ > -73;:—2

Giiltigkeit hat.

13. Die m + 1 Formen

(2,4 02,)" (2, +0'2,)* (x=0,1,2,...,m)
sind offenbar linear unabhingig in bezug auf den Korper der komplexen
Zahlen. Die Form %N (z,z,) 1aBt sich aus ihnen in der Gestalt
%N(x1$o)———20 < )(:z:1+ox.,)m “(ay+0'2)" |a,|<0

darstellen, wo die posmve Konstante 6 zugleich mit 9 gegen Null strebt.
Folglich wird
S (2, 2,)" = 2 D ("4 (24 02,) ™ (2, + 0'z)*, la®] < 6°

g (2, 25) Bn (2, xe) 2 a@)( >(z1+ox")mz+” “ l(x1+0 )"
Man hat damit
Z,(m (s -+ 1) | (z, + 0xy), g(2,2,)Fn (2,2,)" )— > “’(”“)z (ms —n, p41)
und aus 10. ergibt sich:
Die Funktion
Z,(m (s + )| (@, + 0zy), g (2,2,) T (z,2,)")

1aBt sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen. Sie
hat einfache Pole in den Punkten

nt+2—k
S=—T— (k=0,1,...,lm+l),
_n—2k |, 2%*ai [ k=LI1+1,..,l14+im
om Uomloegy \p*—0, 371, F2,... )

Bleibt s von diesen Punkten um mehr als eine feste positive Strecke
entfernt, so gilt gleichmaBig in s und 1 im Streifen

n4+2—k
—7;——<u5§a;;%
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die Ungleichung
| Z,(m (s +4)| (x, +02,), 9(2,7,) Fn (2 2)") | <
<3 el(m*)ro“’(wl N=ro' -+ Do+ oy

,u-O

14. Das vorige Ergebnis li8t sich unmittelbar auf die Funktion

Z,(s|f(z, %), g(z, xa))=ZN(s!f(x1x2), 9 (2, 2,)) +
4n° N‘“JDZ )2, (m(s + 1) | (@ + 0,), g(2,2,) T (2,2,)")

anwenden; man erhilt den Satz:

Die Funktion
f(x:l x-z) = H(Ol(tl) x1+ 01(12) xz),

h=1

g (2, 2,) = (2, + Oxe)ﬂ—l(x1 + o’xs)lg

l1aBt sich als meromorphe Funktion in die ganze Ebene fortsetzen. Sie hat
einfache Pole allein in den Punkten

Zo (s]f(xl xg)’ 9(371 xg)), Mit

s=2F2oE (k=0,1,...)
8_n-2k+2k*ni k=0,1,...
T Tm mlogy ¥*=0,F1L F2,...

Es sei ¢ eine beliebig kleine positive Konstante; s bleibe von den vorigen
Polen um mehr als eine feste positive Strecke entfernt. Dann gilt gleich-
miBig in s in jedem endlichen Streifen
6, <0< 0,
die Ungleichung
Z,(s|f (), g (2, 2,)) = O (eit!).

Man hat nimlich fiir n+z—k

<o, und £=0,1,...:

12(_18> Z, (m(s+1) ] (2,1 0x,), g (2, 2,) Fn (x:Lx‘a)z)' <
=0
< =0 (CPhrea—ppea+ oy <
A=0

SrCo(+i)1—oa+ o)y

Wenn man N hinreichend groB nimmt, so wird aber ¢ und damit 6 be-
liebig klein; man kann durch geeignete Wahl von N daher erreichen, da8

€

01+0)"<L1—e 2.



46 K. Mahler.

Dann ist

w©

2 () 2. (s + D] (2 + 02), g(2320) B (20" | <

A;.=0
g 1101(1+ ]tlk)e§l8i _ O(ee Iti),
Da ferner nach 8. die Funktion Zy(s) im Streifen
0L0L0,

nur von der GroBenordnung einer Potenz von 1 |¢] ist, so folgt die
Behauptung.

V.

15. Nunmehr sei o eine beliebige quadratische Irrationalzahl; das
Polynom f(z,z,) geniige allein den friiheren Ungleichungen und g (=, z,)
sei ganz beliebig. Auch in diesem Fall kann die Fortsetzbarkeit von Z, (s)
bewiesen werden.

Es bedeutet jedoch keine Einschrinkung, wenn der Kettenbruch von o
reinperiodisch angenommen wird. Denn als Kettenbruch einer quadra-
tischen Irrationalitit ist er gewiB periodisch; die Funktionalgleichungen in
6. und 7. gestatten, den unperiodischen Teil des Kettenbruches abzu-
schneiden. Aus dem gleichen Grund darf man o als echten Bruch an-
nehmen.

Weiter darf obne Einschrinkung g(z,z,) als eine Form

(@, + Oxe)n—z(% + O,xe)z

angenommen werden. Denn andernfalls kann g(z, «,) in der Form
gz, 2,) = aéi ,eéA"ﬂ (2, + oar:.z)"‘”’g (z,+ o'xa)'g
mit konstanten Koeffizienten 4,, dargestellt werden, so dal
Z,(s|f(xy2,), g(x,2,)) =a§’)ﬂ§)Aa5Zo (s]f(zy2,), (2, + ox,)" ¢ (2, + o'z,)")

wird, und man also Z, (s|f (2, 2,), g(2,%,)) als Summe endlichvieler Z, (s)-
Funktionen erhalt, wo jetzt g(z,z,) eine Form der angegebenen Art ist.

16. Sei also
a: der Kettenbruch von o reinﬁeriodisch: o=o, und » gerade;
b: das Polynom g (x, z,) gleich der Form ¢ (z, 2,) = (2,+ 02,)" ' (z+ 0'x,)’;
c: das Polynom f(z,,) den fritheren Ungleichungen geniigend und sonst
beliebig.
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Die Menge aller Paare natiirlicher Zahlen (z,, ,) mit
1<z, Loz,
sei T, die Teilmenge der Paare mit

7 (2, 2,)
1 (2, )
heile ¥,, die Komplementirmenge T — T, werde mit ¥, bezeichnet. Die
Menge T, enthélt offenbar nur endlichviele Elemente. Dabei ist ¢ eine

positive beliebig kleine Zahl.
In &, besteht die Binomialreihe

(rim) = LG

#=0

<sg, "(%xe):f(xlxa)’-f(m)(xxxe)

folglich ist fiir 6 > —— ”+2
2 0 (2, 23) 2y 2) " =
=2 '0(mm) f(z2)7' + 2( °) Solem) r(ea) 1)

pu=0

Wird aber s auf einen beliebigen endlichen Bereich beschrankt, so ist gleich-
miBig in s fiir groBe u:

29z 2y)r (22, ) f(m)(% x‘:)-(ﬁm = 0(e#).
T,
Die Reihenentwicklung

(8[7"(321 z,), g (24 xe)) =Zg(x1 xe) f(zlx‘z)_“"‘
28

2Nt @), g@mm r @e) ~ Do) rem) 1 (@)™}
A= z&

konvergiert somit in jedem endlichen Bereich, der keine Pole der Sum-
manden enthalt, gleichmiBig in s. Weiter ist in jedem endlichen Streifen

0, £ 06X 0y,

wenn s von den Polen der Summanden um mehr als eine feste positive,
beliebig kleine Strecke entfernt bleibt, gleichmaBig in s fiir grofle u:

(s+y|f"")(x1x‘,), g (@, 2,) r (z,2,)") — Zg(xlxe)r(xlwg)"f(”')(xlxﬁ) o =0 (e");

,‘gl( u )!8"=0(ee!zl),
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Es folgt also nach 14.:
Seien f(z,z,) und g(2,z,) zwei Polynome vom Grad m und n in
den = mit reellen Koeffizienten; f(x, z,) geniige den Ungleichungen

flz,z,) > 0 fiir 2, > 1, z, > 1; ™ (2, 2,) > 0 fiir 2, >0, 2,> 0, z,+z, > 0.
Die natiirliche Zahl d gleich 2, wenn r(x,z,) identisch verschwindet,
sonst gleich 1.
. 0 sel eine positive quadratische Irrationalzahl, ¢ die erzeugende posi-
tive Einheit des Zahlkorpers K (o).
Die durch die Reihe

o [0Z,)
Z,(s|f (@), g(2,2) = 3 X g(22,) f(2,2,)""

Z,=1 z,=1

definierte Funktion 1iB8t sich meromorph in die ganze Ebene fortsetzen;
sie hat einfache Pole allein an den Stellen

_ n42-k
§ == m k=0,1,2,...
 _n—dk , 2*ai ¥*=0,F1, x2..)

m m log

Dabei bedeutet 5 eine geeignete ganze Potenz von (.

Bleibt s von den Polen um mehr als eine feste positive, beliebig
kleine Strecke entfernt, so gilt im Streifen
6, <0< o,
gleichmiBig in s: :

Z,(s|f(zy ), g (2, 2,)) = O (e*t)).

17. Dem vorigen Satz haftet noch das Unbefriedigende an, daf An-
nahmen iiber f(z,,) gemacht werden in einem Bereich, der iiber das
Summationsgebiet hinausgeht. Es laBt sich aber zeigen, daf der vorige
Satz auch noch bestehen bleibt, wenn man z. B. folgende Annahmen macht:

»Es sei o eine beliebige positive Zahl, die gréier als o ist; das Polynom
f(x, x,) geniige den Ungleichungen:

flz,z,) >0 fir 0 <2, Lowua,,
7 (2,2,) >0 fir 0<2, < wa,, x,+2,>0.

Dann bleibt der vorige Satz bestehen.“

Krefeld, 14.9.1928.

(Eingegangen am 28. 10. 1928.)



