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Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher
Funktionaloperatoren.

Von
J. v. Neumann in Berlin.

Einleitung.

I. Wenn wir alle Funktionen eines gewissen metrischen Raumes Q
(z. B. der reellen Zahlengeraden, der komplexen Zahlenebene, der Ober-
fliche der Einheitskugel, der Strecke 0, 1 usw.) betrachten, die gewissen
Regularitatsbedingungen geniigen (z. B. stetig und bis auf endlich viele
Knicke stetig differentiierbar sind, zweimal stetig differentiierbar sind, ein
endliches Absolutwertquadratintegral iiber £ haben?) usw.) und eventuell
auch noch gewissen Randbedingungen unterworfen sind, so wird unter einem
linearen Operator bekanntlich das Folgende verstanden: Eine Zuordnung R,
die jeder Funktion f unserer Klasse eine Funktion Rf (die nicht mehr zu
dieser Klasse gehdren mull) zuordnet, aber so, dafl stets

R(a,f,+...+a.f,)=a,Rf,+.. . +a,Rf, (a,,...,a, komplexe Konstante )

ist. :

Wenn in 2 ein allgemeiner MaBbegriff (etwa im Sinne des Lebesgue-

schen) existiert und dv das Volumelement in  ist (auf der Geraden: dz,

in der Ebene: dx dy, auf der Oberfliche der Einheitskugel: sin 9-d9 d ¢ usw.),

und das Integral iiber diesen ganzen Raum mit [ bezeichnet wird, so heift
e

ein linearer Operator R selbstadjungiert oder Hermitesch, wenn fiir alle
zugelassenen Funktionen f, ¢

ff-ﬁ}-dv:pfzzf-g-dv
gilt?). i '

') Die Funktionen diirfen komplexe Werte haben.
®) f ist diejenige Funktion, die iiberall den zum Werte von f konjugiert-kom-
plexen Wert annimmt, — Unsere Terminologie weicht von der iblichen etwas ab:
(Fortsetzung der FuBSnote ) auf niichster Seite.)
Mathematische Annalen. 102, 4
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Hermitesche lineare Operatoren (wir wollen sie kurz H. O. nennen)
sind z B. die folgenden (wir geben nun auch die Argumente der Funk-
tionen an, und zwar sei P der allgemeine Punkt von £2):

Rf(P)=f(P)

Rf(P)=uz-f(P) (z irgendeine Koordinate von P in ),

Rf(P)=[@(P,P)-f(P)-dv' (¢(P,P)=¢(P,P), d h. der Kemn
“ Hermitesch),

Rf(P)=Lf(P) (L irgendein selbstadjungierter Differen-

tial- oder partieller Differentialaus-
druck, vgl. Anm. 2)).

Bekanntlich bestimmen die beiden letzten Typen von H.O. ein Eigen-
wertproblem, das bei hinreichender Regularitit des Kernes ¢ (P, P’) baw.
der Koeffizienten von L (nédmlich wenn nur ein , Punktspektrum existiert)
so formuliert werden kann?):

Ein Eigenwert ist eine Zahl 1, zu der es eine Funktion f<4 0 mit

Rf=Iif
gibt; f ist dann Eigenfunktion. Es gibt im allgemeinen umnendlich viele
Eigenwerte 1, 4,, ..., denen Eigenfunktionen ¢,, @,, ... so zugeordnet

werden kénnen, daf sie ein vollsténdiges System von Orthogonalfunktionen
bilden. D.h. es gilt:
0, fiir m=mn
poedv=1 Orth litat
Qf%n @, dv {I;sﬁilm={=n‘( ogonalitit),

1

ein Differentialoperator B z. B. heit ja gewsOhnlich dann selbstadjungiert, wenn
f-Bg— Rf-§ vollstindiges Differential eines Ausdruckes der f, g und ihrer Ableitungen
ist, also

ff-Rg-dv—JRf-G-dv

Q2 8 3
ein nur von den Randwerten von f, ¢ und ihrer Ableitungen abhingiger Ausdruck.
Unsere Selbstadjungiertheit (Hermitescher Charakter) folgt hieraus nur, wenn dieser
Ausdruck, infolge geeigneter Randbedingungen, verschwindet. D. h. ein im gewhn-
lichen Sinne selbstadjungierter Differentialoperator ist es fur uns eventuell erst
in einem hinreichend eingeengten Definitionsbereiche (vgl. auch Einleitung VII).

3) Das Eigenwertproblem der reguliren Integraloperatoren wurde von Hilbert

gelost (Gottinger Nachr, 1904, S. 49—91), seine Methode wurde spiter von Courant,
Hellinger, F. Riesz, E.Schmidt, Toeplitz u. a. bedeutend vereinfacht. Die Differential-
operatoren (zumindest die selbstadjungierten von zweitem Grade) kénnen bei der
Losung des Eigenwertproblems durch Integraloperatoren ersetzt werden (Hilbert,
Gottinger Nachr. 1904, 8. 213—259), die dieselben Eigenfunktionen, aber reziproke
Eigenwerte haben.
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und fiir jedes Paar zugelassener Funktionen £, g
‘ff'g-dv=flgfﬁ;-dv}(fg-@-dv){ (Vollstandigkeit).
2 n=1Q Q2

Wie fiir alle vollstindigen Orthogonalsysteme, gilt der Entwicklungs-
satz mit Mittelkonvergenz:

N
Jif=Sa ¢, "dv—~0  (a,=[f-,-dv)
£ n=1 .

fiir N — oo. ’

Wenn sich ¢ (P, P’) bzw. die Koeffizienten von L nicht mehr ganz
reguldr verhalten, so treten Verwicklungen auf, die man durch das Auf-
treten eines Streckenspektrums kennzeichnet. Immerhin kénnen die Begriffe
Eigenwert und Eigenfunktion durch geeignete Verallgemeinerungen (ins-
besondere durch Herabsetzung der Regularititsanforderungen an die Eigen-
funktion oder gar durch Betrachtung sogenannter differentieller Eigen-
funktionen*) aufrechterhalten werden. Auch die Vollstindigkeitssitze bleiben
bei geeigneter Verallgemeinerung (Ersetzen der Summe durch ein Inte-
gral usw.) gewahrt; aber der ganze Aufbau wird wesentlich komplizierter
und verliert viel von seiner urspriinglichen Anschaulichkeit?).

II. Wenn wir die in I. betrachteten kontinuierlichen Riume Q2 durch
den , diskreten Raum® 1,2,3,... der positiven ganzen Zahlen ersetzen, wobei
die Funktionen f(P) (P durchliuft 2) durch die Folgena, (n=1,2,...)

und die Integrale [f-dv durch die Summen S‘ a, sinngemifl zu ersetzen '
Q n=1

sind, so gelangen wir zu ganz analogen Begriffshildungen wie in I

Die einfachsten Beispiele von H. O. (ja, wie man nach praziserer Fassung
des Begriffes zeigen kann, die einzigen) sind die linearen Transformationen
(unendlich vieler Variablen) mit Hermitescher Matrix:

B (2, 2y ) = (92, 925 )

y”=§’am”xm (n=1,2,..)), G =0
m=1
(Die Rolle der ,Regularititsbedingungen® bei Funktionen in £ spielen da

%) Hellinger, Gottinger Inaugural-Dissertation 1907, S.7; Carleman, Sur les
équations intégrales & noyau réel et symétrique, Upsala 1923, S. 82.

%) Das Eigenwertproblem der Integralgleichungen mit ,beschrinktem* Kerne
wurde von Weyl geldst (Gottinger Inaugural-Dissertation 1908) mit Hilfe der Hilbert-
schen Theorie der beschrankten Bilinearformen (Gottinger Nachr. 1906, S. 157—209).
Auch fiir eine ausgedehnte Klasse selbstadjungierter Differentialoperatoren zweiten
Grades, deren Koeffizienten singulir sein diirfen, erledigte Weyl das Eigenwertproblem
(Math. Annalen 68 (1910), S.220—269). Eine noch allgemeinere Klasse von Integral-
operatoren untersuchte Carleman (vgl. Anm. %)).

4%
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Bedingungen von der Art, daff alle Zam” . konvergieren sollen, u. &.

Wir werden diese Matrizen noch im Anhang III eingehender betrachten.)
Diese linearen Transformationen sind offenbar Analoga der Integralkern-
Transformationen in kontinuierlichen Riumen £:

Rf(P) =éf¢p(P', P)-f(P')-dv’.

Auch fiir diese Transformationen bzw. fiir die zu ihnen gehérigen
Hermiteschen Formen

2 Emn Z, Y,

m,n=1

ist das Eigenwertproblem von Hilbert gestellt und gel6st worden, falls die
Matrix {«,,,} (bzw. die Hermitesche Form > o z,7,) gewissen Bedin-

m,n=1
gungen geniigt, die der ,Regularitit“ des Kernes @ (P, P’) bei Integral-
kern-Transformationen entsprechen.

Es treten dieselben Erscheinungen auf: Bei hoher Regularitit (Voll-
stetigkeit) bloB Punktspektrum, mit denselben Eigenschaften wie in L,
nur daf [ durch j zu ersetzen ist. Also: 1 ist Eigenwert, wenn es eine

Q n=1

Folge (z,, x,,...) mit
R(z,, 2y, ...) =i(2, 2y,...), d. L Z’amnxm—lx (n=1,2,...)
m=1

gibt [ohne da} (z,, z,,...) = (0, 0,...) ist, auBerdem ist als , Regularitits-

bedingung“ die Endlichkeit von ﬁ{xnlg zu fordern], und (z,, z,, ...) ist
n=1

dann Eigenfolge. Sind 4, 4,, ... alle Eigenwerte, so konnen ihnen Eigen-

folgen (., %,9,...), (a1, Tag>--.), --. 80 zugeordnet werden, dafl sie ein
vollstindiges Orthogonalsystem bilden:

© 1, fiir p= q!
= Orth Litdt
mé' pm Lgm {0’ fiir p+ g ( ogonalitit),
und?®)
© _ 1, fir p=gq| .
= Vollsténdigkeit).
mé:xmpzmq {0’ fiir p=|=q{ (Vollstandigkeit)

Bei geringerer Regularitit (Beschrinktheit) kann wieder ein Strecken-

¢) Dies ist bekanntlich dem eigentlichen Analogon der Vollstandigkeitsrelation
(vgl. 1)
® . ® 2 —
2o by =3 ( Zanxpn> (2 baxpn>
. n=1 p=1‘n=1 n=1
gleichbedeutend.
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spektrum auftreten, was dieselben Komplikationen bedingt, wie die unter
L fiir kontinuierliche Raume skizzierten; da wir uns spiter noch recht
eingehend damit zu beschiftigen haben werden, wollen wir es hier nicht
weiter erortern’). Irgendwelche ,Regularitits“-Annahmen wurden iibrigens
in der bisherigen Literatur (sowohl bei Matrizen als auch bei Integral-
operatoren) stets gemacht: eine Diskussion des Eigenwertproblems auf Grund
des Hermiteschen Charakters allein erfolgte nie.

II1. Das analoge Verhalten der kontinuierlichen Riume £ unterein-
ander, sowie mit dem hier betrachteten diskreten Raume 1,2,..., liegt
bekanntlich an folgendem:

Wenn ¢, @,, ... ein vollstindiges System von Orthogonalfunktionen
im betrachteten Raume £ ist, so wird durch die Zuordnung

> (2, %y, ...), x,‘=!f~¢;~dv (n=1,2,..))
jedem f mit endlichem Absolutwertquadratintegral | |f|*-dv eine Folge
o

(%,, %,, ...) mit endlicher Absolutwertquadratsumme Zm' |z, |* zugeordnet.
n=1

Dabei entsprechen verschiedenen f verschiedene (z,,x,,...), und nach
dem Satz von Fischer und F. Riesz®) entspricht wirklich jedes (z,, z,, ...)

mit endlichem S’!xﬂ\"’ einem f mit endlichem [|f|*-do.
n=1 Q
Die Zuordnung ist linear, d. h.

aus fe> (2,,2,,...) folgt af«> (az,ax,,...),

fH(x,,x__,,...)}
* fl > s Lo >y o)
* {gﬁ(yl,yg,...) olgt f+g (2 + 9y 2, + ¥, )

und es ist
[f-g-dv=327,%.
Q£ n=1

D. h. alle bei der Beschreibung der Eigenwerte und Eigenfunktionen
verwendeten Begriffsbildungen sind bei dieser Zuordnung invariant; also-
miissen- dieselben in den in I. betrachteten kontinuierlichen Riumen und
im diskreten Raume aus IL dasselbe Verhalten zeigen.

’) Die vollstetigen und die beschrinkten Formen (bzw. Operatoren) wurden von
Hilbert entdeckt, und er 1oste ihr Eigenwertproblem (Gottinger Nachr. 1906, S. 157—209),
weiter untersucht wurden die beschrinkten Bilinearformen von Hellinger, vgl. Anm. ¢),
sowie Journal f. Math. 136 (1909), §. 210—273.

%) Z. B. Gottinger Nachr. 1907, S.116—122.

%) Den Beweis dieser, allgemein bekannten, Tatsachen (zusammen mit dem
Fischer-F. Rieszschen Satze) werden wir im Kap. I und im Anhang I erbringen.
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Diese Uberlegungen sind es bekanntlich im wesentlichen, durch welche
Hilbert die Eigenwerttheorie der Integraloperatoren in kontinuierlichen
Riumen auf die der H.O. fiir Folgen (z,, z,,...) (d. h. Funktionen des
diskreten Raumes 1, 2,...) zuriickgefiihrt hat?).

IV. Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Aufstellung einer allgemeinen
Eigenwerttheorie aller H.O. Dabei werden wir abstrakt vorgehen, d. h. es
von vornherein so einrichten, dafl sich unsere Resultate gleichmifBig auf
alle in I. genannten kontinuierlichen Riume anwenden lassen, sowie auf
den diskreten Raum in II (d. h. auf die Operatoren der Funktionen in
denselben).

Zu diesem Zwecke werden wir im Kap. I eine allgemeine Charakte-
risierung (durch fiinf Eigenschaften A bis E, vgl. dort) angeben, die auf
einen jeden der folgenden Funktionenrdume paft:

Alle (komplexen, im Lebesgueschen Sinne mefbaren) Funktionen f in
einem Raume Q (Zahlengerade, Zahlenebene, Oberfliiche der Einheitskugel,
Intervall 0, 1 usw., vgl. Anhang I) mit dem Volumelement dv, fiir die [ | 7%+ do

2

endlich ist. Alle Folgen (z,, z,,...) von (komplexen) Zahlen mit endlichem
IENE
n=1
(Zum ersten Falle ist zu bemerken, daB solche Funktionen f, g, fiir die
f(P)=g(P) iiberall — mit Ausnahme einer Lebesgueschen 0-Menge —
gilt, als nicht verschieden anzusehen sind.)
Die Elemente dieser Funktionenrdume lassen alle Vektor-Operatoren zu:
man kann sie addieren und mit (komplexen) Zahlen multiplizieren, ferner

ist fir zwei von ihnen das ,innere Produkt [f.g-dv baw. ﬁ z, Y,
£Q n=1

definiert. Das innere Produkt bezeichnen wir mit (f,g) (wenn nichts Be-
sonderes gesagt wird, wollen wir auch die Folgen (z,, ,, ...), (#1, Yas +-)» -+-
als Funktionen ansehen — vgl. II. — und mit f, g, ... bezeichnen), mit seiner
Hilfe ist in allen Fillen der Hermitesche Charakter der Operatoren R zu
_ definieren:
(f. Bg)=(Bf 9)-

(In I. war das die Definition, und der in II ist es gleichwertig.) Wie
bei Vektoren ermoglicht das innere Produkt die Definition eines Absolut-

wertes: |f|=Y(f, f)(!fi[[fjg-dv baw. Vél[anlg), und einer Entfernung:

10) Dies ist insofern historisch ungenau, als der Fischer-F, Rieszsche Satz erst
nachher gefunden wurde. Dieselben Uberlegungen haben in der neuen Quanten-
theorie eine wichtige Rolle gespielt, vgl. Schrodinger, Annalen d. Phys. 79, 8 (1926),
8. 734--756.
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|f—g| (diese ist also das Analogon der gewGhnlichen Euklidischen Ent-
fernung); unser Raum wird demnach durch dasselbe ,metrisiert“ und
,topologisiert“. D. h. topologische Ausdrucksweisen, wie Abgeschlossenheit,
Stetigkeit usw., werden in ihm sinnvoll

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, noch ein Wort der konsequenten
Beschriinkung auf Funktionen f mit endlichem [|f|®-dv zu widmen. Fiir

2
Eigenwertprobleme bei Folgen ist es seit den grundlegenden Unter-
suchungen von Hilbert (vgl. Anm. ?)) und E. Schmidt?) iiblich, die Endlich-

keit von 27 'z, ” zu verlangen; bei den f in kontinuierlichen Réumen ist
n=1
jedenfalls fiir die Eigenfunktionen des Punktspeltrums [|f|*.dv endlich.
v 2
Tm Streckenspektrum ist freilich weder 3|z, |* noch 1! |£]®- dv endlich (wenn
n=1

iberhaupt noch Eigenfolgen bzw. -funktionen existieren und nicht zu
»differentiellen Losungen“ Zuflucht genommen werden mufl), indessen
werden wir (unter Verallgemeinerung der Hilbertschen Methoden) zeigen,
daB es gerade giinstig ist, die Eigenfunktionen im Streckenspektrum als
uneigentliche Gebilde zu behandeln, d. h. das Eigenwertproblem ohne ihre
explizite Nennung zu formulieren.

Unser Funktionenraum ist, wenn wir den diskreten Raum 1,2, ...
zugrunde legen, der sogenannte (komplexe) Hilbertsche (d. h. unendlichviel-
dimensionale Euklidische) Raum: die Menge aller Folgen (2, z,,...) mit

x 23 - - -
endlichem |z, !". Da, wie in III. bemerkt wurde, alle unsere Funktionen-
n=1 )

Mannigfaltigkeiten isomorph sind (d. h. ein-eindeutig aufeinander abgebildet
werden kénnen, wobei die Operationen f+-g, a-f, (f, g) in ibhre Analoga
iibergehen), wollen wir sie auch als Hilbertsche Raume bezeichnen. Und
sie alle sollen als spezielle Verwirklichungen des allgemeinen abstrakten
Hilbertschen Raumes angesehen werden, der durch die ,inneren“ Eigen- .
schaften A bis E allein (und bis auf Isomorphien vollstindig, vgl. Kap. I)
charakterisiert ist.

Den abstrakten Hilbertschen Raum nennen wir §.

V. Im abstrakten Hilbertschen Raume verstehen wir unter einem H.O.,
wie in I gesagt wurde, eine Funktion R (fiir gewisse f aus § definiert
und Werte aus §) annehmend), die die folgenden Eigenschaften besitzt:

() RB(e,f,+...+a.f,)=a,BRf, +...+a,Rf,
(a5 ..., @, komplexe Konstanten),
(8) (f. Bg)= (BT, 9)

1) Z. B. Rend. d. Circ. Mat. d. Palermo 25 (1908), S. 57—73.
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(soweit beide Seiten Sinn haben). Wir nehmen iibrigens einstweilen an,
da8 der Definitionsbereich von R eine lineare Mannigfaltigkeit ist, d. h. mit
fis--of. auch a,f, +... 4+ a,f, enthilt. (Die endgiiltige Definition der
H. O. wird zwar etwas anders lauten, es kommt uns aber zunichst darauf
nicht an.)

Wir nennen einen H.O. B beschrinkt, wenn {fI <1 |[Rf| L C zur
Folge hat, wobei C beliebig, aber von f unabhingig ist. Da allgemein
af = allf gilt, ist dies mit |Rf| < C-!f|, oder auch |Rf—Rg < C-if—yg|
gleichbedeutend: d. h. es driickt eine Art Stetigkeit von R aus??).

In der von Hilbert aufgebauten Theorie der beschrinkten Hermiteschen
Formen (d.h. H.0.) kann man stets annehmen, daf R fiir alle £ von 9
definiert ist: wenn das nicht der Fall ist, kann es (wegen seiner Stetigkeit)
auf ganz § fortgesetzt werden. Wenn wir aber eine allgemeine Theorie
der H. O. aufstellen wollen, die auch iiber die beschrankten hinausgeht, so
diirfen wir nicht verlangen, daf R iiberall in § definiert sei. (Naeh einem
Satze von Toeplitz muB sogar jeder iiberall sinnvolle H. O. beschriankt sein
vgl. Satz 48, @), y) und Anm. %).) So sei z. B. £ das Intervall 0,1, und B

der Operator 2 d—d; fiir alle differentiierbaren, in 0 und 1 verschwinden-

den Funktionen. R ist ein H.O., aber es ist offenbar nicht fiir undifferen-

tilerbare Funktionen zu definieren! Ebensowenig wird fiir einen hochsingu-

liren Integralkern ¢ (P, P') [¢ (P, P)-f(P’)-dv’ fiir alle f (mit endlichem
o

f f ®.dv) konvergieren. Ein anders geartetes, aber auch recht charakte-
o

ristisches Beispiel ist dieses: £ sei die Zahlengerade, Rf(z)=z-f(z).
Auch R ist ein H.O., da aber f f(z)®dz endlich sein kann bei unend-

lichem f z?|f(z) *dz, ist auch dleses R nicht stets sinnvoll.

Die Einschrankung also, daf («), (#) nur soweit zu gelten haben, als
beide Seiten sinnvoll sind, ist eine recht wesentliche. Immerhin werden
wir aber (als Minimum) verlangen, dafl

(7) der Definitionsbereich von R iiberall dicht (in ) sei.

Was dies bedeutet, kann man sich z B. an ¢ % . bzw. z-... miihelos

12) Wenn wir § als Folgenraum (eigentlichen Hilbertschen Raum) auffassen, so
ist unsere Definition der Beschrinktheit dem Wortlaute nach von der Hilbertschen
verschieden: wir verlangen (in Hilberts Terminologie) die Beschrinktheit des mit
sich selbst gefalteten R. Immerhin sind diese Formulierungen gleichwertig, niher er-
Srtern wir dies in Kap. IT, Satz 12. — Man beachte ubrigens, daB unsere ganze Topo-
logie von $ stets im Sinne der sogenannten ,starken Konvergenz“ zu verstehen ist,
vgl. Weyl, Dissertation, S. 9.
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klarmachen: diese sind fiir alle (in 0 und 1 verschwindenden) Polynome
bzw. fiir alle auferhalb eines willkiirlichen (aber endlichen) Intervalles
stets verschwindenden Funktionen immer sinnvoll, und beide Funktionen-
Mengen sind iiberall dicht.

Bei dieser Anordnung laufen wir aber Gefahr, zu wenig zu verlangen:
unsere H.O. konnten bereits an solchen Stellen (infolge einer willkiirlichen
Einengung des Definitionsbereiches) sinnlos sein, wo sie noch auf natiir-

liche Weise definiert werden konnten. (So hitte man z B. bei ¢ %...,

unbeschadet der iiberall-Dichtigkeit des Definitionsbereiches, statt einmaliger
Differentiierbarkeit auch Analytizitit verlangen kénnen.) Um dieser Schwie-
rigkeit zu entgehen, stellen wir den Begriff des maximalen H.O. auf:

Der H.O. S heile Fortsetzung des H.O. R, wenn iiberall wo Rf
Sinn hat, auch Sf Sinn hat, und mit Rf iibereinstimmt. Wenn S < R
ist (d.h. 8 an mehr Stellen sinnvoll ist, wie R), so ist S eine eigentliche
Fortsetzung. Ein H.O. R, zu dem es keine eigentlichen Fortsetzungen mehr
gibt, heile maximal. (Abkiirzungen: Forts, max.)

Da, wie wir sehen werden (Satz 35), jeder H.O. zu einem max. H.O.
fortsetzbar ist, miissen wir in erster Linie die max. H. Q. untersuchen.
Dazu ist es aber notwendig, eine allgemeine Formulierung des Eigenwert-
problems anzugeben (und zwar im abstrakten Hilbertschen Raume) bei
der Punkt- und Streckenspektrum gleichmiBig Beriicksichtigung finden.
Dies soll im néchsten Paragraphen, in Anlehnung an Hilberts Formulierung
des Problems, erfolgen.

VI. Betrachten wir zunichst den %-dimensionalen Euklidischen Raum.
Wenn dort ein H.O. gegeben ist, d. h. eine Zuordnung

R (x1> RS xk) = (yl’ R yk)’

k
ynzzlamnxm (n=1’ cen k)’ dmn= nm
m=

(Konvergenzfragen gibt es hier ja nicht!), so ist es bekanntlich stets mog-
lich R durch Einfiihrung neuer kartesischer Koordinaten (d. h. durch eine
unitire Transformation) auf die Diagonalform zu bringen. D.h. es gibt
eine unitire Transformationsmatrix {u, A}

u — 1, fiir m="n
Zumpunp: ..
7=t 0, fir m<+n

Z’“, — 1, fir m=mn!
(7} =
’ = pm “pn 0’ fiir m+ng>

so daB nach der Transformation

% 2
=%y M= DUy Y. (n=1,..., k)
m=1 m=1
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R einfach durch

N, =4, &, (n=1,..., k)
(445« ., 4, reelle Konstante, die Eigenwerte von R!) beschrieben wird!?).
D. h. es ist

k
g’ Uy p Uy (mymn=1,..., k).

Dabei sind die 4,,...,4,, bis auf die Reihenfolge, durch R eindeutig
bestimmt, nicht aber die #,,,! Wie man sofort sieht, kann man sie durch
&, %, ersetzen (&,,..., 9, beliebige Zahlen vom Absolutwerte 1), und
wenn mehrere der 1, einander gleich sind, sind sogar die dazugehérigen
Zeilen (u,,,, ..., u,,) beliebig untereinander unitéar transformierbar.

Eine uneindeutige Formulierung des Eigenwertproblems, wie diese
{Transformierbarkeit auf die Diagonalform), ist wenig geeignet, um von
den k-dimensionalen Euklidischen Riumen auf den unendlichvieldimensio-
nalen (d. h. Hilbertschen) iibertragen zu werden. Die richtige, leicht zu
verallgemeinernde, Fassung des endlichvieldimensionalen Problems findet
man, indem man es nach Hilbert eindeutig formuliert. Dies geschieht so:

Wir setzen
mn (4) = 2 UppU,, (4 eine beliebige reelle Zahl),

ipS4
dann sind die {e,, (4)} Matrizen von H.O. E(4), mit der leicht zu veri-
fizierenden Eigenschaft

(a) E()E(p)=E(pr)E(2)=E(1) (A= w)

(also insbesondere E (1)® = E(i))*). Seien l,...,1, (k< k) die vonein-
ander verschiedenen Werte der Ai,, ..., 4,, und zwar wachsend angeordnet.
Dann ist E(4) (als Funktion von 1) in den Intervallen

A<y, L<A<ly 0l <A<, 1, <12

konstant, und bei/,, ..., I, liegen (links) Spriinge. Im ersten der genannten
Intervalle ist es offenbar = 0, im letzten (wegen der Unitaritit von {%,,,})
hat es die Einheitsmatrix, es ist also der identische Operator 1. Aus der
letzten Formel fiir « , folgt sofort ([, beliebig, aber < 1I,):

h ©
U = Dby (en ) — € 1)) = [ 20, (2).7)
p= -

18} Wie man sieht, sind 4,, ..., 2; Eigenwerte, und (%, ..., %1 ), oo, (@1zs .--5 Ugp)
dazugehorige Eigenvektoren (vgl. IL).

14) Was bei iiberall sinnvollen Operatoren 4, B unter 4B zu verstehen ist,
ist Klar. )

15) Stieljessches Integral!
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E
Hieraus folgt sofort (wenn, ebenso wie in IV, (f,g) = Y=z,¥, ist, falls
f"'_“(xu'“’ xk)’ 9=(?/p---, .T/k) ISt> »t

(#) (1, Ro)= [ 141, BGyg).

Man iiberlegt sich leicht, daB («), (8), zusammen mit E(i) =0 bzw. 1
fiir kleine bzw. groBe 1, und damit, da8 E(1) in 4 nach rechts stetig ist,
die Operatoren E (1) vollkommen festlegt. Da aber aus den E (1) (bzw.
den e, , (1)) die Diagonalform von R leicht erzeugt werden kann, ist dies
die eindeutige Formulierung des Eigenwertproblems.

Kehren wir nun zum abstrakten Hilbertschen Raume § zuriick! Die
Bedingungen («), () diirfen da wortlich iibertragen werden, wenn wir nur
die E(4) genau erkldren: sie sollen iiberall sinnvolle H. O. sein!¢). Die
Zusatzforderungen betrefis der 2- Abhingigkeit der £ (i) formulieren wir so:

(7) fir A—~—oc0 E(i)—0, fir i—-+4oc E(1)—1,
fiir A2, A—rdy B(1)— E(3).7)

(DaB gerade dies die richtige Generalisierung ist, wird der Erfolg zeigen.)

Eine (), (7) geniigende Schar E (i) heile eine Zerlegung der Einheit
(kurz: Z.d.E.); wenn R zu ihr in der Beziehung (B) steht, ist es der
dazugehorige Operator. Freilich entstehen Konvergenzfragen, wir werden
aber sehen (vgl. Satz 86), daB diese am besten behoben werden, wenn wir
(B) so verschirfen: Rg habe dann und nur dann Sinn, wenn

(#) Srapmer

endlich ist — dann sind (wie wir zeigen werden) alle Integrale von (8) ab-
solut konvergent — und es méoge (f) gelten. (Aus («) folgt, daB |E(4)f®
als Funktion von i nie abnimmt, vgl Satz 17, 18, der Integrand 2? von
(B") ist > 0: also ist das Integral (') entweder absolut konvergent, oder
eigentlich divergent, und zwar +co0.) Man sieht leicht ein: eine Z. d. E.
(also eine die (a), (y) geniigt) bestimmt den zugehorigen Operator (wenn
es einen gibt) eindeutig: denn der Definitionsbereich ist gegeben (durch (8")),
und alle (f, Rg) (durch (8)), also auch Rg.

) Im k-dimensionalen Raume hat E(i)®=E(1), wie man leicht verifiziert,
die Konsequenz |E (1) f| < |f|; es ist also zu erwarten, daB es in § ebenso sein wird,
also da8 E(2) als beschrinkt und somit iiberall sinnvoll anzusetzen ist (vgl. auch
Kap. IT, Satz 14, 15, 16).

) Bei (iiberall sinnvollen) Operatoren 4,, B verstehen wir unter 4, — B, da8
fir alle / A f—>Bf gilt. 1 ist dirch 1f=f definiert. .
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Das Eigenwertproblem besteht also darin, zu entscheiden: Gibt es zu
jeder Z. d. E. einen zugehorigen H. 0.2 Ist dieser maximal? Miissen zu ver-
schiedenen Z. d. E. verschiedene Operatoren gehtren? Welche H. O. gehoren
zu Z. d. E.?'%) Wir werden sehen, daB die drei ersten Fragen bejahend zu
beantworten sind (vgl. Satz 36). Bei der vierten miissen wir daher weiter
fragen: Die den Z. d. E. zugeordneten H.O. sind eine Teilklasse der Klasse
aller max. H.O. Welche ist nun diese Teilklasse?

VII. Wir werden sehen (Satz 36, 38), daB sie nicht alle max. H.O.
umfaBt. Es gibt eine Ausnahme®) R, und alle anderen Ausnahmen lassen
sich durch gewisse, hier nicht zu erdrternde, triviale Operationen aus ihr
und den H.O. mit Z.d. E. aufbauen (vgl Satz 38). Bei B werden wir
sehen, daf} seine Eigenschaften in der Tat jede verniinftige Formulierung
eines Eigenwertproblems ausschlieBen, dafl es aber keineswegs ,,pathologisch*
ist: es ist leicht zu beschreiben (vgl. Anm.?%)).

Immerhin miissen solche max. H.Q., die beschrinkt, oder definit, oder
reell™®) sind, eine Z.d.E. besitzen, gewisse einfache Eigenschaften sind so-
mit mit dem Fehlen der Z. d. E. unvertriglich (vgl. Satz 40). Das Auftreten
dieses R konnen wir auch so deuten, daf der Hermitesche Charakter bei
unendlichen Operatoren das Auftreten der Ausnahmefille der Elementar-
teilertheorie nicht mehr verhindert (im Gegensatze zum Falle endlich vieler
Dimensionen; oder im Unendlichvieldimensionalen, zu den reellen, oder
beschrinkten, oder definiten Operatoren), aber daB nur ein einziger Aus-
nahme-Typus vorkommen kann.

Es geniigt wohl vorliufig soviel iiber die max. H.O. zu sagen. (Ins-
besondere soll nicht weiter erortert werden, wie und in welchem Umfange
die Kenntnis der Z. d. E. — d. h. der ,Hilbertschen Spektralform* — die
Losung des Eigenwertproblems, so wie es in I, II. formuliert wurde, er-
moglicht. Es sei diesbeziiglich auf die in Anm. *), %) zitierten Untersuchungen

%) Hilbert bewies: Fiir beschrinkte H. O. gibt es stets eine und nur eine Z. 4. E,,
und zwar kommen die und nur die Z.d.E. vor, fiir die (1) fiir hinreichend kleine
wie far hinreichend groBe 1 konstant (also =0 bzw. 1) wird. (p’) fallt dann fort, da
es stets erfiillt ist. (Zitat: Anm. ?).) — Bei unserer Formulierung ist offenbar die Ab-
trennung von Punkt- und Streckenspektrum noch nicht vollzogen (in (y) wird 1= 4,
verlangt!), sie ist fiir unsere Zwecke unerheblich.

%) Der unter anderem der Anhang IV dieser Arbeit gewidmet wird.

20) Sei @;, @,, ... ein vollstandiges Orthogonalsystem in § (vgl. Def. 8), dann
kann jedes f eindeutig auf die Form 2 Z, ¢, gebracht werden, es heifle reell, wenn

alle z, es sind. R f entsteht aus f, Wenn a.lle z, durch Rz, (Realteil!) ersetzt werden.
R ist reell, wenn bei sinnvollem Rf auch R Rf sinnvoll ist, und zwar =R Rf. (In
den Begriff der ,Realitdt geht also noch Wﬂlkurhch ein gewisses vollstindiges Ortho-
gonalsystem ein. )
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verwiesen.) Dagegen ist noch der Fall solcher H. O. zu erortern, deren
Maximalitdt nicht gesichert (oder nicht vorhanden) ist. Die H.O. sind ja
meistens so gegeben: z. B. als selbstadjungierte Differentialoperatoren, defi-
niert fiir alle n-mal differentiierbaren Funktionen (n ist der Grad!), die
gewissen Randbedingungen geniigen. Wir haben in V. erwihnt, dafl jeder
H.O. zu einem max. H.O. fortsetzbar ist, es ist aber nicht gesagt, dafl
dies nur auf eine einzige Weise geht.

Wir werden auch diesbeziiglich einfache Resultate erzielen, so u. a.:
wenn ein H.O. nicht selbst max. oder nicht nach einer gewissen trivialen
Forts. max. ist, so kann er auf Kontinuum viele verschiedene Arten max.
gemacht werden (vgl. die SchluBbemerkung von Kap. VIII). Beschrinkte
H.O. sind stets im ersten Falle.

Es werde noch an einem einfachen Beispiel klargemacht, wie diese
mehrdeutige Fortsetzbarkeit zustande kommt. Sei 2 das Intervall 0,1,

R der Operator ¢ Zl%"" definiert fiir alle differentiierbaren Funktionen, D§\

(Bg)—(Bf.9) ==0f@'{f(x)£7'($) +1(2)7(2)} d

=¢{f(1)g (1) —£(0)g(0)}
ist, ist R nicht Hermitesch, wohl aber B, und R, (¥ eine Zahl vom
Absolutwerte 1), die aus B durch die folgende Einschrinkung des Definitions-
bereiches entstehen:

£(0)=f(1)=0 bzw. f(1)=4=5-£(0).

B, hat max. Fortsetzungen, z B. S,. Alle S, sind auch max. Forts. von R,.
Und sie sind alle verschieden, denn wire Sy = Ss, = S, so wire § fiir
ein f und ein g mit f(0)=g(0)=1, f1)=49,, g(1)=49, sinnvoll,
und daher _

(f.89)—(8f,9)=9,9,— 140,

also § kein H.O. Die Mehrdeutigkeit der max. Forts. riihrt hier also von
der Mehrzahl der méglichen Randbedingungen her. Wir werden sehen, daB
noch im allgemeinsten Falle die Verhiltnisse eine gewisse Analogie hiermit
aufweisen (vgl. Satz 26, 27)%),

VIII. Der Zusammenhang der H.O. von § mit den Matrizen ist
bekanntlich dieser: sei R ein H.O.und ¢, ,, ... ein vollstindiges Ortho-
gonalsystem (vgl. Def. 8), dann wird B die Matrix {e,,,}, «,,=(¢,.B®,),
zugeordnet, Diese Zuordnung ist bei beschrinkten H. O. ganz klar, bei

'3‘1) 'Bei singulsren Integraloperatoren fand schon Carleman Zeichen dieser Mehr-
deutigkeit, jedoch konnte er in diesem Falle das Eigenwertproblem nicht ganz losen
(es fehlte das Analogon der entscheidenden Bedingung () ans IV.). Vgl. Anm. %),
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unbeschréinkten ist sie mit gewissen Komplikationen verkmiipft. Sie wird
uns im Anbang IIT beschiftigen. Die unitdre Transformationstheorie der
unbeschrinkten Matrizen fiihrt in eine besonders eigentiimliche Pathologie,
dieselbe soll aber an anderer Stelle untersucht werden®?).

Auch iiber das Verhiltnis dieser Resultate zur neuen Quantentheorie
(der sogenannten , Transformationstheorie“) wollen wir hier nicht sprechen,
jedenfalls zeigen sie, daB die allgemeine Theorie der H. O. keineswegs iiberall
dasjenige Verhalten zeigt, welches in der ,Transformationstheorie (auf
Grund der Analogie mit beschréinkten oder gar endlichvieldimensionalen
Operatoren) im allgemeinen vermutet und vorweggenommen wurde.

IX. Es bleibt noch iibrig, einiges iiber die Methode und Anordnung
dieser Arbeit zu sagen.
Der wesentliche Kunstgriff ist das Untersuchen eines gewissen Ope-

rators U, der symbolisch mit U =§—::; bezeichnet werden konnte, an
Stelle von R. Wenn R ein H.O. ist, so ist ndmlich U lingentren (d. h.

{Uf| = |f]), also stetig, und somit Iei(lzglter zu behandeln (vgl. Satz 22, 23, 24)

71
woi

Alle anderen Methoden versagen: Die eleganten Verfahren von Hellinger
und von F. Riesz, weil in ihnen der Operator R iteriert werden muf,
was nur bei itberall sinnvollen (also beschrinkten) H. O. ohne weiteres
geht, bei beliebigen H.O. aber zunéchst fraglich ist. Alle Maximum-Mini-
mum-Methoden, sowie die Methode von E. Schmidt sind von vornherein
auf Fille ohne Streckenspektrum beschrankt. Die urspriingliche Hilbertsche
Methode (Approximation durch endlichvieldimensionale Abschnittoperatoren)
ist es allein, die gewisse Resultate zu erzielen erlaubt: aber nur unter sehr
groBen Schwierigkeiten, und nur einen Bruchteil dessen, was wir erreichen
konnen3).

Diese ,,Cayley-Transformation“ U = ist der Kern unserer Methode.

22) Vgl. eine demnichst im Journal f. Math. erscheinende Arbeit des Verfassers:
»Zur Theorie der unbeschrankten Matrizen.

23) Der Verfasser konnte mit dieser Methode den Fall reeller H. O. (vgl. Anm. %))
erledigen, wo der in VII. angedeutete Ausnahmefall noch nicht in Erscheinung trat.
Dabei konnte aber der Fortsetzungsproze8 der H. O. nicht so ibersehen werden, wie
es etwa im Kap. VIII der Fall sein wird, und die Methode war derart unkonstruktiv,
daB dabei z. B. der Wohlordnungssatz herangezogen werden mufite (vgl. die Ankiin-
digung im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 37, 1—-4 (1928), S. 11—15), auch war den nicht-
reellen H. O. so nicht beizukommen. — Der Verfasser michte es nicht verssumen, Herrn
E. Schmidt an dieser Stelle seinen Dank fiir das Interesse auszusprechen, das er diesen
Untersuchungen (insbesondere der Ubertragung der Resultate auf nicht-reelle H. O.)
zugewandt hat, und darauf hinweisen, da8 er wiederholt wesentliche Anregungen aus
Gespriachen mit ihm empfing. Insbesondere stammt der Begriff der ,Hypermaximali-
tit von H.O. (vgl Def. 9), sowie die Erkenntnis, dafl diese Eigenschaft fir die
Existenz der Z.d.E. notwendig und hinreichend ist, von E. Schmidt.
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Die Anordnung des Gegenstandes ist die folgende: Die Kap. I bis IV
sind vorbereitender Natur: I. Struktur des Raumes §, II. Allgemeines
iiber Operatoren in §), IIL Lineare Mannigfaltigkeiten und ihre Projektions-
operatoren, IV. Reduzibilitit von Operatoren. In den Kap. V bis VIII
wird die Hauptarbeit der Losung des Eigenwertproblems geleistet:
V. Cayleysche Transformation, VI Erweiterungselemente, VII. Defekt-
indizes, VIIL. Der Fortsetzungsprozef. In Kap. IX bis X werden im An-
schluf daran die genauen Normalformen fiir die max. H. O. hergestellt:
IX. Eigenwertdarstellung, X. Operatoren ohne Eigenwertdarstellung. Kap. XI
bis XII enthalten schlieBlich einige allgemeine Sitze iiber unbeschrinkte
Operatoren: XI. Halbbeschrinktheit, XII. Pathologie der Unbeschrinkt-
heit®*). AuBlerdem sind noch einige Anhéinge da: In I. wird bewiesen, da
die Funktionenrdume von I. (Einleitung) wirklich den Bedingungen A bisE
von Kap. I geniigen (also daB unsere Theorie auf sie anwendbar ist)®).
In Anhang II beweisen wir einen Satz iiber die Losung des Eigenwert-
problems unitérer Operatoren (allgemeiner dessen von ,normalen®) — dies
ist eine Frage iiber beschrinkte Operatoren, die mit der F. Rieszschen
Methode 16sbar ist, aber im Rahmen der Hilbertschen Theorie bisher nie
erledigt wurde®). Wir brauchen dies fiir Kap. VIII, da es aber methodisch
in den Kreis der Hilbertschen Theorie gehért, ziehen wir vor, es so getrennt
zu behandeln. In Anhang ITI gehen wir auf den Zusammenhang von Opera-
toren und Matrizen néber ein (vgl. VIIL Einleitung, sowie Anm.%)); in IV
wird der Operator E (vgl. VIL. Einleitung) genauer untersucht.

Im iibrigen ist diese Arbeit ein logisch geschlossenes Ganzes, das ohne
alle Vorkenntnisse aus der Literatur der ,unendlich vielen Variablen“ ge-
lesen werden kann. (Dementsprechend ist auch der Inbalt der Kap. I, III
und des Anhangs I — abgesehen von der Anordnung — nicht neu.)

I. Der abstrakte Hilbertsche Raum.

Wir charakterisieren den abstrakten (komplexen) Hilbertschen Raum
durch fiinf Eigenschaften A bis E. Es erweist sich als zweckmiBig, an
einige von ihnen einige einfache Sitze anzuschlieBen, die bereits aus den
betreflenden allein folgen.

*) Dieselbe wird in der in Anm.??) angekiindigten Arbeit des Verfassers noch
bedeutend verschirft werden.

%) Dies ergibt, zusammen mit einigen Uberlegungen von Kap. I, natiirlich einen
Beweis des Fischer-F. Rieszschen Satzes. .

‘“)' Es kommt im wesentlichen daraut heraus, daB zwei vertauschbare beschrinkte
H.‘O. eine gemeinsame Eigenwertform (oder Spektralform) nach Hilbert' zulassen.
Vgl. Hellinger-Toeplitz, Encyklopadie-Artikel II, C. 18, S. 1562 u. £, wo die Frage fiir
vollstetige H. 0. geldst wird,
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A. © ist ein linearer Raum.

D. h.: es gibt in D eine Addition f+ g, etne Subtrakiion f— g, und
eine (skalare) Multiplikation af (f, g von 9, a eine komplexe Zahl),
sowie ein Element O; und fiir diese gelten die Rechenregeln der gewohn-
lichen Vektoralgebra.

Definition 1. Eine Teilmenge I von  heilt eine lineare Mannig-
faltigkeit (kurz: lin. M.), wenn sie mit f,,...,f, auch a,f,+...+a,f,
enthilt. Wenn I irgendeine Teilmenge von & ist, so ist die Menge aller
af,+...+a,f, (fi,....f, von M, a,, ..., a, Konstante) die kleinste IN
enthaltende lin. M., sie heie die von ¥ aufgespannte lin. M.

Definition 2. n Elemente f,, ..., f, heiflen linear unabhingig (kurz:

lin. unabh.), wenn aus a,f,4+...+a,f,=0 a, =...=qa, =0 folgt.
n lin. M. M, ...,M, heiBen lin. unabh.,, wenn aus f,+...+f, =0
(f, von M,, ..., f, von M) f,=...=/, =0 folgt.

B. Es gibt in ) ein, zu dem der Vektorrechnung analoges, tnneres
Produkt, das eine Metrik erzeugt.

D. h.: es gibt esne Funktion (f,g9) (f,g von 9, (f,9) eine komplexe
Zahl) mit den folgenden Eigenschaften:

L (af.g)=a(f.9), 2.(fi +fo 9) =(fi.9) +(f2s9), 3. (£.9)=(9.1),

4. (f,) =0 und nur fir f=0 st es=0.
(Aus 1., 2. folgt nack 3.: 1" (f,ag)=2a(f,9), 2. (f,g, + ) = (£, 9,)
+ (. 9.).) Durch

=101

wird ein ,Betrag” definiert, durch \f— g| die Metrik (vgl. Satz 2 und
Anm.®%)).
Satz 1. Es gilt stets
(f.9) < 'fi-g.

Beweis. Erstens ist (nach 2.,2"., 3. und 4.)
_(ft+g f+9 f—9 f—g f+g f+g f—g9 f—9g
m“’g)_(z’ 2)‘(2’ 2)2(2 s 2>+\2 ) 2>

=5 (D + (g ) ="TL51E

Wir ersetzen f, g durch af, %g (@ > 0): die linke Seite bleibt invariant,

die rechte hat das Minimum |fi-!g|. Wir ersetzen f durch 9.1 (|9#{=1),
die rechte Seite bleibt invariant, die linke hat das Maximum |(f, g)|. Also

(f9). Zif1-191-
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Satz 2. Es gilt stets:
tafl="lal-if], |Ff+g!<ifi+lgl

Beweis. Das erste folgt sofort aus 1., 1., das zweite aus Satz 1:

(F+ag.fT+9) =)+ (9.9)+2%R(9),
gl =1f g 2R ) < P+ 19"+ 21f] {9l
gl I+ gl

Definition 3. Zwei f, g sind orthcgonal (kurz: orth.), wenn (f.9)=0
ist; zwei lin. M. sind orth, wenn jedes Element der einen zu jedem der
anderen orth. ist. Eine Menge I heiSt normiert orthogonal (kurz: norm.
orth.), wenn

1, fir f=9:

(f:9)= { 0. fi |

, fir f+ ¢

gilt. Sie ist vollstindig (kurz: vollst. norm. orth.), wenn sie nicht echter

Teil einer anderen norm. orth. Menge ist — was offenbar besagt, dal

(f, g) =0 (f fest, fiir alle g von M) |fl=1 ausschlieBt, also auch

If, >0, also f==0 zur Folge hat. (Bekanntlich hat bei mehreren Elementen
oder hn M. die paarweise Orth. die lin. Unabh. zur Folge.)

Definition 4. Nach Satz 2 ist |f— g| eine Entfernung in %),
also § topologisiert. Eine abgeschlossene (kurz: abg.) lin. M. ist also eine,
die ihre Haufungspunkte enthdlt. Wenn wir zur von 9 aufgespannten
lin. M. alle ihre Haufungspunkte hinzufiigen, erhalten wir die kleinste 9t
enthaltende abg. lin. M.: die von 9% aufgespannte abg. lin. M.

C. In der Metrik |f— g| ist © separabel. D. h.: eime gewisse ab-
zihlbare Menge ist in §) tberall dicht.

D. § besitzt beliebig (endlich!) viele lin. unabh. Elemente).

f,g von M

2%) Von einer ,Entfernung® f, g verlangt man bekanntlich, da8 sie den folgenden
Axiomen genige:

1. f,9g=0, und nur fur f=g ist es =0;

2.19=9.1;

3. LR<Tf, 949, h.

In linearen Rdumen kommt noch

4. f=h,g+h=fg, af,ag=,a.fg
hinzu. — Alle diese Eigenschaften besitzt f, g='f—g nach Satz 2. Man beachte,
da8 (f, g) wegen seiner Bilinearitit (1., 1”. in B) und Satz 1 stetig ist.

) Hierdurch wird die Moglichkeit, daB  ein endlichvieldimensionaler Euklidi-
scher Raum sei, ausgeschlossen. Die Bedingungen A, B sind iibrigens in Anlehnung
an ein (fur endlich viele Dimensionen aufgestelltes) Axiomensystem des Vektorraumes
von H. Weyl (Raum, Zeit, Materie, 5. Aufl., Berlin 1923, §§ 2—4) gebildet.

Mathematische Annalen. 102. 5
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E. 9 ist vollstandig. D. h.: wenn eine Folge f,,f,,... in 9 der
Cauchyschen Konvergenzbedingung geniigt (zu jedem & >0 gibt es ein
N=N(e), s0daB aus m,n >N |f,— f.| <& folgt), so ist sie konvergent
(es existiert ein f aus ), so daf} es zu jedem ¢ >0 esn N = N(¢) gibt,
s0 daf aus n =N |f,—f| L e folgt).

Im Anhang I werden wir zeigen, dafl alle in der Einleitung I. und IL
genannten Funktionenrdume die Eigenschaften A bis E haben, also Spezial-
falle des abstrakten Hilbertschen Raumes §) sind. Hier aber gehen wir
daran zu beweisen, da $ in der Tat durch die Eigenschaften A bis E voll-
stindig charakterisiert ist: dafl  mit dem gewohnlichen Hilbertschen Raume
1somorph ist. Dazu ist es notwendig, einige allgemein bekannte Sdtze iiber
norm. orth. und vollst. norm. orth. Systeme zu beweisen.

Satz 3. Jede norm. orth. Menge M ist hochstens abzihlbar, jede
vollst. norm. orth. Menge M ist genaw abzihlbar.

Bemerkung. Wir schreiben darum von nun an alle norm. Orth. und
vollst. norm. orth. Mengen als Folgen ¢,, ¢,,... (die im ersteren Falle
eventuell abbrechen).

Beweis. I sei norm. orth., fiir zwei beliebige f, ¢ von M, f<4= ¢ gilt

[f—gP=1f"+]9"—2R(f9)=2, [F—g|=72]

wegen der Separabilitit von § (Bedingung C) ist also 9 hochstens ab-
zihlbar.

Wir miissen noch zeigen, daB ein endliches norm. orth. System I
nicht vollst. ist. Seien die Elemente von M ¢,, ..., ¢,. Unter den
a, ¢, +...+a,p, gbt es keine n -1 lin. unabh., also muB $ ein
Element f haben, das von ihnen allen verschieden ist (Bedingung D).
Dann ist

f*=f~a1<p1—...—an<p”

jedenfalls 40, und zu alen ¢,, ..., ¢, orth, wenn wir a,=(f, ¢,)
(k=1,...,n) setzen. Nach der SchluBbemerkung von Def. 3 ist also I

unvollst.
Satz 4. @, @,,... set emm norm. orth. System. Dann ist die
Reihe

2(f, 2.) (9> @)
n=1
fir alle f, g von © absolut konvergent, insbesondere ist fir f=g

PAIGENIET
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Beweis. Fiir a,= (f, ¢,) gilt bekanntlich:

&

lf— a%!—lfl —2%2(ﬂa ®,) + 21(0,.,%,0,,%)

m,n=
— 17— 2% 35 (f 9) + 3 4,5 (90 22)
n=1 m,n=1
¥ 2 y 2
=2 3e, "+ Ze = 1P 2!%1
n= n=
Da die linke Seite stets > 0 ist, haben wir:
¥y . big
Zla, "I 2 e,
n=1 n=1

Somit ist 3| (f, ¢,)|? konvergent (absolut!), und zwar < |f|* Und weil
n=1

— 1 1 .

ist, konvergiert auch Zaj’(f, ®,)-(9, ¢,) absolut. Damit ist alles bewiesen.
n=1 @

Satz 5. @y, @y, ... set ein norm. orth. System. Die Reihe 3 a, ¢,
n=1

0 o .
konvergiert dann wnd nur dann, wenn 3 |a,|” konvergiert.
%=1

Beweis. Nach E geniigt es zu zeigen, dal die Cauchysche Kon-
vergenzbedingung fiir beide Reihen gleich lautet: Dies ist aber wegen
(m = n)

. m n a m ° n
lglap%—_f?ap%j = | _2 a,?,| =’q§+1(ap¢p, a,9,)

= 2 2,4, (9 @) = ”: ‘[=§[apl2—p§;lap:“

»,g=n+1 P=n 1

in der Tat der Fall.
Zusatz. Fir f= Ya,@, gilt (¢m Folle der Konvergenz)
n=1

(f’ (pn) =a,.
Beweis. Fir N>n ist
N N
g’lap%, ®,) =p§l’ap (@ Pn) =4y,

und wegen der Stetigkeit des inneren Produktes diirfen wir N— oo lassen,
was (f, @,) =a,, ergibt.
Satz 6. q:E, @as--- S€i exn norm. orth. System. Fir jedes fist die Reihe

=300, a,~(f9) (n=1,2,...)

konvergent, und zwar ist f — f' 2u allen o, @,, ... orth.
5*
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Beweis. Die Reithe konvergiert nach Satz 4 und 5, und nach dem
Zusatz zu Satz 5 ist (f', @,) = a, = (f, @,), (f — ', @,) = 0; also ist alles
bewiesen.

Satz 7. Dazu, daf3 ein norm. orth. System @, @,, ... vollst. sei, ist
etne jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:

) @y, Py, ... spannen die abg. lin. M. 9 auf.
B) Es ist fir alle f

r=3a,9, a=(v) (n=1,2,..).
y) Es ist fir alle f, g
(f.9) = (f, ) (9, @) -

Beweis. Erstens folgt aus der Vollst. g): denn f— 7' aus Satz 6
mufl verschwinden. Zweitens folgt aus f) «), demn f ist Haufungspunkt

N
der Ya,p,, d. h. der von g¢,, ¢,, ... aufgespannten lin. M. — also Element
n=1

der abg. lin. M. Drittens folgt aus ) y), denn es ist
N N
Zan%—*f, !Za,,qa,,f?—»gfﬁ (fiir N — 00),

n=1

N
IZa anl-: 2, m 'r‘((pm’(pn>=2.

also
Dla,P=3(f, o) P=fi"
n=1 n=1 . -

Yoo .
Wenn wir hier f durch f—;—g— und -f—;—l ersetzen und subtrahieren, ge-

winnen wir den Realteil von y), wenn wir f, g durch ¢f, g ersetzen, ihren
Imaginérteil.

Viertens folgt aus «) die Vollst, denn sonst gibe es ein zu allen
@45 Po, ... Orth. £ 0. Also ist die ganze von ¢,, ¢,,... aufgespannte
abg. lin. M, d. h. §, zu f orth. — also auch f: |f|*=(f,f)=0, f=0,
entgegen der Annahme. Fiinftens folgt auch aus y) die Vollst.: denn fiir
dasselbe f muB nach y) (f=g)

= (f1)=20"=0,f=0

n=
sein, .
Wir haben also das folgende logische Schema:

4

o e R o g
Vollstindigkeit — 8 N7/ Vollstandigkeit.
Folglich sind diese vier Aussagen in der Tat gleichbedeutend.
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Satz 8. Zu jeder Folge f,, f,, ... beliebiger Elemente von $ gibt es
esn norm. orth. System @, @,, ..., welches dieselbe lin. M. (also auch
dieselbe abg. lin. M.) aufspannt (eine jede der beiden Folgen kann bereits
im Endlichen abbrechen). .

Bemerkung. Wir wihlen f,f,; ... iiberall dicht (Bedingung C!),
dann spannt es natiirlich die abg. lin. M. § auf. Ebenso das nach Satz 8

konstruierte norm. orth. System. ¢,, @,, ..., nach Satz 7 &) ist es somit
vollst. Damit ist die Existenz von vollst. norm. orth. Systemen erwiesen.
Beweis. Erstens konnen wir f;, f,, ... durch eine Teilfolge von lauter

lin. unabh. Elementen ersetzen, die dieselbe lin. M. aufspannt. In der Tat
sei g, das erste f, =0, g, das erste f, 4 @, 9, (@, beliebig), g, das erste
f,+a.9,+a,9, (a,a, beliebig) usw. (wenn es kein £, +a,9,+...+a,9,
gibt, brechen wir mit g, ab). g¢,,¢,,... leistet offenbar das zunichst

Geforderte.
Auf g¢,,¢,, ... wenden wir nunmehr das E. Schmidtsche , Orthogonali-

sationsverfahren= an:

V1= 94 [ e 1.,,1!’71'
1

72:9‘2*(%3» 1) Py Py = 7a ey
1

Vs =05 — (95> 91) @1 — (95> Pa)  Pa> ‘Psz_}‘,;"[‘h’

@15 @y, ... sSpannen offenbar dieselbe lin. M. auf wie ¢,,9,,..., d. h wie
fi> fys -..; ferner sieht man sofort, dal sie ein norm. orth. System bilden.

Auf Grund dieser Tatsachen konnen wir nun zeigen, dal © ein-
eindeutig auf den gewdohnlichen Hilbertschen Raum, d.i. die Menge aller

Folgen komplexer Zahlen (z,, ,,...) mit endlichem Zw’ixni“‘, abgebildet
n=1

werden kann, und zwar derart, daB (<« bezeichnet die Zuordnung)
f> (2, 2,...) die Folge af<«~>(az,,az,,...) hat, f<>(z,,2,,...),
9 <> (1% --.) die Folge f+g <> (2, 91, %, + ¥, ), und auBerdem
(f’ 9) =n2;xn?/_ﬂ'

Sei nimlich ¢,, ¢,, ... ein (beliebiges, aber festes) vollst. norm. orth.
System, dann ordnen wir f die Folge (z,, z,,...) mit z,=(f,¢,)
(n=1,2,...) zu. DaB (%y, %5, ...) zum Hilbertschen Raume gehort,
folgt aus Satz 4, daB zu jedem solchen (z,, ,,...) ein f existiert, aus
Satz 5 und dessen Zusatz. Die Ein-eindeutigkeit folgt aus der Vollst.
(wenn stets (f, ¢,) = (g, @,) ist, so ist f— g zu allen g, orth, also =0).
Von den drei SchluSbehauptungen sind die zwei ersten klar, die dritte
folgt aus Satz 7 y).
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Somit ist gezeigt, daf § dem gewdhnlichen Hilbertschen Raume iso-
morph ist, also zwei A bis E geniigende Systeme § einander; d. h. A bis E
sind ein ,kategorisches® Axiomensystem, sie legen alle Eigenschaften von

9 fest.

II. Operatoren in $.

Ein Operator ist eine Funktion, die in einer Teilmenge von $ de-
finiert ist (eventuell in ganz §) und Werte aus § annimmt. Wir wollen
zuniichst einige besonders wichtige Sorten von Operatoren definieren.

Definition 5. Ein Operator B ist linear (kurz: lin.), wenn bei
simnvollen Rf,,..., Rf, auch R(a,f,+...+a,f,) sinnvoll, und zwar
=a,Rf,+...4+a, RT, ist. Ein Operator R ist abgeschlossen (kurz: abg.),
wenn fiir jede Folge f,, f,,..., fiir die alle Rf, sinnvoll sind, die Kon-
vergenzen f, — f, Rf, — f* die Konsequenz haben, daB R/ sinnvoll und
zwar = ¥ ist??).

Definition 6. Ein Operator R ist Hermitesch (kurz: ein H.O.),
wenn erstens sein Definitionsbereich die abg. lin. M. § aufspannt®), und
zweitens (soweit Rf, Rg Sinn haben)

(f, BRg) = (Bf, 9)

gilt. Ein Operator R ist lingentreu, wenn er abg. lin. ist und (soweit Rf
Sinn hat) 'fi = | Rf] gilt.

Wir beginnen damit, daBl wir zwei Sitze iiber H.O. und langen-
treue O. beweisen. Wir erinnern noch daran, daf wir einen Operator S
Fortsetzung eines Operators B nennen (kurz: Forts.), wenn iiberall wo Rf
Sinn hat, auch Sf sinnvoll und zwar = Rf ist — und eigentliche (kurz:
eig.) Forts, wenn R § ist, d. h. § an mehr Stellen Sinn hat, wie R.

Satz 9. Se R esn H.O. Es g¢ibt einen lin. H. O. R, der Forts.
von R tst und von dem alle ebensolchen H.O. ihrerseils Forts. sind; und
es gibt einen abg. lin. H. O. R, der Forts. von R (also auch von I%) st
und von dem alle ebensolchen H.O. ihrerseits Forts. sind.

Beweis. Wenn wir B so definieren konnten: Rf hat Sinn, wenn
f=a,f,+...+~a,f, ist, Rf,,..., Rf, sinnvoll, und zwar ist es dann
=a, Rf,+...-~a,Rf,; und R so: Rf hat Sinn, wenn eine Folge

29) Dies ist offenbar eine stetigkeits-ahnliche Eigenschaft, und zwar in jedem
,kompakten* topologischen Raume der Stetigkeit gleichwertig. Im Hilbertschen Raume
bedeutet sie aber viel weniger, fiir H. O. ist sie im wesentlichen immer da, vgl. Satz 9.

30) So weit schwichen wir (mit Rucksicht auf die Anwendung auf Matrizen,
vgl. Anhang IIT) die Bedingung ) von Einleitung V ab: dort wurde Uberalldichtheit
des Definitionsbereiches verlangt.
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01> 9o - existiert mit lauter sinnvollen Rg,, wobei g9, —f, Rg, —r"
und zwar ist es dann = f* — dann wiirden diese R, R offenbar alles
Gewiinschte leisten. Es fragt sich aber, ob diese Festsetzungen wider-
spruchfrei méglich sind. .

Sie sind es gewil, wenn a,f, ...+ a,,f,,=b,9,+...+b,9, (Rf,, ..., Rf,,
Rg,,..., Rg, sinvoll) a, Rf, +...+a,Rf,=b Rg +...+b,Eg,
nach sich zieht; und ebenso f, — f g,,—» f (alle Rf", Rg” sinnvoll),
R f,—r% Rg——»g die Konsequenz +* -g hat. FEs geniigt offenbar zu
beweisen: Aus a,f,+...+a,f,=0 (Bf;,...,Rf, sinnvoll), folgt
alRfl—}— .+a, Rf,,——O aus £, — 0 (alleRf smnvoll) Rf — f* folgt
r*=o0.

Gelte zunichst die erste Primisse. Wenn Rg sinnvoll ist, so ist

<g> a’lRfl 4_' —i_anRﬂJ = :31’ (93 aprp): :V-/: (Rg’ apfp)

»
*:(Rg:aﬂcxl af>_0

Alle diese g stehen also zu a, Rf, 4-...4 a, Rf, orth, also auch ihre

abg. lin. M, § — also ist a, Bf, +... ~}— a, Rf, auch zu sich selbst orth,

d.h. = 0. Betrachten wir nunmehr die zweite Primisse. Wenn Rg Sinn

hat, so ist (R ist ja ein H.O.)
(g, f*) = (g, limestﬂ) = limes (g, Isfn) = limes (I%g, f.)
= (Rg, limes £,) = 0.
Scmit stehen olle diese g zu 7™ orth, also auch ihre abg. lin. M., § —
und dies hat wieder f* =0 zur Folge.

Satz 10. Sei U ein lingenireuer O. Dann ist sowohl der Defini-
tionsbereich als auch der Wertevorrat von U je eine abg. lin. M., und U
bildet sie stetig und ein-eindeutiq aufernander ab. Soweit U Sinn hat,
gilt (f, 9) = (Uf, Ug).

Bemerkung. Wenn Definitionsbereich wie Wertevorrat beide =9
sind, so heife U, im Sirne der iiblichen Terminologie, unitér.

Beweis. Da U lin. ist, sind Definitionsbereich und Wertevorrat lin. M.
Weiter ist

\UF—Ug =|U(f—g)i=If—gl,
also hat Uf="Ug die Folge f=g, d. h. die Abbildung ist ein-eindeutig,
ferner folgt hieraus ihre und ihrer Inversen Stetigkeit. Dies verursacht,
zusammen mit der Abg. von U, da8 Deﬁmtlonsberexch und Wertevorrat
beide abg. Mengen sind.

Wenn wir in |f|®=|Uf|? fdu:chf—g—g und f-—z—i ersetzen und sub-

trahieren, so witd R (7, g) = R (Uf, Ug). Wenn wir f, g durch 37, g er-
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setzen, erhalten wir dasselbe fiir die Imaginarteile. Also ist (£, ¢) = (Uf, Ug) .
Damit ist alles bewiesen. —- N

Einige Eigenschaften von B (R ein H. 0. sind evident: B = E,
wenn S Forts. von R ist, so ist § Forts. von R. Wir definieren nun
die Maximahtat von H. O.

Definition 7. Ein H.O. R heile maxima'! (kurz: max.), wenn es
keine eig. Forts. von R gibt (die auch H. O. ist!).

Da E Forts. von R ist, muB fiir max. R R — R sein. Ferner sei R
ein H. O, S max. H. O, 8 Forts. von R; dann ist 8§ =8 auch Forts.
von R. D.h. jeder max. H.O. ist abg. lin, und ein H. 0. R hat genau
dieselben max. Forts, wie der abg. lin. H.O. B. Wir werden in den
spiateren Kapiteln die Forts. beliebiger H. O. zu max. untersuchen (vgl
auch die Einleitung VI, VIL), das soeben Gesagte zeigt, da8 wir uns dabe:
durchweg auf abg. lin. Operatoren beschrinken diirfen.

Wir definieren weiter:

Definition 8. Sei Rein H. O. f ist ein Erweiterungselement von B,
und £* wird f durch R zugeordnet, wenn fiir alle sinnvollen Ry (f, Rg) = (f*, ¢9)
gilt. f, f* gehéren zur -, 0, —-Klasse, je nachdem ob S (f% f)
>, =, < 0 ist.

Satz 11. f* ist durch f eindeutig bestimmt (vgl. Def. 8); wenn Rf
Sinn hat, so ist f Brweiterungselement von der 0- Klasse, und zwar f* = Rf.
R ist dann und nur dann maz., wenn es keine weiteren Erwetterungs-
elemente von der 0-Klasse gibt.

Beweis. Wiren %, f** beide f zugeordnet, so miiBte (f*,¢) = (**,¢),
(f* —f**,9)=0 sein fiir alle sinnvollen Rg, also auch fiir die ganz:
abg. lin. M. dieser g, . Hieraus folgern wir wieder 7* — f** =0. Die
zweite Behauptung ist klar. Bei der dritten ist die Hinreichendheit der
Bedingung klar, die Notwendigkeit folgt daraus, da8 jedes Erweiterungs -
element der 0-Klasse zur eig. Forts. von R benutzt werden konnte.

Die durch Satz 11 gegebene Charakterisierung der Max. legt nun die
folgende Begriffsbildung nahe.

Definition 9. Ein H. Q. R heile hypermaximal (kurz: hypermax.),
wenn es keine anderen 'Erweiterungselemente von R gibt als die, fiir
welche R Sinn hat. (D.h. wenn B max. ist und die +- und —-Klassen
leer sind.)

Die Wichtigkeit dieses Begriffes3!) wird sich noch zeigen, vgi. z. B.
Satz 36.

) Er stammt von Herrn E. Schmidt, vgl. Anm. 2?). Bei Beschrinkung auf
den reellen Hilbertschen Raum tritt die Unterscheidung max. — hypermax. nicht auf.
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Wir beweisen noch einen Satz iiber die Stetigkeit von lin. O.
Satz 12. Fir einen lin. O. R ist eine jede der folgenden Aussagen
mit der Stetigkeit gleichwertig.

« (RfiZCfl, B [(fRg) LC-[f|-lg].
Wenn R ein H. O. ist, so kommt noch hinzu:
7) [(ERAOIZC-F® ).

Bemerkung. Nach Hilbert sagen wir bei lin. H. O. fiir stetig auch
beschrankt. Bel nicht-lin. O. unterlassen wir es, die Stetigkeit zu unter-
suchen. (Die Hilbertsche Definition ist g).)

Beweis. Wegen derLin. folgtause) |Rf—Rg|='R(f—9)| < Cif—yg!,

d. h. die Stetigkeit. In B) brauchen wir nur f=Rg zu setzen, um
Rg®*<C-Rg'-lg,, iRg|<C-lg;, d h «), zu gewinnen. Wenn R
stetig ist, so gibt es wegen RO =0 (Lin.!) ein ¢>0, so dal {f| < ¢
{BfI <1 nach sich zieht. Daher ist stets (Lin.!) ]Rf]g%-[ff, also
(L Rg)|<!f-|Bg| <~ Ifllg], & b f) gilt. Somit sind @), ) der
Stetigkeit wirklich gleichwertig.

7) besagt offenbar weniger als g), also geniigt es g) fiir H. O. aus )
zu folgern. Das geschieht dhnlich wie bei Satz 1. Wir setzen fiir [ f—;—g

f—9g

und —5~ en und subtrahieren: dann wird

R Re)< O (31117 +5191%).

Indem wir (wie bei Satz 1) f,¢g durch af, i—g (a > 0) ersetzen und das

Minimum der rechten Seite nehmen, sodann f, g durch 9f, ¢ (|8]=1),
und das Maximum der linken bilden, erhalten wir |(f, Rg)|< C-|fi-igl,
d.h. B). Aber hier ist Rf, Rg als sinnvoll vorausgesetzt. Von der Sinn-
vollheit von Rf befreien wir uns: in g) kommt Rf nicht vor, es gilt fiir
alle f, fiir die dies Sinn hat, also in einer iiberall dichten Menge (weil R
ein lin. H. 0. ist); da beide Seiten stetig sind, gilt es also fiir alle f iiber-
haupt.
Fiir lin. H. O. haben wir als Bedingung der Beschrinktheit:

—C-|fI*L(f, Rf) L C-|f]?

(Satz 12 y)). Dies zerlegen wir wie iiblich:
®%) Fir einen H.O. muB jedes (f, Rf) reell sein, da ja (f, Bf)i—-(Rf, n
= (f, Bf) gilt.
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Definition 10. Ein lin. H. O. R heiBe nach oben bzw. unten halb-
beschrankt, wenn stets

(f, Rf) < C-|f]® baw. > —C-|f]?

gilt. (Beides zusammen ist nach Satz 12 y) Beschrinktheit.) Wenn ins-
besondere (f, Rf) =0 gilt, so heiBle er definit.

III. Lineare Mannigfaltigkeiten und Projektionsoperatoren.

Definition 11. I, 9N seien zwei, nicht notwendig abg., lin. M. Dann
sind Y + 9N und M > N, die von ihrer Vereinigungsmenge aufgespannte
Iin. M. und ibhr Durchschnitt, wieder lin. M. Wenn insbesondere I, N abg.
lin. M. sind, so ist es M >< 9 offenbar ebenfalls. (Ob I + N auch abg.
ist, ist ungewil; fiir zueinander orth. MM, N folgt es aus Satz17.) Im
folgenden sollen M, ! als abg. lin. M. vorausgesetzt werden. Wenn IR
Teilmenge von 9 ist, so ist N — M ihre Differenz, d. h. die Menge aller
Elemente von 9%, die zu allen Elementen von 0 orth. sind, auch eine
abg. lin. M. § — 9% heiBle auch die Komplementire von I

Satz 13. Set M eine abg. in. M. Jedes f kann auf eine und nur
ene Art in f=g+k, g von M, k von H — M zerlegt werden.

Bemerkung. ¢ heift dann die Projektion von f in I, die Zuord-
nung von g zu f ist offenbar ein iiberall sinnvoller Operator, wir nennen
ihn den Projektionsoperator von M, Py (M ist eine abg. lin. M.!).

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar: Aus g, + 4, =g, + %, (94, 9»
von M, hy, h, von § — M) folgt g, — g, = h, — k,, dieses gehért also
zu M wie zu H — I, ist somit zu sich selbst orth, also =0; d. h.
9, =9,, hy =~h,. Es bleibt iibrig, die Existenz zu beweisen.

D2 § separabel ist, gibt es eine in IR iiberall dichte Folge f,, f,, ... 3%,
diese spannt also die abg. lin. M. 9¢ auf. Nach Satz 8 gibt es also ein
norm. orth. System ¢,, ¢,, ..., welches dasselbe tut. Nach Satz 6 kon-

vergiert g =n;§1.‘ (f,9,)-¢,, und es gehért mit den ¢, @,,... zu M, und

h=f—g ist zu allen ¢, @,,... orth. Also auch zu ihrer abg. lin. M.,
M — d h % gehort zu H — M. Damit ist alles bewiesen.

Satz 14. Der Projektionsoperator Py ist ein dberall simnvoller
max. H. 0., es ist Pp=Pyp.

Beweis. Dall Py iiberall sinnvoll ist, wissen wir. Er ist ein H. O,
wenn wir (f, Ppg)= (Pnf,g) beweisen kénnen, d. b. fir f=~h+k,

3%) Jede Teilmenge einer separablen topologischen Menge ist wieder separabel
(siehe z. B. Hausdorff, Einfuhrung in die Mengenlehre, Leipzig-Berlin 1914).
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g=h"+k" (kb von M, k, k" von § —M) (f, k') =(k,g). Nun ist
(k,B")=0, (h, k') =0, also

(H2)=(h+k k") =(h, b") = (b, }' + &) = (b, 9).

Wenn £ zu I gehort, ist die Zerlegung von Satz 13 f= -0, also
Pyf=1f. Da Ppf zu I gehort, ist also Py (Pgf) = Punf, d. h. Pj= Pn.
Da Py iiberall sinnvoll ist, mufl es max. sein. —

Die max. H. 0. E mit der Eigenschaft E®= E haben aber fiir uns
ein selbstindiges Interesse (sie entsprechen den ,Einzelformen“ bei Hilbert),
wir untersuchen sie darum zunichst fiir sich.

Satz 15. Zu jedem maz. H.O. E wit der Eigenschaft E* = E %)
grbt es eine abg. lin. M. M, so daf Py = E ist. M ist der Wertevorrat
von E.

Beweis. Da I offenbar der Wertevorrat von Py ist, geniigt es zu
zeigen, daf Py = E ist, wenn I der Wertevorrat von E ist.

Wegen E® = E ist, wie man leicht einsieht, 9t die Menge aller £ mit
Ef=f, also eine abg. lin. M. (da E max. ist, ist es auch lin. abg.!). Wenn
Ef Sinn hat, so ist f — Ef zu jedem Element von 9%, d. h. jedem Eg, orth.:

(Bg,f—Ef)= (9, Ef— E*f)=0;

also gehort es zu  — M. Daher ist Py f= Ef, also Py Forts. von E.
Da F max. ist, ist folglich Py = E.

Definition 12. Einen Operator, der den Bedingungen von Satz 15
geniigt, nennen wir Projektionsoperator (kurz: P.0O., nach Satz 15 sind die
P. O. mit den Py identisch und den abg. lin. M. 9 ein-eindeutig zu-
geordnet). Eine abg.lin. M. 9% und ihren P.O. Py nennen wir zueinander-
gehorig. Man sieht sofort: zu den abg. lin. M. (0)%%) und § gehoren die
P.O. 0 bzw. 136), ferner ist Py_g =1 — Py. (Also sind 0,1 P.0O., und
mit E ist es auch 1 — E.)

Satz 16. " Hin P.O. E ist stets beschrinkt und definit, es ist ndmlich
(.Efy=1Ef*, 'Ef <'f.
Beweis. Es ist (f, Bf)=(f, E°f)=(Ef, Ef)= ,Ef °, also ist
(f, Ef)=0. Wenden wir dies auf der P.O. 1 —E an, so wird:
(HLA—=B )20, (Ef)Z(ff)= " also [Bf*<If% |EfIZ|f.
Damit sind die Formeln der zweiten Zeile bewiesen. Die erste Zeile folgt
aus ihnen.

*) D. h. wenn Ef sinnvoll ist, so ist es auch E(Ef), und zwar = Ef.

) (0) ist die Menge, deren einziges Element die 0 (aus §) ist. Die leere Menge
sehen wir nicht als lin. M. an. .

) 0, 1 sind zwei iiberall sinnvolle Operatoren, durch 0f =0, 1f=f definiert.
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Satz 17. M, N seten zwer abg. lin. M., E, F die zugehorigen P.O.
EF ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF= FE ist, d. h. E, F
vertauschbar; dann nennen wir auch W, N vertauschbar, E F ist der P.O.
von M><N. E+ F ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF =0
ist (oder auch: wenn FE =0 ist); dies bedeutet, dafy ganz MM auf ganz N
orth. steht, wir nennen damn auch E, F orth., E + F ist der P.O. von
MR, E—F ist dann und nur dann ein P.O., wenn EF=F ist
(oder auch: wenn FE=F ist); dies bedeutet, daff N Teilmenge von M
ist, wir nennen dann auch F Teil von E, E — F ist der P.O. von M — RN.%)

Beweis. EF ist iiberall sinnvoll, also ein max. H.O., wenn es der
Symmetrie-Bedingung (E Ff, g) = (f, EF g) geniigt. Nun ist

(fEFg)=(Bf,Fg)=(FEf,qg), (EFf.g)— (f.EFg)=({EF—FE}fyg),

damit dies fiir alle g verschwinde, mufl (EF — FE)f= 0 sein (fiir alle f),
also EF — FE = 0. Unsere Bedingung ist also bereits fiir den max. H.O.-
Charakter von E F notwendig und hinreichend. Und da sie

(EF)=EFEF=EEFF=E*F*=EF
zur Folge hat, auch fiir den P.O.-Charakter.

Fir B+ F ist der H.O.-Charakter klar, ebenso die Max. (es ist
iiberall sinnvoll!), es geniigt also (£ -+ F)® = E - F zu untersuchen. Wegen
(E+F)’=E>4+F* +~EF-FE=(E+F)+(EF+ FE)
bedeutet es EF -+ FE = 0. Hieraus folgt aber £ F == 0, denn man multi-
pliziere links mit B: EF-+EFE=0, und dieses rechts mit £: 2-EFE =0
beides zusammen ergibt EF -= 0%%). Ist umgekehrt £ F =0, so ist es ein
P.O., also FE=EF =0, EF+ FE=0. Somit ist EF =0 wirklich
charakteristisch, Vertauschen von E, F zeigt, daB es FE = 0 gleichfalls ist.

E — Fist dann und nur dann ein P.O.,, wennl —(E— F)=(1—E)+F
einer ist, da 1-— E und F solche sind, bedeutet dies: (1—E)F=0,
F—EF=0, oder auch: F(1 —E)=0, F— FE=0.

Es bleibt noch ibrig, die Aussagen itber M, N, M < N, M £ N zu
beweisen. Sei erstens EF = FE. Jedes EF f= FE f gehort zu M und N, also
zu W< N; wenn aber f zu W><N, d. h M und N, gehért, so ist
EFf=Ef=f — d h M= N ist der Wertevorrat von EF, also dieses
sein P.O. Sei zweitens EF =0 (also FE=0). Wenn f za M, g zu N
gehort, so ist (f,g)= (Ef, Fg)=(f, EFg)=0, d. h. M zu RN orth,
ebenso klar ist die Umkehrung. Fiir jedes f gehort Ef zu I, Ff zu N,

3%) Da es sich um iiberall sinnvolle Operatoren handelt, diirfen wir ruhig
EF, E 4 F bilden; sonst wiren die Definitionsbereiche dieser Operatoren noch ge-
nauer zu erortern.

38) Dieser Kunstgriff stammt von Herrn E. Schmidt.
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also (B4 F)f zu M+ N; wenn f zu MM -+ N gehort, so ist es =g+ &,
g von IR, & von N, also
(E+-F)f=(E+F)(9+h)=Eg+Fg+Eh+Fh=9g+0+0+h=f
— & h M+ N ist der Wertevorrat von E -+ F, also eine abg. lin M,
und dieses sein P.O. (Satz 15). Sei drittens EF=F (also FE= F)
Dies bedeutet EFf=Ff fiir alle f, d h. Eg=g¢g fiir alle ¢ von N,
d.h. (da dies die Definitionsgleichung von 9 ist, vgl. den Beweis von
Satz 15) daB 9t Teilmenge von I ist. Wegen £ — F=E — EF=E(1—F)
ist £ — F der P.O. von M < (H— N) =M — N.

Damit sind alle unsere Behauptungen bewiesen.

Satz 18. E ist dann und nur dann Teil von F, wenn stels

Ef <|Ff
gillt. B +...+ E, ist dann und nur dann P.O. (E,, ... Ep P.0.), wenn
E E,=0 (m=En;,mn=1,...,p)

gilt.
Beweis. Wenn E Teil von F ist, so ist E=EF, also Ef|=|EFf|
< Ff . Gilt dies umgekehrt fiir alle £, so hat f=Ef die Konsequenz

Ffi=Z ' Ef,=if, (FN=\Ff*= f>=(f1)
A=Ff*=(A-NHHL0, (A-F)f=0,
also f=Ff. D.h. wenn E, F die P.O. von M, N sind, so ist M Teil
von N — also E Teil von F.
Da E,E,=0 (m+n) fir den P.O.-Charakter von E, +...+ E,

hinreicht, folgt durch wiederholte Anwendung von Satz 17; seine ’\Tot-
wendigkeit erkennen wir so. Es ist (m +n)

Bl 1B, f < B fP .+ B 1P =, By f) + ... + (£, B,f)
=, By +...+EB)) LI
also fir B, f=71 |E,f|°<0, E,f=0. Da fir f=E,g das erstere zu-
trifft, ist stets £ E g—0, d. h. E_E, =0, wie behauptet wurde. —

Zum SchluB noch ein Satz iiber die Konvergenz von P.O.

Satz19. E,, B,, ... sei eine Folge von P.O., und entweder B, Teil
von B, fir alle m <n, oder E, Teil von E,, fir allem < n. Dann gibt
es esnen P.O. E, s0 daf fir jedes f E,f— Ef gilt.

Beweis. Wenn wir E,, E,,..., E durch 1-8,1—-E,..,1—-F
ersetzen, geht der erste Unterfall in den zweiten uber”) es genugt daher
etwa den ersteren zu betrachten

) Denn wenn E Teil von ¥ ist, so ist 1— F Teil von 1— E, z. B. daram, weil
(A—EBEY1—F)=1-E_F+EF=1—F ist.
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Mit wachsendem n wichst |, f° (Satz 18), und es bleibt < f:°
(Satz 16), daher existiert zu jedem ¢ > 0 ein N = N(¢), so daB fiir jedes
m,n>N |E,f"—|E,f|”<e bleibt. Seinochm < n, dann ist E, —E,,
ein P.0O., also
!Enf*Emfi‘zz(f’(En—Em) f)=(f’Enf)—(f’Emf)= Enf 2_ Emffzée'

Somit hat die Folge E,f, E,f, ... einen Limes, er heile Zf.
E ist ein iiberall smnvoller Operator. Da

(f, Eg) = limes (f, E,g) = limes (£, f, g) = (Ef, g}
ist, ist es ein max. H.O. Wir brauchen daher nur noch E*= E zu be-
weisen. Es ist

(f,E*g) = (Ef, Eg) = limes (E, f, E,g) = limes (f, E, g) = limes (f, E, ¢)

R - =(f> Eg)>
also in der Tat £ = E.

IV. Reduzibilitit von Operatoren.

Bet endlichvieldimensionalen Matrizen versteht man unter Reduzibilitit
bekanntlich die Méglichkeit, die Matrix unitér auf eine solche Form zu trans-
formieren, daB in ibr (die etwa N — M, +— M,-dimensional sein mag) nur
die gemeinsamen Felder der M, ersten Zeilen und Spalten und die gemein-
samen Felder der M, letzten Zeilen und Spalten anders als mit Nullen
besetzt sein konnen. Wenn die Matrix als lineare Transformation auf-
gefaBt wird, so heilt dies: der Raum ist m zwei (zueinander orth.) lin. M.
von M,- bzw. M,-Dimensionen zerlegbar, deren jede durch die Transfor-
mation in ein Teil von sich itbergefithrt wird.

Beil den Operatoren in § analogisieren wir dies folgendermafen, wobel
wir uns auf abg. lin. Operatoren beschrinken:

Definition 13. Ein abg. lin. Operator B heile durch die abg. lin. M.
M reduziert, wenn aus der Sinnvollheit von Rf auch die von R Puyf
folgt, und zwar dieses = Py Rf ist*0).

Durch (0) und § wird offenbar jedes R reduziert, und wenn I das
R reduziert, so tut es auch  — M (wegen Py_y =1 — P). Irreduzibel
heife R, wenn es nur durch (0) und § reduziert wird.

Wenn R durch M reduziert wird, so gehort fiir jedes f von M offen-
bar auch Rf zu M (Rf=RPnf=PrRf), also erzeugt R auch einen
Operator in M (d. h. eine Funktion, deren Definitionsbereich und Werte-
vorrat Teilmengen von I sind). Diesen Operator nennen wir den in
Liegenden Teil von R.

4%) Dies kann also auch als Vertauschbarkeit von R mit P anfgefaBt werden.
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Wir beweisen nun zwei Sitze iiber das Reduzieren von Operatoren.

Satz 20. R sed ein abg. lin. Operator, M eine abg. lin. M. Damit N
R reduziere, ist notwendig, daf mit Bf auch R Pyf stets sinnvoll ses,
und mit f auch Rf (falls es sinnvoll ist) stets zu M gehore. Wenn R
esn H.O. ist, so ist dies auch hinreichend*t).

Beweis. Die Notwendigkeit haben wir schon vorher erkannt, es
bleibt zu zeigen, da8 dies bei H.O. B auch hinreichend ist, d. h. R Pgf
= Pn Rf zu beweisen. Da R Pgf nach Annahme zu I gehort, ist die
Zugehérigkeit von Rf— RPgpf=R(f — Pnf) zu  — M zu zeigen, oder
da f— Pgf zu  — I gehort: wenn g zu  — M gehort, so gehort auch
Rg dazu (wenn es Sinn hat).

Sei R f sinnvoll, dann gehért R Prf zu M, also ist

(f, PnRg) = (Pnf, Rg) = (RPnf,9)=0.

Da diese 7 ‘{iﬁral] dicht liegen, ist Py Rg zu allem orth., also =0 —
daher gehort Rg zu H — . )

Satz 21. MM, IMM,, ... ses eine (eventuell abbrechende) Folge wvon
paarweise orth. abg. lin. M., die zusammen die abg. lin. M. § aufspannen.
R ser ein abg. lin. Operator, der durch jede von ithnen reduziert wird,
esne in M, M,, ... gelegenen Teile seien bzw. R, R,, ....

Dann wird R durch R,, R,, ... bestimmi, und zwar folgendermafen :
Rf hat dann wund nur dann Sinn, wenn f=f, -~ f,+... ist (fi, fo, -
aus bzw. M, M,,...), alle R,f,, R,f,,... Sinn haben, beide Reihen
i+ ft+.... R f, + Rsf, + ... konvergieren (wenn die Folge M,, M, , ...
abbricht, so fdllt diese Komvergenzannahme natiirlich fort), und zwar st
dann Rf=R,f, H{R.fy + ...

Beweis. Da R an den angefiihrten Stellen Sinn hat, und zwar die
angegebenen Werte annimmt, das folgt sofort aus der Definition von
R,, R,, ... sowie dem abg. lin. und durch M, M,, ... reduzierten Charakter
von E. Wir miissen noch beweisen: wenn R f Sinn hat, so hat f die obige
Form.

. Wir setzen f, = P, f (p=1,2,...), f, liegt dann in 9%, und die Py,
(wie die SJZP) sind paarweise orth. Auch ist Rp f,=Rf,=R Py, f=Py,Rf
Aus der Orth. der Py, folgt, daB die Py, , Pw, + Px,, Py, + Px,+ Pa,, ---
eine (natiirlich wachsende) Folge von P. O. bilden, die nach Satz 19 einen
P.0. E zum Limes haben. Aus Stetigkeitsgriinden sind alle Teile von E,
also die M,, M,, ... Teile der zu E gehorigen abg. lin. M. M. Nach der
Annahme iiber die M,, M,, ... ist daher M =, E—=1.

) _“) In e:ndlichvieldimensionalen Raumen ist dies auch bei unitiren Operatoren
hinreichend, in § nicht; das ist aber hier belanglos.
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Also sind die Reihen f,+f,+..., B f,+ R,f,+ ... konvergent,
und sie haben die bzw. Summen 1f=f, 1 Rf= Rf. Damit ist alles
bewiesen.

V. Die Cayleysche Transformation.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir unsere eigentliche Aufgabe in
Angriff nehmen, die genauere Untersuchung der verschiedenen Arten von
H.0. Die Grundlage dieser Uberlegungen ist ein Kunstgriff, der eine Uber-
tragung der Cayleyschen Transformation der Algebra auf unser Gebiet ist.

Sei R ein abg. lin. H. O. und ¥ sein Definitionsbereich. 9 ist eine
lin. M. und iiberall dicht (also nur dann abg., wenn es = §, d. h. R iiber-
all sinnvoll ist, was keineswegs vorausgesetzt wird). Wir betrachten die
beiden Operatoren R +:1, die auch in 9 definiert sind. Man berechnet
miihelos:

(Rx+1)f,(R+il)g)=(Rf,Rg)+(Rf,ig)= (sf, Rg)+ (£, 9)
= (Rf,Rg)+(f.9).
also insbesondere fiir f=g¢

(R+iD)f = (B—d0)fi=VIRfIP+ 7"

Somit hat f4=0 (R+¢1)f<0, (R—21)f= 0 zur Folge, und wegen der
Lin. f<g die Folge (R+il)f4+(R+1il)g, (R—il)f(R—171)g.
Wenn ¥ durch R + 71 auf € bzw. F abgebildet wird, so sind die Ab-
bildungen demnach alle ein-eindeutig. Inshesondere sei die Abbildung von
Cauf F U. Da R i1, wie R, abg. Iin. sind, gilt dasselbe von U; weiter
folgt aus der Gleichung von vorhin [Uf|= fi. Nach Def 6 ist daher U
ein langentreuer Operator, da &, ¥ sein Definitionsbereich bzw. Werte-
vorrat ist, sind nach Satz 10 beide abg. lin. M.

Satz 22. Ser B etn abg. lin. H. O. und A sern Definstionsbereich;
die Operatoren R+ 11 mogen U auf € bew. §F abbilden. Diese Ab-
bildungen von U, €, F aufeinander sind ein-eindeutig, und insbesondere
ist die Abbildung von € auf F. ein lingentreuer Operator U. €, F sind
beide abg. lin. M.

Beweis. Wurde soeben erbracht.

Definition 14. Die Operatoren R, U aus Satz 22 nennen wir Cayley-
sche Transformierte voneinander, -R ist immer ein abg. lin. H. 0., U immer
lingentreu *%).

4%}y Zunichst wissen wir nur, daB jedes abg. lin. H. 0. E genau eine Cayleysche
Transformierte U (langentreu) hat. Der Giiltigkeitsbereich der Umkehrung wird aus
Satz 24 hervorgehen.
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Satz 23. Ein lingentreuer Operator U ist dann und nur dann Cayley-
sche Transformierte des abg. lin. H. O. R, wenn

«) U die Menge aller ¢ — Ug, ¢ von €, ist, _

B) tir alle ¢ von € R(p —Ug)=1(p+ Ugp) ist.

Beweis. Sei U die Cayleysche Transformierte von B. Wenn f zu U
gehort, so gehért (R+il)f=¢ zu €, es ist Up= (B —71)f, also
o —Up=217f, f=§i——U%. Gehort umgekehrt ¢ zu €, so ist

(R+31)f=g fiirein f von ¥, also (R —s1)f=Ugp, ¢ —Ugp=21¢f,
d h ¢ —Ugp gehort zu Y. Und schlieBlich ist o +Up =2R{, also
R(p—Up)=2iRf=1i(p+ Ugp). Also sind &), §) erfiillt.

Geniige umgekehrt U «), ). Wenn f zu U gehort, so ist f=9 —Up,
o von 6 (o)), Rf=i(p+Uq) (B), also (R+il)f=2ig, (R—il)f
=2iU¢. Somit gehért (BR+71)f zu €, und es ist U(R+:1)f
= (R —¢1)f. Wenn wir dagegen von einem ¢ von € ausgehen, so gehort
f=¢—Ugp zu U, also ist Rf=i(p+Ugp), 279 =(R+31)f,
@ —(R+i1)-L. Somitist € die Menge aller (R+171)f, f von %, und

U(R-4-i1)f=(R—11)f, d h. U wirklich die Cayleysche Transformierte
von R.

Satz 24. Zum lingentreuen Operator U gibt es dann und nur dann
etnen abg. lin. H O. R, von dem er Cayleysche Transformierte tst, wenn
die Menge aller ¢ —Ugq, @ von € (€ ist der Definitionsbereich von U),
diberall dicht ist. Und zwar ist dann R durch U eindeutig bestimmd.

Beweis. Die Notwendigkeit ist klar nach «), Satz 23, da ¥ iiberall
dicht ist. Die Hinreichendheit sowie die eindeutige Bestimmtheit von E
durch U (nach «), ) in Satz 23) steht gleichfalls fest, sobald erkannt ist,
da p) fiir B keine Unméglichkeit involviert, und da8 das so definierte R
ein abg. lin. H. Q. ist.

Das erstere folgt daraus, da fiir o +y ¢ —Up+y — Uy ist,

d h fir 940 ¢ —Ugp+0. In der Tat hat ¢ = Ugp die Folge, da8
fiir alle y von @

(P 2)=(Ue,Uz) = (9, Uy), ‘(% 1—Ux)= 0.

ist, da aber die y — Uy iiberall dicht liegen, ist ¢ zu einer iiberall dichten
Menge orth, also zu ganz §, also ¢ = 0. Das letatere beweisen wir so.
Die abg. Lin. von R folgt aus der von U, die iiberall Dichtigkeit des
Definitionsbereiches von B (d. h. der ¢ — U¢q) wurde vorausgesetzt — es
bleibt noch iibrig (f, Rg) = (Rf, g) zu beweisen, d. h. daB (f, Rg) beim
Vertauschen von f und ¢ in seine komplex-Konjugierte iibergeht. Sei also
f=¢—~Ugp, g=v— Uy, dann ist
Mathematische Annalen, 102, 6
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(hRg)=(p—Up,ily+Uy))
=—i{lp,v) — (Up, )+ (9, Up) — (U, Uy)}
=i((Up,v) — Uy, 9)) =t (Up,y) +7(Uy, ),

was die Behauptung in Evidenz setzt.

Satz 25. R, S seien abg. lin. H.O., U, V ihre Cayleyschen Trans-
formzerten. R ist dann und nur dann Forts. oder erg. Forts. von S, wenn
U Forts. bzw. etg. Forts. von V ist. — I se eine aby. lin. M., es reduziert
R dann und nur dann, wenn es U reduziert.

Beweis. Man schlieBt jeweils miihelos mit Hilfe von Satz 22 von
R auf U, und mit Hilfe von Satz 23 von U auf R.

In den vorhergehenden Sitzen haben wir die Beurteilung der Fort-
setzbarkeitsverhaltnisse von R auf die viel einfacheren von U zuriickgefiihrt.
Die Cayleyschen Transformierten aller R sind alle U des Satzes 5, und
dabei ist zu beachten: wenn R Forts. von S sein soll, also U Forts. eines
Satz 5 geniigenden V, so braucht es nur lingentreu zu sein*¥). An Stelle
der zunichst recht uniibersichtlichen Forts. von R brauchen wir also blo§
die einfach angebbaren lingentreuen Forts. von ¥V (das selbst lingentreu ist)
zu betrachten. Um uns iiber derartige Fragen zu orientieren, beweisen wir

zwel einfache (anschaulich-geometrische ) Sitze iiber lingentreue Abbildungen
und abg. lin. M.

Zunichst bemerken wir: unter der Dimensionszahl einer abg. lin. M.
IR verstehen wir die obere Grenze aller (endlichen!) », fiir die es in M
n lin. unabh. Elemente gibt — also eine der Zahlen 0, 1,2,...,00. (Eine
wesentlich allgemeinere Definition der Dimensionszahl von Mengen in £
werden wir im nichsten Kapitel, Def. 16, geben.)

Satz 26. M ses eine aby. lin. M., @,, ..., @, ein norm. orth. System,
welches diese abg. lin. M. aufspannt (es gibt gewsfs solche, vgl. den Beweis
von Satz 13; es 2st n=20,1,2, ..., 00, im letzteren Falle bricht die Folge
@15 @y, ... Nicht ab), dann ist M n-dimensional.

Zwei abg. lin. M. I, N konnen dann und nur dann Definitionsbereich
bzw. Wertevorrat eines lingentreuen Operators U sein, wenn sie gleichviel-
dimensional sind. Sei @,, ..., ¢, ein M aufspannendes norm. orth. System,
dann entsprecher die N aufspannenden norm.orth. Systeme vy, , ..., v, diesen U
esn-eindeutiy: jedem wird durch die Bedingungen U, =v,, ..., Up,=vy,
genau ein solches U zugeordnes.

Beweis. ¢,,..., @, seien ein norm. orth. System, das die abg. lin. M.
% aufspannt. Da ¢,,..., @, lin. unabh. sind, hat M = » Dimensionen,

43) Denn die ¢ — Up umfassen die ¢ — Vo, liegen also wie diese iiberall dicht.
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fiir » = co sind wir also fertig, fiir endliches n ist zu zeigen: n + 1 Elemente
von M sind nie lin. unabh. In der Tat miissen sie die Form

f,=08,0+ ...+ a,0, (g=1,..,n+1)
“haben, und zwischen den n + 1 n-dimensionalen Vektoren
Ayysenes By (p=1,...,n+41)

muB eine lineare Relation bestehen, also auch zwischen den fu-

Gehen wir zur zweiten und dritten Behauptung iiber. Sei M der
Definitionsbereich und N der Wertevorrat des lingentreuen Operators U.
Wenn ¢,, ..., ¢, ein M aufspannendes norm. orth. System ist, so ist (wegen
der Lingentreue von U) v, =Ug,,...,y,= Ugp, ein N aufspannendes
norm. orth. System. Und ¢ wie 3 haben n Dimensionen.

Umgekehrt seien 3¢, N zwei gleichviel- (etwa n-)dimensionale abg lin. M.
Sei @y, ..., p, bzw. y,,..., p, je ein WM bzw. N aufspannendes norm. orth.

System, es mufl p =g =n sein. Die Reihen _S:E'xr @, und 2"' z,y, kon-
vergieren unter denselben Umstanden: bei end]icfh=elm n immerr =;)ei n =00,
falls 312, * endlich ist (Satz 5) — also allenfalls, wenn 2 jz,|® endlich
ist; ;: 1erschépfen also M bzw. R ( 21‘, @, bat mit ¢_ das innere Produkt z_,
es bestimmt also z,,..., z, eindeutlg) Wir képnen also einen Operator
U durch U < ‘_Z? z,p, ) 2 z,y, deﬁmeren er hat den Definitionsbereich Ikt
und den We;evorrat €N, und ist oﬁenbar linear. Es ist (f 22: ‘Pr)

== Sia 11— iU

also der Operator stetig, und weil sein Definitionsbereich abg. ist, ist er
auch selbst abg. Also ist U lingentreu.
Dabei hat Langentreue, also insbesondere abg. Lin., und Up,=vy,

n
(p=1,...,n) U(Z%‘P,) =Zn’x,zp, zur Folge; daher ist unser U durch
r=1 r=1

diese Eigenschaften eindeutig festgelegt. Damit sind alle Behauptungen
unseres Satzes bewiesen.

Satz 27. U sei ein lingentreuer Operator, &, § sein Definitions-
bereich baw. Wertevorrat (also zwei abg. lin. M.). Wir gewinnen alle lingen-
trenen Forts. von U auf die folgende Weise:

Man wahle zwei gleichvieldimensionale abg. lin. M. M, N, Teile von
O—C, 9—F, und einen Lingentreuen Operator U’ mst diesem Defini-
tionsbereich bzw. Wertevorral. Diese bestimmen genaw eine lingentreue

6‘
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Forts. V von U, die so charakierisiert ist: Definitionsbereich bzw. Werte-
vorrat sind G MM bew. F+N, in € gult Vi=Uf, in M gilt Vi=U'f.
— Indem man M, N, U’ auf alle moglichen Weisen wdhli, gewinnt man
alle langentreuen Forts. V von U, und zwar jede genawu ernmal.

Beweis. DaB jede lingentreue Forts. ¥V von U so entsteht, ist klar:
selen §, & Definitionsbereich bzw. Wertevorrat von V, so geniigt es,
M=Q—C, N=28—F, U'= das auf M eingeschrinkte V zu setzen,
und alles ist erfiillt. Auch daB unsere Bedingungen genau ein V (wenn
iiberhaupt etwas) festlegen, ist klar: geniigen ibr V' und V”, so ist
V'f=7V"fin ganz € und ganz M, also wegen der Lin. auch im ganzen
Definitionsbereiche € + 3 — d. h. V'=7V". Es bleibt daher nur iibrig zu
zeigen, dafl wirklich jedes System 9, N, U’ mindestens ein lingentreues V
bestimmt.

Da M bzw. N Teil von H — € bzw. H — F, also orth. zu € bzw. F
ist, sind M, € lin. unabh, also in €+ I die Zerlegung f=g -+ 4,
g von &, h von I, eindeutig. Wir definieren also V(g+h)=Ug--U'h
(9 von €, B von ). Da g,h orth. sind, und ebenso Ug, U'h, und
U, U’ lingentreu, so ist |V(g+4)|°=|Ug+U'h'">=Ug|*+ |U'R|?
=gl R lg+R]*=]|g]*+|R]*. V ist in der abg lin. M. G+ I
definiert, offenbar lin, nach dem vorigen stetig — also abg, und
nach dem vorigen lingentreu. Aufllerdem, wie gewiinscht, Forts. von
Uund U.

Durch die Satze 26, 27 iibersehen wir alle lingentreuen Forts. eines
langentreuen U, also auch alle abg.lin. H.O. Forts. eines abg. lin. H. O. R;
wir kénnen sie alle effektiv konstruieren. So sehen wir z. B.: R ist max,
d. h. es hat keine eig. Forts, wenn U keine hat — also wenn es unmog-
lich ist in Satz 26 I, N von (0) verschieden (vgl. Anm. *)) zu wihlen.
Dies ist offenbar nur fiir § — €= (0) oder § — F = (0) der Fall, d. h.
fiir =9 oder F=9. Die genauere Untersuchung dieser Fragen soll
in den drei nichsten Kapiteln durchgefithrt werden.

VI. Erweiterungselemente.

Wir wollen die bereits im letzten Kapitel zur Geltung gekommenen
abg. lin. M. €, F in ihrem Verhiltnis zu den Begriffsbildungen von Def. 8
niher charakterisieren. }

Fir die Zwecke dieses Kapitels ist es bequem, die Terminologie des
Restklassen-Kalkiils der Algebra zu verwenden: wenn I eine (nicht not-
wendig abg.!) lin. M. ist, so bedeute f=g ... mod M, dal f—g zu M
gehért. R, U, ¥, €, § mogen die bisherige Bedeutung haben, wie z. B. in
Satz 22.
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Satz 28. 9 — € bzw. O — F ¢st die Menge aller erweiterbaren f,
denen R if bzw. — ¢ f zuordnet.

Beweis. DaB 7* dem f zugeordnet ist, bedeutet nach Satz 23

(o —Ugp)=(f,i(g +Ugp)=(—if, p + Up).
f*=4if bzw. = — i bedeutet also, daB f (und mit ihm f*= +if) auf
alleyp (von €) bzw. alleyUg (d. h. ganz §) orth. steht; d. h. dal es zu
9 — € bzw.  — F gehort. —

Daher gehért ganz  — € bzw. ganz  — § (mit Ausnahme der 0)
zur - bzw. — -Klasse der Erweiterungselemente.

Satz 29. A+ (H — €) + (D — F) vst die Menge aller Erwesterungs-
elemente von R.

Beweis. Die Erweiterungselemente bilden offenbar eine lin. M., da
diese, wie wir bereits wissen, U,  — €, H — F umfassen muB, ist
A+ (H—C)4-(H—F) Teil von ibr; es bleibt zu zeigen, daB sie nicht
grofler ist.

Sei also f Erweiterungselement, nach dem obigen bedeutet das:

(o —Up)=(—if,o+Ug), (f*+if.p)=(f*—if,Ugp)
(fir alle @ von @, f* fest). Sei U™ die Inverse von U, mit §, € als
Definitionsbereich bzw. Wertevorrat. Es ist daher PyU=U, U =1
und P, U ' =U"", UU* =1, soweit diese Operatoren Sinn haben, d. h.
in € bzw. §. Nunmehr ist
(f*—1if, Up) = (f*—if, PsUp) = (Ps f* — i Pyf, Ugp)
=(UU ' P f*—iUU P, Up) = (U " Py f*— iU ' P5 f, 9),
also
{f*+ify —{U Py f*— iU Pyf}, @) =0.
Da dies fiir alle ¢ von & gilt, so ist
Po({f*+if} —{U* Py*— iU Pyf}) =0,
{Pef*+iPef} —{U " Pyf* iU *Pyfy =0,
~ U Psf*+ Pef* = — i (U Pyf+ Pef),
oder nach Anwendung von — U
Pyf* — UPsf* =i (Psf + UPsf).

Weil allgemein g — Ppg = Py_gg =0... mod (5 —M) gilt, ist
P@g = Psg...mod ((H — €)1 (H — &)). Darum folgt aus der obigen
Gleichung

Pef*— UPef*=i(Psf+ UPsf) ... mod ((§ — €)1 (9 — F)).
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Die linke Seite gehort ihrer Natur nach zu 9, also gehort die rechte zu
AL (H—C):(H—F); ebenso gehort Pgf— UPsf seiner Natur nach
zu 9, aus beidem folgt, dafl auch Psf zu A (H—C)+(H—F) ge-
hért. Da aber f= Psf... mod ($ — €) ist, gilt dasselbe von f — womit
alles bewiesen ist.

Satz 30. U, —€, D —F stnd lin. unabh.

Beweis. Wir miissen aus f+ @+ w=0, fvon %, ¢ van H — G,
w von  — F, folgern, daBl f= @ =1y =0 1st, oder auch: daraus, dafl
pmH—C, yzu H—F, ¢ +vy zu A gehdrt, p =y =0. Sei also
diese letztere Primisse erfiillt.

@, v, ¢ + v sind nach frither Gesagtem Erweiterungselemente, denen
R i¢p, —iy, BR(p -+ y) (dieses hat Sinn!) zuordnet. Da ¢ 4 y offen-
bar auch 7 (@ — ) zugeordnet wird, mufl dieses = B (@ -+ ) sein. Weil
@, @ 1 bzw. — ¢y zugeordnet sind, so muf

(Cp.p+9)=(p, Rlg+v) = (p,i(g—v)), 2¢i(p,9)=0, ¢=0,
(—iy,p+y)=(, Rle+y)= (., i(p—v)), —2¢(y,y)=0, =0
gelten. —

Wir konnen also jedes Erweiterungselement f auf eine und nur eine
Weise in f=f0+f"+77, fOvon A, /" von H— €, f~ von H — G,
zerlegen, und umgekehrt ist jedes solche f ein Erweiterungselement. Wir
nennen £ f*, f~ bzw. die 0-, 4, — -Komponente von f. Da (% 7%, f~
Rf° ift, —i{f  zugeordnet wird, so ordnet B dem f=fo-fT 4 f
f¥*=Rf,+ift —if  z. — Diese Zerlegung ist von Wichtigkeit, weil sie
eine nihere Kennzeichnung der 0-, +-, —-Klassen erlaubt:

Satz 31. Hin Erweiterungselement f gehort zur 0-, +-, — - Klasse,
je nachdem ob |f*|=, >, <|f”| ist.

Beweis. Wegen f=f"+f* 47, f*=Rf°+¢f"—if  und der
Zugehérigkeit von ¢fT, —¢f” zu f bzw. f ist:

(F ) =B +if —if 7 P+ 1+ 1)

=R ) +{RI% )+ OB+ (=3 fo)}

H{Er ) (= )y LG ) (=4 )}
=% RO +{(O% )+ Erh O+ {(% —if )+ (=3 f)}

{5 =)+ (=i P =1
Das erste Glied und die drei ersten { } sind offenbar reell, die letzte { }
offenbar rein imaginir, woraus .

H=Ir =1 ®

folgt — also die Behauptung.
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VII. Die Defektindizes.

Definition 15. R, U, U, €, § mogen die bisherige Bedeutung
haben, wie z. B. in Satz 22. m, n seien die Dimensionszahlen von § — €
bzw. H — F.

Wir nennen m, n die Defektindizes von R. (Esist m,n=0,1,2,...,00).

Diese Zahlen werden bei den Fragen der Max. und Hypermax. eine
entscheidende Rolle spielen. Zwischen ihnen und den drei Klassen der
Erweiterungselemente besteht ein enger Zusammenhang, den wir nun dartun
werden. Zunichst verallgememern wir den Begriff der Dimensionszahl
m 9.

Definition 16. M sei eine (nicht notwendig abg.!) lin. M., U eine
Teillmenge von § (die nicht einmal lin, M. zu sein braucht). Unter der
Dimensionszahl von ... mod M verstehen wir die obere Grenze aller
(endlichen!) =, fiir die es n lin. unabh. Elemente gibt, die zusammen mit
ihrer lin. M.**) (mit eventueller Ausnahme der 0 %)) ganz in 1 liegen und
aullerhalb von M. x ist also eine der Zahlen 0,1, 2, ..., co.

Ubrigens wird im folgenden U doch nicht ganz willkiirlich sein, es
wird vielmehr stets die folgenden Eigenschaften haben: Erstens ist es eine
Restklassenmenge mod I, d. h. von zwei f, g, f=g¢ ... mod M, gehort
keins oder beide zu 11, und zweitens gehéren mit f auch alle af (a +0)
zu U. Man sieht sofort, daB unter diesen 11 die leere Menge und I die
einzigen sind, die die Dimensionszahl 0 haben. Weiter ist es klar, daB
die Dimensionszahl einer abg. lin. M. U ... mod (0) mit der von Kap. VI
iibereinstimmt. .

Die -, —- und 0-Klassen sind solche Mengen Il mod 9, ebenso die
Vereinigungsmengen irgendwelcher von ihnen; da die zwei ersten 0 nicht
enthalten, wohl aber die dritte, so miissen sie im Falle der 0-Dimensionalitit
leer bzw. gleich 9 sein.

Satz 32. Die +-Klasse, sowie thre Vereinigung mit der 0- Klasse,
@t mod A m-dimensional; die —-Klasse, sowie thre Vereinigung mit
der 0-Klasse 7st mod U n-dimensional ; die 0- Klasse ist mod U Min (m, n)-
dimensional.

Beweis. Sei p <m und endlich (es ist ja eventuell m = co), und
fi> -+ f, lin. unabh. Elemente von 9 — € (das ja m-dimensional ist). Die
ganze lin. M. derselben liegt in § — &, also, mit Ausnahme der 0, in der
+-Klasse — und somit von selbst auBerhalb 9. Also hat die +-Klasse
= m-Dimensionen mod 9, wenn wir noch zeigen, daf ihre Vereinigung

44y D%e wegen der Endlichkeit von 7 von selbst abg. ist.
45) Diese Ausnahme wird sich im folgenden als praktisch erweisen.
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mit der 0-Klasse < m hat, sind die zwei ersten Behauptungen bewiesen.
Fiir m = co ist dies trivial, bei endlichem m ist zu zeigen: wenn f,, ...,
lin. unabh. Exrweiterungselemente sind, so liegt gewifl ein

afi+.oF e, fn1+0
in %A oder in der — -Klasse.

Sei f,= fz—%— fot+1s (u=1,...,m+1), die f; liegen alle in dem
m-dimensionalen § — €, sind also nicht lin. unabh. Sei etwa

o fy A+t =0
(ohne @, =...=a,,,=0, also a,f, +...+a,,,f,,, +0!), dann ist
a, f+ .ot a, 1 frnia=9"+9, 9% von, g7 von § —F. Fir g"=0
gehért es also zu ¥, fiir g7 <40 (nach Satz 31) zur —-Klasse.

Damit sind die zwei ersten Behauptungen bewiesen, die zwei folgenden
ergeben sich ebenso durch Vertauschen von + und —. Es bleibt die
letzte. Da die Dimensionszahl der 0-Klasse mod U allenfalls < m und
< n ist, geniigt es zu zeigen, daB sie > Min. (m, n) ist: d. h. zu jedem
p < Min. (m,n) solche lin. unabh. f,...,f, anzugeben, daf jedes
af,+..-+a,f,+0 zur 0-Klasse gehdrt, aber nicht zu .

In § — € gibt es gewi p lin. unabh. Elemente, die wir gleich ,ortho-
gonalisieren® (vgl Satz 8), d. h norm. orth. annehmen kénnen: ¢, ..., @3
ebenso seien w,, ..., , norm. orth. aus § —F. Wir setzen

m+21

f1=¢1+1/"13 ey fp=¢p+’4’p>

dann ist (wenn nicht @, =...=a,=0)

afy+..-Fa,f,=(@e+...+a,p,)+(a,y.+... +a,y,)

(nach Satz 30) sicher nicht in 9, also insbesondere = 0; und wegen

!altpl_!—"‘+ap<pp!2=lalwl+"'+a'pwp]2=]al‘g_f—"'—f-lap!%

gehort es (nach Satz 31) zur 0-Klasse. Dief,, ..., f, sind also lin. unabh.
und leisten alles was wir wiinschen.

Satz 33. R ist dann und nur dann mazx., wenn m =0 oder n =0
ist, und hypermaz., wenn m =n =10 ist. Oder auch: wenn € =§ oder
T =9 st bew. wenn € =F = vst.

Beweis. Nach Satz 11 bedeutet die Max.: 0-Klasse gleich %, nach
Definition 9 die Hypermax.: auBerdem noch die +4-- und die —-Klasse
leer. Nach der Bemerkung von Satz 32 bedeutet ersteres: 0-Klasse 0-di-
mensional, und letzteres: 4-- und — -Klasse 0-dimensional. Nach Satz 32
schlieBlich heiBt dies: Min (m,n) =0, d.h. m =0 oder n =0 bzw. m =0
und.n = 0.

Die zweite Formulierung folgt sofort aus der ersten. —
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Der Gegensatz von Max. und Hypermax. tritt nunmehr klar hervor,
ebenso die Rolle von m,n. Zu Satz 32 sei noch bemerkt: Wenn wir R
durch @R + b1 ersetzen (a,b reell, a 4= 0; dies ist wieder ein abg. lin.
H. 0. mit demselben Definitionsbereich wie R), so dndern sich €, ¥ auf
uniibersichtliche Weise, und wir sehen daher zunichst nicht, was mit m,n
geschieht. Aber A, die Menge der Erweiterungselemente, sowie die
0-, ---, —-Klassen #ndern sich bei @ > 0 offenbar iiberhaupt nicht, und
bei @ < 0 werden nur die zwei letzteren vertauscht. Daher hat Satz 32
die Konsequenz, dafl sich m,n auch nicht &ndern bzw. nur vertauscht
werden *°).

VIII. Der FortsetzungsprozeS.

Bereits am Schlusse des Kap. VI hatten wir eine Ubersicht iiber alle
moglichen Forts. eines abg. lin. H.O. B gewonnen; wir kionnen jetzt ent-
scheiden, wann und wie eine Forts. zu max. bzw. hypermax. Operatoren
gelingt. '

Satz 34. Ein abg. lin. H.O. R mit den Defektindizes m, n kann dann
und nur dann zu einem mit den Defektindizes m', n’ forigesetzt werden,
wenn es esn p(=0,1,2,...,00) mit m'+p=m, n’'+p=n gibt.

Beweis. Wenn wir den Fortsetzungsproze nach Satz 27 betrachten
(U, %, €, F mogen den iiblichen Sinn haben, M, N wie in Satz 27), so
sehen wir: § — €, H — § sind m- bzw. n-dimensional, und die Frage ist,
ob es zwei gleichviel- (etwa p-) dimensionale abg. lin. M. M, N gibt, die

) Sei B der folgende Operator: Ef hat Sinn fiir alle Erweiterungselemente f
von R, und zwar ist es dann dem zugeordneten f* gleich. R ist offenbar abg. lin.
und Forts. von R. (Wenn R Hypermax. ist, so ist offenbar E= R, andernfalls ist
es nicht einmal ein H.O., denn wegen m >0 oder n>0 ist dann die +- oder die
—-Klasse nicht leer und in diesen ist (Bf, )= (", f) nicht reell) Nach Satz 28
sind  — & und  — § die Menge der Losungen von Ef=1if bzw. =—if. Also ist
fir diese Gleichungen m bzw. n die Hochstzahl von lin. unabh. Lésungen.

_ Nach dem vorhin Gesagten ist aber die Hochstzahl der lin. unabh. Ldsungen von
aRf+bf=if gleich m bzw. n fir a> bzw. <0. Die obige Gleichung besagt:

Ef=of, 9=—%+%i. Wir konnen also sagen: Wenn p eine nicht reelle Zahl ist,
so hat die Gleichung

Rf=of
die Hochstzahl m bzw. » von lin. unabh. Losungen, wenn o> bzw. <0 ist. (Bei
reellem o ist die Hochstzahl bekanntlich die n»Vielfachheit des Punkteigenwertes“ p.

Bf=pf muB bei nicht reellem o unldsbar sein — auBer durch f=0; da sonst
(Bf, f)=e(f, f) nicht reell ist.)

Dijese Tatsachen stehen in Beziehung zu gewissen Resultaten von Carleman,
vgl. das Zitat von Anm. 4. :
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Teile von denselben sind, und zwar so, dal H—CE—-M, H—~-F—N
m’- bzw. n'-dimensional ist.

Allgemeiner ist die Frage diese: Wann hat eine k-dimensionale abg.
lin. M. & ein p-dimensionales Teil (eine abg. lin. M.) R, so dal & — P
k&’ Dimensionen hat? Wir werden sehen: wenn k= k' p ist. Wenn wir
hierin fir &, P,k & H—C, M, m, m” und H—F, N, n, n’ einsetzen,
haben wir unseren Satz.

Notwendig ist die Bedingung: denn seien B, & — P p- bzw. k'-di-
mensional, dann werden sie (als abg.lin. M.) von den norm. orth. Systemen
@ys s @, bZW. i, ..., aufgespannt, also R =P -+ (R — ) von
Prseees Pps Wes - Wy, (diese sind orth., weil es P, ® -— P sind), d. h. es
ist p -~ k’-dimensional, also ¥ =£%"--p. (Hierbei kann auch %’ oder p
= oo sein!) — Hinreichend ist sie ebenfalls, denn sei & &k =k' - p-
dimensional, dann wird es von einem norm. orth. System ¢,, ..., Pp> Was oo Wi
aufgespannt (wieder darf £’ oder p = oc sein!). Die von ¢, ..., ¢, auf-
gespannte abg. lin. M. sei %, dann wird & —  von w,, ..., y, aufgespannt,
und wir sind am Ziele.

Satz 35. R set ein abg. lin. H O. mit den Defektendizes m, n. Zu
einem max. H O. kann R stels fortgesetzt werden. Wenn m <+=n ist, so
gibt es unter seimen Forls. keinen hypermax.; wenn m ==mn ist, so isi,
falls diese endlich sind, jede max. Forts. hypermax., wenn sie = oo sind,
so gibt es unter dem max. Forts. sowohl solche, die hypermax. sind, als
auch solche, die es nichi sind.

Beweis. Nach Satz 33 bedeutet Max.: mindestens ein Defektindex
= 0, Hypermax.: beide = 0, Max. aber nicht Hypermax.: genau einer =0.
Wenn man hierauf Satz 34 anwendet, gewinnt man genau die Behauptungen
unseres Satzes.

Zusatz. Wenn R nicht schon maz. ist, so ist die max. Forts. (und,
wenn es solche ¢gibt, die hypermax. sowie die max. aber micht hypermax.
Forts.) auf Kontinuum viele verschiedene Arten moglich.

Beweis. Unsere Forts-Methoden kamen (nach Satz 27) auf das Er-
weitern der § — €, § — F um zwei abg. lin. M. M, N heraus, die bei nicht
max. B > 0 Dimensionen hatten. Aber dabei spielte noch eine lingentreue
Abbildung U von M auf N eine Rolle, und diese kann auf Kontinuum
viele Arten gewidhlt “werden: zu jedem N aufspannenden norm. orth.
System 4,, ..., y, gehorte (nach Satz 26) ein U, und derer gibt es Kon-
tinuum viele (weil z. B. y, durch jedes ¢y, , je| =1, ersetzt werden kann)*?).

47) Mehr als Kontinuum viele Forts. kann es nicht geben, da es nur Kontinuum
viele abg. Operatoren in § gibt — wie man aus der Separabilitit von § leicht folgert.
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Wenn R nur H.O. ist, so sind seine max. und hypermax. Forts., wie
wir wissen, dieselben wie beim abg. lin. H.O. B, auf welchen die soeben
erzielten Resultate anwendbar sind. Hat insbesondere B nur eine max.
Forts., so mull schon R max. sein, ebenso bei den_hypermax. Forts.

Wir wenden uns nunmehr der ndheren Untersuchung der hypermax.
H.O. zu (Kap. IX), und dann der der max., aber nicht hypermax. H.O.
(Kap. X).

IX. Die hypermaximalen Operatoren und die Eigenwertdarstellung.

Wenn R hypermaximal ist, so ist € =F =19, d. h. die Cayleysche
Transformierte U ist unitdr: sie ist {iberall sinnvoll und hat eine (eben-
falls unitére) iiberall sinnvolle Inverse I/ ~*. Die hypermax. H.O. R ent-
sprechen als ein-eindeutig den unitédren Operatoren U, die die Bedingung
von Satz 24 erfiillen, d. h. fiir die die Menge der ¢ — U iiberall dicht ist.

Schon beim Beweise von Satz 24 konstatierten wir: wenn die ¢ — Ug
iiberall dicht liegen, so folgt aus U@ =¢ ¢ ==0. Es gilt aber hier auch
die Umkehrung. Wenn némlich die ¢ — U¢ nicht iiberall dicht liegen, so
spannen sie eine abg. lin. M. I <= auf (sie selber bilden schon eine lin.
Mann.!) — dannist § — M == (0). Seialso 40 ein Element von § — .
Alle ¢ — Uqp gehéren zu M, sind also zu f orth.:

muf fiir alle ¢ verschwinden; daher ist Uf—f=0, Uf="f.

Die in Frage kommenden unitiren U konnen also auch so charakteri-
siert werden: fiir sie hat Uf=f keine andere Losung als die 0 (1 ist
nicht »Punkteigenwert“!). Wir beherrschen somit die hypermax. H.O. R,
wenn wir diese U kennen. Dies ist aber ein Problem fiir beschrinkte
Operatoren (U ist lingentreu, also stetig), das auch mit den Methoden
der Hilbertschen Theorie der beschrinkten Formen (mit einem, auch
jenem Ideenkreise angehérenden, Zusatz) bewiltigt werden kann. Wir
fithren die notwendigen Uberlegungen (in teilweiser Anlehnung an die ein-
fache Methode von F. Riesz) im Anhang II durch und geben hier nur
das Resultat an.

Definition 17. ¢ <z < b sei ein offenes Intervall (im folgenden
wird @, b einmal 0,1 und einmal — oo, co sein). Unter einer Zerlegung
der Einheit (kurz: Z. d.E.) verstehen wir eine Schar von P.O. E(4)
(4 lauft durch ganz a, b) mit den folgenden Eigenschaften:

@) Wenn 1 < ist, so ist B(2) Teil von E(u).
B) Wenn i>12,, 2—12,, so gilt fiir jedes f E (1) f— E(4,)f-
7) Wenn i—a oder —b, so ist E(i)f—0 bzw. — f.
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Wenn nun @, b das Intervall 0, 1 ist und E (o) eine Z.d.E., so gibt
es zu jedem f genau ein f¥, so daf fiir alle g

1
(f*, 9) = Of e2=ied (B (o) f,g) *¥)

gilt. Der dureh Uf= f* definierte Operator U ist unitdr, und Uf=7f
hat keine Losung auBler 0; und umgekehrt wird jedes U mit diesen Eigen-
schaften durch genau eine Z.d. E. E (1) auf die soeben skizzierte Weise
erzeugt (vgl, wie gesagt, Anhang II).

Wir beweisen nun:

Satz 36. @, b ses das Intervall — co, co und F(4) eine Z.d. E.
Wenn das Integral

O

endlich ist'?), so gibt es genau ein f*, so daf fir alle g
(r*9)=J 2d(F) 1, 9)

(das Integral rechis ist absolut konvergent) gilt. Wir definieren einen
Operator R fiir diese f, und zwar durch Rf= f*.

Dieses R ist ein hypermax. H.O., und jeder hypermaz. H.O. R kann
mit Hilfe genau einer Z.d. E. auf diese Weise erzeugt werden.

Beweis. Den Z.d.E. E(p) fiirs Intervall 0,1 werden die Z.d. E.
F(2) firs Intervall — oo, co durch die Zuordnung

E(0)=>F(1)=E(— ~arcctgl), F(1)=>E(o)=F(—ctgano) *)

ein-eindeutig zugeordnet. Es geniigt nun zu zeigen: Wenn E (1) die Z. d. E.
eines unitdren Operators U ist (vgl. die Ausfithrungen vor unserem Satze),
so erzeugt F (1) nach der Anweisung des Satzes wirklich einen Operator R,
und dieser ist die Cayleysche Transformierte von U. Nach dem, was wir
iber das Verhiltnis der Cayleyschen Transformierten wissen, und iiber
hypermax. H. O. sowie unitire Operatoren und Z.d. E. vor dem Satze

48) Stieljessches Integral, es ist absolut konvergent. Wir schreiben o statt 1.

49) Mit 2 wiachst F(1), also auch | F(1)f|2, anBerdem ist 2° nie negativ, daher
ist dieses Integral seiner Natur nach entweder konvergent (endlich) oder eigentlich
divergent (+ ).

5) Durch g=——7—1t—a.rcct.g)., i=—ctgxpo werden die Intervalle 0 <p<1 und

~w <A< o ein-eindeutig aufeinander bezogen. (Beim arcctg ist immer der Wert
>—z, <0 zu nehmen.)
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formuliert haben, folgt hieraus tatsichlich die Richtigkeit aller Behaup-
tungen.

Sei also F'(1) eine Z. d. E,, E(9) = F(—ctgng), U der dazugehdrige
unitéire Operator. Zunichst zeigen wir: Wenn [ 22°2|F(1)f|* =C® end-

lich ist, so kann das f* unseres Satzes wirklich erzeugt werden.
Es sei A< < u. Da E(4) Teil von E(u) ist, ist E(u) — E(4) ein
P.0O. und deshalb

(B —EWY9) = ({BEw —ED},.{Ew —EW}g)|
SHE(p)—E@)}f|-{E(n) —E(A)} g,

und weil allgemein

KE(u) — EW)Yh )= (R {E@w) — EW} k)= (h, E@h) — (h, EG) })

= BE(u)h*— |B(2)h)?

gilt,

({Bw—ED} )| S VIBW > — BV Bg*— [E@g*,

A{EWF9)—(EMDT g})
SV B> — B}V B(0)g9*— [B(2)g]".

Da nun die beiden Integrale [1°d'E(1)f*=0C® wd [dIE(i)gl
=|E(1)g)*® j':fm =|g|*® absolut konvergieren, hat die bekannte Un-
gleichung
}/a1b1+...—}—1/apbp§]/(al—}—...—i—ap)(bl—{—...—;—bp)
(alle @y, .-y by, 0, 20)

erstens die Konsequenz, daB auch [ id(E(1)f,g) absolut konvergiert,
und zweitens daf o
I_J.ffd(E@;fgngVfi“’d!E(zm“’-fd!E<l>91*=0°é91

. st 51).. Wir nennen dieses Integral fir einen Augenblick L(g) (f fest,

g variabel), dann hat L(g) die Figenschaften:
Lag+...+e,9,)=aL(g)+...+3,L(g,), |L(g)|<C 9|

(es ist linear und stetig). Nach einem Satze von F. Riesz gibt es darum

™) Es geniigt, sich die Definition des Sticltjesschen Integrals zu vergegenwirtigen.
Die genannte Ungleichung ist nur eine verinderte Schreibweise der Schwarzschen.
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genau ein f*, so daB stets (f* ¢)= L(g) ist®?) — d. i gerade unsere
auf f* beziigliche Behauptung.

R ist also wirklich herstellbar. Sei R* die Cayleysche Transformierte
von U, wir miissen noch R = R* beweisen. Es geniigt aber zu zeigen,
daB R Forts. von R* ist. Denn wenn R7, R g Sinn haben, so geht (nach
Definition in Satz 36) beim Vertauschen von f,g (Rf, ¢) in seine komplex-
konjugierte iber — also ist (Rf,g)=(f, Rg). Daher ist R ein H.O,
(sein Definitionsbereich enthilt nach Annahme den von R*, ist also iiberall
dicht) und Forts. des (wegen der Unitaritit von U) max. R*, also R—=R™.

Sei also R™f sinnvoll, wir miissen beweisen: Rf ist sinnvoll und
= R*f, oder was dasselbe ist: f) d F(i)f? endlich und fiir alle ¢
(R*f,9)=(Rf g)= f 2d(F@)f, g). DaB Rf sinnvoll ist, bedeutet iibri-
gens f =@ —Up, dleses sel unser Ausgangspunkt.

f APd . F(A)f®, f Ad(F (ﬂ) f> g) kénnen wir, na.ch der Transformation
4 ==—ctg mpo, auch so schreiben: fctg nod E(o)f >, f—ctgngd(E(g) £, 9).

Um hier f=¢ —Ug emsetzen zu konnen, miissen wir zunichst einige

Integrale ausrechnen.
1

1
(¢ + qu,g):()fd(E(o)%g)ife"’”“’d(E(ew,g)

0
1

=[x e d (B9, 9),

0
22) Man beweist diesen Satz so:
Da alle (f*, g) vorgeschrieben sind, kann es nicht zwei verschiedene f* geben,
es genugt also die Existenz von einem zu beweisen. Sei ¢, @,, ... ein vollst. norm.

orth. System, L(g,)=a, (n=1,2,...). Es ist g=2°’°(g, @n)-@n (Satz 7, p)), also
r=1
pRp—
wegen der Linearitat und Stetigkeit von L(g) L(g)= 2( %) ¢, (die Reihe muf}

-]
konvergieren). Wire nun 3 a,'? endlich, so wurde f*= Z‘ a, ¢, konvergieren (Satz 5),

r=1
(f*, @a) = a,, und daraus folgt L(g)—Z(f #a) (959 %)—(f g) (Satz Ty): d. i
die Behauptung.

Nun ist | L(g) £C- g, alsofirg=2,¢,+... + Tn@n

s & - i m 2
§2anxx'éo' 2 %,
ip=1 . n=1x

und wenn wir z, =@, (n=1, ..., m) setzen: Zmiaulzé C®. Daber ist Ze'ola,,]z end-
lich (und zwar < C*). nt mt



Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. 95
1
(¢ —Up, B(@)g)=[ (1— "¢ d(E(e") g, E(0)g)

(1—e2=¢)d (B (o) E(e") 9, 9)

|

[

rbog_’_‘og_“c

(1 — e2=i-¢') d (B (Min (g, 0")) @, g) *%)

l

[1—emie)a(B @) p,9),
'E(o)(¢ —Ue)|”= (¢ —Ug, E(0) (p — Ugp))

14
= [ —ee)d(B (o) p, p — Up) ™)

o
(1 — e2nie’)g [6[(1 — e~27i¢") 4 (B (¢") ¢, (p)J 83)

I [l
Py Py ©

(1 s 627:12-9') (]_ —_ 8_2:”:.9’) d(E(@’) P, (P)

I
Oty

4sin®zo’'d|E (o) ¢|>
fctg ngd[lf](g)(go Ugp)|® fctg azgd[f4sm 7o' d|E(0")¢| } )
1
=fctgﬁne-4sin“nediﬂ(9)¢l“'=f4008"nefllE(e)<Pl’i
0

und dies ist endlich, weil es durch das endliche f4d{E(Q)lpl =4|y]|*
majorisiert wird. Weiter ist

1 1 (a4

[ —ctgned(B() (9—Up),9) = [ — ctgmod |Ja—eie)d(E @) e, 9)} *)
= [ —ctgag-(— e0)a B 0) g, ) = il e a(B@ 7 0)
=@ (@ +Ugp),g)=(R*(p —Ugp), g).

Damit ist alles Erforderliche bewiesen. —

%) Fur o> ¢ ist ja (E(Min (g, ¢") ¢, g) konstant, also das Integral 0!
*) Man nehme mit g=¢ das komplex-Konjugierte der letzten Formel.
%) Nach einer allgemeinen Formel fiir Stieltjessche Integrale lst

f p(0)-d [f 7 (0")- df(e’):} jf p(0)-q(e)-dr (o).
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Wir haben fiir hypermax. H. O. die der Hilbertschen Spektral-
darstellung oder Eigenwertdarstellung (bei beschrankten Formen, vgl. das
Zitat von Anm. 7)) analoge Normalform gewonnen, dabei aber fiir diese
bereits alle Eigenwertdarstellungen verbraucht, so daf es fiir max. und
nicht hypermax. H. O. gewif keine solchen geben kann. (Allerdings
haben wir noch kein Beispiel eines derartigen H. O. konstruiert.) Darum
sehen wir von der kaum neue Gesichtspunkte bietenden weiteren Unter-
suchung der hypermax. H. O. ab und wenden uns den max., aber nicht
hypermax. H. O. zu.

_X. Maximale, aber nicht hypermaximale Operatoren.

Ein solcher H. 0. B (m,n seine Defektindizes) ist durch m =0,
n >0 oder m >0, n =0 charakterisiert; da aber beim Ersetzen von R
durch — R m,n vertauscht werden, geniigt es m =0, n >0 zu be-
trachten., Wir bilden U, €, F, es ist € =9 und G,=H — § ist n-di-
mensional, U bildet § lingentreu auf & ab.

Das durch U” (»=0,1,2,...) vermittelte Bild von &, sei &, (auch
eine abg. lin. M.). Fiir »> 0 ist &, Teil von §, also orth. zu ®,; wenn
wir hierauf die Abbildung U* (k=0,1,2,...) anwenden, so werden die
Bilder ®,,,,®, zueinander orth. (weil (f,g) dabei invariant ist, vgl
Satz 10). Also sind allgemein ®,, ®, (k,1=0,1,2,...) fiir k<1 orth.
Die &,, ®,,®,,... mogen die abg. lin. M. I aufspannen, wir setzen
OH—M=N

DaB U ®, auf ®,,, abbildet (natiirlich ein-eindeutig, lingentreu)
wissen wir schon, wir wollen nun zeigen, daB 9 (ebenso) auf sich selbst
abgebildet wird. M ist, wie man leicht einsieht, die Menge aller zu allen ®,
orth. Elemente von §, sein Bild also (wegen der Invarianz von (f, g))
die Menge aller zu allen Bildern der ®, orth. Elemente des Bildes von :
dies sind die zu allen &, , orth. Elemente von =9 — &, also die
zu @, und allen @, ,, orth. Elemente von §. Also wirklich wieder J:.

Sei nun ¢y, ..., ¢y ein die abg. lin. M. &, aufspannendes norm. orth.
System (eventuell p = co!), und U"(pg =¢, (»=0,1,2,..., ¢g=1,...,p),
dann bilden die ¢s,..., ¢, auch ein norm. orth. System und spannen §,
auf. PFir k<1 liegt f in ®,, @l in ®,, also sind beide orth., d. h.
alle ¢, (»=10,1,2,...,9=1,..., p) bilden auch ein norm. orth. System
— und zwar spannen sie dasselbe auf, wie die @5 m.

5> Pa> Par --- MOgen 2, aufspannen, Pas Doy +- 9]& (alles als abg.
In. M, ¢=1,...,p), dann spa.nnen My, Wy, Wleder M auf, und 932
ist Teil von f’mp Da Ugp, =@, ist, blldet T M, auf gﬁq ab. Zu-
sammenfassend haben wir also:
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My, ..., My, N spannen H auf (wie M, N), U bildet sie bzw.
auf M, . sm 9N ab, d. h. auf Teilmengen von sich selbst. Ferner
sind die S'JZ,,..., Sﬁp (als Teile von M) zu N orth, und auch zuein-
ander (weil es die or, pi mit ¢’ < ¢ sind). Hieraus folgt, daB jedes
My, ..., My, N das U reduziert, also (Satz 25) auch die Cayleysche Trans-
formierte R. —

Wir betrachten die in M, ..., MV, N liegenden Teile von B und U:
es sind bzw. R,,..., R, S und bzw. U,,...., U, V; R ist mit Hilfe von
R,,...,R,, S nach Satz 21 zu charakterisieren. Nun sind die abg. lin. M.
M, .. 9)2 alle unendlichvieldimensional (M, wird ja vom norm. orth.
System ®g, Pas Pas - -~ aufgespannt), also lauter Hilbertsche Riume (d.h.
sie geniigen, bei unverinderter Definition von af, f+g¢, (f,g) den Bedin-
gungen A bis E von Kap.I%%)), daher diirfen wir in ihnen alle fiir §
ausgebildeten Begriffe ohne weiteres verwenden. Also ist B, in 9 em
H. O. (insbesondere ist sein Definitionsbereich in 9, iiberall dicht, denn
er besteht aus den Projektionen des in § iiberall dichten Definitionsbe-
reiches von R), U, ist lingentreu und die Cayleysche Transformierte von
R,. In % sind drei Fille moglich: erstens kann es oo-dimensional, also
ein Hilbertscher Raum sein, dann ist wieder S ein H. O, V unitir (es
bildet ja N auf N ab) und seine Cayleysche Transformierte — also S
hypermax.; zweitens kann R N (=1, 2,...)-dimensional, also ein N-di-
mensionaler (komplexer) Euklidischer Raum sein (vgl. Anm. %)), dann
ist § ein H. O. in ihm — d.h. ein gewdhnlicher, endlichvieldimensionaler
Hermitescher Operator; drittens kann 9% 0-dimensional sein, d. h. = (0)
— dann brauchen wir es gar nicht zu beriicksichtigen.

Bei 9% und 8 geschieht also sicher nichts Neues, wir wenden uns
darum den M, B, und U, (¢ =1,...,p) zu. Diese benehmen sich alle
gleich: R ist Cay]eysche Tra.nsformxerte von U, und es glbt ein in I,
vollst. (d. h 9, aufspannendes) norm. orth. System Pa» Pas Py + -2y S0 da.B

Uy, =Ugpy= @, ist, a.lsoU(Zx <pq) Z,‘x @t ()_',’[x] endlich)-

hierdurch ist aber U und somit R vollig festgplegt (wenn man <pq, qvq, q),, cee
als bekannt ansxeht) Indem wu die Isomorphie von I, mit § ausniitzen,
kénnen wir auch sagen, daB R, mit dem folgenden Operator R in § iso-
morph sein muBl: R ist die Ca.yleysche Transformierte von U, und U ist

*) A bis C und E geniigt offenbar jede abg. lin. M., D aber ist der Unendlich-
viel-dimensionalitit gleichwertig. Eine endlichviel-dimensionale abg. lin. M. besteht,
falls sie 0 Dimensionen hat, aus der 0 allein; wenn sie N = 1, 2, ... Dimensionen
hat, so wird sie durch ein norm. orth. Sysbem Prs-ens Q¥ aufg%pa.nnt sie besteht

also aus den z, ¢, ...+ 2y 95, d. h. sie ist der N-dimensionale (komplexe) Eukli-
dische Raum aller z,, ..., zy."

Mathematische Annalen. 102, 7
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(wenn v, v, 9,, ... ein festes vollst. norm. orth. System in § ist) durch
ﬁ( jxv wv) =j'x, Yyn < Zw!xy[g endlich) definiert. —
r=0 »=0 »=0

Dabei wire aber zuerst noch zu zeigen, daB R wirklich existiert, d. h.
daB das offenbar lingentreue U der Bedingung von Satz 24 geniigt. Wenn
das der Fall ist, so ist R, da U in ganz § definiert (also € =, m = 0)

ist, ein max. H.O. Der Wertevorrat von U, & ist die Menge aller 3 z, v, R
»=0

d. h. die von den vy, y,,... aufgespannte abg. lin. M. — also ist § —
die Menge aller av,, also 1-dimensional. Folglich hat R die Defektindizes
0, 1: es ist das erste Beispiel eines max., aber nicht hypermax. H. O.

Zunichst ist aber noch seine Existenz zu beweisen, d. h. die iiberall
Dichtigkeit der Menge aller ¢ — Uq. Da sie eine lin. M. ist, geniigt es
zu zeigen, dafl alle Elemente eines vollst. norm. orth. Systems Haufungs-
punkte von ihr sind — etwa alle y,. Nun ist

11 1 = 1—1 A |
(zp,+—l— Yyor —z—wm_l) — U(%+T%+1+-~ +7%+1_1>
L1-1 , 1 -1 1
:(w'y—‘— 1l 1/,7'%1';_"'+7w‘ﬂ+l—1>_(wv+1T l w7+2+"‘+7w'u+l>
1 , .
:z/)ywj(y)v+1~-;-...—‘—Ipwrl),

und dies unterscheidet sich von y, um %(y), e1F o+ w,.,), wobei

2

1 . 21 1 , Lo

2‘("/’,+1T---~%1j',+1) =7 T(tpv+1_5—"'+y"v+l);=}?

ist, also (bei geeignetem I) beliebig klein. Damit ist alles bewiesen.
Wir formulieren:

Satz 37. Sed vy, y,, y,, ... ein vollst. norm. orth. System. Es g:bt

dann genau einen H.O. R, dessen Cayleysche Transformierte U durch

ﬁ(rgx,tp,) =v§;x, Yyia (Zm'lacyl2 endh'ck)

y=

definiert ist. B hat die Defektindizes 0,1, es ist also mazx., aber nicht
hypermaz.

Beweis. Wurde soeben erbracht. —

Wir werden im folgenden noch einige wichtige allgemeine Eigen-
schaften von R herleiten, seiner expliziten Darstellung ist der Teil VI der
»Bemerkungen“ gewidmet. Zunichst greifen wir auf unsere fritheren Ent-
wickelungen zuriick und zeigen:

Satz 38. R sel esn max., aber nicht hypermax. H. O., also seine
Defektindizes 0, n (n=1,2,...,00) oder m,0 (m=1,2,..., ). Fsses
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p=mn baw. =m, wir konnen dann  in p +1 abg. lin. M. M, ..., M, N
zerlegen, die paarweise orth. sind und zusammen die abg. lin. M. © auf-
spannen (fir p = oo bricht die Folge M, IM,, ... nicht ab), so dap

) jedes M, ..., ?)JZP, N B reduziert, der in ihnen liegende Teil von R
set bzw. R, ..., Rp, 8S;

B) jedes M, (¢=1,2,...,p) ist unendlichvieldimensional und ein
Hilbertscher Raum, d. h. 9 isomorph; und in ihnen sind alle R, dem R
isomorph baw. alle R, dem — R isomorph (R nach Satz 37).

v) Fir % bestehen drei Moglichkeiten: erstens kann es unendlichviel-
dimensional und ein Hilbertscher Raum, d. h. z'somorph sein, dann
ist 8 ein hypermax. H. O.; zweitens kann es N (=1, 2, ...)-dimensional,
also ein N-dimensionaler (komplexer) Euklidischer Raum, sein, dann
ist S ein gewohnlicher endlichvieldimensionaler Hermitescher Operator;
drittens kann es 0-dimensional, d. h. = (0) sein, dann kann man es,
zusammen mit S, fortlassen. )

Diese R, ..., RP, S bestimmen R nach Satz 21.

Beweis. Wurde fir m =0, n >0 schon im ersten Teile dieses
Kapitels erbracht (man beachte noch Satz 37), fir m >0, n =0 ge-
winnt man ihn durch Ersetzen von R durch — R {also Vertauschen von
m,n). —

In endlichvieldimensionalen Riumen kann jeder Hermitesche Operator
auf die Diagonalform gebracht werden, solange er >>1 Dimensionen hat

ist er also reduzibel. In § sind ebenfalls die hypermax. H. O. reduzibel,
wovon man sich wie folgt iiberzeugt,

Sei B hypermax., F(1) seine Z.d. E. nach Satz 36. Nehmen wir zu-
erst an, es gibe ein 1, so daBl F(4) 40,1 ist, also die abg. lin. M. I
mit Py = F(1) 4 (0), 9. Dieses M reduziert nun B, denn es ist erstens

JiraEw) B - f).""d]E’(Mm(i. D) (vl Anm. ™)

8

g‘\.

VCAIE)

- ®

oo

und dies ist endlich, wenn [ 2°@|E(i')f|® esist, und zweitens gilt dann
(B RS, 9)=(Rf, E(M)g)= [XdA(EG)T,E)g)

:_{ VA(EU)EX) ], g) = fml'd(E(l’)E(l)f, g)=(REWMDT 9)

fiir alle g, d.h. es ist E(1)Rf = RE(4)f.
7*
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Sind aber alle E(1)=0 oder 1, so gibt es (wegen «) in Def. 17)
ein iy, so daB fiir 1 <1, das erstere und fiir 2 >/, das letztere gilt,
4, ist endlich (wegen f)), und fiir i=121, gilt das zweite (wegen y)).
Daher ist

Rfg)= JVABWI9)=k(f9),  Bf =i,

d.h. Z,-1 eine Forts. von R, also R=1,-1. Dieses wird aber offenbar
iiberhaupt durch jede abg. lin. M. reduziert.

Die Reduzibilitat ist somit ein Rudiment der Diagonal-Transformier-
barkeit und als solches mit der Moglichkeit der Eigenwertdarstellung aufs
engste verbunden; Irreduzibilitit einer Matrix bedeutet bereits das Auf-
treten der Ausnahmefille der Elementarteilertheorie — was durch den
Hermiteschen Charakter im Endlichvieldimensionalen, und wie wir sahen
auch in © im Hypermax., ausgeschlossen wird. Unter diesem Gesichts-
punkte ist nun die folgende Eigenschaft von R sehr beachtenswert:

Satz 39. Ein max. H. O. ist dann und nur dann irreduzibel, wenn
er (bes geeigneter Wahl des vollst. norm. orth. Systems g, vy, ¥,, ... aus
Satz 37) mit B oder mit — R zusammenfdllt (beides lipt sich nie beim
selben H.O. erreichen).

Beweis. Sei B max. und irreduzibel. Nach dem frither Gesagten ist
es dann gewil nicht hypermax., also tritt Satz 38 in Kraft. Da das
dortige M, R reduziert, und M, &= 0 ist, muB M, =9 sein — alsop=1
und RN fehlend Dann ist R = R, also nach ) dortselbst eben B oder —R
(bei richtiger Wahl von v, v,, v,, ...). Da im einen Falle die Defektindizes
von R 0,1 sind, im anderen 1, 0, ist sicher beides unvereinbar.

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB R (und also auch — R) irredu-
zibel ist — d.h. daB U irreduzibel ist (vgl. Satz 25). Mége also U durch
M reduziert werden, also auch durch N = § — M; jede dieser Mengen
wird also durch das (iiberall sinnvolle) U auf eine Teilmenge von sich
abgebildet: I, 9. Wire I =M, N =N, so enthielte der Wertevorrat
von U M und N, also auch M i N =19, was nicht der Fall ist. Also
ist M oder N echtes Teil von M ~der N, M — M oder N — N + (0).
Sei f= 0 ein Element von M — M bzw. N — N. Dann ist es orth. zu
M bzw. N, und als Element von M bzw. N auch zu N baw. JM und
% bzw. M: also zum ganzen Wertevorrat von U, M - N. D. h. zu allen
Y5 Yo, ..., €8 ISt also =ay, (mlt a +0), Folglich gehort auch v, zu
M — M bzw. N — N, also zu M baw. N. Aber I, N enthalten auch ihre
U-Bilder, das betreffende von ihnen enthélt daher mit v, auch vy, y,, ...
— also ganz §. Darum ist M= oder HY—M=N=9H, M =(0),

also alles bewlesen. —
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Mit B ist auch a R 451 (a, b reell, @ 4+ 0)- max. und irreduzibel,
also (bis aufs Koordinatensystem) = B oder — —R. Fiira >0 sind die
Defektindizes 0, 1, also kommt dann R in Frage, fiir ¢ < O sind sie 1,0,
also dann — R. -

Zum SchluB sei noch erwihnt, daf die Zerlegung des H.O. R im
Satz 38 eine Art Umkehrung zulifit, die die Konstruktion von abg. lin.
H.O. R mit beliebig vorgegebenen Defektindizes m, n erméglicht. Da
m=mn=0 durch jeden hypermax. H.O. (also z B. 1) realisiert wird,
kénnen wir m -+ n > 0 annehmen.

Dann gibt es m -+ n unendlichvieldimensionale abg. lin. M. I%,,..., M, ,,
Nyy...n N, die zu je zweien orth. sind und zusammen § aufspannen
(als abg. lin. M.)57); jede ist dem $ isomorph, wir kénnen darum in den
m ersten — R und den n iibrigen R realisieren: es seien die Operatoren
R,...R,, 8,...,8,. Man iiberlegt sich leicht, daf diese, nach der An-
weisung von Satz 21 zusammengefalt, einen abg. lin. H.O. B ergeben, und
daB R die Defektindizes m, n hat.

XI. Halbbeschrinktheit.

Wir wollen einige Merkmale angeben, die jedem nicht hypermax.
(aber max.!) H.O. abgehen miissen. (Die meisten Resultate dieses Satzes
gewinnen wir iibrigens bald auch auf anderem Wege.)

Satz 40. Ein max., aber nicht hypermaz. H.O. kann weder nach oben
noch nach unten halbbeschrinkt (also erst recht michi beschrankt) sein, er
kann weder tiberall sinnvoll sein noch alle Werte annehmen, und er kann
in keimem wvollst. norm. orth. System reell sein (vgl. Anm.?%)).

Beweis. Fiir einen solchen Operator gibt es eine abg. lin. M. I, die
ihn reduziert, so dafl sein in I gelegener Teil R oder — R ist (Satz 38),
hitte er nun eine der vier zuerst genannten Eigenschaften, so miilte die-
selbe auch R oder — R zukommen. Aber R (und darum auch — R) be-
sitzt keine einzige derselben, wie sich bei seiner genauen Diskussion in
Anhang IV zeigen wird (im § 4). Mit der letzten steht es so: Wenn ein
Qperator In einem vollst. norm. orth. System im Sinne von Anm.?%) reell
1st., s0 besteht fiir hn kein Unterschied zwischen ; und —¢ — also sind
seine Defektindizes einander gleich. Bei einem max. und nicht -hypermax.
H.O. sind sie aber verschieden (vgl. Satz 33). —

ol ) 1sei P15 Yo, --. ein vollst. norm. orth. System, wir zerlegen es in m-+n Teil-
1
OI8EM Wiy Wy vy o, WIS W, oo, 2 73y ooy ey 28 22, ... (es kann auch m oder

=00 sein), und setzen M,, coes Mo, Ry, ..., Na den von einer jeden dieser Teil-
folgen aufgespannten abg. lin. M. gleich.
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Wir gehen nun zur systematischen Untersuchung der halbbeschrinkten
Operatoren iiber.

Satz 41. Ein H.O. R, der alle Werte annimmit, ist hypermax. Er
nemmt jeden Wert genau esnmal an.

Beweis. Seif ein Erweiterungselement von R, ihm zugeordnet sei f™.
Es gibt nach Annabme ein g mit sinnvollem Rg = f*. Fir alle » mit
sinnvollem R % gilt dann: (f, Rh) = (f*,h) = (Rg, k) = (g, R}), und da
R 1 alle Werte annimmt, mufl f= g sein; also ist Rf sinnvoll. Daher ist
R hypermax., wir haben aber mitbewiesen: aus REf= Rg folgt, indem
wir f*= Rf setzen, f=g.

Satz 42. Ein lin. H.O. R, fiir den stets (f, Rf) = f.° gilt, kann zu
einem definiten hypermax. H.O. fortgesetzt werden.

Beweis. Zunichst bilden wir den abg. lin. H.O. R, auch fiir diesen
gilt offenbar (f, Bf)> f 2. Der Wertevorrat von R sei M, M ist ofien-
bar eine lin. M. Es ist

LGRS fI-RS, (RfIZ'f, \Bf—Rgl=R(f—9) = F—9g,

also folgt aus ]§f=:1‘2~g f=g, d h E hat eine Inverse B~ R~ ist
offenbar auch abg. lin, in IN definiert, und wegen f—g'>'R™'f—R™'g
stetig — also ist 9N abg. Also konnen wir die abg. lin. M. N = — M
bilden.

f gehore zu N. Wenn Rg Sinn hat, so gehort es zu I, also ist
(f, Rg) =0 - d. h fist Erweiterungselement, zu thm gehért 0. Wenn
also B f Sinn hat, so ist RBf=0, f=0. Der Definitionsbereich % von B
(eine lin. M.!) und 9 sind also lin. unabh. Wir kénnen daher einen neuen
Operator S so definieren: S7 hat Sinn, wenn f=g¢g+ 4% (g von %, & von N,
die Zerlegung ist ja eindeutig!) ist, und zwar = Rg. & ist Forts. von R,
und ein H.O., denn wenn Sf, Sf Sinn haben (f=g+&, =g +4
g,9" von A, h, A" von N), so ist:

(r:89)=(g+h, Rg)=(9.Bg)=(Rg,9")=(Rg. 9’ -+¥)=(8F,9)

RN reduziert S. In N ist ja nach Definition Sf immer sinnvoll, und
zwar = 0; da Sf stets einem Rg gleich, also in 9 gelegen ist, haben
wir auch Py Sf=0=8Pypf. Also reduziert auch M= — N S, die
in M, N liegenden Teile von S seien 8’ bzw. S”. Der Wertevorrat von S
ist M, wegen Sf= Py Sf= 8 Pyf nimmt S jeden seiner Werte schon
in M an — also hat 8’ auch den Wertevorrat . Als ein-eindeutig lin.
Bild des unendlichvieldimensionalen (weil iiberall dichten) 9 ist es I
ebenfalls, also ist I ein Hilbertscher Raum; darum ist Satz 41 anwend-
bar: 8’ ist hypermax., 8" ist sogar = 0.
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Hieraus folgert man miihelos, daB S selbst hypermax. sein muf.
Obendrein ist es definit, denn sei f=g -+ &, ¢ von A, A von N:

(f.8f)=(9+h Rg)=(g.RBg)=9°>0.

Damit ist alles bewiesen.

Satz 43. Ein lin. H O. R, fir den stets (f, Rf) > C-f.* oder stets
< C-f* gilt (die Bedingungen der Halbbeschrinkihest!) kann zu einem
hypermaz. H. O. 8 fortgeselzt werden, fir den stets (f,Sf)=C'-|f*
bow. stets < O’ fI? gilt — dabes kann fir O jede Zahl < C bzw. >C
gewdhlt werden ).

Beweis. Fir0'=0, C=1 (und > -Zeichen) ist dies Satz 42, und
alle anderen Fille konnen hierauf zuriickgefiihrt werden, indem man
L op— % q, L 5% 1 statt R, S betrachtet.

c-c’ c-c’ c-c’ c-c’

XII. Pathologie der unbeschrinkten Operatoren.

Zundchst einige Hilfssétze.

Satz 44. Wenn R ein nach oben mnicht halbbeschrankter lin. H.O.
1st, so gibt es (fir jedes n=1,2,... und jedes C) eine n-dimensionale
lin. M., in der Rf stets Sinn hat, und durchweg (f, Rf) = C-'f|* ist.

Beweis. Reien f,,..., f, irgendwelche Elemente, fiir die Rf,,...,Rf,
sinnvoll ist. Wir zeigen zuerst: es muf ein ¢ geben, so da ¢ zu allen
fi>--o £, orth.ist, |@/ =1, R¢ sinnvoll, und (¢, Re)=>D. Nehmen wir
némlich das Gegenteil an. Da es nur auf die von den f,,..., f, auf-
gespannte lin. M. ankommt, kénnen wir sie ,orthogonalisieren® (vgl. Satz 8),
d. h. durch die norm. orth. @, ..., ¢, (I < k) ersetzen. Sei f beliebig, aber

o z
mit sinnvollem R f. Dann ist f=2a,¢,Tbep, wo ¢ =1, ¢ zu allen
p=1

Prs o @y orth. ist (wir ,orthogonalisieren“ f hinzu), da Rf, Ry,,...Ro,
Sinn haben, hat auch R¢ Sinn — nach Annahme mu8 (¢, Re)X D
sein. Es ist

7
f&Ig:Z“au e—l_}b‘?"
n=1
\ ! 2 .
(f,Rf) = 2,49, Re,)+ 2% 3ba, (g, Bg,) + (5" (9, By)
= :“'=

l ) . ) . 1 ‘ , ‘
= Zlalia g, R, +2 35l 0.l |p|[Re,i+ 5D,
¥V —_ ,‘=

%) Der Satz gilt wohl auch noch fiir C’= C, es liegt aber kein Beweis dafir vor.
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also wenn wir D' = Max (]Rzpy , D) setzen,

l ,
éD'-(Zra,J-!“Ibi) <A+1)D"-( Sia, + (b =(+1)D" 1%
u=1 u=1

also wire B nach oben halbbeschréinkt, entgegen der Annahme.

Wir gehen nun einen Schritt weiter. g,,..., g, selen nunmehr ganz
willkiirlich, es gibt dann ein ¢ mit sinmvollem Re, [¢| =1, (¢, Rp)=>D,
so daB alle [p,g,)[<e sind (p=1,..,k ¢>0). (Also nicht ganz
genau orth.!) Die f mit sinnvollem E f liegen ja iiberall dicht, wir wihlen
k solche f,, ..., f, mit 19, — £, Le (p=1,..., k), und ¢ nach dem vor-
her Bewiesenen. Dann ist |¢ =1, (¢, Rp) =D, und

(P 901 =1(9:9,— 1) S 1919, — I <Ze.

Jetzt konnen wir die eigentliche Behauptung beweisen. Wir wahlen
nun sukzessiv: @, mit sinnvollem Re,, ¢, =1, (¢,, Rp,) > D; ¢, mit
sinnvollem B ¢y, @, =1, (@, R@,) 2 Dund (Re,, 9,) <1;...; @, mit
sinnvollem Rg,, |¢,|=1, (¢,,Be,)=2D ud (Re,¢) L1,...,
(B¢, 1 P,)| 1. Also: alle Rg, haben Sinn, es ist !¢, =1,
(9o Bp,) =D, wnd (Ro,, ¢,) <1 fir'u <v», also immer fiir u 4.
Daraus folgt:

u=1

n 2 ”
a9, =2ad(p,)< > allai- 9, |9,
=1 u,y=1 u,r=1
n
g(g a) <n 3 e,
n
2%

(é:am,‘, { }) = Zﬂ%%(%ﬁ%)

“v=

n n
=£1%:“’ (P Ro,) +N)Z1ay a,(¢,. Bo,)

(=)

7 n % > % 2
2030, ~.3 o, a =(D+1) 3a,"~( 3la,)
= n,v=1 u= U=

(k)

2D +1-n) 3 a,
u=1
Fir D >n—1 hat also die zweite Ungleichung die Konsequenz, dafl
2:1 », =10 auch Z'a *=0, @,=...=a, =0 nach sich zieht —

u=1
d,h die @y, ..., @, sind lin. unabh die lin. M. der Za @, ist n-dimen-

sional. Weiter ist (nach beiden Ungleichungen) * #=*
n D + 1— 2
(Bone 1 Zan)) 2212 Joun

u=1
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also gilt, wenn wir noch D > % C + n — 1 nehmen, in dieser lin. M. durch-
weg (L Rf) = O-]flg. Damit sind wir am Ziele.

Satz 45. Wenn R ein nach oben nicht halbbeschrankter lin. H.O. ist,
und fy, ..., f; irgendwelche Elemente, C eine beliebige Zahl, so gibt es ein @
mit sinnwollem R, das zu allen f,, ..., [, orth. ist, und fir welches
» =1, (¢, Rp)2C gill.

Beweis?®). Wir wihlen die lin. M. des Satzes 44 k - 1-dimensional,
in ibr sind daon die (hdchstens % unabhingige lin. Bedingungen dar- .
stellenden) Gleichungen (f;, ) =0, ..., (f,, ) =0 durch ein [ 0 losbar
— durch Multiplizieren mit einer Zahl kénnen wir |f| =1 erreichen.
Dieses f leistet alles Gewiinschte.

Satz 46. Ein nach oben nicht halbbeschrankter lin. H. O. R 1ist
immer Forts. von einem definiten lLin. H. O. 8.

Beweis. Es geniigt eine iiberall dichte Folge f,,f,, ... anzugeben,
so daf alle Rf# sinnvoll sind und stets

(Zauto B{ Sz ))20 (n=1,2,..)

gilt. Dann ist nimlich der in der von f,, f,, ... aufgespannten lin. M. (iiberall
dicht, also nicht abg.!) definierte und dort mit R iibereinstimmende Ope-
rator S offenbar ein lin. H. O. und definit — und R ist Forts. von ihm.

Sei g,,9,,... eine iiberall dichte Folge, so daB alle Rg, sinnvoll
sind (d.h. g,,9,,... sel eine im Definitionsbereiche von R, 9, iiberall
dichte Teilfolge von o, A ist ja seinerseits iiberall dicht; so etwas gibt
es, well % als Teil von § separabel ist, vgl. Anm. 3%), und C,, C,, ... eine
Folge von Zahlen, iiber die wir noch niher verfiigen werden. Wir wihlen
nun eine Folge ¢, ¢,,... auf Grund von Satz 45 mit den folgenden
Eigenschaften aus: R, sinnvoll, |¢| =1, (¢,, Re,) > C,; R, sinnvoll,
19° =1, (¢, Rp,) = C, und (Ro,, ¢,) =0; Re, sinnvoll, |¢,| =1,
(25, Bpy) 2 C, und (B, ¢y) = (Rpy, 5) =0; .... Somit sind alle
Eo, simvoll, |g,|=1, (p,, Rp,) 2 C, und (Re,,p,) =0 fir x<»,
also immer fir u4v. Wir setzen f,—g,+¢,, £, =0+ 1o
f3 =95 +3®s, ..., und behaupten, da die Folge fisfys ... (bei geeigneter
Wahl der O, C,,...) alles Gewiinschte leistet.

Zundchst ist sie iiberall dicht: [ — g1 = i% e, ‘ = ;1;~—> 0, zujedem [
gibt es eine Teilfolge gy, gy,,... von G1> Gas -+ mit gy, — [» dann ist
auch fy, — f. Nun berechnen wir (£, R f) fiir die Linearaggregate der f,, f,, ... :

*) Bei sinovollen Rf,, ..., Rf; hatten wir dies schon am Anfange des Beweises
von Satz 44, aber wir miissen uns von dieser Annahme befreien.



106 J. v. Neumann.

(Sauy R{ Za,))={ Sa,9,+ 3%g, Sa,Rg,+ 3%Ry,)
,1:1 u=1 “ I \y‘:l #p ,u=1”’ (p#, lu=.1’ “ “ =1 (p'“
» n d/y n ' ,
= .2. v(glnRgv)_{_zgR 2_’“7_((p,u’ ng)+ 2 —_‘; AAAA k(p“nR‘p;A)
u, y=1 tyr=1 u,r=1
a,d
AN
(w=E)
n n n
1 ,, j @, Rg s C
g»—- Z:a,u’la‘l‘l {g‘u ¢Rg‘y -—2 ﬁlaﬂlla-yl - “’V = _Jl— h’laui ';’_T
w,v=1 u,r=1 u=1 :
n | > n g
Y s 12 » |
zzlu—,z—,a“ —2’<gﬂl;ng" >1a#1!ay‘
u=1+ pyv=

Wir setzen |g, || Rg, |+ Lol = A,, (dies hingt von g,,g,, ... ab, aber
nicht von den f,, f,, ... cder ¢,, ¢,, ..., d.h.den C}, C,,...!) und schitzen
den Subtrahenden ab:

n , . L. 2 n _
(l%;lA,uvfa,ui!a'ufzlélApygap;‘ T”%/’:I(A,ur ‘ 'yp) ay”a I
’ ! (.1,1<v)
ro— 1 z or—u— 1 y 1 2 1 2
é‘é: Aw’a#;QTMZ;l(?. A, +4,,)e,, ‘!‘,Z—,t;,;la,‘l )
(<)
n _ . 1 n 1 a
- 2{a,, 22# el(4,,+ Q,‘)Togﬂé—;;}gaﬂp
g _27{11 Tl 5;26(j,u,y—d!—l—l_‘qy—o—l,,u)};a,u['2'
Indem wir den { }-Ausdruck kurz mit I? bezeichnen, wird:
(St B Sa,0,}) 2 3 (0.~ B,) |, "

Es genugt also 0, = p* B zu setzen und wir sind am Ziele ®). —

60) Fur die Zwecke der in Anm. #) angekiindigten Arbeit soll hier noch eine
gewisse Verschiarfung dieser Abschitzung ausgefithrt werden (hier brauchen wir sie
nicht). Es ist

2 n n
Zaﬂf# = Y augut
=1 u=1 u=1 [‘
n
= 5 @8 (gu, 90+ 2%, 2 —L(%, ¥»)
,u,v._l u, r=1 Ty v=1
n t t
S i ) . + q’#l¢gvé+‘;¢[l';¢v[}|a;.a
_WZ’=1{,9,¢. g 7 e
n
—_ ! | _Ligyl ' 1

(Fortsetzung der FuBinote °) auf nichster Seite.)
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Damit haben wir bereits ein recht ,pathologisches“ Resultat ge-
wonnen, das sich leicht weiter verschirfen 1i8t.

Satz 47. Sei R ein nach oben oder nach unien nicht halbbeschrinkter
lin. HO., dann gibt es einen hypermax. H.O. S, fir den stels
(£, 81) = C-If]® bew. stets < C-|f|° gilt, so dap R, S beide Forts.
desselben lin. H. O. sind — dabes kann fir C jede Zahl gewdhit
werden.

Beweis. Fiir ¢ = —1 und nicht-Halbbeschranktheit nach oben folgt
dies aus Satz 46 und Satz 43 (wo C =0, C'=—1 zu setzen ist), fiir
alle anderen C folgt es hieraus, wenn man R — (C +1)-1, § — (C+1)-1
bzw. —R - (C —1)-1, —8 4 (C —1)-1 statt R, S betrachtet. —

Hieraus folgen die sonderbarsten Dinge fiir unbeschrinkte H.0Q. Das
Verhaltnis eines H.O. zu seiner Matrix und dieser zu ihren Abschnitten
wird dadurch qualitativ anders wie bei beschrinkten; insbesondere zeigt
sich, dafl die , Abschnittsspektra~ bei unbeschrinkten Matrizen sehr wenig
mit dem Spektrum der Matrix selbst zu tun haben und diese (nicht wie
in der Hilbertschen Theorie) in keinem Sinne ,approximieren. Uber das
Verhaltnis Operator-Matrix werden wir einiges im Anhang III sagen, die
genaue Erorterung der Eigenschaften unbeschrinkter Matrizen soll in der
in Anm. ?%) angekiindigten Arbeit erfolgen.

Wir geben noch einige charakteristische Eigenschaften der unbe-
schrankten H. 0. an. Im Gegensatze zu Satz 41 bis 47 beschrinken wir uns
jetzt auf abg. lin. Operatoren.

Satz 48. Sei R ein abg. lin. H.O. Dann sind die vier Aussagen
«) B ist beschrankt, B) R ist beschrankt hypermax., y) R ist diberall

Wir nennen den { }-Ausdruck kurz Cy,, dann wird wie im Text:

no_ n ¢ u—2 _ _ o
2 Cu» ay] :“v!éZ{Cpp“i‘l +2620(Cy.,u-a—z+ y—a—l,y)}ia,u e
u=1 o=

pov=1
Diesen { }-Ausdruck nennen wir D,, dann wird
, m |‘3 n 2
;Zayfufgzl)#[a.“"
b u=1 | a=1

Wenn wir nun Cy=[lg(§#+[tb—#) setzen, so ist fir ¢, =...=a,_, =0 (n=p!)
k2 n | n

(St B Saur))-s| Sas,
r=p u=p L u=p

D. h.: in der von den f,, f,4,, o432, --. aufgespannten lin. M. (auch diese ist
natiirlich uberall dicht, also nicht abg.!) gilt sogar

(. ROHZPIf1%

2 R” _ .
= gr’ (%3 —B,‘—pD”) la, 2= 0.

fur jedes p:l’ 2,.,..
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sennvoll, 6) es gibt keinen abg. lin. H. O. von dem R eig. Forts. ist, alle
gleschwertig ®1).

Beweis. Wenn R nach oben nicht halbbeschrinkt ist, so wihlen
wir C so, daB (f, Rf) < C-|f ]9 vorkommt, und dann einen hypermax.
H.O. 8 nach Satz 47, so daB stets (f, Rf) > C-|f|® gilt — dann kann 8
offenbar keine Forts. von R sein. Nun sind R, S Forts. eines lin. H.O. T,
und weil sie abg. lin. sind, auch des abg. lin. H.O. 7. Da S nicht Forts.
von R ist, muB 7'+ R sein, d. h. 6) ist nicht erfiillt. Wenn R nach unten
nicht halbbeschrinkt ist, so gilt &) nicht fiir — R, also auch nicht fiir R.
Also folgt allenfalls aus der Unbeschrinktheit das Gegenteil von §), d. h.
aus ¢) folgt «).

Aus «) folgt y): denn R ist abg. und stetig, hat also einen abg. Defini-
tionsbereich; da aber dieser iiberall dicht ist, muf er= $ sein. Aus y) folgt 8):
denn wire R eig. Forts. des abg.lin. H.O. 8, so wire dieser nicht max.,
also zu mehreren max. H.O. festsetzbar (Zusatz zu Satz 35), z B. zu
R’ R; dann ist fiir alle f mit sinnvollen R'f (wenn Sg¢ Sinn hat)

(B'f. ) =(f. B'g) = (1, Sg) = (f, Rg) = (Bf. 9),
und weil die Menge dieser ¢ iiberall dicht ist, R'f= Rf — also wire B
Forts. von R’, R’ R, trotzdem R’ max. sein sollte.
Wir haben das logische Schema
@) —>7)—8)—a),
d.h. @), ), ) sind logisch gleichwertig. Aus ) folgt ), und g) folgt
aus «) und y): daher ist es ihnen auch gleichwertig.

Satz 49. Ser R ein unbeschrinkter abg. lin. H.O., dann ist es
Forts. eines abg. lin. H.O., der zu Kontinuum vielen verschiedenen max.
H. O. fortsetzbar ist.

Beweis. Nach Satz 48 ) muB R eig. Forts. eines abg. lin. H.O. §
sein, dieses § ist nicht max., hat also nach dem Zusatz zu Satz 35 die
gewiinschte Eigenschaft.

Anhang I. Funktionenriume.

Hier soll der im Kap. I angekiindigte Nachweis erbracht werden, daB
alle in der Einleitung I. und IL. erwihnten Funktionenriume abstrakte
Hilbertsche Réume sind, d. h. den Bedingungen A bis E aus Kap. I gentigen.

Fiir den ,gewohnlichen Hilbertséhen Raum* (a.]ler Folgen (z,, z,,...) mit
S’ }:vn{2> eriibrigt sich dieser Beweis, sobald mindestens ein A bis E ge-
n=1

) Die Gleichwertigkeit von «) und y) ist der bekannte Satz von Toeplitz,
Math. Annalen 69 (1911), S. 321.
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niigendes System bekannt ist — denn jedes solche System ist ja (nach
den SchluBliiberlegungen von Kap, I) dem ,gewdhnlichen Hilbertschen
Raume® isomorph, also mufl dieser die Eigenschaften A bis E gleichfalls
besitzen. Wir miissen daher nur noch die Funktionenriume von Ein-
leitung I. betrachten.

0 sei also einer der dort genannten metrischen Riume, oder auch
irgendein allgemeineres Gebilde, von dem wir aber jedenfalls folgendes ver-
langen: Es soll in 2 einen Begriff der ,MeBbarkeit%, ein ,Ma8“ und ein
»Integral® (J f(P)dv moge es heilen) geben, und zwar im Lebesgueschen

Sinne. Wir wollen hier nicht naher ausfiihren, was dieser ,Lebesguesche
Sinn“ genau bedeuten soll, dies wire leicht zu beschreiben, aber etwas
weitldufig. Bei den nun auszufithrenden Uberlegungen wird man ohnehin
erkennen, auf welche Eigenschaften dieser Begriffe es ankommt. Ferner
setzen wir 2 auch als separabel voraus.

Der Funktionenraum $’ bestehe nunmehr aus allen in £ definierten
meBbaren (komplexwertigen) Funktionen 7(P), fiir die [ |f(P)|*dv endlich

e

ist: daber gelten zwei Funktionen, die nur auf einer Menge vom MaBe 0
verschiedene Werte haben, als nicht verschieden. Was af und f+ g be-
deuten, ist klar, (f, g) sei gleich f f(P)g(P)dv. Diese Definitionen sind

zuldssig: wenn f, g zu §’ gehoren, also [|f(P)|*do, J!g(P)]gdv end-
s

lich sind, so gehéren auch af,f+¢ zu §’, denn (! |af(P)|®dv ist offenbar

endlich, und nfif(P) +g(P)|’dv ist es ) wegen |f(P)+g(P)|?

§2jf(P)!'3—[~2ig(P)|2; ferner ist Jf(P)g(P)dv smnvoll, ja absolut

konvergent, wegen |£(P)g(P)| <3[f(P)|*+ 19 (P)|™
Wir gehen nun die Bedingungen A bis E der Reihe nach durch.
A, B sind offenbar erfiillt.

C. Es gilt eine- Folge f(P), f,(P),... zu finden, die im Sinne der
Entfernung

T=gi=)/ J1r(®)—g(P)["av

W'i?erall difzht ist. — Das MaB von Q ist eventuell unendlich, jedenfalls
kénnen wir aber 2 durch eine aufsteigende Folge I7,, IT,, ... von Teil-

mengen endlichen Mafes erschopfen. Wenn f irgendeine Funktion aus §'
1st, so definieren wir fy (N=1,2 ...) so:

y =~

fo () = { /(7 menm P i Ty gt und |(P)| <V st
0 songt .
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Da fiir jedes N fx(P)—f(P) und alle f?fv(P)!edv beschrinkt
(<f f(P)i®dv) sind, so muB f fx (P) —f(P[ dv—0, d. h. im Sinne

unserer Entfernung fy —f. Also sind dle]emgen f, die nur auf einer
Menge endlichen MaBes Werte == 0 haben und ‘die auBerdem beschrinkt
sind, iiberall dicht -— es geniigt somit eine in ihnen iiberall dichte Folge
zu finden. ’

Sei f eine Funktion dieser Klasse, das Mal der Menge wo sie <0
ist, M, die obere Grenze ihres Absolutwertes 4. Wir wihlen im Inter-
valle — A4, A4 eine Einteilung o,, ..., ¢, rationaler Zahlen, die dieses mit
einer Maschenweite < ¢ iiberdecken (& > 0, sonst beliebig). Es sei

£ (P) — { 0,, wenn f(P) &= 0 und g, das f(P) nichstgelegene dero,, ..., o ist,
¢ I sonst

Hieraus folgt sofort f f.(P)~f(P)Pdo < M-2A4-¢, fir e~ 0 gilt somit

fiir diese £, f,—f. D.h diejenigen Funktionen, die stets, rationale Werte
annehmen, und nur endlich viele verschiedene, und jedeti - ‘der =+ 0 ist nur
auf einer Menge endlichen Mafes, sind auch iiberall dicht. Die- gesuchte
Folge braucht daher nur in diesen iiberall dicht zu sein.

Wenn 2 i, _lgendeme Teilmenge von endlichem Mafle von £ ist, so sei
fs die Funktion, die in 3 =1 und sonst = 0 ist; die Funktionenklasse
von vorhin ist einfach die aller o, fx + ...+ 0,7~, (o4, ..., 0, rational),
Wenn wir eine Folge von Mengen 3@, X®, . finden, diein der Gesamt-
heit aller Mengen endlichen MaBes iiberall dicht ist (die Entfernung
von zwei Mengen X', " ist die ihrer Funktionen f,.,f,, d. h. das
MaB ihrer ,Unterschiedsmenge® (3’ -+ 3”) -— (3'.3") %9)), so lagen die
Funktionen o, fomy & -+ + 0 fsmp (k=12,..., 0;,...,0, rational,
(Rgy .., m,=1,2,...) in ©’ iiberall dicht: d.h. wir wiren am Ziele. Eine
solche Mengenfolge ™, 3™, ... gilt es also zu finden.

Sei 2 eine Menge vom endlichen Mall M, bekanntlich ist M die
untere Grenze der Mafle aller X enthaltenden offenen Punktmengen; sei
3’ eine solche Menge mit einem MaBfe < M &, dann hat die ,Unter-
schiedsmenge® X' —3 ein Ma <e. D. h. die offenen Mengen liegen
tiberall dicht. Da £ separabel ist, gibt es in Q eine Folge offener Mengen
Al, A,, ..., die en ,,glelchwertlges Umgebungssystem“ bﬂden also so, da
st — etwa von Ay, A,, .. .. Das MaB von 5 sei M dann konvergxeren
die MaBe der A,,, A, + A,,_,, Ap, + Ay, + Ay, ... gegen M'. Sei etwa das-

62) -+, . gind hier die Zeichen fir das Vereinigen, Abzichen und Durchschnitts-
Bilden hei Mengen.
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jenige von A, ...+ A, bereits > M’ — &, dann hat die ,Unterschieds-
menge I — (Ay, + ...+ Ay) ein MaB <e. D.ho: die 4, +... + 4y,
(k=1,2,...,%,...,m,=1,2,...) liegen auch iiberall dicht®?), und diese
sind abzihlbar viel, womit wir am Ziele sind.

D. Sei £=1,2,..., wir wihlen k paarweise punktfremde Mengen
K, ....,K, in Q aus, jede von endlichem MaBe 4 0. Die Funktion f,(P)
sei =1 in K, und =0 sonst (A =1, ..., k); dann sind die 7,, ..., f, offen-
bar. lin. unabh. (und sie gehoren zu £).

E. Sei f,, fs, ... eine Funktionenfolge, die dem Cauchyschen Konver-
genzkriterium geniigt (zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N = N(¢), so daB fiir
mn>N [ f,(P)—f,(P) *dv<e ist). Wir wihlen (in Anlehnung an

einen Bewels von Weyl) eine Folge N, < N, < N, < ... mit NPZ N(—l~->
. . 2 = 87
aus und schlieen dann so. Es ist

2 1
!:)f fNﬂn(P) - pr(P)‘:zdv gvz;;’
also hat diejenige Menge, auf der
. . 1
pr-n (P> - fN?(P) g ;):g;

gilt, ein Ma < —. Also gilt

Lg|'_.

:prn(P) - f:Vp (P); é E];)’ Eprw.»(P) - f:vpn(P)l é 2_p'l;i’ M

sherall. mi ) 1 1 1
uberall, mit Ausnahme einer Menge vom Mafle < 2p+2p+1 + ... Spi

Aber dort, wo die obigen Ungleichheiten gelten, hat die Folge fy, (P),
fw,(P),... einen Limes; also iiberall mit Ausnahme einer Menge vom

MaBe < 2%_1. Da dies fiir alle p gilt, hat die Ausnahmemenge das MaB 0.

Wir definieren nun: f(P) — limes fx,(P), soweit dieser Limes existiert,

d: h. i'ibera]l bis auf eine 0-Menge, und sonst = 0. Wenn nun m > N (&) ist, so

gilt fiir fast alle p (ndmlich sobald N, > N(g) ist) f | fo(P)— fw,(P)1*-dv< 6.
2

Also diirfen wir p— co ausfithren, und es wird: [|f, (P)—f(P) *dv <.
Q2

Somit gehért erstens fm— £, also auch f, zu ', und zweitens ist £, —f.
D. h. alles ist bewiesen. -

Anhang II. Das Eigenwertproblem unitiarer Operatoren.

1:. Wir betrz.\chten im folgenden durchweg in ganz § sinnvolle und
beschrinkte (stetige) lin. Operatoren R, auf die also Satz 12 ¢), ) an-

©%) Wir nehmen natiirlich nur die von endlichem MaSe.
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wendbar ist. Der Hermitesche Charakter hingegen wird nicht immer Vor-
aussetzung sein. Bei festem f hat L(g) = (f, Rg) die Eigenschaften

L(algl +"'_i—angn)=a1L(gn)+“'+a’nL(gn)’
L) LC-ifl.g=D-yg|

so daB der Satz von F. Riesz (vgl. Anm. °%)) anwendbar ist: L(g) = (f*,g).
Wir nennen das so bestimmte f* R*f, R* ist ein iiberall sinnvoller und
offenbar lin. Operator. Es hat die Eigenschaften

(f,Rg)=(R*f,9), (Rf.g9)=(f,R%g)

{die erste war Definition, die zweite folgt durch Vertauschen von f, g und

nehmen der komplex-Konjugierten). Insbesondere ist
R*f*=(R*,B*f)=(,RR*) < C- [ 'B*f, R*f <Cf,

d. h. auch R™* beschrinkt®?).

Man verifiziert sofort R**=R, (R +8)*=R*+ 8%, (RS)* =8*R*,*)
(aR)*=aR* 0¥*=0, 1*=1. Fir H 0. ist R =R™ charakteristisch
(wenn sie beschrankt sind). Jeder unitire Operator U gehdrt zu unserer
Klasse (er ist wegen Uf = f beschrankt), und ist in ihr durch
UU*=U*U=1, d.h. U™* = U"* gekennzeichnet*).

2. Jetzt sei R sogar H.O. wir nehmen zuerst sein Eigenwertproblem

nach der Methode von F. Riesz in Angmﬂ Sei p () = 2 a,z” ein Poly-
nom (die @, reell), dann ist p(R) = Z’a R (R°= 1) ein H.O. unserer

Klasse; das Addieren, Subtrahieren, Multlphzxeren dieser p(R) ist offenbar
ebenso zu vollziehen, wie das der p(x) (also sind alle vertauschbar). Wir
wihlen C mit Rf L C- f (fiir alle f).

Satz 1%, Wenn fir —C<L2< 0 p(x)>0 ist, soist p (R) definit.

Beweis. Sei 9t irgendeine endlichvieldimensionale (also abg.) lin. M.,
etwa durch das norm. orth. System ¢, ..., ¢, aufgespannt. R'=PpR Py,
ist ein H.O. mit 'R'fi= PpRPnf <|RPyf £C-Pgpfl<C-IfY,
d. h. von unserer Klasse, der durch I offenbar reduziert wird (sein in

%) Bei Matrizen ist dieses ¥ das Nehmen der konjugiert-transponierten, ebenso
bei Integraloperator-Kernen, bei Differentialoperatoren die’adjungierte.

%) Es handelt sich um iiberall sinnvolle Operatoren, daher sind die +, —
ohne weiteres sinnvoll (vgl. Anm. 3%).

%) Wenn U unitir ist, so hat es eine Inverse U~%, und es ist (f, U7 'g)
=(Uf, UU*g)=(Uf, 9)=(f, U*g) fiir alle f, g, also U~*=U*. Wenn U~*=U"
ist, so ist (Uf, Ug)=(f, U*Ug)=(f, g), also fix f=g |Uf|=|f], so daB U
langentren ist; da es iiberall Sinn hat und alle Werte annimmt (U~! hat ja iberall
Sinn!), ist es unitér.
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© — P liegender Teil ist O!). Sein in M liegender Teil ist also ein
k-dimensionaler H. O., etwa mit den Eigenwerten 4,,..., A,; Wwegen
[R'f| < C-|f| sind alle |4,],...,]1,|<C. Auch p(R') wird durch I
reduziert, und sein in M liegender Teil hat die Eigenwerte p(4,),...,» (4,)
— also lauter Zahlen > 0, d. h. er ist definit. Also: Wenn f in It liegt
so ist

(fp@®)f)=0.

Sei nun f beliebig, wir wahlen 9t als die von f, Rf,..., R"f auf-
gespannte (abg.)lin. M., dannist f in M, R'f=Rf,..., R""f=R"f, also
p(R")f=p(R)f. Also (f, p(R)f) = 0; und da f ganz beliebig war, ist p (R)
definit.

Satz 2% Wenn fir — 0Lz <0 |p(z)|Le ist, soist o (RYf| <e-|f].

Beweis. Satz1 ist auf ¢ & p (z) anwendbar, also (£, {e- 1+ p(R)}f) >0,
((f, 2 (R)f)| < e-|f]*. Nach Satz 12 (Gleichwertigkeit von y) und «)!) be-
deutet, das |p (R)f| < &°|)

Satz 3%, Wenn P(z) ein sm Intervalle —C < x < C stetige Funktion
st, und p,(z), p,(z),... eine dort gleichmipig gegen P(z) strebende
Polynomfolge, so hat p,(R)f einen Limes f*, der nur von R, fund P(z)
abhdngt. :

Beweis. Klar nach Satz 2% —

Durch P(R)f=f" definieren wir also einen iiberall sinnvollen Ope-
rator, der lin. H.O. ist, weil es die p (R) sind, und beschrinkt nach
Satz 48 (@) und (y), oder auch weil es die », (z) gleichmiBig sind (also
auch die p, (R), Satz 2*).

Satz 4% Die P(R) sind ebenso zu addieren, subtrahieren, multipli-
zieren wie die P(x), Satz 1% 2* gilt fiir sie auch; wenn P(z) ein Poly-
nom ist, stimmt die alte und neue Definition uberein.

Beweis. Die letate Behauptung folgt daraus, daB Py (®)=p,(x)=...
= P(z) gesetzt werden kann; die iibrigen gelten fiir die p(z), also aus
Stetigkeitsgriinden auch fiir P(z).

3. Nun biegen wir vom F. Rieszschen Wege ab.

Satz 5%, Sei My die Menge aller f mst Rf—0, Np die Menge aller
Rf und shrer Haufungspunkte. Dann ist My — O — Nz.

Beweis. Die Rf bilden eine lin. M., es geniigt zu zeigen, daB My
aus allen zu dieser lin. M. orth. g besteht. Nun bedeutet das orth, stehen
aut diese, (g9, Rf) =0 fiiralle f, d. h. (Rg, f) =0 — also Rg — 0. Damit
sind wir fertig.

Satz 6% Wenn R, 8 definit sind, so ist Mzr+s Terl von Mz, und Nz
Tesl von Re+s- o

Mathematische Annalen. 102. 8
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Beweis. Aus (B+8)g=0 folgt 0 <(9,Rg) < (g, (R+ 8)g)=0,
(9, Rg)=0. Nun gilt fiir definite R

(1, Rg)I* <(f, Rf)(9, Ryg)
(man beweist dies ebenso, wie die entsprechende Gleichung fir B = 1 bei
Satz 1), also hat (g, Rg) =0 die Folge (f, Rg) =0 (fiir alle f!), Rg=0.
Die obige Relation bedeutet daher: Mz, s Teil von M. Nach Satz 5* ist
also Ny Teil von RNy, s.
Wir definieren:

f.(z)=Max(z—a,0), M(R,a)=Wrw, N(RB,a)=Rpm-
Satz 7*. In M(R, a) bew. N(R, a) gilt durchwey
(B Lalf* baw. Za-|f|"

Beweis. Sei g,(z)=Max(—(x —a),0), da f,(2)g,(z) =0, £, (z)
+ g, (z) =z — a ist, haben wir fir 8'={, (R), 8" =g¢,(R) nach Satz 4*
8'8"=8"8"=0, 8~ 8"=R—a-1. Da stets f,(z)>0, g,(z)>0
ist, sind 8’,8” auch definit. In M(R,a)=My ist 8'f=0, also
Rf=af—8"f, (. Rf)=0a-|f’—(8"f)<a-|f]>. In R(R,a) =N
befinden wir uns (nach Satz 5* und 8”8’ =0) in Ms~, also ist §”f=0,
wd Bf=af+8'f, (L Rf)=a-|f’+ (£, 8Nz a|7]"

Satz 8% Wenn a < b ist, so ist M(R,a) Teil von M(R, ) und
N(R,b) Tesl von N (R, a), ferner ist fiira < — C bzw. > C M(R,a)=(0)
bew. =9 und N(R,a) =9 bzw. = (0).

Beweis. Die erste Behauptung folgt, da £, (z) >0, f,(z) —f,(z)=>0
ist, also £,(R),f,(R) — f,(R) definit, aus Satz 6* Die zweite beweisen
wir so: Gehorte ein f=40 fir a < — C bzw. > C zu M(R, a) bzw.
N (R, a), so wire

(HRHZa-|fI°<—C-[f° bzw. Za-|f]*>C-[f]%,
entgegen der Definition von C (Satz 12(y)), also ist MM (R,a) bzw.
N(R,a)=(0). Also NR(R, a) bzw. M(R,a)=9H — (0) = 9.

Satz 9% Es gilt ganz allgemein

Bf.9)=[ad(Pumafg)
(wobei das Integral tiber irgend zwei Grenzen < — C, > C zu erstrecken ist).

Beweis. Fiir f=g folgt es: aus Satz 7% 8*¢%). Durch Einsetzen von

%) R ist mit f,(R) vertauschbar (Satz 4*), wird also durch M (R, a) reduziert
(8us fo (B f =0 folgt fo (R)-Bf = R-fo(B) f =0, und Satz 20), d. h. es ist mit Py p,
vertauschbar.

Nun sei 2,<z,<...<2,, 2,<—C, z,>C, dann ist
(Fortsetzung der FuBinote ¢7) auf nichster Seite.)
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%ﬁ, f_;g_ und Subtrahieren entsteht die Gleichung allgemein fiir die

Realteile; durch Ersetzen von f, g durch ¢ f, g auch fiir die Imaginérteile. —

Satz 9* ist im wesentlichen das Hilbertsche Resultat fiir beschrinkte
H.O. Wir gehen weiter und betrachten zwei H.O. R, S unserer Klasse.

Satz 10*. Wenn R, S vertauschbar sind, so sind es auch Pyg, s,

Pys,n-

Beweis. R, 8 sind vertauschbar, also auch alle P(R), @(S) (Poly-
nome offenbar, andere Funktionen aus Stetigkeitsgriinden) — also ins-
besondere f,(R), f,(S). Daher reduziert M (R, a) £, (S) (vgl die Uber-
legung in Anm.%%)), und N(R,a)=1—M(R, a) ebenfalls. Darum muf
M (S, b) so gebildet werden, daB man die f mit £,(8)f=0 zuerst in
M (R, a) und dann in N (R, @) bildet, und dann beide abg. lin. M. addiert.
Hieraus schlieBt man miihelos die Vertauschbarkeit von Py (g 4 und Pag(g,s).

4. Jetzt wenden wir uns den sog. normalen Operatoren A unserer
Klasse zu, die durch AA* = A*A charakterisiert sind. Die H.O.
R=—(A+A*) Sm——(A A*) sind dann vertauschbar, und es ist
A=R+18, A*-R—zS Wir bilden nun die P.O.

E(4,a,b) = Pr@r,0 Prisn-
Es gilt der Satz:

Satz 11%.%%) A4 und die E(4, a, b) erfillen die folgenden Bedin-

gungen :

P »
B, )= 2B Py g2, = Prr(riay ) 1) = Z8 Py 2 sy I 1)

P »
= AE Py g0y Rz 1)) = Z BPr (R 22 (Ray ) [ PR 2 R Ry 0 T)-
a(?as letztere, weil R mit Py 2,20 — P (R, 2, = Por(z, 2a)-R(R, z,,) Yertauschbar ist*,
%0 Pk 2)-R (B2 BP0 (2,203 B2y ) = B P (By20)- 30 (B, 2.,y B18) Nach Satz 7

ist also der einzelne Addend in 2,’:‘

P=1

{<a:,, | P g, 2032 2, 2y F 15
Z %1 | Prp oy Rozyn 1

PR,z 080 T 1° = | P p a2 2y T 1* = 1Py 12— | Py 17
Nach Definition des Stieltjesschen Integrals bedeutet aber

P
=2% (Pr@a) /' 1Pr@ayf1°)

= sz-x (| Psm(zz,z,.)fis [ P, Zv—x)f} )
das aus unseren Relatnonen folgt, die behauptete Gleichung

Rf,N=Jad|Pyg o f1*=Ffad@Prpel f)-
) Vgl. hierzu Einleitung IX und Anm. ),

(Bf. 1)

8*
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¢) E(4,a,b), E(A,a’,b") sind vertauschbar und ihr Prodult ist
E(4, Min (a, a’), Min (b, b")).

B) Fiir geniigend kleines a oder b ist E(A,a,b) =0. Fir gentigend
groPes a oder b ist es von a bzw. b unabhdngig. Fir geniigend grofes
a und b ist es =1,

Und es gelten die Gleichungen:

(Af,9)=[f(a+ib)d(EA,a,b)f.9),
A%, 9)=[[(a—ib)d(E(4,a,b)f,g).
(Die [[ sind diber ein hinreichend grofes Rechteck zu erstrecken.)

Beweis. Vergegenwirtigt man sich die aus Satz 9% 10* folgenden
Gleichungen

Rf,g)=[[ad(EA, a,b)f.9), (8f.9)=[[bd(E4, a,b)fg)
so folgt alles unmittelbar aus Satz 8 * 9% 10* und der Definition der
E(4,a,b). —

Die unitiren Operatoren U sind wegen UU* = U* U =1 auch normal,
Satz 11* gilt also fiir sie auch. Ihre E(U, a, b) haben aber noch weiter-
gehende Eigenschaften und diese wollen wir jetzt herleiten.

Zunichst gilt allgemein:

(A1, E(4,a,b)g) = [ (o' +ib)A(E(4, ', b} f, E(4, a,b) g)
=[f(a'+i8)d(E(A4,a,b) EA4,d, ), 9)
= [ (@’+ib') d(B(4, Min (a, @), Min (b, b)) , 9)

ab
= [[(a’+ib')d(E(4,d,b)],9).
(47, Ag)=[[ (a —ib)d (Af, E(4,a,b) g)

=[f(a— z‘b)d{ f fb (a'+ib")d (B 4,a’,}") f,g)} = (vgl. Anm. %)
=[[(a—3ib)(a+ib)d(EA4,a,b)fg)
=[f(@®+8")d(BA4,a,b)f,9).
(h9)=JSd(EA, a,b)19).
Fiir unitire 4 ist also wegen (f, g) = (4f, 4g)
Jfa—a*—b*d(B4,a,b)f,g)=0.

Und wenn wir f=g setzen: [[(1—a®—b*)d|E(4,a,b)f|*=0.
5. Wenn % irgendein Rechteck &' < x < a”, b’ <y < b" ist (Ecken:
a,b;a",b’;a’,b";a”,b"), so definieren wir einen P.O.
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E(A,R) = E(4, a”, b") —E(4,d", b') — E(4, a’, b") -+ E(A4, a, b')
= Pnz,a)* (1 — Pmz,a)  Pms,py- (1 — Pams,em)
= Px (R, a" R (B,6") R(S,5) R (5,0 -

Mioge nun R keinen einzigen Punkt mit dem Einheitskreis gememsam haben,
dann ist in R stets 1 — a® — b* > ¢ oderstets < —&(e>0), und wir haben fiir
jedes fmit E(4, R)f=f (d.h. aus M (R, a") N (R, a”) M (S, b") N (S, b")

|[f(1—a*—5%)d|B(4,a,b)f"]
=[J(1—a*~")d|E(4,a,0)1" 2 c| [J a1 B(4,0,0)

zﬁ,ffdiE(A,a,b>f]3 =8'}fj2. ”)

Also muB f=0 sein, dh. es ist (4, R)=0. — Wenn R, S zwei
punktfremde Rechtecke ‘sind (die Rénder diirfen sich treffen), so ist
EA4,R)-E(4,8)=07°). Wenn die beiden Rechtecke R, S zusammen
genau ein Rechteck T ausmachen, so ist (4, R) + E(4, &) =E(4, %) ™).
Durch wiederholte Anwendung dieser Tatsachen folgert man nun:
wenn 1l eine Summe von endlich vielen Rechtecken ist, so ist erstens

E(A,0)=EA4,R)+...+EA4,R)

(R,, ..., R, seien die genannten Rechtecke) ein P.O.; zweitens ist er fiir alle
Zerlegungen R, ..., R, von I derselbe; drittens ist, wenn U, B zwei solche
Mengen sind und hochstens Randpunkte gemein haben, £ ( 4, 11)- £ (4,8B) =0,
EA, 0] B)=E(4,1)+ E(4, B). AuBerdem muB, wenn 11 den Einheits-
kreis nicht trifit, (4, 1) =0 sein (weil alle E (4, R EA4,R)=0
sind); hieraus folgert man miihelos weiter: wenn U, 8 dieselben Punkte
mit dem Einheitskreis gemein haben (und keine Randecke auf ihm), so
st E(4,1)=E(4, B).

Jetzt sind wir in der Lage, das Stieltjessche Integral [ sozusagen
auf Polarkoordinaten zu transformieren. :

*|

®) Da fin 9 (R, a’) und N (R, a”) liegt, ist fir a < a’ oder = a” Pm(r, ) f =0
bzw. =f, also E(4, a, b)f von a unabhingig; ebenso ist es fir b< b’ oder = b”
von b unabhingig. Daher diirfen wir ff und [f identifizieren.
£

") Seien R, © etwa dZc<a" b'<y<b” und <z, d'éyéd”;

es muB a”< ¢’ oder ¢” < a’ oder b” < d’ oder d”<< b’ sein. Fiir a” < ¢’ ist M (R, a”)

Teil von M (R, c’), also R (R, a”) orth. zu ihm — daher ist Py 5 o Py pen =0

;";;il erst recht E(4, R)-E(A4, ) =0. Ebepso schlieBt man in den drei anderen
en,

?) Es muB a”=c' oder ¢”=a' und gleichzeitig b’'=d’, d”=b" sein, oder

b”=d’ oder " =1 und gleichzeitig a’ = ¢’, a” = ¢”’; man verifiziere an der Definition
der E(4, ®). ‘ .
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6. Es sei 0 <p<0<L1, dann gibt es sicher Rechteck-Mengen U,
die mit dem Einheitskreise genau den Bogen 279,276 gemein haben
(und fiir die keine Randecke auf dem Einheitskreise liegt), und fiir alle diese
ist (nach dem oben Gesagten) E(4, 1) derselbe P.0. — er heile F (g, o).
Es ist (fir 0 <p<o<©L1) offenbar F(p,0)+ F(o,7)= F(p,7),
also, wenn wir F(p)= F(0, ) setzen, F(o,0)= F(o) — F(p). Weiter
muB, weil offenbar F(0,1)=1 ist, F(1)=1 sein. Die F(p) sind P.O,
da fiir o <06 F(o)— F(p) auch P.0.ist, ist F(p) Teil von F(o). F(0)
ist zundchst undefiniert, es sei = 0.

Man teile das Integrationsgebiet der Formel

(Ar, )= (a+ib)d| B4, a, b)ff*
(ein groBes Rechteck!) in Rechtecke R, , ..., R, mit den folgenden Eigenschaften
ein: Jedes derselben hat einen Durchmesser < ¢ (¢ > 0), keines eine Randecke
auf dem Einheitskreise; und zwar seien sie so angeordnet, daf mit dem
Einheitskreise &R,, ..., R, (A < k) Punkte gemein haben, und zwar bzw. die
Bogen 2m9,, 270,; .., 270, _4, 2me, (0 =0,< 0, <...<0,_,<@,=1).
Aus jedem %R,,..., R, wihlen wir je einen Punkt &, ..., & aus, dann ist
. 1 k . \ o
Af.f)=Jf(a+1ib)dIE4, a, b)f§‘=§‘9f;f(a+zb)d]E(A,a, b)fi®
beliebig wenig “*) von

3 ” 3 k
SE[fAEA, a,b) =& [[dEA, a b)) = 35, (BAR) L)

r=1 R. y=1 Ry

k k o
= é;gv‘iF(Qv—l’ 97)f|2=§;5y.(! F(Qv>f[-— IF(Qv—l)fie)

verschieden. Wir kénnen natiirlich &, — e27ies, o < o/ < o, (¥=1,...,h)
wihlen, dann ist unser Ausdruck

h ’
262’”:‘0”(‘ F(Qv) f'g— QF(Q,._:I) f!g)
y=1

Dabei sind die g,, 0, -+, 05_4, 0, voneinander < & entfernt.
Hieraus folgt aber

= fomseal B 1% )

0 Da [ d: E(4,a,b)f!® fir alle Rechtecke & = 0 ist (nimlich = | E (4, &) f |*),
)

hochstens ¢ [ [ | E(4, a, b)f{*=2-f|%
. ") Das Integral rechts konvergiert, .z. B. weil wir gy, 01, ---, 04—y, 02 VOI-
sohreiben und die Einteilung ®,, ..., Rx daran anpassen kénnen. .



Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. 119

Satz 12%  Zu einem wunstiren Operator U ¢ibi es eine Schar von
P.0. E(2) (0 L1L1) mit den folgenden Eigenschaften:
) Wenn 2 < ist, so ist E(4) Teil von E(u); E(0) =0, E(1)=1.
B) Wenn =1y, A— 1y, so gilt fir jedes f E(A)f— E(,)f.
Dabei gilt fiir alle f, g

1
(Uf, 9) =bfe2”“d(E(l) f, 9).

Beweis. Betrachten wir die vorhin konstruierten F(1). Sie haben die
Eigenschaft «), aber ) eventuell nicht. Sei 0 <1, <1 und 1, > 4,>...> 4,
4,— 4, dann bilden die F(4,), F(4,), ... eine abnehmende Folge von P. O,
nach Satz 19 gibt es also einen P.O. E, so dafl stets E(4,)f— Ef ist;
E hingt nur von 1, ab, denn zu zwei Folgen i, 4,,... muf} dasselbe &
gehoren, weil geeignete Teilfolgen von ihnen zu einer ebensolchen Folge
zusammengefaflt werden konnen — fiir die im obigen Sinne die Konvergenz
auch stattfinden muB. Dieses E heile E(4,).

Da F(i,) Teil aller F(4,), F(2,), ... ist, ist es auch Teil von E(4,);
wenn 4, < p, ist, so konnen wir 1, = p, wahlen, so daB E(4,) Teil von
F(p) =TF(1,) ist (weill es alle F(1,), F(2,),... sind). Also: F(i) Teil
von K (1), fir A< pu E(1) Teil von F(u), daher fiir 1 < pu E (1) Teil
von E(u).

Sei nun 1> 4, A—4,. E(i)— E(4,) ist Teil von F(1) — E(4,),
also |E(A)f— E(4,)f| <|F(A)f— E(4,)f], und da letzteres (nach De-
finition von E(1,)) gegen O strebt, muB E(1)f— E(4,)f. Die E(4) er-
filllen also §) und auch «) bis auf E(0)=0, E(1)=1. Wir erzwingen
dies durch Definition — dann geht ) fir =0 eventuell verioren —
das alte E(0) heiBe E.

Fir F(2) hatten wir die Relation

Of. f) = Of eriid| F() 1]

Da [F(2)f]°, | E(1)f|° monoton sind (in 1) und fir 1< p |FP(2)f]®
SIBEQ) P |F(u)f|® gilt, iiberlegt man sich leicht, daB sie auch fir
E () besteht. Dies ist aber die SchluBrelation des Satzes fiir f—g. Wenn

f+ —-g . :
man *21 und ng emsetzt und subtrahiert, so erhalt man ihren Realteil

Kfiir b:;h'ebige 1,9, ersetzt man f, g durch if, g, dann entsteht der Imagi-
narteil. -

. Es bleibt noch die Verletzung §) fiir 1 — 0 zu beheben, dies gelingt,
mmdem man fiir 0 < 1 <1 E(2) durch E(1) — E ersetzt — dann bleibt
alles andere beim alten und dieser Punkt kommt in Ordnung,
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7. Der Satz 12* war die Hauptschwierigkeit, nun folgen einige leichte
Eindeutigkeitssitze.

Satz 13* Wenn die P.0. E(4) den Bedingungen c), f) von Satz 12*
entsprechend gewdhlt werden, so gibt es genau einen wunitdiren Operator U,
der zu ihnen im Verhdlinis von Satz 12% steht.

Beweis. DaB es hochstens ein solches U gibt, ist klar: Satz 12*
legt alle (Uf, g), also alle Uf fest. Bleibt die Existenz zu beweisen.

Durch dieselben Uberlegungen, wie sie beim Beweise von Satz 36 an-
gestellt wurden, gelingt (wegen |e?7i*| =1) die Abschitzung

?of "“dE(l)f,g);<lngl~
Nennen wir das Integral links L (g) (f fest, g variabel), so ist

L (a’lgl + _‘_ a gn) = al (gl) + + anL(gn)’
L) < |fllg]=C"]g],

der F. Rieszsche Satz ist anwendbar (vgl. Anm. %%)): Es gibt genau ein f*
mit L(g) = (f* g). Wir definieren U durch Uf= f*, es ist offenbar ein
iiberall sinnvoller lin. O. — wir miissen nur noch die Unitaritit von U
beweisen.

Zunichst ist |(Uf, ¢)| <|f|lg|, also U beschrinkt; wir bilden U
und haben:

1 1
Uf, g)= of e iid (B f,g), (U*fg9)= of et g(B (1) f, g)

(die erste Gleichung ist Definition, die zweite entsteht durch Vertauschen
von f, g und Nehmen der komplex-Konjugierten). Genau wie am Ende
von § 4 berechnet man auf Grund dieser Formeln (Uf, Ug)={(f,9),
(U*1,U*9)=(f,9). Daraus folgt (U*Uf,g)=(UU"f,9)=(f,¢g) fir
alle f, g, also U*U=UU*=1 — also die Unitaritét.

Satz 14%. Zu einem gegebemen unitdren Operator U kann nur eine
Schar E (1) wvon P.O. im Verhdlinisse des Satzes 12* stehen.

Beweis. Die Formel
1
U1, 9) = Of exn it d(E (1) f, g)

ist fir =0 trivial, fiir n—=1 Definition, fiir n = —1 Folge von
~1—U*. Wenn sie fiir m, n bewiesen ist, so gilt sie auch fir m — n:
denn mit der Methode vom Schlusse von § 4 ergibt sich

1
(Umf’ Ung) 261‘ e2m—n)=il d(E' D f, g),
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und es ist
(™1, U"g) = (@Y U™, 9) = 0" U™, )= (U "U"F, ) = (""", ).
Daher gilt sie fiir alle =0, +1, +2,....

Wenn F(4) eine zweite Schar von P.O. mit denselben Eigenschaften
ist, so gilt die obige Gleichung auch mit F(4) an Stelle von B (4). Also gilt

1
0f p(DA(ED T, 9) — (FDF, g)) =0

zunéichst fiir alle p (i) = e2»7%*, und dann auch fiir ihre Linearaggregate,
die trigonometrischen Polynome. Aus Stetigkeitsgriinden gilt es aber auch
fiir alle stetigen Funktionen p (1) mit p (0) = p (1). Wegen der Bedingung 8)
in Satz 12% gilt sie sogar noch fiir solche p (1), die endlich viele Spriinge
aufweisen — vorausgesetzt, daf die Unstetigkeit stets rechts von der
Sprungstelle liegt. Wir setzen nun
1, fir 0<1L 4,
p(1)= 10, sonst s
(0L 4,< 1), dann haben wir

Ao
0fd((E DL —FDL9))=(EGF9)— (FA)f 9)=0;

da dies fiir alle 7, g gilt, ist somit E(4,) = F(4,). (Dabei muB 4, +1
sein, fiir 4y=1 ist es aber wegen «) in Satz 12* der Fall)

8. Wir haben durch Satz 12% 13% 14* gezeigt: die von Satz 12*
gegebene Zuordnung eines unitiren Operators U zu einer Schar von P.O.
E(4) mit den dortigen Eigenschaften a), f) ist ein-eindeutig, und alle T
und alle £ (1) werden dadurch erschopft. Zur Z.d.E. fehlt diesen E(2)
noch die Eigenschaft E(1)f— 1 fiir 1< 1,i— 1 (vgl Def. 17), wir haben
daher alles in Kap. IX Angekiindigte bewiesen, wenn wir noch zeigen, dafl

gerade diese Eigenschaft damit gleichbedeutend ist, daB ¢ — U nur fiir
¢ = 0 stattfindet.

Sei zuerst ¢ = Ug, ¢ + 0. Dann ist
1
R(p. 0)— U, 9)) =R [(1 - e2=1)d(BW) 9, 9)
N (1]
1
= [2sin®z2d|E () p|*.
V]

Dies mu8 verschwinden, und ist

1—¢ 1-¢
= [25in*n1d|B(1) p|* 2 25in® ne [ d| B (1) o |?
=2sm*ne(|E(1— ¢) o|*—|E @ 2%
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(fiir alle e >0). Fiir e <} ist die rechte Seite gewil >0, also =0:

|E(1—¢)p| =|E(e)p|.
Da die rechte Seite mit ¢— 0 gegen O strebt, gilt dasselbe von der linken:
El—¢)p—0+¢.
Sei umgekehrt fiir i <1, 1— 1 nicht E(1) f— f. Nach Satz 19 existiert
ein P.O. E, so daB fiir alle ¢ E(1)g—Eg, es ist also Ef+f Fir
= f— Ef haben wir daher: /40, E(1)f'— Ef'=0. Nun ist |[E(2)f’]
nie negativ, mit 1 monoton nicht fallend — da es fiir 1— 1 gegen 0 strebt,
mul} es stets = 0 sein. Also ist £ (1)f =0 fiir alle 1 <1, und natiirlich
E(1)f’=f'. Hieraus folgt

1
Ufr',9) = Of e i (B [, 9) = (', 9),

dies gilt fiir alle ¢, also ist Uf’ = f".

Damit ist alles bewiesen.

Anhang III. Operatoren und Matrizen.

1. Es ist wohl erwiinscht, unsere Resultate iiber H.O. in die iibliche
Terminologie der Matrizen zu iibersetzen. Es wird sich zeigen, daf im
Unbeschréinkten die der Operatoren .bedeutend praktischer ist. (Im Be-
schrankten kommt beides, nach Hilberts Resultaten, aufs selbe heraus.)
Im iibrigen werden wir erkennen, daf die abg. lin. H. O. und die Hermiteschen
Matrizen mit lauter endlichen (aber nicht notwendig beschrinkten!) Zeilen-
Absolutwertquadratsummen — die sogenannten ,quadrierbaren Matrizen® —
einander zugeordnet werden konnen.

Die genauere Theorie dieser Matrizen soll in der in Anm.*?) an-
gekiindigten Arbeit ausgefithrt werden, hier soll nur soviel gegeben werden,
als zur Orientierung ndtig ist, und was wir fiir die Zwecke von Anhang IV
brauchen.

Eine Matrix 4 ={a,,} (#,7=1,2,...) heife Hermitesch quadrier-

bar (kurz: H. quadr.), wenn a,, = @, gilt, und alle f’[a#y[“’ (v=1,2,...)
r=1

endlich sind’*). Wenn ¢, , ¢,, ... ein vollst. norm. orth. System ist, so bilden
wir einen Operator R, der fiir die ¢, (und nur diese) Sinn hat, und zwar

Ry, = Zaﬂytp, (die Reihe konverglert) Die von den ¢,, ¢,,... auf-
gespannte abg. lin. M. ist §, und es ist
((p,u’ R ‘p‘r) = av,u = a’;«r = (R q)p’ (}0,‘),

") Dann sind auch alle Z'a#ea,e absolut konvergent, d. h. die Matrix 4°
kann gebildet werden.



Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. 123

d. h. R ist ein H.O. Wir nennen R den elementaren H. 0. von 4,{p,,9,,...};
und R, R den lm. bzw. abg lin. H.O. von 4, {@,, @,,...}. — Rf hat

offenbar fiir die 29; @, Sinn (und nur fiir diese), und es ist
Ef=3a,(Sa,,9,)=5] Jo.2]0.

pu=1
E ist nicht so leicht direkt zu charakterisieren, wohl aber seine Er-
weiterungselemente. Damit f eines sei, und zwar das f* ihm zugeordnet, mufl

(%0 = (h Rp) = 2 9.) (00 Bo) = S, (1 0,)  (#=12,..)
sein (R und R haben ja dieselben Erweiterungselemente). Wir schreiben
o=z, (=12 [=3Zzg,
dann existiert ein f* mit (f ®,) = 2 By Ty oﬁenbar dann und nur

dann, wenn 2 ‘ Za endlich 1st und zwar ist es dann gleich

uv ,ul
Z(%’a#ny%. Wir haben also: f=”§ix“¢”<#§1[x#§? endlich) ist

v=1 ‘u=1

dann und nur dann Erweiterungselement, wenn fiir die
—_ 2 a’w x’l 75)
pu=1
2153/#{2 endlich ist, und zwar ist dann f*=§y#<p#. (Wenn sogar Rf
u= u=1

Sinn hat, ist es erst recht dieses.)

Weiter ist
™ N=202=3(30.5)7=3(Se.22),
(f, *) =ﬂ§xﬂﬁﬂ=§lz (Za,,,x,) ‘é’l(yg v T v>

Die 0-Klasse ist also durch die Vertauschbarkeit von Y, 2 gekennzeichnet!

u=1 y=1

2. Wir zeigen nun, daB zu jedem abg. lin. H.O. R eine H. quadr.
Matrix 4={a,,} und ein vollst. norm. orth. System ¢,, @,, ... existiert,
so da R der a.bg lin. H.O. von 4, {9,, ¢,,...} ist. Es geniigt ¢,, @,, ...
anzugeben, A4 ist ja durch a,=RBe,9,) festgelegt, und wenn die
Rtpl, R%,... alle Sinn haben, ist 4 H.quadr.: o, =a,, ist klar, und

,=21’ b —Z'I(R?J,‘,q),)l2 |Ro,|” ist endlich.

) E Ia,n»i Z‘ll z,|® sind endlich, also konvergieren die 5 Gy %, jedenfalls
absolut! ) . g . il
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Sei S der elementare Operator von 4, {g,, ,,...}, dann ist
Se, =§aﬂy¢,=§(R¢,‘, ?,) ¢, =Ro,;

d.h. 8 ist das auf die ¢,, ¢,, ... eingeschrinkte R. Das, was wir durch
geeignete Wahl der ¢,, ¢,, ... erreichen sollen, ist also § =R, d.h.: Da8
zu jedem f mit sinnvollem B f eine Folge von Linearaggregaten je endlich-
vieler ¢,, ¢,, ... existiere, f,, f,,..., so daB fo—1f, Bf,— R (natiirlich
miissen alle R, sinnvoll sein). Dies ist erreicht, wenn wir eine Folge
915 925 ... mit lauter sinnvollen Rg,, Rg,, ... haben, derart, da8 zu jedem
f mit sinnvollem R/ eine Teilfolge g5, 9N, ... Wit gy —f, Rgy, - Rf
existiert (diese ist dann von selbst iiberall dicht): Dann geniigt es, [ %% S
nach Satz 8 zu ¢,, @,,... zu ,orthogonalisieren®.

Eine solche Folge g,,g,, ... finden wir so: Sei %,, hy, ... iiberall dicht,
aber sonst beliebig. Zu jedem Zahlentripel m,n, &k (=1, 2, ...) zu dem

es ein f mit sinnvollem R f und |4, — f| < %, ih,— Rf] _g% gibt, ordnen

wir ein solches f zu: f, . Diese fin.n,x leisten (als Folge geschrieben)
alles Gewiinschte. Denn sei f, Rf und & > 0 gegeben. Wir wihlen ein %

mit 2 < ¢ und A, und A, mit by —fI< 3> 1hy—Bf|< 5. Dann ist
fonn, g€W1B definiert, und ]km-—fm,n,k]<%, ‘kﬂ—Rfm,n,klsl also

= =k’
|f— fonil Z 6 [Rf—«Rfm’”,,‘} < &. Da ¢ >0 beliebig ist, sind wir am
Ziele.

3. Zu gegebenem R kann es auch mehrere 4, {91, @y, ...} geben,
deren abg. lin. H.O. dieses R ist. Seien etwa A ={a,,},{®1 s, ...} und
B={b,,},{%s ¥s,-..} derart. (Sowohl 4 wie B sollen H. quadr. sein!)
Die beiden vollst. norm. orth. Systeme ¢, ¢,, ..., Y15 Yas ... bestimmen
eine unitére unendliche Matrix {u,,} mitu,, = (9o v,). In der Tat ist:

© ® 1, fir p=yv,
Qé;uyguve heéz((p'“’ WQ) (WQ’ q’y) - (‘pu’ (pr) - {0’ fiir u + »,
(U © < 1, fir p=v»
géiue,uuev =8§1 (w” QJQ) ((pg’ wu) = (t/’v’ wp) = {0, ﬁir P + y.
Und weiter:
(Us) (p,u =£<¢y’ ’Py)"l’y = g’;uﬂ”.w"’ '/’,, =y§’1(‘wy’ q’r)“(pv = g,;ﬁ;; : <pv'
Auch fiir @, b,, gelten die gewohnten Transformationsformeln:

a,,= (9, Ry,) =94=‘41 (Pw ¥) (¥p R,) =9§1 @ ¥) By, 9,)

:eg(%, ,) [02“; (B vy v,) (was %)] -3 (

® —
2 AR bea u‘ueu,q) .
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Wenn wir u,» (und g, o) vertauschen und die komplex- Kon]uglerten

nehmen, so wird (wegen a,,=a,,, b, -—bae)
(US) egl (aglbgauugura> 2 <eglbgc upe“‘ra)

Ebenso erhalten wir die Umkehrungen:
(V) b= 3 ( 3000 oner) = 3, ( S0 Touer).

Bis hierher gilt also die gewdhnliche unitire Transformationstheorie
der Hermiteschen Matrizen, aber nicht weiter! Denn wenn wir eine H. quadr.
Matrix 4 = {a,,} und ein vollst. norm. orth. System ¢,, ¢,,... haben,
und irgendeine unitire Transformationsmatrix {u,} (nach (U,)) darauf
anzuwenden versuchen (nach (U,), (U,), (U)), so braucht zunichst nichts
zu konvergieren. Aber auch wenn die in (U,), (U,) angegebenen Konver-
genzen alle stattfinden, so kann sich der abg. lin. H.O. von 4, {¢,, ¢,,...}
bei der Transformation idndern. Wir gehen auf diese Verhiltnisse hier
nicht ndher ein, da sie an anderem Orte (vgl. Anm. 2?)) genau diskutiert
werden sollen.

4. Es sei noch erwihnt, wie sich die abg. lin. M. €, § die zum abg.
lin. H. 0. R von 4, {®1; @y, ...} gehoren (R sei sein elementarer H.0.) be-
stimmen lassen (vgl. Satz 22). € bzw. § ist die Menge aller (R+1i1)f.
Aus der abg. von R und den in Satz 22 auseinandergesetzten Eigenschaften
von R+11 folgert man leicht, daB dies die Menge der Hiufungspunkte
von (R +71)f ist?). Dies aber ist die von den (R +¢1)f, d. h. von den
(B £4¢1)p,, aufgespannte lin. M.; also ist € bzw. die von den (R +il)p,

aufgespannte abg. lin. M., d. h. von den Za#,qo,+z<p#.

Anhang IV. Der Operator E.

1. B und seine Cayleysche Transformierte U wurden in Kap. X

(Satz 37) folgendermaBen definiert: Sei Pos P15 @ss - .. €in vollst. norm. orth.
System, dann ist

0(Sen) =S (Shal endich)
d.h. Rf hat Sinn fir alle f—g — T p== 1, o+ (7, —2,) ¢, - (2, — 2,)p, -
und dann ist R f=1¢ (p+ Up)=iz,p, + 2 (zy+2,) @, +z(x1+a:e) @,
Oder auch: R(g,:)y, ,> hat Sinn, wenn |y, [+ ]yo+?/1]3+!?/o+%+?/e} +e
) Denn wenn eine Folge (R £141)f konvergiert, so konvergiert auch

U (B +il) f=BTFilf, also fund Ef — und natiirtlich auch umgekehrt: Wenn
f, R f konvergieren, konvergiert (B 1-i1)f.
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konvergiert (es muB ja 2, = y,, 2, =¥, + ¥, ¥, = y, + Yy + ¥, ... sein),
und zwar ist es dann gleich iyo<po+(2iyoi—iyl)tpl—}-(%yo—}—%y, +2Y,) Pyt....
Wir haben hier eine Art Matrix von R gewonnen:

0, fir u>v»,
a,, =4 t, fir u=v»,

27, fir p<v,

Freilich ist sie es nicht im Sinne von Anhang III: Sie ist weder H. noch
quadr., was kein Wunder ist, da die R(p,‘, u=20,1,2, ..., alle sinnlos sind.
Unm eine richtige Matrix von B angeben zu kénnen, miissen wir vor
allem ein-vollst. norm. orth. System y,, v,, ... finden, fiir welches alle Evy,,
p#=1,2,..., Sinn haben.
Wir setzen:

_ | - _
O b= Pogirt T Proitt g T oo T P02y Pem+1).2%

(m,k=0,1,2,...).

- ¢(2m+1)'2k+1 T T (p(m+1).2k+1_1
-— @®

Nach unserem Kriterium ist R( Sz, <p,> gewil sinnvoll, wenn nur end-
=0

lich viele 2,40 sind und 32, =0 ist — dies ist aber hier der Fall,

v=1
(0,3 @, ;) =0 gilt sicher, wenn o, ,, w, , kein gemeinsames g, -Glied
haben, und auch wenn alle @, des einen im anderen vorkommen, und zwar
alle mit dem Koeffizienten 1, oder alle mit — 1. Dies ist aber immer
der Fall, auer fiir m =n,k =1, dagegen ist |w, ,|* offenbar —2***.
Die v, , = g ~3+Y ®,, ; bilden also ein norm. orth. System, und alle
Ry, . sind sinnvoll. Aber dieses System ist auch vollst., denn sei
f= j z, @, zu allen vy, ., d. h. zu allen @, , orth. Das bedeutet:
r=0 ’ ’
Zy-2¥01 T Tyok+l 1. ZTem+1)-25—1— ZEm+1).28— TEm+1).2k—1— ...

— Zgnyy2triog =0,

Also: zy—2,=0, 2,—2,=0, 2,—2,=0, z, —2,=0, ..., d h

o=y Ty =23, T, =105, Za=2,, ... Weiter: 2,42, — 2, — 2, =0,

Z, e — 2 —2,=0, ..., d. h. 22,=22,, 22,=2x,, ..., d. h. xy=z,=z,=z,,

Ty =Ty = Zg=2a,,... Weiter: 2,42, + 2, + &, — 2, — 2, — 2, — 2,— 0,

dh 4z,=4z,..., d h g,=2,=...=z,.... Somit git itberhaupt

Ty=12, =2, =..., und jlx,IQ kann nur endlich sein, wenn alle = 0
=0

sind: also f=0. Damit ist die Vollst. bewiesen.
2. Wenn wir nun die Matrix {buz/s;} durch

bmk/nl = (w’”:k’ Rwﬂ»l) =27 @D (wm,k’ Rwﬂ.l)
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definieren, so ist sie jedenfalls H. quadr. und ihr elementarer H.O., §, ist
des auf die y,, , eingeschrinkte B. Also ist R Forts. von S, und (weil
es abg. lin. ist) von §. Wenn § max. ist, so muB B =S sein, d.h. der

abg. lin. H. 0. von {b,./n:1}> {¥ms}- _
Wir beweisen dies, indem wir zeigen: das € von S ist =§, d. h.

(vgl §4 von AnhangIIT) die Ry, , + 2y,, ,, oder auch die Roo,, , + 7, .,
spannen die abg. lin. M.  auf. Oder: wenn f= f z,p, zu allen

r=0
Ro, ,+io, , orth ist, so ist f=0. Nach § 1 kénnen wir ja aus-
rechnen:
Rwmy=i@mottt +3i@patrig+ ...+ (25 = 1) i gomyayary
+ (2 = 1) i @emin ot + @5 — 3)igeminy s+ ..
+ 3% @Pum+1)-24+1 2+ € Pum).2¥+11,
me,k + L O = 20 P2t + 4 Qpakri .o 2k+1i¢(2m+1)-2*—1
+ (2k+1 — 2) Z.(p(gm.a.l).gk + (2k+1 - 4)i¢(2m+1)~27‘+1 + e
+ 2590(m+1)-2*+1—2-
Dal f zu diesen orth. ist, bedeutet
21:.’13,”.2“'1—*—42:xm.2k+1+1—}—...+2k+1i$(2m+1).22._1+--.+2ix(m+1).gk+l_2=0,
d.h
Zy=0, 2,=0, 2,=0,...; 2+ 22 4 2,=0, z,+ 22, +2,=0,...;
%o+ 22, 4 3w, + 42, + 32, + 22, +2,=0,...; ...,
Woraus z, =2z, =2, =...0, f=0 folgt. _

Es bleibt noch ibrig, die b, ,/,,—2" (0, ., Rw,,) 7 be-
rechnen, was ohne weiteres geht, da wir D, 3> 1—360,,,, mit den ¢, ausge-
driickt haben. Fiir m <4n, k=1 treten keine gemeinsamen ¢, auf, es
kommt also 0 heraus, fiir m —n, k=1 iiberzeugt man sich direkt von
dem selben. Fiir #>7 und n auBerhalb des Intervalles m-2%7% .,
(m+41)-2"? _1 fehlen wieder die gemeinsamen ¢ , also 0; Hegt » im
genannten Intervalle, so ist es = m-2* "'+ p oder = (m+1)-2¥"'—p—1
(e=0,1,.., 2% =2 __ 1), und dann berechnet man:

(2o+1)-27—1 (eF1)-2¥2 -1

2 —i(Re+1)— " = —i(2a+1)

g-2¥*1 Ro+1).2?
(o For, ) = =—14-2"(—2.2") =7.27"%1 pzw.

m, k> n,1l le+1).21—1 (2o+1)-27-1

e —i(2e+1)— e« —i(2a-1)

(2p+1)-2? E . , 9,2”1 ) .

=—17.2%2.2"= — .23+
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Fiir £ < I muB es (weil b,,,/,, Hermitesch ist) nach Vertauschen vom m, n
(und %,1) entsprechend 0, — ¢-2%***, 7.2%*** sein. Und den 0, + ¢-2%**?,
+4-2%*" entspricht bei b,,, , 0, £ 4.2 70 4 ;.9860F,

Wir filhren nun die Indizierung m, %k (=0,1,2,...) auf eine mit p
(=1,2,...) zuriick, durch p =(2m +1)‘2". Dann wird, wie man sich
leicht iiberlegt:

Satz 1**. Im oben beschriebenen vollst. norm. orth. System vy, s, ...
gibt es eine H. quadr. Matriz B ={b, }, so dap R der abg. lin. H.O.
von B, {y;, y,,...} tst. Die b, (p,q=1,2,...) sind so definiert:

Wir teilen die Zahlenreihe folgendermafen ein: Das Intervall
m-25F 41, ., (m 4-1)-2F st eine Zelle, m-2¥* 41, ..., (2m+1)-2*
und (2m +1)-2*+1,..., (m-1)-2** Ghre erste bew. zweite Halfte,
(2m+1)~2" thre Mitte, k thr Grad. Jede Zahl p=1,2,... ist dann
Mitte exner einzigen Zelle, ihrer Zelle.

Es ist:
wenn von den Zellen von p, q keine echter Teil der
b = 0 anderen ist.
e _ 4 ;.gieey wenn das der Fall ist, und k,l der Grad der

kleineren bzw. groferen Zelle ist.

Das Vorzeichen =+ bestimmt sich so:

sie liegt in der ersten Hilfte | sie liegt in der zweiten Halfte
p-s Zelle ist kleiner — -+
q-s Zelle ist kleiner + —

(Man beachte: B ist 7-mal eine schiefsymmetrische Matrix.)

Zelle

Ersre Halfte
_________________ Y e e e e e e e e e oy Mitte” Zweite Halfle
:r':-t'—r',:;:;.—,l]r:.—.-:. g Potien . s s S A1 [ o ,_..:'ili Grad 0 -
Bl as Vraar cauAEaa e T e N 0
7 2 3 ¢ 5 6 7 & 9 w M 12 13 W 155 I - - ---

p
3 ——-
3. Eine bessere Ubersicht gewinnen wir iiber K, wenn wir es in
Funktionenriumen realisieren. So sei 2 das Intervall 0,1, wir bilden
seinen Funktionenraum: die Menge aller (nach Lebesgue meBbaren) Funk-
1

tionen f(z) des Intervalls 0 <z <1, mit endlichem [jf(z)|?’dz —
0

nach Anhang I ist dies ein Hilbertscher Raum, isomorph . Er heiSe §*.
Die e?#7i% 5 —=0, +1, + 2, ... bilden bekanntlich ein vollst. norm.
orth. System in ©* Sei  die von den ez 5=0,1,2,... aufge
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spannte abg. in. M., & ist unendlichvieldimensional, also ebenfalls ein
Hilbertscher Raum (in diesem & wollen wir R realisieren).

Uf(z) =e?=i=f(x)

ist ein lingentreuer (ja unitdrer) Operator in H*, der & auf ein Teil von
sich selbst abbildet. Wenn wir @, (z)=e?"*"% (»=0,1,2,...) setzen
so sind die @, @,, @y, ... ein vollst. norm. orth. System in , und es ist
Up,=@,,; d.h in J stimmt U mit T iiberein, und R ist seine Cayley-
sche Transformierte. Also: REf(z) hat Sinn (f(z) aus J!) wenn
f(2) = () — Up (2) — (1 — %9 p (), () aus 3, ist, und zwar
ist es dann =i (@ (z) + Ug(2)) =4 (14 e27i%). Oder auch: Rf(z)
_f(=)

. & ol .
T beide zu J gehéren, und zwar ist es dann

hat Sinn, wenn f (x)
1+e2n$£6

=z————f(x) =— ctg mz-f(z).

1— iz

f(z) gehoére zu . DaB 4GNS gehort, bedeutet: sein Absolut-
g 3 Zu §

2::1, ¥

wertquadratintegral ist endhch, und es ist zu allen 7% 22 5 = —1 — 2 _,
1

orth. Hieraus folgt die Endlichkeit von [ectg®zz |f(z)|*dz (weil ja
0

Bf(x) =— ctgnz f(z) ist), und wir wollen zeigen, daB diese umgekehrt

zur Folge hat, daB f( ) zu I gehort (f(z) aus °!).

BT
2

t, 12
= cg’;f'Hi g ctg‘*'n:c—i—— auch

f(=)

1 _962211:-2

Zunichst ist wegen 1 ——
i1 any-z

il

—é

1 2
dz endlich, also alle [ dx (0 <o <1) absolut

0

gleichmaBig integrierbar. Also ist fiir 0 < o <1, p—»1

1
f ﬁ_ﬁf)__ etz o, f f(=)

—“nz z
b 1—peZ™ 2 ""“‘e dz.

Wir haben noch zu zeigen, da8 die rechte Seite fiir alle #n = — 1, — 2, .

verschwindet, es geniigt also dies fiir die linke (und alle 0 < o < 1!) zu
beweisen, Nun ist T—l——— = Z,‘ e”e*™z und die Reihe konvergiert
r=0

— ge?nrz

gleichméBig in 2 (o fest!), daher ist

N 1 1 N
20" ff(x) e~ niz o f f(z) ('2 o” e3rai-z ) e—2nwiz
r=0 [ =0

— “@__ —-2n:n'~zdx
51— 962:::#

(fir N»>oco). Dan=—1,2,..,»=0,1,2,...ak0 0~y —=~—1,— 2, ..

Mathematische Annalen. 102. 9
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ist und f(z) selbst zu § gehort, ist die linke Seite stets 0, also ver-
schwindet auch die rechte.

Nun kénnen wir beweisen:

Satz 2¥* % ses der soeben beschriebene Hilbertsche Fumktionen-
raum, 3= die von allen e2%7%% n >k baw. <k (n=0,+1,+2,.
ebenso k) aufgespannte abg. lin. M. — die SF sind unendlzchmeldzmen
sional, also wieder Hilbertsche Rdume.

R sei der folgende Opemtor in H*: wenn f(a:) — etgaz-f(z) zu H*
gehoren, (d. h. J[f(x)[ -dz, Jctgenx'[f(m)[ -dz endlich sz’nd), so ses
Rf(z) sinnvoll, und zwar = — ctgnz-f(z).

Wenn f(x) tn einem der JE lLiegt und Rf(xz) Sinn hat, so liegt
auch Rf(x) in diesem SF; so konnen wir R in jedem 3 zu esnem H. O.
dortselbst einschranken ™). In den 3,7 erhalten wir so R, in den §, — R.

Beweis. Fiir 5" = J haben wir dies bereits bew:i%en. Die unitére Ab-
bildung f(z) = 247 {(a) filhrs 9% B, S¢" in 9% B, 3 iber, die uni-
tére Abbildung f(2) = f(1 — x) 9% R, X" inH* — R, — also gelten
die Behauptungen fiir alle JzF.

Man zeigt iibrigens leicht, da dieses B in §* ein hypermax. H.O. ist.

4. Wir konnen jedem f(z)= Zm'ane‘-’”"""‘ (S’[a”[“’ end.]ich) von
n=0 n=0
o' %), die (Wegen S'|a,|® endlich, also a”——>0) im Einheitskreise ana-
7=0
lytische Funktion F(z) = S’a”z" zuordnen. Da

n=0
Sla,|*=limes ¥r"|q,|>=limes [ |F(z)]* %
n=0 r->1 5=0 r>1 |z|=r 2

ist, bilden die im Einheitskreise analytischen Funktionen F(z) mit be-
schréinktem f IF (z)[e% (r—1) einen Hilbertschen Raum. Wegen

—ctgnz—1 2::“ ist hierin B durch B F(z) =211 F(z) definiert
(falls dieses wieder zur genannten Klasse gehért). — Eine andere be-

?7) Aber dies ist noch keineswegs Reduzierbarkeit von R durch 3‘ki! Denn mit
Rf braucht ja nicht auch RP3 4 [ sinnvoll zu sein.
(3

©
) Die Reihe > a,e2""*% konvergiert (im Sinne der von uns stets verwen-
n=0

1 N L
deten Metrik) ,im Mittel“: [ |f(2)— > a. ee““"‘l dz— 0 (fir N — w); natiirlich
0 £8=0

nicht notwendig ,punktweise®.
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merkenswerte Realisation von B gewinnen wir, wenn wir die im Intervalle
0, co definierten Funktionen f(z) (mit endlichem [ |7 (=) ]“’da:) betrachten:

]

es entspricht dann dem Differentialoperator ¢ E% ... mit der Randbedingung

f(0)=0. Wir geben aber hierauf nicht niher ein ?).
Es bleibt noch iibrig, die bei Satz 40 beniitzten Eigenschaften von R
zu verifizieren. Erstens: R ist nicht iiberall sinnvoll und nimmt nicht

1
jeden Wert an. Wir realisieren es nach Satz 2** in §f, da [ctg?ndaz,
1 [
Jtg?nzdx beide —oco sind, ist B fiir f(z) =1 sinnlos, und nimmt
0

diesen Wert nie an. Zweitens: R ist weder nach oben noch nach unten
halbbeschrankt. Wir realisieren es nach Satz 1** und setzen f =y, -ipyy+1,
damn ist (f, Bf) = F2**Y und |f|*=2 — d. h (f, Bf) > C-|f|® baw.
< C-|f[® bei beliebigem C erreicht, wenn 2"~% > | (| gewihlt wird.

") Sie wird in der in Anm. %) genannten Arbeit erdrtert werden.

(Eingegangen am 15. 12. 1928.)



