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Uber den Cauchyschen Integralsatz fiir reelle und
komplexe Funktionen.

Von
J. Ridder in Baarn (Niederlande).

Es ist unsere Absicht, im folgenden zwei Hauptsitze [A und B] her-
zuleiten, welche Bedingungen enthalten, unter denen der Cauchysche Inte-
gralsatz bei reellen Funktionen seine Giiltigkeit behilt bzw. unter denen
sich die Analytizitit einer komplexen Funktion zeigen lifit. Weiter wird
gezeigt, daB die verschiedenen Funktionengruppen, welche den meistbekannten,
hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit jener Sitze geniigen, dadurch
auch implizit den Bedingungen des entsprechenden Hauptsatzes gentigen.
Damit ist dann aufs neue gezeigt, da jene Bedingungen hinreichend sind.
Sie sind dabei méglichst weit verallgemeinert, wihrend die in den §§ 15
und 16 enthaltenen Bedingungen neu hinzugefiigt wurden.

§1.

In unseren Beweisen brauchen wir den Begriff der Intervallfunktion
in der Ebene. Eine derartige Funktion @ (J) ist definiert in jedem Intervall J,
das einem bestimmten Gebiete der Ebene angehort und dessen Seiten den
Koordinatenachsen parallel laufen. Sie heit beschrinkt additiv, wenn
DI)=D(y)+ DP(J,)+...4 D(J,) ist, wobei das Intervall J in eine
endliche Anzahl von Teilintervallen J,, J,, ..., J, zerfillt?). — Konvergiert
®(J) in einem Punkte (2, y) des Bereiches immer nach Null, falls J eine
Reihe den Punkt als inneren oder Randpunkt enthaltender und sich in
den Punkt zusammenziehender Intervalle durchliuft, deren MaB8 nach Null
konvergiert, so heifit die Intervallfunktlon stetig in (z, y). — Die obere
und untere Derivierte in (z, y), Di,y @ (J) bzw. Dy, @ (J), sollen nun

1) Wo im folgenden ,additiv® steht, meinen wir ,beschrinkt additiv¥.
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. . @ (J) . . D) C
definiert werden als 11';1(1])3;1(? ) und %1:5 L wobei J ein Quadrat

darstellt, das (2, y) im Innern oder auf dem Rande enthilt?®). Sind sie
einander gleich, so existiert in (z, y) eine Ableitung D, & (J).

§2.

Wenn in einem abgeschlossenen Intervall J, dessen Seitenlingen ein
ratsonales Verhilinis haben, eine additive Intervallfunktion definiert ist,
deren untere Derivierte in jedem Punkte >0 ist, so ist ®(J)=>0. Ist
das Verhalinis der Seitenldngen irrational, so ¢ilt dieselbe Aussage, wenn
man noch Stetigkest der Intervallfunktion in mindestens einem Punkte des
abgeschlossenen J annimmd.

Im Falle eines Quadrates fiihrte die Annahme @(J) < 0, bei fortge-
setzter Vierteilung in Quadrate, zu einem Punkte (z,y) in J, der Rand-
punkt oder innerer Punkt einer Folge von Quadraten @, wire, deren Ma8
nach Null konvergierte und fiir die #(Q,) <0 wire. Also wiirde die
untere Derivierte in (z, y) < 0 sein entgegen der Voraussetzung.

Ein Intervall mit rationalem Seitenverhiltnisse 1i8t sich in eine end-
liche Anzahl von Quadraten teilen. Aus der Additivitit folgt damit auch
in diesem Falle & (J)> 0.

Ist schlieBlich das Seitenverhiltnis von J irrational und (z,y) ein
Stetigkeitspunkt von @, so 1iBt sich J in zwei oder vier Intervalle I
teilen [ausgenommen wenn (z,y) Eckpunkt von J ist] mittels der beiden
Achsenparallelen durch (z,y). Jedes I [oder J selbst] ist wieder zu
teilen in eine endliche Anzahl von Quadraten nebst einem Intervall U;
[oder U], das kein Quadrat zu sein braucht und (z,y) zum Eckpunkte
hat. Dabei kann zufolge der Stetigkeit von @ in (%, y) jedes Intervall Uj;
[oder U] so gewihlt werden, daB bei positivem &:

| 8@ <e [oder |B()|< ]
1st. Somit ist in jedem Falle:
D(J)> —4¢
und, da ¢ beliebig klein sein darf, ist auch
D(J)=0.
Die Voraussetzung D~ & >0 darf durch D~ D >0 ersetzt werden.
?) Ist @ deﬁm’eft im abgeschlossenen Bereiche B, welcher aus einem Gebiete @
hervorgeht .du.u-ch H.lefﬁignng seiner Randpunkte, so lassen sich die oberen und
unteren Derivierten in einem Randpunkte (x, y) definieren mittels der in B Hegenden

nn.d (=, 3.;) als Randpunkt enthaltenden Quadrate. Auch die Definition der Stetig-
keit in einem Randpunkte 1iBt sich aunf analoge Weise geben.
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Durch Anwendung des vorherigen Satzes auf die Funktion
@ (J)+ ¢-m(J), wobei ¢ positiv und beliebig klein, folgt:
D(J)+¢e-m(J)=0.
Also fiir lime =0 wird:
& ()2 0.

. §3.

Im folgenden wird eine positive, stetige, additive Intervallfunktion
konstruiert, deren Derivierten in einer Menge vom MaBe Null positiv un-
endlich werden.

Sei M die ganz beliebige Menge vom MafBle Null. Sie 1ift sich ein-
schlieen in eine Folge von offenen Mengen O, > 0,>..., so daB
m(0,)<ée und &g -+...46+...<e ist. Die charakteristische
Funktion von O, sei h,. Dann ist im Intervall J:

J b dedy=m(0,-J) <m(0,) <s,.
J
Fiir jeden Punkt der Menge O, ist dann die Ableitung dieses Integrals = 1.

k
Setzen wir W):gffk dzdy, so ist in Oy D, 7/(J)=k. Da
() <é&+e+...4 g < e ist und also hmz,‘(J) endlich ist, ist nach
einem Satze von Levi3):
hmyk(J)—hmfth dedy = ffhm Zh drdy <e

k=w =1

fir jedes Intervall J. Setzen wir y(J) = hm 2:(7) und H== hm Z,’h
so ist !
2 () = ffdedy<e

die gesuchte Funktion. Denn in M ist D,y % (J) > Dis,y 1, (J) = k fiir jedes
ganze, positive k. Weiter ist y(J) sogar totalstetig und absolut additiv.

§ 4.

Wenn in einem abgeschlossenen Intervall J, dessen Seitenldngen ern
rationales Verhdlinis haben, eine additive Intervallfunktion definiert ist,
deren untere Derivierte in keinem Punkie — oo und fast wberall =0
ist, so ist auch ®(J) > 0. Ist das Verhdlinis der Sestenlingen srrational,
80 gilt dieselbe Aussage, wenn man noch Stetigkest der Intervallfunktion in
einem Punkte des abgeschlossenen J annimmi.

%) Siehe z. B. Schlesinger und PlefSner, Lebesguesche Integrale, Nr. 27 oder
Carathéodory, Vorles. iiber reelle Funktionen, § 383, Satz 4. J
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M sei die Teilmenge in J; von der man nicht wei, ob in ihren Punkten
D~ & >0 ist. Nun sei y(J) das oben angedeutete Beispiel einer positiven,
stetigen und additiven Intervallfunktion, deren Derivierten in der Menge M
unendlich werden und deren Wert in jedem Intervall < ¢ ist. Betrachten
wir &, (J)= @(J)+z(J), so ist in allen Punkten des abgeschlossenen
Intervalls D~ &, > 0. Mit §2 folgt @, (J) =0, also auch, da z(J) will-
kiirlich klein ist, @ (J) = 0.

§5.

Wir indern die vorangehende Definition der-Stetigkeit in der Weise
ab, daB wir die Intervallfunktion @ in jedem Punkte (z,y) eines Ge-

bietes G als stetig betrachten, wenn immer lim @ (J) =0 ist, falls J eme
m (J)=0

Reihe den Punkt als inneren oder Randpunkt enthaltender Intervalle
durchliuft, deren MaB nach Null konvergiert. Das Intervall braucht sich
also nicht immer in den Punkt (2, y) zusammenzuzichen*). Die vorher-
gehenden Sitze gelten auch bei dieser Definition ungeindert. Wir kénnen
nun hinzufiigen:

Ist & eine im abgeschlossenen Intervall J definierte, additive Intervall-
funktion, welche in J (im abgednderten Sinne) stetig* ist, so ist @(J) =0,
falls in J: 1. die untere Dersvierte nur in einer abzdhlbaren Menge E — oo
werden kann, 2. die untere Derivierte fast iberall 2> 0 ist.

Es sei E, die Vereinigungsmenge aller derjenigen Punkte des abge-
schlossenen Intervalls J, welche in J liegenden, abgeschlossenen Quadraten J,
%% < —n ist. Hierbel sel » eine positive ganze
Zahl. Aus der Stetigkeit* von @ folgt, daB jeder Randpunkt eines
J,, welcher zugleich innerer Punkt von J ist, auch innerer Punkt eines
Quadrates J. ist, das 1. J, enthilt, 2. im abgeschlossenen J liegt, und

3. fiir das ebenfalls LZ%% < —n ist. Jeder Punkt (2, y) von E,, welcher

.zugleich Randpunkt von J ist, ist immer Randpunkt eines Quadrates J,
in J, das so gewihlt werden kann, da8 (2,y) kein Eckpunkt von J,
ist. Dieser Punkt ist dadurch auch als innerer Punkt eines Inter-
valls I, zu betrachten, welches aus diesem J, hervorgeht durch Ver-

schiebung der durch (z, y) laufenden Seite um einen Abstand —:’— nach

de:: AuBenseite des Intervalles J. Die aus den inneren Punkten der J,,
(J.) und I, existierenden Menge E’ ist offen. Der Durchschnitt aller

angehoren, fiir die

) ‘) Die neue Stetigkeitsdefinition in einem inneren Punkte oder Randpankte
eines abgescplossenen Bereiches a8t sich anf analoge Weise geben.
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dieser offenen Mengen E, fillt zusammen mit dem Durchschnitte D aller
Mengen E,. Somit ist D eine innere Grenzmenge.

Nun ist die abzihlbare Menge E derjenigen Punkte des abgeschlossenen J,
wo D~ P =—o00 ist, mit D identisch. Denn zu jedem Punkte (z,y)
des Durchschnittes D gehért ein Intervall J, aus J, das (2, y) im Innern

oder auf dem Rande enthélt und so daB Zz";

ist. Ware lim inf m (J)) eine positive Zahl &, so wire lim |®(J,) | = -+ oo.
n=w n=w

< —mnoder|P(J, |>n-m(J,)

Es existierte dann eine Folge von Quadraten J, aus den J, und ein in J
liegendes Intervall I derartig, daf 1. die Seiten der J, mit zunehmendem »
konvergierten gegen die iibereinstimmenden Seiten von I, 2. m(I) =4
und 3. zufolge der Stetigkeit* |®(I)|=lm |@(J,)|= 4 oo wire. Da

nur endliche Werte von & zugelassen sind, ist dies unmoglich. Also ist
lim inf m (J,) = 0 und gehort dadurch (z, y) zu E. Dal umgekehrt jeder
n=w

Punkt von E zum Durchschnitt der K, gehort, ist evident.

Da E abzéhlbar und innere Grenzmenge ist, ist sie nirgends dicht
auf jeder perfekten Menge in J.?)

Die Menge A der Punkte von J, in deren jeder Umgebung Inter-
valle I liegen mit @ (1) < 0, ist abgeschlossen. Es sei (z,y) ein Punkt
von A und 7 ein Intervall aus einer Umgebung von (2, ), so da & (1)< 0
ist. Die Achsenparallelen durch (z, y) teilen I in zwei oder vier Inter-
valle . [ausgenommen, wenn (z, y) Eckpunkt oder &duBerer Punkt von I
ist]. Aus der Additivitit von & folgt, daf fiir eines der ;: @(I;) <0 ist.
Aus der Stetigkeit* von @ folgt weiter, daBl I, [oder I] sich durch hin-
reichend kleine Verschiebung iiberfiihren 148t in ein Intervall I/ [oder I'],
das (z, y) nicht enthiilt und so daB auch @ (I/) < 0 [oder &(I") < 0] ist.
Fortgesetate Vierteilung von I [oder I'] zeigt schlieBlich, daf dieses Inter-
vall einen Punkt von A enthilt. Da (z,y) Intervalle I mit & (1)< 0
und dadurch auch Punkte von A in einer jeden Umgebung hat, ist (z, y)
Hiufungspunkt von 4. Somit ist 4 sogar perfekt.

Aus der Definition von A folgt, daBl in der Komplementirmenge
(J—A4): D"® >0 ist. E muB dadurch eine Untermenge von A sein.

E ist auf A nirgends dicht. 4 enthdlt innere Punkte von J. Es
existiert dadurch ein offenes Unterintervall U von J, so daB die Menge
(U-A) nicht leer ist und auf (U-A): D™ P= —oo ist. In jeder beliebig
kleinen Umgebung V eines Punktes von (U-A) ist dann D~ P =+ —oo
auf (V-4) und >0, also auch 4 —oo, auf der Komplementirmenge

%) Siehe z.B. Carathéodory, Reelle Funktionen, §81.
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(V—V-4). Nach §4 wire somit fir jedes Intervall dieser Umgebung
@ > 0 entgegen unserer Annahme. Die Menge 4 ist leer.

Anwendung suf @ und — @ liefert:

Die im abgeschlossenen Intervall J definierte, stetige*, additive Inter-
vallfunktion ® ist in J identisch Null, falls 1. die unteren und oberen
Derivierten nur in einer abzihlbaren Menge unendlich werden kionnen,
2. fast diberall beide Derivierten Null sind®).

$ 6.
Das Linienintegral: [ p(z, y)dz -+ q(z,y)dy ist ein Beispiel einer
J

additiven Intervallfunktion. Anwendung des letzten Satzes liefert:

Hauptsatz A: Es seen p(z,y) und q(x,y) in einem bestimmien
(beschrdnkten) Gebicte G der Ebene nach x bzw. y linear summierbar. .
Dann ist ®(J)= [pdx-+qdy in G identisch Null, falls in G 1. ®(J)

J

stetig* ist, 2. Dt D und D~ D nur in einer abzihlbaren Menge unendlich
werden kénnen, 3. fast iberall DD =0 ist?).

Sind p und q (zweidimensional) stetig nach x und y, so braucht man
nur 2. und 3. anzunehmen. Denn in jedem in G liegenden, abgeschlossenen
Intervall J sind dann p und g beschrinkt und gleichmiBig stetig; daraus
folgert man leicht, daB & stetigé ist.in J und dadurch =0 in J, —
also auch in G. AuPerdem verschwindet in diesem Falle das Linzen-
integral wber jede einfache, geschlossene, rekiifizierbare Kurve in G .°)

§7.

Verallgemeinerung eines Satzes von Lichtenstein : In esnem (beschrdankten)
Gebiete G der Ebene ist @ (J) = [pda+qdy identisch Null, falls p
J

und q diesen Bedingungen geniigen:

®) Statt 2. geniigt auch: D+ & [oder D~ D) ist fast diberall Null. — Fiir den
B.eweis und fiir weitere Sitze iiber additive Intervallfunktionen in der Ebene sieche
Za;x;; lim Nieuw Archief voor Wiskunde (Amsterdam) (2) 16, 1 (1929) erschienenen

el.

?) Statt 8. geniigt auch: D+ & [oder D~ ®] ist fast iiberall Null in G. — Vgl
loc. cit. %), § 8.

%) Siehe fiir den Beweis des letzten Teiles: Pollard, Proc. of the London Math.
Soc. (2) 21 (1928), § 8 (B) and (C). Dort wird bewiesen: ,Wenn in einem be-
schrinkten Gebiete G das Linienintegral einer stetigen Fanktion f(z), wobei z=z+iy,
iber den Rand eines jeden abgeschlossenen Intervalls verschwindet, so gilt dasselbe
iber jede einfache, geschlossene, rektifizierbare Kurve in G.¢ Die Ubertragung des
Beweises fiir den im Texte gegebenen, reellen Fall hictet keine Schwierigkeiten.
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1. ste sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche be-
schrankt und in G in bezug auf jede einzelne Variable stetig,

2. ,mat Ausnahme etner hochstens abzihlbaren Menge E“ existiert fiir
jeden Punkt von G eine bestimmie Umgebung folgender Art:

‘hl' [6.9 (2 y) — o,p(, )]

ist fir alle Wertepaare (z,y) aus dieser Umgebung ,jedoch bei Vernach-
ldssigung einer Menge vom Mafe Null“ und alle Werte von h >0 dem
absoluten Betrage nach unterhalb eimer endlichen Schranke,

3. fast diberall in G ist
.1
im —[d,9(2,9)— 90, p(2, )] =0, &2>0.
h=0
Hierbei ist
0,9(2,y)=q(z+h,y)—q(z,y) umd 3,p(z, y) =p (2, y+h)—p(2, ).
In jedem in G liegenden, abgeschlossenen Intervall 7 ist nach 1.
p(2, y) beschrinkt. Es sei A die obere Schranke und (£, ) ein willkiir-

licher Punkt in J. Dann ist fiir jedes abgeschlossene Intervall J, das in I
liegt und dessen untere oder obere Seite (mit der Lange &) durch (£, ) geht:

1) ;prdxlgszh.

Also konvergiert [ p dy nach Null, wenn % willkiirlich klein wird.
J

Fiir jedes abgeschlossene Intervall J, [z, <z < x,; <y <d, oder
d,<y<n] m I, dessen Horizontalseite mit Ordinate d, sich mit zu-
nehmendem 7» der anderen Seite nihert, ohne daf diese in Linge oder
Lage sich éndert, folgt durch Anwendung eines Satzes von Lebesgue (iiber
Grenziibergang unter dem Integralzeichen bei gleichmiBig beschrinkten
Funktionen):

‘2

Z, . 2,
Lm fp(x, d,)dz = [lim p(z, d,)dx = fp(ac, d)dz.
=7 % Z dp=1 1

Also:

(2) lim [ pdz=0.

8= dn
Aus dem Beweise des Lebesgueschen Satzes®) geht weiter hervor, daB das
in (2) enthaltene Integral sich mit zunehmendem n der Null gleichmiBig
ndhert, wenn man als Integrationsgrenzen alle moglichen z, und z, zu-
1aBt, welche der Bedingung: o < 2, < 2, < b geniigen.

?) Siehe z.B. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, ete, (Coll. Borel), § 39.
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Hierdurch und mit (1) folgert man leicht, daB [ pdax stetig* ist in I.
J
Dasselbe gilt von fq dy; also auch von @(J).
7 -

Aus 1. folgt, daB p(z,y) und ¢(z, y) zur ersten Baireschen Klasse
gehoren®®) und somit in jedem abgeschlossenen Bereiche in @ summierbar
sind. Nach dem Satze von Lebesgue folgt aus 2. und 3. fiir jedes Inter-
vall J in einer bestimmten Umgebung eines jeden Punktes (¢, ) ,mit
Ausnahme der hochstens abzihlbaren Menge E“:

) Lim %H[ﬁx ¢(@y)—9,p(z y)dzdy
(3) k=0 "

.1 )
Betrachten wir das Integral:

7 S
— %ﬂ[p(x,erk) —p(@ )] dxdy=%ij(x, y)dxdy—%ﬂ.q(x, y)dxdy
7 . gt e ,

= %!afp (z, y)dzdy + %ﬂp(x, y)dzdy.

Geniigen die Koordinaten von J den Ungleichungen: ¢« <2 < g, y <y <4,
sogiltfiirJ;: f<a<p+h, y<y<s; fiir J,: a<x<¢x—§—k r<y<é;
fir ;: e<2<B, 6<y<6+h; und fir J;: e L2 <P, y<y<Ly-+h.
Nach einem Satze von Fubini ist:
Bih

ﬂqu y)dzdy = —f dxfa(x y)ay.
Da g(z, y) stetig nach # ist und beschrinkt im abgeschlossenen Inter-

]
vall J,, ist auch ;fq(x, y) dy stetig nach z bei 8 <2< B+ k. Daraus folgt:

Btk 8

- ohf ?(2,9)dzdy = lim fdqu(x y)dy = fﬂﬁ, y)dy.

Wendet man denselben Grenziibergang an auf die diber J,, J;, und J, er-

1) Siehe z.B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 558 Satz 2.



140 J. Ridder.

streckten Doppelintegrale, so liefert Addition schlieBlich:
1

(4)  tim - [f 0002 9)— 0,0 (0. )V dzdy = [pda-+qay.
=0 Y J

Aus (3) und (4) folgt, daB D @ = 0 ist in jedem Punkte von @, die
Menge B vielleicht ausgenommen. Demnach liefert Anwendung des Haupt-
satzes A, daB @ (J) =0 ist in G*?).

Korollar, Verallgemeinerung eines Montelschen Satzes:

&(J)=fpdx+qdy ist =0
J

tm Gebiete G unter den Bedingungen:

1. p und q sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche
beschrdnkt und in bezug auf jede einzelne Variable stetig;

2. ,mit Ausnahme einer hochstens abzdhlbaren Menge E“ existiert
fir jeden Punkt P won G eine bestimmie Umgebung folgender Art: Die
oberen und wunteren Derivierten von p nach y und wvon ¢ nach x sind
in dieser Umgebung beschrankt ,ber Vernachlissigung einer abzdhlbaren
Menge von Punkten in dieser Umgebung“ '?);

0
= a_g .

Nach einem Satze von Lebesgue*®) folgt aus Beschrinktheit im Sinne
von 2. auch Beschranktheit jener Derivierten, wenn in der betrachteten
Umgebung des Punktes P keine abzihlbare Menge vernachldssigt wird.
Da nach Dini bei Funktionen einer Verinderlichen die oberen und unteren
Derivierten und die zugehérigen Differenzenquotienten in einem abge-
schlossenen Intervall dieselben oberen und unteren Schranken haben ),
so sind hier in der Umgebung von P die Differenzenquotienten von p
nach y gleichmafig beschrinkt auf allen Parallelen zur y-Achse, also be-
schrinkt in der ganzen Umgebung von P. Das letztere gilt auch von den
Differenzenquotienten von ¢ nach 2. Damit sind alle Bedingungen des
verallgemeinerten Lichtensteinschen Satzes erfiillt.

3. fast iberall in G ist %’

§ 8.

Satz: Im (beschrdnkien) Gebiete G existieren zwer abzdhlbare
Mengen E, und E,, so dap fir die in G definierten Funktionen »(z,y)
und q(z,y) folgendes gilt:

11y Vgl. Lichtenstein, Sitzungsber. Berliner Math. Ges. (1910), Satz IIT und Beweis.
1?) Hieraus folgt Stetigkeit nach 2 und y von beiden Funktionen in P.

13) Siehe Lebesgue, Legons sur Pintégration (Coll. Borel), p. 80.

1) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 476, Satz 5.
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1. p und q sind in G linear stetig nach x und nach y;
2. in jedem Punkte von (G — E,) sind die partiellen oberen wund
unteren Dertvierten von p nach y und von q nach z endlich;

3. fiir jeden Punkt von (G — E,) existiert esne Umgebung U, in der
g—g und g,% summzerbar stnd auf der Teilmenge won U, auf der beide

existieren; X

4. fast iiberall st ‘;—5 =§—Z auf derjenigen Menge in G, auf der beide
exisiieren;

5. ®(J)= [ pda 4 qdy ist stetig* in den Punkten von E,.%)

J
Dann st in G: ®=0.
Da p und ¢ stetig sind nach z und nach y, sind sie als Funktionen
von zwei Verdnderlichen meBbar '), Die Mengen K, und K, in @, auf der

;;’ bzw. gg existiert, sind dadurch auch meBbar?¢). Da die oberen und
und unteren Derivierten von p nach y auf einer Parallelen zur y-Achse
nur in einer abzdhlbaren Menge unendlich werden koénnen, so sind sie,
nach einem Satze von Montel und Denjoy *?), auf der Parallelen einander
gleich aufler in einer linearen Nullmenge. Daraus folgt, da X, und G
gleiches Flichenmal haben. Dasselbe gilt von K, und G. Somit existieren

beide Ableitungen fast iiberall in G gleichzeitig.

Nehmen wir %’ und Z—Z gleich Null dort wo die partiellen Ableitungen
nicht existieren. Dann ist in einer bestimmten Umgebung eines jeden Punktes
von (G — E,) fiir ein willkiirliches Intervall J [z, <z <#,; v, <y < 0,]:

Y.

? geay— gz (22
Ifay dxdy—fda:fay dy.

Zy Y
Fiir jeden Wert von z, fiir den das innere Integral existiert, ist, da 2—:

héchstens abzihlbar viele Unendlichkeitsstellen hat und p stetig ist nach y:

Ya

A )
a‘g‘; dy=p(2,y,) — p(z, %) *°).

5%

) *%) Diese Bedingung darf man fortlassen, wenn unter 1. (zwei-dimensionale) Stetig-
keit von p und ¢ nach z und y angenommen wird (vgl. § 6). Dann ist auSerdem
das hmenmtegra} Null iiber jede einfache geschlossene rektifizierbare Kurve in &.
— In der Formulierung des Satzes sind dann auch die Mengen E, und E, zuosammen-
zufassen,

15) Sfehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, § 558, Satz 2 und § 557, Satz 1.
%) Siehe z. B. Hobson, Theory of functions I, § 298. c
18) Nach Carathéodory, Reelle Fanktionen, § 527, Satz 4.
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Somit ist:

[z avay=[iptaim)—pie.v 0
J P

Z Zy
oder da [ p(z,y,)dz und [p(z,y,)dz nach 1. existieren, auch:
z, z

(5) J‘f%’dxdy=—fpd:r.
J J

Auf dieselbe Weise 148t sich zeigen:

(6) ffg-:dxdy=fqdy.
J J

Nach 4. liefert Subtraktion von (5) und (6):
prdx +gdy==0.

Auf (@ — E,) ist dadurch D & =0.

In jedem in G liegenden abgeschlossenen Intervall J[z, <z < 2,;
¥, Ly <L y,] ist P stetig* in den Punkten von (J-E,).

Es sei (&, ) ein innerer Punkt von (J — J-E,). Enthilt die Parallele L,
zur z-Achse durch (£, n) keinen Punkt von (J-E,), so existiert fiir jeden
Punkt von (L,-J) eine Umgebung, in der @ = 0 ist. Daraus folgt durch
Anwendung des bekannten Borelschen Lemmas, daB es ein abgeschlossenes
Intervall J, [2, <2< 2,; g <y < 9,] gibt mit 9, <y, <9<y, <y,

so daB auch in J;: @ =0 ist. Somit ist im P(J )=0, wenn I, eine
m(I,)=0

abzihlbare Folge von Intervallen durchliuft, die (£,7) im Innern oder
auf dem Rande enthalten, ganz in J liegen und deren Vertikalseiten nach
Null konvergierende Langen haben.

Enthilt L, dagegen Punkte von (J-E,), so ist die Durchschnitts-
menge D von L, und (J-E,) abgeschlossen, da auch E, zufolge ihrer
Definition abgeschlossen ist. Es sei (£,, %) die obere Schranke derjenigen
Punkte von D, welche auf der linken Seite von (&, 7) liegen, und (&,, )
die untere Schranke der Punkte von D, auf der rechten Seite von (£, 7).
Nehmen wir vorlaufiz die Existenz beider Teilmengen an. Dann zerfallt
(L,-J) durch (&,,%) und (&,,7) in drei Teile, von links nach' rechts:
L[, £2<§) L, [, <2< 6] wd L; [, 257,

Fiir eine Folge von in J liegenden Intervallen I, welche (&, 7) im
Innern oder auf dem Rande enthalten, deren Vertikalseiten nach Null
konvergierende Lingen habén und deren linke Seiten L, iiberschneiden,
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ist lim @ (I,) = 0. Denn alle I, enthalten als inneren Punkt oder Rand-
n=®

punkt (£, 7). Eine auf analoge Weise definierte Folge von Intervallen U,,
welche (&, 7) enthalten und L, iiberschneiden, hat dieselbe Eigenschaft,
da alle U, (£&,,n) enthalten.

Eine Folge von Intervallen V,, welche (&, ) enthalten, deren Vertikal-
seiten sich der Null nihern und deren z-Koordinaten alle im abge-
schlossenen Intervall (£,, &,) liegen, hat auch die Eigenschaft: lim @ (V,)=0.

R=®

Denn bei willkiirlich positivem ¢ existieren Umgebungen (Intervalle) W,
und W, von (&, 5) baw. (&,,7), in denen |®P| <& bleibt fiir diejenigen
Intervalle, welche (£, , %) oder (&,, 7) enthalten. Die abgeschlossene Strecke 3,
welche W, und W, aus L, hinausschneiden, liegt ganz im Innern eines
Intervalls W,, in dem @ =0 ist. Daraus folgt, da im Innern von
W,+W,+W,: |®| < 4e ist fiir alle Intervalle, welche (£, #) enthalten.
Da jedoch ¥, fiir geniigend groBes n ganz im Innern von W, W,+ W,
liegt und ¢ willkiirlich positiv ist, ist die Konvergenz bewiesen.

Man folgert nun leicht, daB auch, wenn die Uberschneidungen mit L”
willkiirlich liegen, die Konvergenz nach Null stattfindet; so auch in den
Fillen, wo D auf L, nicht an ,beiden“ Seiten von (£, 7) Punkte besitzt.

Ubereinstimmende Betrachtungen gelten, wenn man Intervallfolgen
um (&, ) betrachtet, deren Horizontalseiten nach Null konvergierende
Lingen besitzen.

Somit wird auch eine jede Folge von abgeschlossenen Intervallen,
welche (£, %) enthalten, in J liegen und deren Ma8 nach Null konvergiert,
nach Null konvergierende Werte von @ geben. Das heiBt: in J ist &
auch stetig* in den nicht zu E, gehorigen inneren Punkten.

Im offenen Intervall J sind die Bedingungen des Hauptsatzes A er-
fillt. Daraus folgt: @ =0 in J, also auch in G.

§9.
Es sei f(2) = u(2,y)+ v (2, y). Dann 1Bt sich [ 7(z)dz schreiben

5
als jfudx~vdy+z’}fvdx+udy= &, (J)+:i®,(J). Wir definieren

D®=D®,+:iD®, und betrachten @ als stetig, wenn &, und B, es
sind. Anwendung vom Hauptsatze A auf die recllen und imaginiren Teile
des Linienintegrals Lefert:

»Es selen % (z,y) und v(z,y) in einem (beschrankten) Gebiete G
der Ebene nach z und nach y linear summierbar. Dann ist

2(J) =jff(2)dz =9, (J) +i8,(J)
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in G identisch Null, falls in G: 1. @(J) stetig* ist, 2. die oberen und
unteren Derivierten von @, und @, nur in einer abzihlbaren Menge un-
endlich werden kénnen?), 3. fast iiberall D® =0 ist“ ),

Von Rademacher wurde bewiesen:

»Ist g(2) eine komplexe Funktion im beschrinkten Gebiete G der
Ebene der z =z + ¢y, deren Real- und Imaginirteil fiir sich in G sum-
mierbar und auf jeder in G liegenden achsenparallelen Strecke auch linear
summierbar sind, und ist fiir jeden achsenparallelen Rechtecksrand C, der
samt seinem Innern in G liegt,

[9(z)dz=0,
[+]

8o existiert eine analytische Funktion, welche in G fast iiberall mit g(z)
zusammenfallt.

g (2) ist mit dieser analytischen Funktion identisch in @, wenn:
a) g (z) stetig ist nach « oder nach y in G, oder:

b) g(z) auf allen in G liegenden, abgeschlossenen Strecken, welche
einer fest gewdhlten Achse parallel laufen, beschrinkt ist und approximativ
stetig als Funktion der zugehorigen Verinderlichen® ).

19) Oder in jedem Punkte von @, vielleicht mit Ausnahme einer abzahlbaren

Menge, lim sup [P ()] endlich ist, wobei der betrachtete Punkt im Innern oder
mh=0 m(J)

auf dem Rande des Quadrates J liegt (vgl. § 1).
20) Statt 3. geniigt: ,aus einer jeden der beiden Gruppen [D— &, D+ @] und

[D~ &, D+ &,] ist eine der Derivierten fast iiberall in G gleich Null*. Und auch:
|

»hm inf Izgg =0 fast iiberall in G, wobei das Quadrat J sich auf (z, y) zusammen-

m(J)=0

zieht (vgl. § 1).¥ — Vgl fir den Beweis der letzten Behauptung loc. cit. ¢) § 8 und

§ 19.

#1) Siehe Rademacher, Math. Zeitschr. 4 (1919), Satz I. — Die Formulierung des
Satzes ist in der zitierten Arbeit nicht ganz richtig; dort wird, ohne Bedingung a)
oder b) anzunehmen, aus den iibrigen“, oben im Texte gegebenen Bedingungen ge-
folgert: ,g(z) ist analytisch reguldr in G¥. Jedoch geniigt eine Funktion ¢ (%), gleich
Null in allen Punkten (z, ), deren beide Koordinaten rational sind, und gleich Eins
in den iibrigen Punkten der Ebene, den ,iibrigen“ Bedingungen, ohne selbst analy-
tisch regulér zu sein; ein sehr einfaches Beispiel dieser Art ist eine Funktion, gleich
Null in einem bestimmten Punkte P und gleich Eins in allen iibrigen Punkten. —
Rademacher zeigt, daB im Innern eines in @ liegenden, abgeschlossenen Intervalls J
[, S 2= %5 11 S y < 9. die Funktion:

z y
G(2)=G(z+iy)= [g(§+iy,)d&+i [g(a+in)dy
£ U
analytisch regulir ist. Die Ableitung von G (z) nach z ist eine analytische Funktion,
welche im allgemeinen ,fast iiberall* in J mit g(z) ibereinstimmt. In den unter
(Fortsetzung der FaSnote **) auf niichster Seite.)
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Definitionen. ,Eine reelle Funktion f(z), die in der Umgebung
eines Punktes & definiert ist, heiit an der Stelle £ approximativ stetig,
wenn fiir jedes ¢ > 0 die Menge M (&, ¢) der Punkte z, fiir die

[f(z)—f(é)|<e
ist, im Punkte £ die snnere Dichte 1 hat.

Das soll bedeuten:

i ing IR (&, )I] _

%)S:)f m (J) !
wobei J ein Intervall mit Mittelpunkte &-, (M-J) den Durchschnitt der
Mengen I und J- und m,[IM-J] das innere MaB des Durchschnittes be-
deutet.“ — ,,g(z)=u(z,y)+ ¢v(x,y) ist approximativ stetig nach z
oder y, wenn % und v es sind.“

Aus den beiden vorherigen Sitzen 148t sich nun folgern:

Hauptsatz B. k(2) sef eine komplexe Funktion vm (beschrankten)
Gebiete G der Ebene, deren Real- und Imagindrtesl fir sich in jedem
in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche B summierbar und auf jeder
achsenparallelen Strecke in B auch linear summierbar sind.

Fir die Intervallfunktion ®(J)= [h(z)dz soll folgendes gelten:

J

1. @(J) ist stetig* in jedem abgeschlossenen Bereich in G, 2. bei Ge-
brauch von Quadraten J kann lim sup 121} nur tn einer abzdhlbaren
. m=o ™)

Menge in @ unendlich werden, 3. fast dberall in G ist D P = 0.%?)
Dann existiert eine in G analytische Funktion, welche fast berall
m @ mit h(z) sbereinstimmd.
h(z) ist mit dieser analytischen Funktion identisch in G, wenn:

a) h(z) stetig ist nach x oder nach y in G, oder:

b

a? und b) gegebenen Fallen hat man vollige Ubereinstimmung. Im Falle b) folgt
dies d}lrch’ Anwendung des Satzes: ,Eine in (a, b) approximativ stetige, beschrankte
Fl.mktlon ist in allen Punkten von (a, b) die Ableitung ihres unbestimmten Integrals®
(siche Denjoy, Bulletin Soc. Math. 1915, S. 172 u. 173).
%) Siehe Fufinote %), — Nimmt man statt 3. als Bedingung: ,lim inf LZ%))—'= 0
. 3 - m(J)=0
fast uberall in @, bei Gebrauch von Quadraten J¢ » 80 ist ein Spezialfall des obigen Satzes der
folgen(?e, Looman-Wolffsche Satz: Im beschrinkten Gebiete G ist f(2) = u(z, ) +iv (=9
analytisch regulir, falls: 1. u und v in @ (zwei-dim.) stetig sind nach z und y,

; FE ()] .. A o
2. ,,If’f}fl’é’ m(J) * obel im Quadrate J: ZF(J):Jff(z)dz ist, endlich st in den

Punkten von G vielleicht mit Ausnahme einer abzihlbaren Menge, 3. lim inf Lqi(_J_).‘. =0

) ) mN=0 m(J)

ist (bei Gebrauch von Quadraten) fast wberall in 6. Siehe Nieuw Archief (Amsterdam)

(2) 14, 8 (1924), Looman und 14, 4 (1925), Wolft. :
Mathematische Annalen. 102, 10
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b) k(z) auf allen in G liegenden, abgeschlossenen Strecken, welche
einer fest gewdhlien Achse parallel laufen, beschrdnkt ist und approximativ
stetig als Punktion der zugehorigen Verdnderlichen®3)?3%).

Man hat zum Beweise nur die beiden ersten Sitze dieses Paragraphen
anzuwenden in jedem Bereiche B, der nebst seinem Rande in G liegt.

§ 10.

Der Satz von § 7 1aBt sich auf komplexes Gebiet iibertragen. Das
Resultat ist die folgende

Verallgemeinerung eines Satzes von Lichtenstein : In esnem (beschrankten)
Gebiete G der Ebene ist f(z)=wu(x,y)+tv(x,y) analytisch regulir
falls w und v diesen Bedingungen geniigen:

1. sie sind in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche be-
schrankt und in G in bezug auf jede einzelne Variable stetig;

2. ,mit Ausnahme einer hochstens abzihlbaren Menge E“ existiert fiir
jeden Punkt von G eine bestimmte Umgebung folgender Art:

S [80,1(2)—8,(2)]

sst fir alle Werte z aus dieser Umgebung, ,jedoch bei Vernachlassigung
etner Menge vom Mafe Null“, und alle Werte b > 0 dem absoluten Betrage
nach unterhalbd einer endlichen Schranke;
3. fast dberall in G ist
hm~— [¢0,f(z)—9,f(2)]=0, A>0.
h=0
Hierbei ist
8,f(z)=r(z+h+iy)—1(z+1iy)

O,f(z)=F[x+i(y+h)]—F(z+1iy).*)

und

23) Wir haben Satz B (in seiner ersten Hilfte) in dieser etwas weitldufigen For-
mulierung gegeben und nicht in der einfacheren Form, welche Satz A gegeben wurde,
damit deutlicher hervortritt, dafl er den Looman-Wolffschen Satz umfafit (wenn
man in Satz B statt 3. die in FuBnote %) zuletzt genannte Bedingung einsetzt),
Denn aus Stetigkeit von % und » in G nach z und y (siehe FuBnote ?2)) folgt ohne
weiteres nur Summierbarkeit von % und », und Stetigkeit* von ¥ (J) in jedem
in @ liegenden, abgeschlossenen Bereiche (vgl. § 6, letzten Teil).

22) Bemerkung bei der Korrektur. Es liit sich im Texte hinzufiigen:
oder ¢y wenn zu jedem Punkte z von G eine Menge ewistiert, auf einer der Parallelen zur
z- und y-Achse durch z, welche in z eine positive obere Dichte hat wnd auf der h(z)
stetig ist in 2.

24y Vgl. Lichtenstein, loc. cit. t) Satz IV.
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Der Beweis kann auf zweierlei Art gefilhrt werden. Erstens kann
man zeigen, dafl wenn

¢_1>(J)—_—:]j'f(z)dzz:}.udx~vdy+z'jfvdx+udy=: &, (J)+1D,(J)

ist, die Intervallfunktionen @, und &, den Bedingungen des Satzes
von § 7 geniigen und somit in G identisch Null sind. Dann sind in @
auch @ und D @ identisch Null und daraus folgt nach dem Satze von
Rademacher (§9) [oder nach Hauptsatz B}, daB f(z) in G analytisch
reguldr ist. .

Zweitens ist es moglich, der in § 7 gegebenen Beweismethode folgend,
ohne f(z) und @(J) in reelle und imaginire Bestandteile zu trennen,
zu zeigen, daf @ stetig¥ ist in jedem abgeschlossenen Intervall I in G
und da D @ =0 ist in den Punkten von (G— E). Darauf liefert An-
wendung des Hauptsatzes B das gesuchte Resultat.

Korollar, Verallgemeinerung eines Satzes von Pompéiu (-Montel):
f(z)=wu(x,y)+7v(x,y) ist im (beschrinkien) Gebiete G analytisch
reguldr unter den Bedingungen:

1. v und v sind in jedem tn G liegenden, abgeschlossenen Bereiche
beschrinkt und in bezug auf jede einzelne Variable stetig;

2. ,,mit Ausnahme einer hichstens abzihlbaren Menge E“ existiert
fiir jeden Punkt P won G eine bestimmie Umgebung folgender Art: Die
oberen und unteren Derivierten von u wund v nach z und y sind be-
schrankt in dieser Umgebung ,bei Vernachlssigung esner abzihlbaren
Menge von Punkten der Umgebung®®)*;

3. fast iberall in G ist:

du __ dv du 0w ‘36)
ax—gg und a‘y——-—'a—;:.
§ 11.

SchlieSlich erhalten wir die beiden folgenden, etwas verallgemeinerten
Sitze von Rademacher:
I. Die komplexe Funktion f(z) =u(z,y)+iv(z, y) ist analytisch
reguldr in G wunter den Bedingungen :
. 1. in jedem abgeschlossenen Bereiche in @ ist f(2) flachenhaft sum-
mierbar und in x und in y fir sich linear totalstetig;

®) Siehe FuBnote 2).

:)7 Vgl. fir die Herleitung aus dem ersten Satze dieses Paragrapheﬁ das Ende
von § 7.

" 10*
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2. fast iberall geniigen die partiellen Ablestungen von u und v den
Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen auf derjenigen Menge in G,
auf der alle vier existieren;

3. ste sind in einer Umgebung eines jeden Punktes z in G ,mit Aus-
nahme einer abzdhlbaren Menge E“ summierbar auf der Teilmenge dieser
Umgebung, auf der alle vier existieren;

4. ©(J) =Jf f(z)dz st stetig* in den Punkten der wunter 3. ge-

nannten Menge E. ?7)
Dall die partiellen Ableitungen von % und » flichenhaft meBbar sind,

folgt aus 1. Aus der Totalstetigkeit von » mnach y folgt, dal % in G
fast iiberall auf jeder Parallelen zur y-Achse existiert®®) und dadurch
auch fast iiberall in G. Das letztere gilt auch von den drei iibrigen Ab-
leitungen. Dadurch existieren, nach 2, die C.-R. Diff.-Gl. fast iiberall in G.

Nehmen wir a_u, a_u, ?2 und s gleich Null dort, wo sie nicht existieren.
ox’ 0y’ oz oy

Dann ist in einer bestimmten Umgebung eines jeden Punktes von (G — E)

fir ein willkiirliches Intervall J [z, <z < z,; 4, <y <Ly,] (nach 3.

und 1.):

ff dxdy = fdxf%dy =fz[u (2, 4y) —u(z, y,)] dz = —fud:z:‘-’s).
% J

£ Y1
Analoge Identititen existieren fiir die andern Ableitungen. Sie liefern
Zusammen:

ff<z>dz—fudz—”dy+zf”dx+“d~"

——ff dxdy—[—zf —— dxdy—O

Auf (G — E) ist dadurch DP =0.

Weiter ist, wie In § 8, zu beweisen, daB @ stetig* ist in jedem ab-
geschlossenen J aus dem Gebiete G.

Nach Hauptsatz B ist nun 7(z) analytisch regulir in G.

II. Im (beschrinkten) Gebiete G existieren zwei abzihlbare Mengen E,
und B,, so daf fiir diein G definterte Funktion f(2) = u (2, y) + iv (z, y) gilt:

1. f(z) ¢st in G linear stetig nach z und nach y, und auf jedem
tn G liegenden abgeschlossenen Bereiche summierbar;

27) Vgl. Rademacher, loc. cit. %) Satz II, und Pollard, loc. cit. 8 § 9. — Ein ent-

sprechender Satz existiert fiir den reellen Fall.
28) Siehe z. B. Carathéodory, Reelle Funktionen, §485, Satz 2.
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2. in jedem Punkte von (G — E,) sind dic partiellen, oberen und
unteren Derivierten von u und v nach x und y endlich;

8. fir jeden Punkt von (G — E,) existiert eine Umgebung U, in der
alle partiellen Ableitungen von w und v auf der Teilmenge von U sum-
mierbar sind, auf der alle existieren;

4. die partiellen Ableitungen geniigen den C.-R. Differentialgleichungen
Jast diberall auf derjenigen Menge tn G, auf der alle vier existieren;

5. @ (J) =Jff(z) dz ist stetig* in den Punkten von E,.

Dann ist f(z) analytisch reguldr in G *?).
Das Beweisverfahren des § 8 ergibt, daB auf (G — E,): D® =0 ist
und daB & stetig* ist in jedem abgeschlossenen, in G liegenden Intervall.
Damit_sind die Bedingungen des Hauptsatzes B in @ erfiillt.

§12.

In den SchluBparagraphen werden zwei Sitze C und D abgeleitet,
welche neuere Bedingungen enthalten, unter denen sich der Cauchysche
Integralsatz im reellen Fall bzw. die analytische Regularitit von f(z) im
komplexen Fall zeigen 138t. Voran gehen einige Hilfssitze.

f(z, y) sel eine im beschrinkten Gebiete @ definierte, reelle Funktion,
fir die definiert wird:
f(z+h, y+k)—f(z,y)

S

w/(z, y; o) = obere Grenze von

fir 0 <h®+%°<p?
und
L;(z, y) = lim we(z, y; 0)-

o=

Ist f(x, y) linear stetig nach x und nach Y, so lipt sich zeigen, daf
L,(x, Y) flichenhaft mePbar ist. Wir betrachten dazu zwei abzihlbare
Folgen von positiven und negativen Zahlen hy, hys ... und k,, k,, ..., welche
im Intervall (— ¢, + ) iiberall dicht liegen (o positiv). Es sei

W, (z, y; 0) = obere Grenze v f@th, y k)~ 1(z,9)
esie) e ey
fiir 0 < Bk} <o
Dann 148t sich aus der linearen Stetigkeit von f(z, ) nach z und nach y
folgern, daB w,(z, y; ¢) und W,(x, y; 0) identisch sind in jedem Punkte
eines abgeschlossenen Bereiches B in . Wir wihlen o so Kklein, daf§ alle
Punkte im Innern von oder auf dem Kreise, um einen willkiirlichen Punkt

) Vgl. Rademacher, loc. cit. %) Satz III.
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des abgeschlossenen B mit dem Radius o beschrieben, in @ liegen. In B
ist W,(z, y; ¢) Grenzfunktion von nach z und nach y stetigen Funktionen
@,(z,y;0), welche man wie folgt erhdlt. Man ordnet die abzihlbare
Menge von Funktionen:

fle+h,y+k)—F(=y) 2
= l fir 0 < h’+ k< o
in eine abzihlbare Reithe und nimmt dann ¢, (z, y; ¢) = Maximum in
(z,y) von den n ersten Funktionen der Reihe. Die Funktionen ¢, (z, ;o)
sind in B linear stetig nach # und nach y. Daraus folgt, daB sie auch
flichenhaft mefbar sind in B'°); somit auch lim ¢, (z, y; 0) = W,(z, y; 0)
n=aw

=w(z,y;0) und dadurch wieder iif; wy(2,y;0)=L.(2,y). Da B

willkiirlich in G liegt, ist L,(x,y) flichenbaft meBbar in G.

Wir erinnern an folgende Definition: ,Die in einer Umgebung von
(z,y) definierte Funktion f(x, y) heifit an dieser Stelle vollstindig diffe-
renzierbar, wenn

F+hy+8)— oy = y).hﬁff;’y’ V. bt (b k) ht+ey (b k) -k
ist, wobei ¢, und ¢, nach Null konvergieren sollen in allen Fillen, dal %

und % sich gleichzeitig der Null nihern.“
Nun 148t sich zeigen:

Hilfssatz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
daf} eine in G nach x und nach y linearstetige Funktion f(z,y) fast
iberall in G total differenzierbar sei, besteht darin, dafi L (z,y) fast
uberall tn G endlich sei.

Die Notwendigkeit der Bedingung ist einfach zu beweisen; in jedem
Punkte (z,y), in welchem f(z,y) total differenzierbar ist, ist die auf
Seite 149 definierte Funktion wy(z, y; ¢) beschrinkt fiir alle positiven g unter-
halb einer gewissen Schranke und ist somit L.(z,y)= ]in%wf(x, y; o) endlich.

o=

Nehmen wir, umgekehrt, die Endlichkeit von L.(z,y) auf einer
Menge K in G an mit m (K) = m (@). Da f stetig ist nach z und nach y,
ist sie flichenhaft meBbar?®) und dadurch sind dies auch die oberen und
unteren Derivierten von f nach z oder y!¢). Die Ableitungen nach x und y
existieren nun auf meBbaren Mengen in G.

In den Punkten von K ist.f(x,y) (zweidimensional) stetig. Nach
dem Satze von Fubini gibt es dadurch eine Menge E, auf der z-Achse
vom Mafle Null, so daB fir jeden Wert z, welcher nicht zu E, gehort
und fiir den die Parallele L, zur y-Achse Punkte von G enthilt, f(z, y)
fast iiberall linear stetig ist auf dem Durchschnitte (L -Q). Sie ist also
auch linear meflbar auf (L,-G). Da die oberen und unteren Derivierten
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nach y auf K endlich sind, existiert eine E_ enthaltende Menge E, vom
MaBe Nuli, so daB fiir jeden Punkt z, der nicht zu E. gehort und dessen
Parallele L, zur y-Achse Punkte von G enthalt, f(x,y) fast iiberall auf
(L,-@) endliche obere und untere Derivierten besitzt. Nach einem Satze
von G. C.Young®”) besitzt dadurch f(z,y) fast iiberall auf (L,-@) eine

endliche Ableitung %, und somit auch fast iiberall in G.

Auf dieselbe Weise zeigt man, daB % fast iiberall in @ existiert.

Von hier an fihrt der Beweis fort wie in den §§ 2 und 8 einer
Arbeit von Rademacher: ,Uber partielle und totale Differenzierbarkeit usw.,
Math. Annalen Bd. 79 (1919). Dort enthalt Satz 1 das Resultat: ,Ist f(x, y)
eine in dem beschrinkten Gebiete G definierte Funktion, fiir welche
L.(z,y) in G eudlich und summierbar ist, so ist f(z, y) fast iiberall in G
total differenzierbar®°).“ Auch die weniger fordernden Bedingungen des

Hilfssatzes 1 fithren zu derselben Eigenschaft fiir die Funktion f(z, y).

§18.

Hilfssatz 2. Ist sn der Umgebung eines Punktes (£,7m) p(z,y)
linear summierbar nach = und q(z,y) nach y wnd sind beide Funk-
tionen in (£, ) total differenzierbar, so ist fir die Intervallfunktion
@(J)=jfpda;+qdy in (&,n) die (im § 1 definierie) Ableitung

_2a(&Em) _ap(&m)
ox oy °

Es sei (& 7) innerer Punkt oder Randpunkt eines Quadrates J
-t <eLi+t;n—u,<y<n-+u,]. Dann ist:

+t,
jfpdx:j (4t n—u)—p(E+t 5+ uy)]dt
+ip

= {[{p($+t,n;ul)—p(§, Ny —{p(E+t,n+u)—p(&n)}]de

+2,

[_ op (¢, 9)

oy u e, (8, u)-t— e (1, ul)'ul

o
—E’Lgfy’—”)-ug—as(t, )t — &y (1, %,) 1, ] 2
_ & e
==y ) () [ Te () — o (1 w)) -t
Y
+__.[ s (2, Uy, u-z)'[u1+uejdt'

30) Ein.e Verallgemeinerung, welche von Stepanoff gefundeﬁ wurde nach dem Ver-
fahren, das im Texte zu Hilfssatz 1 filhrte, findet man in den Math. Annalen 90 (1923).
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Hierbei konvergieren die Funktionen ¢, s,,..., & nach Null, wenn sich
das Quadrat in (£, %) zusammenzieht. Es existiert eine positive Funktion
e (115 1y, Uy, Uy), Welche nach Null konvergiert, wenn ¢,,7,, , und u, sich
der Null nihern und welche die Eigenschaft besitzt, dal der absolute
Wert der Summe der beiden letzten Integrale gleich

+h
&g (B35 tas Ug, uz)'_.[ 2]+ (ug+w)] 1] < g gm('])
ist. l
Durchliuft J eine willkiirliche Reihe den Punkt (£,7) als inneren
oder Randpunkt enthaltender und sich in (&, %) zusammenziehender
Quadrate, so folgt:

d
lim Jp x__ ap(&, 1)
m@=0 ™) ay

Dann findet man auch auf gleiche Weise:

Jady

< J _2q9(&,m)
o S T de
womit der Beweis fertig ist 3).
§ 14.

Hilfssatz 3. Die Funktionen p(x,y) und g (x,y) sind vn der
Umgebung von (&,7n) linear summierbar nach x bzw. nach y. Die (wie
in § 12 definierten) Funktionen L, (z,y) und L, (z,y) sind in (&, 1)
kleiner als ein positives M. Dann lGft sich zeigen, daf fir die Intervall-
funktion @ (J) =jfpdx + g dy die obere und untere Derivierten in (&, )

ihrem absoluten Werte nach klesner sind als 4 M Y2.

31) Existiert eine Funktion f(z,y) in der Umgebung von (£, %), so da8 in dieser
Umgebung die Ableitunge ~f =p(x,y) und of =q(a:,y) endlich sind, und sind p
und ¢ in (£, 7) total dJﬁerenmerbar, so sind in der Umgebung von (&,7) p nach z
und ¢ nach y summierbar. Nach Hilfssatz 2 ist. also D 5, @ (J) = a_q;_i_’l) - é’-’%ﬂ—) s
wobei @(J):fpda:-}-qdy ist. Weiter ist einfach zu sehen, daB @ (J)=0 ist in
der Umgebunngon (&,7). Somit ist auch Dg D (J)=0 oder ap(é, ) aqg;’ ”).
Damit ist ein neuer Beweis des folgenden Satzes von W. H. Young [Proc London
Math. Soc. (2) 7 (1909)] geliefert: Besitzt eine Funktion f(x,y) in der Umgebung
eines Punktes (§,9) partielle Ableitungen p (z,y) nach x und q(z,y) nach y und sind
diese Ableitungen in (&, 7) total differenzierbar, so ist in (& 7): 8p_a_g

ox’
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Da L, (z,y) Kleiner ist als M, 138t sich ein positives o angeben, so
daB fiir jeden Punkt (£ 41, 9+ ) mit 0 < 12+ u? < o? gilt:

pE+t,N+u)—p(&, ) '<M.
]t‘a_*_ue

Es sei J ein Quadrat, das (£, ) im Innern oder auf dem Rande enthilt
und das ganz im Innern des Kreises K (), vom Radius ¢ um (£, ), liegt.
Geniigen die Koordinaten den Ungleichungen:

E"—t1—§x§5+t%; n*u1§y_—<:77+u2,
so ist:

prdx =_+[tf{p($+t, n—u)—p(& 1)} —{p(é-+1t, n+u)—pEn)}lde

+t,

=Mf [Qx(t’ ul)Vt—?q'—;‘f - @2 (t’ uz)’}/t% '}"uz%}dt’

wobei die beiden Funktionen ©, und 6,, absolut genommen, kleiner als
1 sind. Hieraus folgt leicht:

T+l
L[ pdz{<M><2(t,+1,)Y2 [dt=M><2Y2 < m(J).
J “4

Da iibereinstimmende Betrachtungen gelten fiir ¢ (z, y), ist der Beweis
leicht zu beendigen. ’

§ 15.
Nun folgt der
Satz C: @ (J)= [pda+ qdy ist im (beschrinkten) Gebiete G = 0
J

unler den Bedingungen :

L. p und q sind beschrankt in jedem in G liegenden, abgeschlossenen
Bereiche und in bezug auf jede einzelne Variable stetig,

2. L, (2, yyund L, (2, y) konnen nur in einer abzihlbaren Menge E
unendlich werden.

3. fast dberall in @ st 2P — 29, 32)
o dy oz
Wie in § 7, folgt aus 1., daB @ stetig* ist in jedem in G liegenden,
abgeschlossenen Intervall J.
Aus 1. und 2. folgt, nach Hilfssatz 1, da8 p und ¢ fast iiberall in G

total differenzierbar sind. Dieses und 8. liefert, nach Hilfssatz 2, da8
D @ fast iiberall Null ist in @.

*) Dieso Bedingung hatte man auch schreiben kénnen: ,fast aberall ist 22 — Z—Q
auf derjenigen Menge in @, auf der beide existieren“. Vgl. 8, 141. by o=
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Nach 2. und Hilfssatz 3 sind in allen Punkten von G, die Menge E
ausgenommen, obere und untere Derivierten von @ (J) endlich.

Im offenen Intervall I sind die Bedingungen des Hauptsatzes A er-
filllt. Daraus folgt: @ =0 in I-, also auch in G.

Nimmt man statt 1. zwei-dim. Stetigkeit von p und q tn G an, so
verschwindet das Linsenintegral auch vber jede einfache, geschlossene,
rektifizierbare Kurve in G %).

§ 16.
Der iibereinstimmende Satz bei komplexen Funktionen lautet:
Satz D: Die komplexe Funktion f(2)=u(z,y)+iv(z, y) st ana-
lytisch reguldr im (beschrdnkten) Gebiete G, falls:
1. f(2) in jedem in G liegenden, abgeschlossenen Bereiche B be-
schrinkt ist und in bezug auf jede einzelne Variable stetig,

f(z+}")—f(z)! nur auf einer abzihlbaren Menge E in G

2. lim sup - |

h=0
unendlich werden kann.
3. fast iiberall in G die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen
gelten.

Aus 1. ist abzuleiten, da & (J) = f f(z)dz in jedem abgeschlossenen
Intervall I in @ stetig* ist *3).

Aus 2. folgt, daB L, (z,y) und L, (z,y) endlich sind in (G —E).
Dies und 1. liefert, nach Hilfssatz 1, daB % und v fast iiberall in G total
differenzierbar sind. Es sei @ (J)= @,(J)+ P, (J). Dann folgt mit 3,
nach Hilfssatz 2, dal D®=D @, 4 :D P, fast iiberall in @ Null ist.

Nach 2. und Hilfssatz 3 konnen die oberen und unteren Derivierten
von @, und &, nur auf £ unendlich werden.

SchlieBlich folgt aus 1., daB f(z) summierbar ist in jedem- abge-
schlossenen Bereiche B in @*°).

Die Bedingungen des Hauptsatzes B sind also erfidlt und f(z) ist
analytisch regulir in G ).

%) Vgl. §§ 7 und 10.

34) Nach Montel [Comptes Rendus 156 (1913), p. 1820—1822] ist f(z) (unter An-
nahme zwei-dimensionaler Stetigkeit) auch analytisch regulér, wenn man stat¢ 2. End-
lichkeit der partiellen Ableitungern apnimmt. Ein Beweis wurde von ihm jedoch nicht ge-
geben. Ein Beweis von Borger {Bull. Am. Math. Soc. 27 (1921); er nimmt auBerdem die
C.-R.-Diff.-Gleichungen in ,allen Punkten von @ an] ist, wie Looman [Gétt. Nachr.
(1923)] angibt, falsch. Aber auch dieser liefert [loc. cit.] keinen richtigen Beweis.

Er wiinscht erstens zu zeigen: ,In einem beschrénkten Gebiete G ist fiir jedes
achsenparallele Rechteck 7: f pdx+qdy 0, wenn p und ¢ (zwei-dim.) stetig sind

Fortsetzung der FuBnote *4) auf nachster Seite.)
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Der bekannte Goursatsche Satz ist ein Korollar des obigen Satzes.
Auch der verallgemeinerte Satz von Pompéiu(-Montel); denn aus Be-
schranktheit der partiellen Derivierten nach 2 und % in einem abgeschlos-
senen Intervall J folgt Beschrinktheit der zugehdrigen Differenzenquotienten '*),

in G, 2P und 2 endlich sind in @ und fast Gberall in @: 22 =27 ist« Daraus

’ oy ox oy oz
wirde dann leicht das verlangte Resultat folgen.

Zum Beweise dieses Satzes wird eine bestimmte Menge M definiert, welche die
Eigenschaften besitzt, perfekt und nirgends dicht zu sein. Darauf wird gezeigt, daB
in jedem abgeschlossenen Intervall 7 in G, das in seinem Innern Punkte von M ent-
hilt, ein abgeschlossenes Intervall r, liegt, das auch Punkte von M im Innern enthilt
und folgende Eigenschaft hat. Gehort (z,y) zu (7,-M)=o0(r,) und gehort (z,y+h)
zu r,, so liegt lp(x,yq’-h}z— p(a:,y)g unterhalb einer endlichen Schranke 4. Das
abgeschlossene Intervall 7, [a, S 2 < b,; ¢, < y < d] liege im Innern von r,. Enthilt
die von r, auf einer Parallelen L, zur y- Achse ausgeschnittene, abgeschlossene Strecke
Punkte von (7,-M) =06 (r,), so wird sie in zwei Mengen geteilt, und zwar in die per-
fekte Menge (L, -0 (r,)) und die Menge der offenen, komplementiren Intervalle (y,d)).
Nun 148t sich zeigen, da8

0
P2, d)=p(5,6)= Zlp(z ) ~p(mml+ [ 0oy,
wobei dann gilt: Z,0(7y)

(1) 2lp(2,8)—p(2,y)]I<4-Z (81— 7).

Darauf wird eine Reihe von abgeschlossenen Quadraten r, betrachtet, welche
einen Punkt (z,y) von o(r,) enthalten und sich auf (z,y) zusammenziehen. Die
Parallelen zur y-Achse, welche ein 7, iiberschneiden, enthalten Punkte von o(r,) oder
nicht; die zugehérigen z-Werte der ersten Gruppe von Parallelen bilden eine Menge
E, (z) und die der zweiten Gruppe eine Menge E, (x). Nun ist:

b,
fpd“—fdxf gdy—fdx.zw(x,aa—p(x,y,)]—f)dxwp(x,de)—p(x,cgn-

72 a  z,0(r,) E\(2) B, (@

Die beiden letzten Integrale werden in der Loomanschen Arbeit zusammengenommen,
und es wird aus (1) irrtiimlich gefolgert, da8 der absolute Wert ihrer Summe
<d4-p{r;—o(r,)], wobei 4 das FlichenmaB8 andeutet. Aus (1) folgt zwar fir das Inte-
gral ber B, (x), daB sein absoluter Wert kleiner als A-{p[ry—o(ry)]— (do —05)- m By (2)}

ist, ‘wobei p FlachenmaB und m lineares Ma8 andeutet. Nun miifte jedenfalls moch
bewiesen werden :

@) L”f 2120 = p(e,6)] | < 4:(dy =) m By (2),

damit die von Looman gegebene Abschitzung fir die Summe beider Integrale richtig wére.
9Y wi . | p(z,dy) —
(2) wire bewiesen, wenn ! ?(i—;;“f(’i’f&) < A ware auf E, (z) fir alle Quadrater,
. £
der sich auf (z,y) zusammenziehenden Reihe. Aber das ist ohne weiteres nicht ein-

zusehen. Dadurch liefern natiirlich die weiteren Schliisse der zitierten Arbeit nicht
den gesuchten Beweis.
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u(zth, y+b)—u(@,y) 4 2@tk y+k)—v(zy)
Ty T En R
1E+D=1G) | 4 5
h i :

dadurch auch von und

dadurch wieder von lim sup
r=0
§ 17.
DaBl die Bedingung der Beschrinktheit von f(z) in jedem in @ lie-
genden, abgeschlossenen Bereiche nicht fortgelassen werden darf, zeigt das
1
Beispiel: f(z)=e¢ **. Diese Funktion geniigt in der Umgebung von
[#=0, y =0] allen Bedingungen des Satzes D, ausgenommen die der
Beschrénktheit. Sie ist auch nicht analytisch regulér in dieser Umgebung ®°).

35) Das Beispiel entlehnen wir Looman, loc. cit. 34).

(Eingegangen am 15. 11. 1928.)



