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Uber einen Satz von Herrn Eseclangon.

Von
Edmund Landau in Gottingen.

Einleitung. -

Alle Zahlen in dieser Arbeit seien reell, n >2 ganz, y und alle p
Funktionen von z; alle Ableitungen in Endpunkten von Intervallen ein-
seitig nach innen gemeint,

Satz 1. Fir x>0 se:

y beschrdnkt,
¥,y V... p,y beschrinkt,
(1m<n) beschrinkt.
Dann ist fir £ >0
y™ (0 <m <n) beschrankt.

Dieser Satz ist neu. Herr Esclangon') bewies einen schwicheren
Satz, indem er iiberdies ausdriicklich die Existenz und Beschrinktheit von
p fir 1<m<n, 1<I<n—m und wihrend des Beweises (unnétiger-
weise) stillschweigend *) noch mehr voraussetzte.

Da der Esclangonsche Wortlaut — er ist richtig — in neuerer Zeit zu
wichtigen Anwendungen®) in der Theorie der fastperiodischen Funktionen

Yy Bur les intégrales bornées dune équation différenticlle linéaire [Comptes rendus
hebdomadaires des séances de I’Académie des Sciences, Paris, 160 (1915), S. 475—478];
Nouvelles Recherches sur les Fonctions gquasi-périodiques [Annales de 1'Observatoire de
Bordeaux 16 (1921), 8. 51—177], 8.149—154.

*) Bereits der von Herrn Esclangon auf S. 476 bzw. S. 150 eingefiihrte Diffe-
rentialausdruck mit dem g, existiert sonst nicht; bekanntlich existiert nicht zu jeder
beschrinkten Funktion ein unbestimmtes oder bestimmtes (Riemannsches oder
Lebesguesches) Integral.

*) Bohr und Neugebauer, Uber lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten und fastperiodischer rechter Seite [Nachrichten vor der Gesellschaft der

Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-Physikalische Klasse, Jabrgang 1926,
§. 8—22], S. 10 und S. 14,
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178 E. Landan.

fithrte, will ich einen einfacheren Beweis fiir ihn, namlich alsbald fiir den
weitergehenden Satz 1 angeben. Allerdings liegt dieser Beweis dem Kenner
der ersten Seiten einer berithmten Hardy-Littlewoodschen*), zwei Jahre
vor Herrn Esclangons erstgenannter Note erschienenen Arbeit sehr nahe.
Fiigt man noch die Voraussetzung der Stetigkeit von y™ hinzu, so
1st der entstehende Satz iiberhaupt keiner Publikationr wert. Denn, wer
Hardy-Littlewoods ®) Theorem 3 (@) kennt, mufl sich sagen: Wird

o (z) = Max (1, Max [y® (2))
05252
gesetzt, so ist mit von z freien P fir 2 >0, 0 <m<n

m
lym| < Pom,

also
n—1

n =
fym < P+ 3 |p,] gy ™| S Ro ™,
m=1

n—1 n—1

0o <Max{1,P,o * )< Pow",
o< P, ’
lym <P,PP<P, fir 0<m<n.

Auch der volle Wortlaut des Satzes 1 lieBe sich durch Hinzufiigung
weniger Zeilen zu Hardy-Littlewood beweisen. Doch will ich den Beweis
ohne Zitate auf jene Abhandlung fithren und werde statt dessen den in
vierfacher Hinsicht weitergehenden Satz 2 und den in dreifacher Hinsicht
weitergehenden Satz 3 beweisen.

Erstens wird die Voraussetzung der Beschrianktheit der p, und des
Differentialausdrucks durch weniger ersetzt;

zweitens beziehen sich die Sitze auf ein endliches Intervall;

drittens wird in Satz 2 (nicht aber in Satz 3) vom Differentialausdruck
nur eine einseitige Ungleichung vorausgesetzt (und entsprechend bei y®
behauptet };

viertens hat die ganze Sache nichts mit linearen Differentialausdriicken
zu tun; statt

A SRR o

(wo ja das Glied p,y ohne weiteres gestrichen werden kann) lege ich ein
%) Contributions to the Arithmetic Theory of Series [Proceedings of the London

Mathematical Society (2) 11 (1913), S. 411—-478].
5 Loc. cit., S. 422,
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beliebiges Polynom
PB=B> 0y =Ip, , yh.. yevE
zugrunde, wo die I, (0 <m < n) die verschiedenen Systeme mit

—~1 .
(1) anlm<n, t,=>0 und ganz,
m=1 4

durchlaufen; zur Abkiirzung werde
n~—1
N=NQy, ..o by_,) =7 3 ml,
m=1
gesetzt.
Satz 2. Es gibt zwet nur von n abhdngige positive Zahlen ¢ (n) und
P(n) mit folgender Eigenschaft:
Fir (x| <1 sed

lyl<1.

Es sei fir jedes System (1) mit (1), wenn
(2) p = Max (1, y™ (0))
geseizt werd,
(3) 1Dy, | <ewt™¥
und
(4) ¥+ P <ep.
Dann 1st

[ym (0)| <P fir O<m<n
und

y»(0)< P.

Satz 8. Es gibt zwei nur von n abhéngige positive Zahlen e(n) und
P(n) mit folgender Eigenschaft:

Fir |21 <1 ses
Iyl <1

Es sei fir jedes System (1) mat (1), wenn
(5) #=Max (1, [y™ (0)])
gesetzt wird,
(3) 12y, | < ept¥
und
(6) ly™ 4P| < ep.
Dann st

ly™(0)|<P fir 0<m<n.
12%
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Satz 3 ist natiirlich ein Spezialfall des Satzes 2, obgleich eine Voraus-
setzung, wegen y™ (0) < |y™ (0)], geringer und eine Behauptung schirfer
ist. Denn unter den Voraussetzungen des Satzes 3 ist nur Satz 2 im Falle
y™(0) > 0 auf y, im Falle y™ (0) < 0 auf —y und ~P(—y',..., —y®~Y)
statt 8 anzuwenden.

Satz 3 enthilt natiirich den Satz 1. Denn unter dessen Voraus-
setzungen ist bei passendem A fir z >0

lyl <4, .
(7) [y® L p oyt ... +p, .y |<A4,
1Pl <4 (1<m<Ln—1).
Wird
r——Mm(l i)

4’2
gesetzt, so geniigt

fir 2 > 0 den Bedingungen
Y[ <1,

Y(n\_,_ Px y('n 1)+ _*_1?._1Y <1

[Y(”)—}—p,rY(""l)—l—...—Jl—pn%lr""lY'[<r >
und hierin ist
[p,r"i<Ar<Le fir 0<m<n,

rr<r<e.
Satz 3 ist wegen u >1 bei jedem £>1 auf Z(2z) = Y(E—I—@ (statt y),
-1
B = nZ'p,,. (6 +2)r™Z™"™ anwendbar und liefert
m=1

Y™ <P fir 0<m<n,
wo P von & frei ist.
m A o (m
8 y' )(93)=;,;Y(><;> 0<m<n)

ist also fiir # > r beschrinkt und (wegen der Stetigkeit) selbstverstdndlich
fir 0 <z <r. Nach (7) ist also auch y™ fiir 2 >0 beschrinkt.

Da Satz 3 wesentlich einfacher zu beweisen geht, will ich zunichst
im ersten Teil diesen schwiicheren Satz beweisen und erst im zweiten Teil
den vollen Satz 2.
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Erster Teil
Satz 3.

§1.
Hilfssitze.
Hilfssatz 1.°) Es ses a >0, b>0. Fir |z| gl/% ser

ly| e, [97]Z0.

Dann ist dort
l9'| <2V ab.

Beweis. 1. Es sei a=b=1. Fiir |2| <1 ist bei passenden &, &,
mit —1<¢ <o <E<1
’ -(1 : ”
y(a)—y(—1)=(1+2)y'(x) - 2Ly,
. ’ 1-2)* ”
y()=y(e) =1—-2)y'(@)+"FLy" (),
also

2y (2) =y (1) —y(—1) + L5y - A5y,

2y (z)| L1414+ 0E L A28 g4 e cy,
ly'(2)| < 2.
2. Im allgemeinen Fall geniigt

SREWET

fir || <1 den Bedingungen

Y@ILL 7" (@)]=| Ly («)/2) <1.
Also ist fiir [2| <1 nach 1.:

=0 (@)L =17 @i<e,
folglich fiir |2] < J/%
ly'(z)] L 2Vab.

D) Ni(-;ht neu. Vgl. meine Arbeit Finige Ungleichungen far zweimal differentiier-
bare Funktionen [Proceedings of the London Mathematical Society (2) 18 (1914),
S.43-49), 8. 44, FuBnote *, .
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Hilfssatz 2. Es set 0 <a<b. Fir [z|<1 se
lyl<a, [9"[L0.

Dann st dort
ly'| < 2¥ab.
Beweis. Hilfssatz 1 mit y (&4 2), |{£] <1 — V—Z—,
1
Yo

ly1<1, |97 L w.

Hilissatz 3. Es ses fiir ]x] <

Dann ist dort fiir 0 <m <n

m

ly™ <2 0" .
Beweis. 1. Es sei w=1. Man setze

x4 = Max (2%, Max Max |y™]).
o<m<n |z|£1
Durch Induktion wird sich auf |2] <1 fir 0 < m<n

1
Im

11—
(8) ly™ <4y
ergeben.

Fir m =0 ist
1

|
ly™ | =ly|<1<d=4yg *".

Aus (8) mit einem m auf 0 <m<n—1 folgt (8) mit m 41, wenn
1

1-3%
Hilfssatz 2 auf »™ statt y, a=4y ° , b=y angewendet wird. In

der Tat ist erstens .

%‘ -

<87y L g=0,

1
— 5@

1
0<a=2%

zweitens nach (8) o
ly™[<a,

drittens fiir m < n — 2 nach Definition von y, fiir m =% —2 nach
Voraussetzung (man beachte 1< )

|92 <z =b.
Hilfssatz 2 ergibt also

Y N
lym D <2V dy TRy=4y

d. h. (8) gilt mit m 41 statt m.
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(8) gilt also fiir 0 <m < .
Folglich ist

1
-5t
Max Max |y <4y 7.
o<m<n |z|£1
Andererseits ist nach Definition von y

1 1

1 1o
22:;:4(22”) 2n—1§4z 2’!—1.

Nach Definition von y ist also
1
Tew1

1<4y ,
1S4 =2
nach Definition von y ist also
ly™ | <L2® fir 0<m<mn.

2. Ist w beliebig, so werde 1. auf

y(x )=Y(x)

Vo

angewendet. Auf |2|<1 ist
F@I<1, 700@) =5y ()<L,

n
l/w ‘

]Y(m)(x)]§22" fir 0<m<mn,

also nach 1.:

also fir |z]|<-1 ) 0<m<n,

Ve

‘y(m)(x)l - w-n—[y(m)(xi/'&;)lé 22“0)7.

§2.

Beweis von Satz 3.
Es sel k= k(n) die Losungszah! von (1),
P=P(n)=2%",

==l (<d)

Ich behaupte, daB diese Zahlen P und & das in Satz 3 Behauptete leisten.
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y™ ist nach (3) und (6) fiir |#| <1 beschrinkt.
Ich setze

@ = Max (1, obere Grenze von |y™]|).
zl=1

Nach Hilfssatz 3 (man beachte t— < 1) mit y(&+2), [§| <1— o, ist,
Ve ye
da fir |z]<1
FIES A P

ist, fir {2{<1, 0<m<n

m m

(9) ¥ <2 0" =Po" .
Jedes der k& Glieder von P ist nach (3) (da u < w wegen (5)) absolut

<8(1)1_NPI’+"'+Z""CON§£P”0)=-4%;

nach (6) ist also fiir [z! <1

obere Grenze von |y™| < .
jal=1 =2

Nach Definition von o ist also
(10) w=1,
1y (0)| <5 <P
und nach (9) und (10)
[y™(0)|<P fir 0<m<n.

Zweiter Teil
Satz 2.
§1.
Hilfssitze.
Hilfssatz 4. Fir 0 <z <% sed

ly|<1, @<L,
Dann ist
y"2(0) = — P, (n).
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. 1 .
Beweis. Mit k=2—(n——_13 1st

n-1 1 h z+h z,,_,+h( 5
S=n (") )y(rk)=ofdz1! dz, ... | y" P(z,_)de,_,.
»=0 1 Zn—2

Die linke Seite ist .
n—
n—1 _ n—1
= —é’: ( v ) =—2""
Im Integral rechts ist nach dem Mittelwertsatz

n-— n— n— 1
y( 1)(xn—1)§y( 1)(O)+x'n—1..£_y( 1)(O)+§"

Daher ist
_ 2n—1§ hn——l (y(n—l)(o) + %) ,

y" P (0) 2 — Py(n).
Hilfssatz 5. Es set zg;l— Fir |z] <t ser

ly| <1, y®»<Lw.

1

Dann ist fir 2| <71——, 0<m<m,

B

g
ly™[ < Py (n) o™
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w =1 (sonst

betrachte =)
etrachte man y(’]‘/;))

Nach Hilfssatz 4, angewendet auf y(z-+&) mit —z7<E<v—1
und auf (—1)"y(—z+ &) mit —r+ 1< e, st

Yoz - PB(n) fir —r<E<r—y

und
— Y@ I(E) = — Py(n) fir —1y<ELm,
Fiir ]x}éz-—-% ist also
(11) ly==(2)| < Py (n).

Im Fall » =2 sind Wwir_wegen T—1<7r—3} am Ziel
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Im Fall » > 2 werde der Hilfssatz fiir » — 1 als wahr angenommen.
Es ist nach (11), wo P,(n)>2""" gewihlt werden darf (dann ist
1—131——12 — H——l—-——>, mit n — 1 statt n, 7 — % statt z, P,(n) statt o,
o VP (n)
fir jz|<7—1, 0<m<<n—2,

(12) ly™] < Py(n—1) PP (n) S Py(n — 1) Py (n).
Fir |2| <7—1, 0 <m < n ist schlieBlich nach (11) und (12)
|y | < Max (P, (n), Py(n —1) Py (n)) = P, (n).

§2.

Beweis von Satz 2.

Das P,(n) des Hilfssatzes 5 darf ich > 1 gewihlt denken. Alsdann
setze ich, wenn k& die Losungszahl von (1) ist,

) 1 1
== = - < _—
£ e(n) 2n+1 ICP; (n) <= 2n+l>

P(n) =P,(n)4".
Ich behaupte, dal diese Zahlen ¢ und P das in Satz 2 Behauptete leisten.
y™ ist nach den Voraussetzungen (3) und (4) fiir iz' <1 nach oben
beschrinkt.
Ich setze fiir 0 << 1

w (t) = Max (4", obere Grenze von y™ (z)),
|zl
2Q0)=Vw(t).

Dann fallen o () und @ (¢) mit wachsendem ¢ nicht, und es ist

und

Q>4
und nach (2)
(1) (1) 2 0(0) 2 .
Es sei 0<L1<L2, also
1 1
z:t(t)=t+9(t)§t+zgl.
Fir |z| <7 ist
lyl <1,
yW L o (7).

Nach Hilfssatz 5 (man beachte

1 1 1
— 5@ =t 5w ooy 2

k4
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ist fiir |21 <t 0<m<n, i

(14) |y ™| < Py (n) 0™ () = Py (n) 2™(2).

Nach Definition von ¢, (3), (13) und (14) ist jedes der k£ Glieder in
P fiir 2] L ¢ absolut

< eu! ™Y PR () 0 (1) S e 0V (2) PP (n) 0 (1) = S2NL

2n+1k
also nach (4) fir |z| < ¢ :
g < 2l o) o)

on+ly gn+i gn
obere Grenze von y®™ < —~ @)

|lzl£t . 2”

Nach Definition von w (#) ist daher fir 0 <2 <L 32
w (t) £ Max (4" w(z))

n

(15) (1) < Max (4, 2{).
Die Zahlen .
(-5

ov+l ?

» 2> 1 ganz,

beginnen mit

1
Q<Z> >1 " 3\ . .
7 =1 und streben {da der Zihler < .Q<74—> ist] bei
v—oo gegen 0. Fiir ein passendes » > 1 ist also

o4
(16) 21
und
3 1
) fan)

Aus (16) und (15) folgt
(18) 2v+1§9(§__.21_7)§Max(4,%Q(,(ﬁ-l))).
Hierin ist nach (16)

3
’(r‘z'l‘»)%—?lv*‘;@l?gé%“bf—l*:i‘—l’“

also nach (17)
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Daher ist die rechte Seite von (18) gleich 4, also
1 3 1
20 (i) <t
Daher ist erstens

y<m(o)<,u<w()g "< P (n)4n

zweitens nach (14) mit t =0, = ( )g

P(n),

|y (0)] < Py(n) 2" (3) S B, (n) 4" = P(n) fiirx 0<m<n.

Gottingen, den 27. Februar 1929.

(Eingegangen am 2. 3. 1929.)



