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Uber das asymptotische Verhalten normierter Lésungen
von Differentialgleichungen mit Parameter.

Von
Woligang Sternberg in Breslau.

In einer in den Math. Annalen?) erschienenen Arbeit habe ich das
asymptotische Verhalten der Losungen gewisser elliptischer Differential-
gleichungen mit Parameter fiir groBe reelle positive Werte dieses Para-
meters untersucht. Im § 4 dieser Arbeit handelte es sich insbesondere um
ynormierte“ Losungen der Differentialgleichung

2 2
(A) GwL 0% gw=0,

0x? éy*
Es zeigte sich, daB eine in einem gegebenen Bereiche S normierte,
d. h. der Bedingung

J;fw"’dxdy———l

geniigende Ldsung w(2, y, ¢) von (A) als Funktion von ¢ keineswegs fiir
alle Punkte von S beschrinkt zu sein braucht; es wurde nimlich eine nor-
mierte Losung, welche in einem Punkte von § unendlich groB wie Yo

wird, tatsichlich angegeben. Dies war w = Van (er), wo J, die Besselsche

Funktion erster Art bezeichnete. Andrerseits lief sich beweisen, daB die
Ordnung des Unendlichwerdens der normierten Losungen von (A) in bezug
1

auf e hochstens § sein kann. Vollig analoge Sitze ergaben sich fir die
normierten Losungen der Differentialgleichung

(B) ®u | ®u a

T apT4(z9,0) +e*lu=0,
wobei vorausgesetzt. war, daf die Funktion 4 in § endliche Ableitungen
erster Ordnung besitzt und nebst diesen Ableitungen bei wachsendem ¢
beschrinkt bleibt.

1) 86 (1922), S. 280—295.
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Daraus ergeben sich z. B. Konvergenzsitze fiir Reihen, die der Bilinear-
reihe in der Theorie der Integralgleichungen eng verwandt sind. Bedeutet
namlich ¢, (z,y) die der Differentialgleichung (A) geniigende, zum n-ten
Eigenwert 4, = o gehorige normierte Eigenfunktion des Bereiches S, wobei
etwa als Randbedingung ¢, — 0 vorgeschrieben ist, so 1a8t sich jetzt leicht

die Konvergenz der Reihe
% Pn (Z, y) P (5’ ’7)
Z %.4_ Py

n=1 },n

fiir jedes positive ¢ beweisen. Da némlich die Limesgleichung Lim %‘ = konst.
n=<w

(Weyl, Math. Annalen 71, Crelles Journ. 141, 143; Courant, Math. Zeitschr. 7)
und andrerseits®) @, (z, ¥) =0(i/l_n)= O(m gilt, hat die obige Reihe

©
die konvergente Majorantenreihe 2 —3—8 Sie ist also fiir alle Punkte
n=1 " N

(z,y) und (£, ) von S gleichmaBig und absolut konvergent.
Ein ganz anderes Verhalten zeigen nun die normierten Lésungen der
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung

1) y'+e*y=0,
sowie auch der allgemeineren Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung
(2) 2"+ [4(z) + 0%z =0.

Fiir die Losungen dieser Gleichungen kann man tatsichlich aus der Nor-
miertheit auf die Beschrinktheit schlieBen, was jetzt genauer ausgefiihrt
werden soll. .

Sei y(z, o) eine beliebige Losung von (1), die im Intervalle e <2 <b
zweimal stetig differentiierbar und normiert ist. Durch die lineare Trans-
formation z, = %—:i;, durch die an der Form von (1) nichts Wesentliches
gedndert wird, kann man die Zuriickfilhrung auf das Intervall 0...1 er-
reichen, wodurch sich die Rechnung vereinfacht. Es wird also ¢ =0, b=1
angenommen. Unsere Losung kann in der Form

y=c,(e)singx +¢c,(0)cospx
dargestellt werden, wo ¢, und ¢, Funktionen von ¢ allein sind. Nun ist
1 1 1 - 1
Jyrde=c2[sin?ozde +¢2 fcostoxdz + 2¢, ¢, [ singzcospzda
0 0 0 0
=1.

2) Im folgenden wird das von E. Landau eingebiirgerte Symbol O benutzt.
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Oder
fy“'d""cl R R G sy I IO e
=T e 0(3) +30(3) +20450(y)
—4xE (2 +e)0(y)
— @+ (3 +0)
Daher 1st -

2+e2=0(1), ¢=0Q1), ¢=0(Q).
Mithin gilt im Intervall 0...1 gleichmaBig die Limesgleichung
y(z,0=0(),
w. z. b.w.

Was nun die Gleichung (2) betrifit, in der 4(z) fir 0 <2< 1 als
stetig vorausgesetzt wird®), so benutzt man zuerst den fundamentalen Satz
der Sturm-Liouvilleschen Theorie: Es existieren zwei fiir 0 < o <1 zweimal
stetig differentiierbare Losungen z,, 2z, von (2), die den Limesgleichungen

2 (2, e).=sinex+0(%),

2, (2, 0) =cospzx + 0(%)

geniigen. Sie bilden natiirlich ein Fundamentalsystem. Sei nun z(z, o)
eine beliebige fiir 0 < o < 1 zweimal stetig differentiierbare und normierte
Losung von (2).

Man kann

z :‘;1(9)21 +¢,(0)2
setzen.

Da

1
(.)f;“’ =§+
lezgdx-— (

)

?) Allgemeiner kinnte man statt A(z) eine Funktion 4 (z, o) zulassen, welche
die Limesgleichung 4 (z, ¢) = O (1) erfillt.
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ist, findet man, wie oben,
1
bfz""dx=(cf—|—c§)<% +0(§)) =1,

woraus sich wieder die Beschrinktheit von ¢, und ¢, ergibt. Daraus folgt
aber wegen z,= O (1) und z,=0(1) auch
z=0(1),
w.z. b. w.
Es sei noch bemerkt, daf ein analoger Satz fiir Gleichungen héherer
Ordnung nicht gilt. So hat z B. die Differentialgleichung vierter Ordnung

ylv —oty=0
die in bezug auf das Intervall 0...1 normierte Losung
y(o 0) = V%0 o
e*¢—1

An der Stelle x = 1 hat man aber

y(Le)=V2e =—==100(),
- Ye2e—1

so daB y(1, 0) unendlich grof und zwar von der Ordnung % in bezug

auf o wird.

Ein shnliches Resultat findet man bei Untersuchung der Gleichung

y'V+ety=0.

Es ist also eine Eigenart der Sturm-Liouvilleschen Gleichung, daB sie
keine normierten Losungen besitzt, die nicht auch beschrankt sind. Hierin
steht diese Gleichung in einem Gegensatz ebenso zu gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung wie auch zu partiellen Differential-
gleichungen.

(Eingegangen am 1. 11. 1928.)



